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С У З  Б О Ш И

Ушбу дарслик 1993 йили нашр этилган «Математик анализ, 1-кисм» 
кнтобимизнинг даг:оми булиб, мазкур курснинг колган анъанавий мав- 
зуларини уз ичига олади. Дарсликни ёзишдаги асссий кридаларимиз 
1-кисм га ёзилган суз бсшида келтирилган, 2- кисмни тайёрлаш жара- 
ёнида улар деярли узгаргани йуь;. Факат куйидаги ■мулохазаларимизни 
кушимча килишни л озим топамиз.

Дарслик куп узгарувчили функциялар ва уларнинг дифференциал 
■сисоби баёнидан бсшланади. Маълумки, бир узгарувчили Еа куп узга- 
"увчили.функциялар учун дифференциал хисоб масалаларининг куйи- 
лиши ва ечилиши орасида ухшашликлар ва тафовутлар бор. Биз ана 
шу ухшашликлар ва тафовутларни бутун дифференциал хисоб давоми- 
да я^колрок таъкидлашга харакат 1̂ илдик.

Баъзи мавзуларга одатдагидан купро^ зътибор берилиб, улар жуда 
йтафсил баён килинди (масалан, каррали Еа такрорий лимитлар, функ
ционал каторларнинг текис Еа нотекис якинлашувчилиги ва хоказо). 
5у уринда шу мавзуларнинг мавжуд адабиётларда етарлича ёрнтилма- 
ганлигини хисобга олдик.

Айни пайтда баъзи мавзуларга, масалан, каррали интеграллар, сирт 
интеграллари, эгри чизикли интеграллар мавзуларига одатдагидан кам- 
роц эътибор берилиб, улар кискароц баён этилди. Шуни хам айтиш 
херакки, эгри чизик, сирт, жисм каби тушунчалар геометрия курела- 
рида тула баён этилишини хисобга олиб, биз уларнинг математик ана
лиз курси учун зарур булган уринларинигина келтирдик. Юкоридаги 
интеграллар тушунчаларининг киритилищи ва уРганилиши жараёни 
бир-бирига ухшаш булганлиги учун хам уларга кам урин ажра1Дик.

Дарсликнинг илмий ва методик жихатдан яхшиланишига уз 
■иссаларини к,ушганликлари учун профессорлар А. С. Саъдуллаев,
. Р. Латипов, доцентлар М. Зохиров, Э. X. Якубов, Б. Наимжонов, 
. Борисов, Р. Ганихужаевларга, шунингдек, уни нашрга тайёрлашда 
атнашган А . Умаров (ТошДУ) га миннатдорчилик билдирамиз.

Дарсликдаги камчиликларни бартараф этишга ва унинг сифатини 
яхшилашга каратилган фикр ва мулохазаларини билдирган уртокларга 
уз миннатдорчилигимизни билдирамиз.

Муаллифлар
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12- Б О Б

КУП УЗГАРУВЧИЛИ ФУНКЦИЯЛАР,
УЛАРНИНГ ЛИМИТИ, УЗЛУКСИЗЛИГИ

«Математик анализ» курсининг 1-^исмида бир узгарувчили функ- 
цлялар батафсил урганилди.

Математика, физика, техника ва фаннинг бошка турли тармокларп- 
да шундай функциялар учрайдпки, улар куп узгарувчиларга боглик 
булади. Масалан, доиравий цилиндрнинг хажми

V =  я ■ r2h (12.1)

нкки узгарувчи: г — радиус хамда h — баландликка боглшу 
Ток кучи

/ =  |- (12.2)

хам икки узгарувчи: Е — электр юрктувч,; куч в a R — каршилякнинг 
функцияси булади. Бунда цилиндрнинг хажми (12.1) формула ёрдами
да бир- бкрига боглик булмаган г ва h узгарувчиларнинг кнгтатлзрцта 
кура, ток кучи ( 12.2 ) формула ёрдамида бир- бирнга Оорлик булмаган 
Е  ва R узгарувчиларнинг кийматларига кура топилал1'- Шудга ухшаш 
мисолларни жуда куплаб келтириш мумкин*. БинобаРин, куп узгарув
чили функцияларни юкоридагидек чукуррок урган.ш вазифас f туиь 
лади.

Куп узгаРУвчили функциялар назариясида xavI бир узгаруя' чили 
функциялар назариясидагидек, функция ва унинг шмити, функция лжнг 
узлуксизлиги ва хоказо каби тушунчалар урганилгДи. Бунда бир • узга
рувчили функциялар хакидаги маълумотлардан муттасил фойда лана 
борилади.

Маълумки, бир узгарувчили функцияларни чР^чишни улар; uinr 
аникланиш тупламларини (сохаларини) урганиш ЯаН 'ошлагам, э>дйк. 
Куп узгарувчили функцияларни урганишни хам аник-данищ
тупламларини (сохаларини) баён этишдан бошлай '

1-§. Rm фазо ва унинг му^им ту»

1. R3 ф а з ол а р . Ихтиёрий иккита Л ва В Ммларничг Де
карт купайтмаси билан танишган эдик (^аралсиь Л'&Т-боб, 1-§). 
Энди А ва В  тупламлар деб R  тупламни олайлик: =  R, Укда

А х  В =  R x R  =  {(xlt х2): х1 £ R, х2 £ R}
булади.

* Сирасини айтганда, аслида табиатда, фан тармок;ларида, кундалик .^аётда де- 

ярли ,%амма вар;,т куп узгарувчили функцияларни учратамиз. Аммо, биз аввал сод- 

далик учун бир узгарувчили функцияларни муфассал урганган эдик ва математик 
анализнинг а\,сий масалаларини шу содда хол учун тушуниб етган эдик.
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Ушбу

{(xlt х2): ха x2 e R)
XPj- - - " -^МП,Аг)

туплам R2 туплам деб аталади. Равшанки, R'2 
туплам элементлари жуфтликлар булади. Улар 
шу туплам нуцталари деб юритилади. Одатда R2 
тупламнинг нуктаси битта харФ> масалан (хь х2)6 
f  R2 нукта х оркали белгиланади: х =  (xi. хг)- 
Бунда хг ва х2 сонлар х нуктанинг мос равишда 
биринчи ва иккинчи координаталари дейилади.

Агар х =  (х1; х2) б R\ У  =  (У г, У 2) 6 R2 нук;- 
талар учун х1 =  у1у х2 =  у2 булса, у холда х= у  1-чизма

деб аталади.
Текисликда турри бурчакл;; Оху Декарт координаталар системасини 

олайлик. Ох у^да (абсцисса у^ида) хг узгарувчининг кийматлари, Оу 
уада (ордината ухида) эса х2 узга1)Увчининг кийматлари жойлашган 
булсин. У холда (xt, х2) жуфтлик текисликда координаталари х1 ва х2 
булган М (хх, х2) ну1\тани мфодалайди (1-чизма).

^а^и^ий сонлар туплами R  билан тугри чизи^ иукталари орасида 
узаро бир ^ийматли мослик урнатнлгани каби (каралсин, 1-к;псм, 2-боб, 
10- §) R2 туплам ну^талари билан текислик ну^талари орасида хам 
узаро бир кийматли мослик урнатиш мумкин. Бу эса R- тупламнинг 
геометрик тасвкрини текислик деб караш имконини беради. Юкорида 
R2 тупламнинг элементларини ну^та деб аталганининг боиси хам шун- 
дадир. Аналитик геометрия курсида келтирилганидек, R 2 тупламда 
(текисликда) икки нукта орасидаги масофа тушунчасини киритнш мум- 

кин. х =  (хъ х2) 6 R'\ У  =  (г/i, У г) 6 R2 булсин.

12.1-таъриф. Ушбу

р (х, у) =  V{у1 —  Xj)2 + (у2 — х2)2

мик,дор х =  (х1( х2), у =  {уи г/2) нукталар орасидаги масофа деб ата
лади. Киритилган р (х, у) массфа к.уйидаги хоссаларга эга (бунда
Y  х, у, z £  R 2):

1°. р (х, у) >  О ва Р (х, у) =  0 <==4- X =  у.

2°. р(х, у) =  р(г/, х).

3°. р (х, г) <  р (х, у) + р {у, г).

Бу хоссаларнинг исботи кейинги пунктда (умум!1Й холда) келтири- 
лзди.

Одатда R- туплам R2 фазо (икки улчовли Евклид фазоси) деб ата
лади.

Энди R- фазонинг келгусида тез-тез учраб турадиган баъзи бир 
мух.им тупламларини келтирамиз.

R2 фазонинг а =  (а1, а2) нуцтасши хамда мусбат г сонни олайлик. 
Куйидаги

{(х1; х2) 6 R2: (*i — a j 2 + (х2 — а.2)°~ «£ г}, (12.3)
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2- чизма 1 3- чизма

{(хъ Хо) в R2 ■ (*1 — Ох)2 + (х2 — аг)2 <  Г'2} (12.4)

тупламлар мос равишда дойра х,амда очщ дойра деб аталадн. Бунда 
а нуцта дойра маркази, г эса дойра радиуси дейилади. Ушбу

{(а-i, х2) 6 R2 : {хх — aYf  + (х, — a.2f  =  г2}

туплам айлана дейилади. Бу айлана (12.3) ва (13.4) доиралариинг чега- 
раси булади а нукта айлана маркази ва г эса айлана радиуси дейилади.

(12.3) тупламнинг геометрик тасвирл 2-чизмада ифодаланган.
(12.3) тупламда (доирада) дойра чегараси шу тупламга тегишли 

булади, (12.4) тупламда эса (очи^ доирада) дояра чегараси (12.4) туп
ламга тегишли булмайдк.

Очик дойра >̂ амда бу дойра чегарасинпнг баъзи бир ну^таларндан 
иборат булган тупламларни тузиб .^ам к,араш мумкин. Масалан, 3-чиз
мада очик дойра хамда унинг чегарасининг юцори ярим текисликда 
жойлашган ну^таларидан иборат туплам келтирилган.

Масофа таърифидан фойдаланиб, дойра ^амда очщ до ираларни мсс 
равишда куйидаги

{.V t R 2 : Р (х, а) С  г}, (12.3') {х <ER2: р (.v, а) <  г} (12.4')

тупламлар деб хам караш мумкин.
а, Ь, с, d — хакикий сонлар ва а <  Ь, с <  d булсин. Куйидаги

{(*1 . л'г) 6 ^ 2: а <  ху Ь, с <  х2 <  d}, (12.5)

{(xit , 2j 6 R2- a <  Xi < b ,  с <  x3 <  d} (12.6)

I
Cto/ !

4

u+b
2

-чизма
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тупламлар, мос равишда тугри туртбурчак хамда счик тугри турт 
бурчак деб аталади. Бу (12.5) туплам 4-чизмада Оху текисликдаги 
штрихланган соха сифатида тасвирланган.

Ушбу {а— — , £ R~ ну^та (12.5) ва (12.6) турри туртбур-
2 2

чакнинг маркази дейилади.
R ‘~ фазонинг ушбу

{(*1, х2) £ R2: >  0; х2 >  0, хг + х2 <  h} (12.7)

ну^таларидан иборат туплам (икки улчовли) симплекс деб аталади, 
бунда h — мусбат сон. Симплекс (simplex) лат^нча суз булиб, у содда 
деган маънонп англатади. (12.7) тупламнинг геометрик тасвири 5-чиз- 
мада ифодаланган.

Энди R3 фазо тушунчаси билан танишамиз. R3 фазо хам юкорнда- 
ги R2 фазо каби таърифланади. Иккита тупламнинг Декарт купайтма
си каби ихтиёрий учта А, В, С тупламнинг хам Декарт купайтмаси 
тушунчаси киритилади. Хусусан А =  В — С =  R  булганда

А Х В Х С  =  R X  R X  R =  {(xlt х2, х3): £ R, х2 £ R, х3 £ R}

булади.
Ушбу

{(Xj, х2, х3). х± £ R, х2 £ R, д2 £

туплам R3 туплам деб аталади.
R3 тупламнинг элемента (х1; х2, xs) учлик шу туплам нуктаси 

дейилади ва уни, одатда битта харф, масалан, х ор^али белгиланади: 
х =  (х1( х2, х3). Бунда х1; х2 ва х3 сонлар х нуктанинг мос равишда 
биринчи, иккинчи ва учинчи координаталари дейилади.

Агар х — (x-j, х2, х3,) ва у =  (ylt у2, г/..) нукталар учун хг =  уг, 
х2 =  у2, х3 =  у3 булса, у хрлда х =  у деб аталади.

Фазода турри бурчакли Oxyz Декарт координаталар системасини 
олайлик. Ох укда х± узгарувчининг кийматлари, Оу укда х2 узгарув- 
чининг кийматлари ва Oz укда х3 узгарувчининг кийматлари жойлаш
ган булсин. У хрлда (х1у х2, х3) 
учлик фазода координаталари хл, / I
х2 ва х3 булган М  нуктани ифо- {
далайди (6-чизма). j  ‘

R3 тупламда ихтиёрий х =  М  / 3)
=  (х„ х2, х3), у =  (yv, у2, у3) нук- ! ,
таларни олайлик. Ушбу ... ! I
Р (х, у) = ________________________  I

= V  (У1—Х i)2+ (y2—x j2+ (y3—x3f
миадор х ва у нукталар ораси- /------ 1---— ^
даги масофа деб аталади. Шу 
тарзда аникланган масофа у̂йи- 
даги хосаларга эга (бунда V  х,
У, z £ R 3): X/

1°. р (х, у ) >  0 ва р (х, у) =
=  0 -<==>- X =  у .  6- чизма

/
/

V-
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Л
7- чиьма 8- чизма

2 . р (л;, у) =  р (у, л).

3°. р(х, z )< p (x , у )+  9 {у, г).
Бу хоссаларнинг исботи 2- пунктда (умумий холда) келтирилади.

Юкорида келтирилган R3 туплам R3 фазо (уч улчовли Евклид фа- 
зоси) деб аталади.

Энди R3 фазонинг мухим тупламларини келгирамиз.
R3 фазонинг а =  (а1, аг, а3) нуктасини хамда мусбат г сонни олай

лик. Куйидаги

тупламлар мос равишда шар х.амда очик шар деб аталади. Бунда а нук
та шар маркази, г эса шар радиуси дейилади. Ушбу

туплам сфера дейилади. Бу сфера (12.8), (12.9) шарларнинг чегараси 
булади а ну^та сфера маркази ва г эса сфера радиуси дейилади.

Юкорида келтирилган (12.8) тупламнинг геометрик тасвири 7-чиз- 
мада ифодаланган.

Демак, (12.8) тупламда (шарда) шар чегараси шу тупламга тегиш
ли булади, (12.9) тупламда эса (очи^ шарда) шар чегараси (12.9) туп
ламга тегишли булмайди.

R3 фазодаги масофа тушунчасидан фойдаланиб, шар ва очиц шар- 
ларнн мос равишда ушбу

{(x'i, х2, х3) £ R3: (X l— aiy2 + (х2 — а2)2 +  (х3 — а3)2 <  г2}, (12.8) 

{(л'х, Х2, Xg) £ R3: (Xi — a j 2 +  (х, —  а,)2 + (х3 — а3)~ <  г-} (12.9)

{(Хх, х2, х3) 6 R3: (x'i — aLy- + (х2 — а,)2 + (х3 — а3)'2 =  г2}



тупламлар (бунда а, Ь, с, d, I, s — ха- 
киций сонлар) мос равишда паралле
лепипед хамда счщ параллелепипед 
деб аталади. Юкорида келтирилган 
параллелепипед 8-чизмада тасвирлан- 
ган.

{(*!, х2, х3) 6 R3-Xi >  о, х3>0 , х3 > 0,

Ушбу

Xi -f- х2 “г- х3 ^  h}
9- чизма

туплам (уч улчовли) симплекс дейилади, бунда h >  0 — узгармас сон. 
Бу туплам 9-чизмада тасвирланган.

2. Rm ф а з о . т  та Аг. А2, . . . , Ат тупламларнинг Декарт ку- 
пайтмаси иккита Л ва В тупламларнинг Декарт купайтмасига ухшаш 
таърифланади. Агар А± =  Л2 =  . . .  =  Ат =  R булса, у хрлда

булади. Ушбу

{(*!, х2, . . . , хт) : луб R, х2 6 R, ■ ■ • , Хт  е R}

туплам R m туплам деб аталади. Rm тупламнинг элементи (хл, х2, . . . , 
хт) шу туплам нуцтаси дейилади ва у одатда битта ^арф билан бел
гиланади: х =  (х1, х2, . , хт). Бунда хъ х2, . . . .  , хт сонлар х 
нуктанинг мос равишда биринчи, иккинчи, . . . , т-координаталари 
дейилади.

Агар х =  (xi,xt, . . . , х J  6 R m, У =  (Уи Уг, • ■ • . Ут) € Rn ну^та- 
лар учун хх =  уи хг= у г • • ■ , хт =  ут булса, у холда х =  у деб ата
лади.

Rm тупламда ихтиёрий х =  (хх, х2, . . . , x j ,  у =  (у у2, . . . , ут) 
нуцталарни олайлик.

микдор х ва у нукталар орасидаги масофа деб аталади. Бундай аник- 
ланган масофа куйидаги хоссаларга эга (бунда у  *> У, 2 6 R"1)'-

Ai X А2 X . . . X Ат =  R  X R X . . . X R =  {(х1; х2, xm):x l e R, 

x2eR , ■ ■ ■ , Хт  е  R}

Ушбу

Р (х, У) =  V(Ух — xi f  + (у2 — х2)2 + . . . -J- (ут — хт

■ ( 12. 10)

1°. р (х, у) >  0 ва р (х, у) — 0 х  —  У  ■



Бу хоссаларни исботлайлик. (12.10) муносабатдан р (х, у) мицдор- 
нинг хар доим манфий эмаслкгини курамнз. Агар р (х, у) =  0 булса, 
унда у1— х1 == 0, уг — хг =  0, . . . , ут ~ х т =  0 булиб, х, =  уи х2 =  
=  г/2, . . . , хт =  ут, яъни х =  у булади. Аксинча х =  у, яъни хл= у ъ 
х2 =  у2, . . • , хт =  ут булса, у холда яна (12.10) дан р(х, у) =  0 бу
лиши келиб чикади. Бу эса Г-хоссанм исботлайди. (12.10) муносабат
дан

р (х, у) =  V {iJi — 'h f  + (у2 — х2)2 + . . .  -г (ут — xmf  =

2 =  Р (У, х)=  у (хг — у j)2 + (х2 — у о}2 + . . .  + (х 
булади.
Масофанинг 3°-хоссаси ушбу

Уп

У  (at-+6t-)2 <  1 /  2  aj + 1 /  V  Щ (12.11)

i=i i=i i=i 

тенгсизликка асосланиб исботланади, аи а2, • • ■ , ат; blt b2, . . . , 
6,„ — ихтиёрий хаци^ий сонлар. Аввало шу тенгснзликнинг тугрнлиги- 
нн курсатайлик. Равшанки, V  х £ учун

т

(q .x -f /?()2>0 .

(  =  1

Бундай х га нисбатан квадрат уч^аднинг манфий эмаслиги

(=1

а? ) х2 4- (2  V  а . Ь. х + 2 ^ > 0  

t=i / /=1

келиб чикади. Демак, бу квадрат учхад иккита турли хакикий илдиз- 
га эга булмайди. Бинобарин, унинг дискриминаити

- У  « ? 2  ь\+ 
1=1 / = 1 i’=i

булиши керак. Бундан эса

"У а-. Ь: <  

t=i
У «Г 1/ Vу™. 1 I Jmi

булиб,
1=1 1=1

У  а
Jmd
1 =  1

+

к  2  ^ + 2  2  «i *,■< 
i=i

/  2 а’
1=1

Г т П2 Г т Г т

у у щ  + 2 | /  2 “/ - у  2 4
1=1 J i=i ;=1

булади. Кейинги тенгсизликдан эса

/
т  Г  т  Г  т

2  («/+*;)* ■« у  2  “f+ У  2  ч <12Л1>
/= 1 1=1 1=1
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булиши келиб чикади. Одатда (12.11) тенгсизлик Koiuu— Буняковский 
тенгсизлиги деб аталади.

Ихтиёрий х =  (xlt х2, . . . , хт) 6 R”1, У =  {Уъ У-п ■ ■ ■ . Ут € Rm, 
z =  (Zj, z2, . . . , zm) £ нукталарни олиб, улар орасидаги масофани 
(12.10) формуладан фойдаланиб топамиз:

Г~т

Р {X, У) =  1 /  У  {tJi—x-i1 ,
" 1

т

2  (г,—У(-)2. (12.12)
i=i 

Г  т

Р (.X, г) -- 1/ V  (2 — X;)2. 

i=i

Энди Коши — Буняковский тенгсизлиги (12.11) да

ai =  У1 xt, bt =  Zt — yi (i =  1, 2, 3, . . . , m) 

деб олсак, унда

ai “Ь fy =  zi — xi (i =  1. 2, 3, . . . , m)

булиб,
m Г m Г m

У  (z: — X,-)2 <  1 /  У  (//,• — X;)2 + 1 /  У  (г, — X,-)2

булади. Юкоридаги (12.12) муносабатларни эътиборга олиб, топамиз:

р (х, z) <  р (х, у) +  р (у, г).

Бу эса 3°-хоссани исботлайди. Одатда 3°- хосса билан ифодаланадиган 
тенгсизлик учбурчак тенгсизлиги (учбурчак бир томонининг узунлигп 
колган икки томон узунликлари йигиндисидан катта эмаслигини эъти
борга олиб) деб юритилади*.

Rm туплам Rm фазо (т  улчовли Евклид фазоси) деб аталади. Энди 
Rm фазонинг баъзи бир мухим тупламларини келтирамиз.

Бирор а =  (alt а2, . . .  , а,п) £ Rm ну^та ва г >  0 сонни олайлик. 
Куйидаги

{х =  (х'л, х2, . . . , хт) Р R m: (хх — a j 2 + (х2 — агf  +  . . . +

+ (xm- a m)2< r 2}, (12.13)
{х =  (x'i, х2, . . .  , хт) £ Rm : (хг — а,)2 + (х3 — а2)2 +  . . . +

-Чхт - а т)2< г 2}, (12.14)
яъни

{ x £ R m:p(x,  а )<л }, (12.13')

{к £ Rm:p  (х, а) <  г} (12.14')

*Rm фазонинг ихтиёрий иккита х, у (х £  R m, у £  R m) нуь;талари учун 1J —  3'- 
шартларни ^аноатлантирувчи функцияларни куплаб топиш мумкин, яъни х, у нуц- 
талар орасида «масофа» тушунчасини турлича киритиш мумкин (б у .^ацда 14-боб, 
1-§ га ^аранг).

р(у. 2) V



тупламлар мос равишда шар хамда очиц шар деб аталади. Бунда а 
нукта шар маркази, г эса шар радиуси дейилади.

Ушбу

{х =  (х1; х2 . . . , х,„) G Rm : (xt ^i)2 + (х2 — а2)2 + . . . +

+ (хт — ап)2 =  г2},
яъни

{х е Rm : р (х, о) -  г}

туплам сфера деб аталади. Бу сфера (12.13) ва (12.14) тупламларнинг 
чггараси булади.

Ушбу

{х =  {хи х2, . . . , хт) 6 /?"': flj <  Xj <  bu а2 < х 2< Ь г, . . . , 

ат < х т <  Ьт}

{х =  (хь х2, . . . , хт) £ Я"1: а, <  xL <  а„ <  х2, <  /;2, . . . .

а,п <  Хт <  U

тупламлар (бунда а1; а2, . . . , ат; Ьл, Ь,, . . . , Ьт — хакикий сонлар) 
мос равишда параллелепипед хамда очиц параллелепипед деб аталади. 

Ушбу

{х =  (хъ х2, . . . , хт) £ R'n : хх >  0, х2 >  0, . . . , хт >  0, хх + х2 +

+ . . .  + х т <  И}

туплам (т-улчовли) симплекс деб аталади, бунда h  — мусбат сон.
Юкррида келтирилган тупламлар тез-тез ишлатилиб турилади. 

Улар ёрдамида музуш тушунчалар, жумладан атроф тушунчаси таъриф- 
ланади.

3. R m фазо-да о ч ;ц  в а ё п и ^  ту п ла мл ар .  Бирор х° =  (х̂ 1, 

х®, . . . , х°т) ну^та хамда е >  0 сонни олайлик.

12.2-т аъ ри ф .  Маркази х° нуктада, радиуси е га тенг булган 
очик шар х° нуктанинг сферик атрофи (е- атрофи) дейилади ва Ue (х°) 

каби белгиланади:

Ь\ (х°) =  (х 6 R m : р (х, Х°) <  €}• (12.15)

Нуцтанинг боищача атрофи тушунчасинн хам киритиш мумкин.
12.3-таъриф. Ушбу

{х =  (хр х2, . . . , хт) € R m ■ Х̂  — 6j <  Xj <  х° + 6j +  . . . ,

* 0 — 6 <  х < х °  + 6  )! (12.16)т т ^  т ^  т 1 гп'> у >

очик, параллелепипед х° нуктанинг параллелепипедиал атрофи деб 

аталади ва U^ ^  (х°) каби белгиланади.

Хусусан =  62 =  . . . = 6 т =  6 булса, (12.16) очик, параллеле

пипед кубга айланади ва уни 0$ (х°) каби белгиланади.

Шундай цилиб, Rm фазода нуктанинг икки хил атрофнга таъриф 

берплди.
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12.1-лемм а. л° £ R '1 нуктанинг хар кандай Ue(x°) сферик а т 

рофи олинганда хам щ р доим х° нуктанинг шундай g (х°) 

параллелепипедиал атрофи мавжудки, бунда

йь1г Ь2,\ ■ • • , 8т (х°) <= Uг (х°)

булади.

Шунингдек, х° нуктанинг хар кандай U  ̂ ^  g (х°) парал

лелепипедиал атрофи олинганда хам хар доим шу нуктанинг шундай 
Ue (х°) сферик атрофи мавжудки, бунда

............6 ,  и
булади.

И сб о т .  х° £ R m нуктанинг сферик атрофи

1'г (*•) =  {х £ R m : р (х, х°) <  е}

берилган булсин. Бундаги е > 0  сонга кура 6 <  тенгсизликни ца-
у т

ноаглантирувчи б >  0 сонни оламиз. Сунг х° нуктанинг ушбу

(*°) =  ix =  (Х1> Х2- • • • ’ хт) £ Rm'- А  — 6 <  Х1 <  Х1 + . • • • ,

— s < хт <х°т +  6}

параллелепипедиал атрофини тузамиз.

х £ (х°) булсин. Унда | xL — х?| <  б (г =  1, 2, 3, . . . , т) бу

либ,

/ т  Г  т  __

2 ^ - 4 ) ! < У  2 6! =  6 К “
г= 1 (=1

булади. Юкоридаги б <  ~^=. тенгсизликни эътиборга олиб топамиз:
У  т

р(х,  х0) =  1 /  У] (Л, _ х ? ) 2< е .  

i= i

Демак, р(х, х ° )<  е. Бу эса x £ U e(x°) эканини билдиради. Шундай 

^илиб,

■V х 6 U& (х°) => х £ Uе (*°)>

яъни

Z76 (x°)crt/e(x°)

булади.
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x° t  R'n нуктанинг

^ 6l • 62 ■ • • • 6,71 =  ^ Л|’ *2’ ■ ' ' ’ ^ ^ 7t' X°i ^1 ^  X1 ^

< x °  +  8lt . . .  , X0n - 6 m < x m < x 0m + 8 j

параллелепппедиал атрофи берилган булсин. Унда 

е =  min {6lt S2, . . . , б, J  

ни олиб х° нуктанинг сферик атрофи

Ue (х“) =  {х g Rm: р (д:, л-0) <  е}

ни тузамиз.
д £ U (л;0) булсин. У  хрлда

р (-V, х°) =  у  2  (хг- — х?)3 < е <  б-, (>■ =  1, 2, 3, . . .  , т) 

i= 1

булади. Демак,

Г  т

У  (xt-— л-?)2 <  6t., (j =  1, 2, 3, , tn).

f i= 1

Бундан эса x £ ^  (x°) булиши келиб чикади. Шундай

килиб,

V x £ t / ( x ° ) = > x  eZ76i i 62_ . . . , бт(х»)

яъни

^  и  -  ^ . ft,.........«т <*°)

булади. Лемма исбот булди.
Rm фазода бирор G туплам берилган булсин: Gcr.R"1. Агар х° £ G 

нуктанинг шундай бирор е-атрофи U„ (х°) мавжуд булсакн, бу атроф- 

нинг барча нуцталари шу О тупламга тегишли булса (Us (х°) cz G), у 

хрлда х° нукта G тупламнинг ички нуктаси деб аталади.

М и с о л л а р .  1. Очи^ шар

А — {х 6 R m'- Р (х, а) <  г)

кинг барча нукталари унииг ички нуктаси булади. Буни и;5отлайлик. V х° 6 А 
нуктани олиб, ушбу б =  г —  р (х°, а) тенглик билан аникланадиган б сочини ола
миз. Равшанки, б >  0 булади. Маркази х° нуктада, радиуси б булган

U§ (дс°) =  [х 6 R ’" ' р (х, х°) <  6}

очи^ шар х° нуктанинг сферик атрофи булиб, юкоридаги А туплампинг цисми бу - 

лади. Хацикатан ^ам. У х  € l/g  (jc°) р (х, х°)<С б булиб, масофанинг 3е-хосса:и - 

га кура

р (х, a) sg. р (х, л,-0) -’г- р  (х°, а) <  6 f  р (а, х°) =  г 

булади. Демак, Бу эса t/g (х°) с : А эканлигини билдиради.

Бундан А очик шарнинг ^ар бир нуктаси ички нуцта эканлиги келиб чикади.
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2. Ушбу

С =  A U {</, 0, 0, . . О), (О, г, 0. . . О), . . (О, О. О, . . О, /)}

тупламнинг нукталари орасида унинг ички нуцтаси булмаган нукталар бор. Масалан, 
(г, О, О, . . О) 6 С нуктанинг ихтиёрий Uf {(r, О, О, . . О)) ( е > 0 ) )  сферикатро-

фини олганимизда хам, унга тегишли булган О, О, . . ., 0^ ну^та С  туп

ламга тегишли булмайди.

12.4-таъ риф.  Тупламнинг ^ар бир ну^таси унинг ички ну^таси 
булса, бундай туплам очик туплам деб аталади.

Масалан, очи^ шар очиц туплам булади.
Rm фазода бирор F туплам ва бирор х° нукта берилган булсин: 

F c= R n;  x0£ R m.
12.5-таъриф .  Агар х° нуктанинг исталган сферик атрофи U  (х°) 

да F тупламнинг х° дан фаркли камида битта ну^таси топилса, х° ну^- 
та F тупламнинг лимит, нуцтаси деб аталади.

Ушбу Rm\\x£Rm: р (О, x ) < s j  очрщ туплам оо «нукта» нинг ат 
рофи дейилади (0 =  (О, О, . . . , 0)).

Каралаётган х° нуктанинг узи F га тегишли булиши хам, тегишли 
булмаслиги хам мумкин (куйидаги 1-мнсолга ^аранг).

F тупламнинг барча лимит ну^таларидан ташкил топган туплам F  

тупламнинг цосилавий туплами дейилади ва F' каби белгиланади.

Ушбу F\JF’ туплам F тупламнинг ёпилмаси дейилади ва у F ка
би белгиланади:

F =  F U F'.

М и с о л л а р .  1. куйидаги

А =  {х 6 R m : р (х, х°) <  г). 

очи^ шарни царайлик. Бу туплам учун шу тупламнинг барча нукталари з^амда ушбу

{ x £ R m: р (х, х°) =  г) 

сферанинг хамма нуцталари лимит ну^та булади. Демак, А нинг ^осилавин туплами

А ' — {х 6 R m : р (х, х0) < г} ,

А нинг ёпилмаси А =  A (J А' =  А' булади.
2. Шар

£  =  {.г€Ят :р (х, х»)^г} 

нинг барча нукталари шу тупламнинг лимит нукталаридир. Бунда

£ ' = £ , £ = £

булади.

12.6-таъриф.  F c z R m тупламнинг барча лимит нукталари шу 
тупламга тегишли булса, F ёпиц туплам деб аталади.

Бу ^олда F' czF, F U F ' — F =  F .

Шар

Е =  {х 6 Rm: р (х, х°) <  г} 

ёпи^ туплам булади, чунки Е — Е.
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Бирор М cz Rm тупламни карайлик. Равшанки, Rm\M айирма М  
тупламни Rm тупламга тулдирувчи туплам булади (каралсин 1-кисм,
1- боб, 1-§).

12.7-таъриф. Агар х° (х° £/?'") нуктанинг исталган Ue (х°) атро- 

фида хам М  тупламнинг, хам Rm\M тупламнинг ну^талари булса, х° 
нукта М  тупламнинг чегаравий нуктаси деб аталади. М  тупламнинг 
барча чегаравий нукталаридан иборат туплам М  тупламнинг чегараси 
дейилади ва уни одатда д (М) каби белгиланади.

Бу тушунча ёрдамида ёпик; тупламни куйидагпча хам таърифлаш 
мумкин.

12.8-таъриф. Агар F (F a R m) тупламнинг чегараси шу тупламга 
тегишли, яъни д (F) cz F булса, F ёпщ туплам деб аталади.

Ёпик тупламнинг юкорида келтирилган 12.6-ва 12.8- таърифлари 
эквивалент таърифлардир.

Бирор М cz R m туплам берилган булсин.
12.9-таъриф. Агар Rm фазода шундай шар

топилсаки, М cz U0 булса, у холда М чегараланган туплам деб ата
лади.

Маълумки, бирор Е cz R  туплам берилган булиб, шундай узгармас р  
сони топилсаки, \/х£Е  учун \х\ <Ср, яъни Е тупламнинг барча эле
ментлари (— р, р) интервалда жоилашса, Е чегараланган туплам деб 
аталар эди. Юцорида келтирилган таъриф т  == 1 булганда худди шу 
таърифнинг узи булади.

Rm фазодаги шар, параллелепипед, симплекслар чегараланган туп
лам лардир.

туплам чегараланмаган туплам булади, чунки R m да хар кандай

шар олинганда хам х.аР Доим D  тупламда шундай нукта, масалан, 
(аь 0, 0, . . ., 0) нукта {аЛ >  г) топиладики, бу ну^та U0 тупламга 
тегишли булмайди.

Маълумки,

яъни {х (/), у (/), z (/)} система (туплам) R 3 фазода эгри чизикни ифо- 
далар эди, бунда х (/), у (t), хамда 2 (/) — [а, Ь] сегментда узлуксиз функ

циялар. Хусусан, х =  a vt + р,, у =  а 4  2 == + Рз (— 00 <   ̂<

U° =  \х £ R m : р (х, 0) <  г}, (0 =  (0, 0, . . ., 0))

U° =  {x £R m : р (х, 0 ) 0 }

(12.17)

яъни {х (t), у (0} система (туплам) R2 фазода,

(12.18)

<  +  оо), « j, а 2, а 3 Ф  0 (а,, а 2, а 3; рь |32, Р3 — хаки^ий сонлар ва а и
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а 2, а 3 лар!ынг хеч булмаганда биттаси нолга тенг эмас) булганда
(12.17) ва (12.18) система мос равишда R2 ва R3 фазоларда тугри чи
зик лар булади. Ана шу тушунчаларга ухшаш, Rm фазода хам эгри чи- 
зиц хамда тугри чизик; тушунчалари киритилади.

Фараз цилайлик, х, (/), х2 (/), . . х,„ (t) функцияларнинг х,ар бири 
[а, Ь\ сегментда анмкланган ва узлуксиз булсин.

Ушбу

{(*1 (0, *2 (0............Хт (/))} (а <  t <  b) (12.19)

система ёки нукталар туплами R m фазода эгри чизщ деб аталади. 
Хусусан, хг =  a j  -f р1( х2 =  а 2/ 4- Р2, . . . , хт =  amt + Pm (— оо <
<  t <  + «>,« ! ,  ot2, . . . , а т\ р2, . . . , рт —  ̂ ациций сонлар ва 
a lt . . . , а т ларнинг хеч булмаганда биттаси нолга тенг эмас) бул
ганда (12.19) система R"1 фазода mijFpu чизщ дейилади. Rm фазода их
тиёрий иккита х' =  (xj =  , . . . , x'J  ва x"=(x'j, х2, . . .  , x’’J  нуктанн 

олайлик. Бу нукталар орцали утувчи тугри чизиц куйидаги

{(х;+  <(*;— х;), x2 + t ( x ;— xj ,  . . . , xm +  t (xm - x j ) }

(— ~ < * < + « > )  (12.20)

система билан ифодаланади. Бунда t =  0 ва / =  1 булганда R m фазо
нинг мос равишда х' ва х" нукталари хосил булиб, 0 <  / <  1 булган
да (12.20) система R ”1 фазода х' ва х '  нуцталарни бирлаштирувчи туг
ри чизиц кесмаси булади.

Rm фазода чекли сондаги тугри чизик; кесмаларини бирин-кетин 
бирлаштиришдан ташкил топган чизик синик чизик деб аталади.

M c z R m туплам берилган булсин.
12.10-таъриф.  Агар М  тупламнинг ихтиёрий икки нуктасини бир

лаштирувчи шундай синиц чизик топилсаки, у М  тупламга тегишли 
булса, М богламли туплам деб аталади.

М и с о л л а р .  I. R m фазодаги параллелепипед, шар, симплекслар богламли туп
ламлар буйади.

2. /?'" фазонинг иккита х' ва х" нукталаридан ташкил топган {* ', х "} туплам 
({х ', х ")  с  R m) богламли туплам булмайди, чунки бу нунталарни бирлаштирувчи 
синиц чизиц {х', х '}  тупламга тегишли эмас.'

12.11-таъриф. Агар M c z R a туплам очиц хамда богламли туплам 
булса, у соца деб аталади.

Rm фазодаги очик параллелепипед, очщ шар, очик симплекслар R m 
фазодаги со^алар булади.

2-§. R ” фазода кетма-кетлик ва унинг лимити

Натурал сонлар туплами N  ва R m фазо берилган булиб, / х1ар бир 

п (п6;V) га R m фазонинг бирор муайян х(п)=(х[п), х^', . . x(m) £ R m 
нуктасини мос цуювчи акслантириш булсин:

[ :N R '1 ёки п -=fc.x("L= (хТ\ хР , . . . , х{т ).
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Бу акслантиришни куйидагича тасвирлаш мумкин:

сV('I> ..(п) (пК
П-*-Х — (XI,  А 2 • • • ■ , хт ).

f  . N R ’n акслантиришнннг тасвирлари (образлари) дан тузилган

|*(1), Х(2), х<3), . . . .  х(п\ . . . (12.21)

туплам кетма-кетлик деб аталади ва у {.г"1} каби белгиланади. Х,ар 

бир ;с ’’ (п ~  1 ,2,  . . .) ни кетма-кетликнинг щди дейилади. Демак, 
(12.21) кетма-кетлик хадлари Rm фазо ну^таларидан иборат.

Шуни таъкидлаш керакки, {x(n)j кетма-кетликнинг мос координата- 

ларидан тузилган {х^Т}, {х*?}, . . . ,  j%!,?} лар сонли кетма-кетлик- 

лар булиб, {х(п)} кетма- кетликни шу от та кетма- кетликнинг (маълум 
тартибдаги) биргаликда ^аралиши деб ^исоблаш мумкин.

Кетма-кетликларга мисоллар келтирайлик.

Бу келтирилган кетма-кетликлар R2 фазо ну^таларидан ташкил 

топган кетма-кетликлардир.
1. Кетма-кетликнинг  лимити.  Энди (12.21) кетма-кетлик

нинг лимити тушунчасини киритамиз. R m фазода кетма-кетликнинг 
лимит н тушунчаси хациций сонлар кетма-кетлигининг лимити тушун- 

часига ухшаш киритилади.
Rm фазода бирор

кетма- кетлик хамда а =  {alt а2, . . . , хт) £ Rm нукта берилган бул

син
12.12-таъриф. Агар V е > 0  олинганда хам, шундай n0£ N  то- 

пилсаки, барча п >  п0 учун

4. х(п) =  ((— l)re+1, (— l)n+1) : (1, 1), ( - 1 ,  -  1), (1, 1), . . .

5. xtn) =  (l, n) : (  1, 1), (1, 2), (1, 3), . . .

( 12.21)

р (х{п\ а ) < г (12.22)



тенгсизлик бажарилса, а нукта {*<л>} кетма-кетликниг лимити деб ата
лади ва

]imx(,!) =  а ёки п->- да х[п)-+а
П—> до

каби белгиланади.
1-§ да келтирилган а нуктанинг е-атрофи таърифини эътиборга 

олиб, {xw} кетма-кетликнинг лимитини цуйидагича ^ам таърифласа 
булади.

12.13- та ър  иф. Агар а нуктанинг ихтиёрий Ue (a) атрофи олин

ганда хам, {х{п)} кетма-кетликнинг бирор ^адидан бошлаб, кейинги 

барча ^адлари шу атрофга тегишли булса,a { x i'n)} кетма-кетликнинг 
лимити деб аталади.

Агар (12.21) кетма-кетлик лимитга эга булса, у якинлашувчи кет
ма- кетлик деб аталади.

Лимит таърифидаги шартни каноатлантирувчи а мавжуд 'булмаса, 

{х(,!)} кетма-кетлик лимитга эга эмас дейилади, кетма-кетликнинг узи 
зса узоклашувчи деб аталади.

Шуига эътибор бериш керакки, кетма- кетликнинг лимити таърифи
даги е ихтиёрий мусбат сон булиб, изланаётган п0 (n0£N) эса шу г га 
(ва, табиикки, каралаётган кегма-кетликка) боглик равишда топилади.

I 1
М и с о л л а р .  1. R m фазода ушбу {х<п) =  J — , ~ , . . . .  — > кетма-кетлик.

I п п п )
нинг лимити а =  (0. О, . . .  , 0) булиши курсатилсин. V е >  0 сонни олайлик. Ш у  

]/" т
е га кура п0 =  ----  +  1 ни топамиз. Натижада барча п > п 0 учун

L 8 J

/ / 1 1  1 \ У  т У  т у т
р (Л-Ч о)==р ■ ■ ■ , -  1,(0, о, . . . , С)) =  1—  < -- 1

\ \ п п п } п п0

<  е булади. Демак, таърифга кура,

У т

г
+i

l im i* "1 =  lim  (— , —  =  (0. О, . . .  , 0) =  а
П-*х Н-+СО \ п п п 1

СУладн.

2. Куйидаги {.*(я)} =  {((-  l)n+1, (— 1)'!+!,)};

(1. 1), ( - 1 , - 1 ) ,  (1, 1), (—  1, • • -

кетма-кетликнинг лимити мавжуд эмаслиги курсатилсин. Тескарисшга фараз 1̂ илай. 
лик, яъни берилган кетма- кетлик лимитга эга ва у а =  (а,, а 2) га тенг булсин. Ли. 
мит таърифнга кура V е > 0 ,  жумладан е =  1 учун шундай ;г0 € -V топиладики, бар» 

ча п >  п0 учун

р ((1, 1), (аь  а2) ) < е ,  р ( (— 1, — 1), а2)) <  е 

булади. Бу эса ушбу

2 / Г = р  ( (- 1 ,  - 1 ) ,  (1, 1 ) ) < р  ((—  1, - 1 ) .  (а , а2)) +

Н-р ((aj., аг), (1, 1 ) ) < е  +  Ё =  2 е  =  2

знддиятга олиб келади. Бунга сабаб каралаётган кетма-кетликнинг лимитга эга де- 
йилишиднр. Демак, берилган кетма- кетлик лимитга эга эмас.
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Rm фазода {x{n)=  {(Уf ,  x(2 , . . . , x„)} кетма-кетлик берилган бу
либ, у а =  (яц а^, , ат) лимитга эга булсин. У  ^олда лимит 

таърифига кура, V s > 0  берилганда >̂ ам, {х(п)} кетма-кетликнинг би
рор я0-хадидан бошлаб кейинги барча хадлари а нуктанинг

Ue (a) =  {x £Rm: р (х, а) <  е}

сферик атрофига тегишли булади. Бу сферик атроф ушбу бобнинг 1~§ 

даги 12.1-леммага мувофик шу а нуктанинг U f. (а) параллелепипедиал 

атрофининг кисми булади:

(а) с= Ue (а).

Демак, {х(л)} кетма-кетликнинг уша па- хадидан бошлаб, кейинги барча 

хадлари а нуктанинг Us (а) атрофида ётади, яъни барча п >  п0 учун

x(n)£ U e (а) =  {(х 1, хг, . . . , xm) £ R m:a1— s < x 1< a 1 +

“Ь Б, . . . , d m £ Хт  <  йт  -j- б| 

булади. Бундан эса, барча п >  п0 учун

а х — е <  x(f  <  а х +  е, 

а2 —  е <  х(">< а2 +  е,

а ,п— £ < х(,п) < а т  +  е

булиши келиб чикади. Демак, Y e > 0  олинганда хам, шундай n0£ N  
топиладики, барча п >  п0 учун

| x<-f Oj ] <  е, \xfrt—  а2| < е , . . . , \х%) — ат \<в

булади. Бу эса

lim х<1> =  ар
П—

lim х^1) — а2,

lim х£> =  ат

эканлигини билдиради.

Шундай 1<;илиб, Rm фазода {хп)} =  {(х[п\ Хп\ ■ ■ х(т)} кетма-кет
ликнинг лимити а — (alf а.2, . . . , ат) булеа, у хрлда бу кетма- кет
ликнинг координаталаридаи ташкил топган сонлар кетма- кетликлари 
{х([°}, [л^}, - . • , {х^)} ^ам лимитга эга булиб, улар мос равишда а 

нуктанинг ах, а,, . . . , ат координаталарига тенг.
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Демак,

lim х{п) =  а ■

<im х{р  =  av 

lim 4 Л) =  а2.

lim х<»> =  ат .
I Л->Со

(11.23)

Энди R m фазода кетма- кетликнинг координаталаридан ташкил топ
ган {х£п)}, . . . , сонлар кетма-кетликлари лимитга эга 

булиб, уларнинг лнмитлари мос равишда а =  (аъ а2, . . .  , ат) £ Rm 
нуцта координаталари аи а2, . . .  , а,п лар га тенг булсин-.

l im  х[п> =  a v
/1-+0О
l im  4 n) =  g 0,

lim x%> =  am.

Лимит таърифига асосан, V  e >  0 олинганда хам, — 5— га кура шун-

У  т
дай топиладики, барча п >  учун

К/5

шундай л{,2) £ N топиладики, барча я >  n\f > учун

I 4 n,- a2 l <
у

_»
tii

ва хоказо, шундай я{,т) £ да топиладики, барча п >  /г(0"1) учун

| х ^  — а |<  —1 т т I ^  у—
у т

булади. Arap п0 =  max {tî \ п®\ . . . , п\™]} деб олсак, унда барча 

п >  п0 учун бир йула

I ( i '  =  l .  2,  . . .  , /п)

У т

тенгсизликлар бажарилади. У  ^олда

/  т

у  g w - , r < y  2 I в— 4

булиб, ундан

р (х<п), а) <  е
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булиши келиб чикади. Бу эса

lim л =  а
п-*х

эканини билдиради.

Демак, {х(п]} =  {(лГ, х[п\ . . . ,  х(,п)} кетма-кетлик координатала- 
ридан ташкил топтан {х[п)}, {х(2п>}, . . . , {х^>} сонлар кетма-кетлик- 

лариньнг лимитлари мос равишда а — [аи аг, . . . , ат) нукта коорди- 

наталарн alt а2, , ат ларга тенг булса, {л(,!)} кетма-кетликнинг 
лимити юкоридаги таъриф маъносида шу а нукта булади:

lim л'л> = a v \

lim x<?) =  a„

Jim xln)^ a . (12.24)

Юкрридаги (12.23) ва (12.24) муносабатлардан

lim x\n} — av

1 * (n)
hm x =a-

i i m xj;
П-»оо

An) a,.

iim х(,У =  a„

эканлиги келиб чикади.
Шундай килиб куйидаги теоремага келамиз:

12.1-теорема. R m фазода {л-(п)} =  {(х{п), xirt>, . . 
кетликнинг а =  (а^ а2, . . .  , ат) £ Rm га интилиши

х(пК

учун да бир йула

■а (п -

x f )  -

да)

- аР

■а2,

х!"1)} кетма-

у( П) .

булиши зарур ва етарли.

Юкоридаги 2-мисолда каРалган {((— l)n+1, (— 1)"+1)} кетма-кетлик - 
нинг лимити мавжуд эмаслиги ушбу теоремадан дарров келиб чикади.

Бу теорема R m фазода кетма-кетликнинг лимитини урганишни сон
ли кетма- кетликларнинг лимитини урганишга келтирилишинн ифода- 
лайди. Маълумки, «Математик анализ» курсининг 1-кисм, 3-бобида 
сонлар кегма-кет лиги на унинг лимити батафсил урганилган. Шуни
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эътиборга олиб, биз к,уйида R m фазода кетма-кетликлар лимит лари 
назариясининг баёнида асосий фактларнигина келтириш, уларнинг ай- 
римларинигина исботлаш билан чегараланамиз.

Юкорида исбот этилган теорема хамда якинлашувчи сонлар кетма- 
кетлигининг хоссаларидан R'n фазода якинлашувчи кетма-кетликнинг 
куйидаги хоссалари келиб чикади.

Rm фазода {х(п)} кетма-кетлик берилган булсин.

1°. Агар {х(п)} кетма-кетлик якинлашувчи булса, унинг лимити 
ягонадир.

Кейинги хоссани келтиришдан аввал, {*<п)} кетма-кетликнинг чега- 
раланганлиги тушунчаси билан танишамиз.

Агар {х<п)) кетма-кетликнинг барча хадларидан тузилган туплам че

гараланган булса, {х{п}} кетма-кетлик чегараланган кетма-кетлик гдеб 
аталади.

R rn фазода \х{п)\ =  |(4n), xi,n\ . . . , х^)) кетма-кетлик чегаралан

ган булсин. Таърифга кура (12.9-таъриф) шундай шар U° =  {x£Rm:

: р (х, 0) <  г} топиладики, V r i £ N  учун x{n)£U°  булади. Демак,

р (х{п\ 0) <  г.

Кейинги тенгсизликдан эса

\<г, \х̂ \ < г ,  . . . , | | <  r ( Vn ^AO

булиши келиб чикади.

Шундай ^илиб, {х(п)} — ((xi"’, . , . , х(т )| кетма-кетлик чегаралан
ган булса, бу кетма-кетликнинг координаталаридан иборат {х^}, 

{Х2П)\< ■ • • . кетма-кетликларнинг хар бири х,ам чегараланган

булар экан.

Энди {x(n)} =  {(xi/’>, Х2П), . • • , х(т)}  кетма-кетликнинг координата
ларидан иборат {x(jn)}, 14п>)}, • • • > \х{т )  кетма-кетликларнинг хар 

бири чегараланган булсин. Сонлар кетма- кет лигининг чегараланган лиги 
таърифига кура (1-к,исм, 3-боб, 2-§) шундай С15 С2, . . . , Ст узгар
мас сонлар топиладики, Y n £ N  учун

К п)1 < с „

14п)1 < с 2-

\ ^ \ < Ст

булади. Агар С =  max {Ср С2, . . .  , C J  деб олсак. j х(">1 <  С (k =  

=  1, 2, 3, . . . , т) булиб, ундан V  n £ N  учун

р (Л  О) < С У т

булишини топамиз. Бу эса {х(,1)} кетма- кетликнинг чегараланганлигини 
билдиради.
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Шундай цилиб, {x(rl)} =  {(У1Я), х(2п\ . . . , л-̂ 1)} кетма- кетликнинг ко

ординаталаридан иборат {х^}, \х{2 ]\, . . . , \х{̂\ кетма-кетликларнинг 

^ар бирининг чегараланганлигидан U(r<)} кетма-кетликнинг чегаралан- 
ганлиги келиб чицар экан.

Натижада куйидаги теоремага келамиз.

12.2-т е оре ма .  Rm фазода U <n)} =  |(х(1п), х[п\ . . . , х{£)\ кетма- 

кетликнииг чегараланган булиши учун бу кетма-кетлик координата

ларидан иборат Ix^], \х[п)), . . . , \х^) сонлар кетма-кетликлари- 

нинг \ар бирининг чегараланган булиши зарур ва етарли.

Масалан, R2 фазода ( j— , —  'jj (п =  1, 2, . . .) кетма-кетлик чега

раланган булади, чунки бу кетма- кетлик координаталаридан иборат 
кетма- кетликларнинг хар бири чегаралангандир. R2 фазода {(п, п)\ 
(п ~  1, 2, . . .) кетма-кетлик чегараланмаган кетма-кетлик.

Юцорида келтирилган (1, 1), (— 1, — 1), (1, 1), (— 1, — 1), . . . 
кетма-кетлик ^ам чегараланган кетма-кетлик булади. Бу мисолдан 
куринадики, чегараланган кегма- кетликлар лимитга эга булиши ^ам, 
лимитга эга булмаслиги х;ам мумкин экан.

2°. Агар {х(п)} кетма-кетлик якинлашувчи булса, у чегараланган 
булади.

Якинлашувчи кетма-кетликлар устида арифметик амалларни урганиш- 

дан аввал R'n фазо элементлари устида бажариладиган амалларни кел- 
тирамиз.

РП1 фазонинг иккита а =  (а1; а,, . . .  , ат), Ь =  (Ьи Ь2, , Ьт) 
нуктасини олайлик.

фазонинг (at + Ьъ а2 -}- Ь2, . . . , ат + Ьт) нуцтаси а ва b нук

талар йириндиси деб аталади ва а + b каби белгиланади: а +  b =  (а1 + 
+ bL, а2 + am + bm).

Rm фазонинг (а а 1, а а 2, . . .  , а а т)(а  — хщиций сон) нуцтаси а  

^ацикнй сон билан a £ R m нукта купайтмаси деб аталади ва а  а каби 

белгиланади: a a  =  (aa lt аа.г, . . .  , а а п). R m фазонинг а ва b нукта

лари орасидаги айирма а + (— 1 )-Ь куринишдл аникланади ва a — b 
каби белгиланади: a — b — {aL — bl7 а2 — b2, . . . , ат — Ьт). Шундай 

килиб, Rn‘ фазо нуцталари устида цушиш> айириш ва Rm фазо нукта- 
сини хакикий сонга купайтириш амаллари киритилди.

R"1 фазода иккита {x(,1)j =  {(х("\ х{"}, . . .  , х™)}, {у[п)\ =  {(г/|л), 

у{"\ . . . , у1̂)}  кетма-кетлик берилган булсин. Ушбу

{ ( х ™  + у \ п\ 4 П> +  ^  ■ ■ ■ . X *  +  У {У >  (« =  2- 3- • • •) 

кетма-кетлик ва {г/л)} кетма-кетликлар йириндиси деб аталади

ва \хпл ~т У{п)} каби белгиланади. jx(,I)} ва !у(п}\ кетма-кетликлар 
айирмаси эса цуйидаги

ic * T - « P . . . . . . . . ' C - . C ) i  ( » - 1. г, з , . . . )
кетма-кетлик сифатида аникланади ва — у<п)\ каби белгиланади.
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R m фазодаги axf\ . . . , olx^)}  кетма-кетлик а  сон билан

кетма-кетлик купайтмаси деб аталади ва [ах{п)\ каби белги
ланади.

3°. Агар \xw \ кетма-кетлик якинлашувчи булиб, унинг лимити 

a ( a £ R r/‘) булса, у хрлда \ах(п)\ (ocR) кетма-кетлик хам якинлашувчи 
булиб, бу кетма-кетликнинг лимити а  а га тенг булади:

lim а х (п) =  а  а =  а- П т х (п).
П-> or, tl-lx

4°. Агар {х(л)} ^ямда \у(п)\ кетма-кетликлар якинлашувчи булиб, 

уларнинг лимити мос равишда а ва b булса, у 5̂ олда {xin) ± у(п)\ кет
ма-кетлик ^ам якинлашувчи булиб, бу кетма-кетликнинг лимити а± Ь  
га тенг булади:

lim (х<Г1) + z/n)) =  a ± b  =  lim x(n) ± lim у{п).
Я~+<х)

5°. Агара  нукта M ( M c z R m) тупламнинг лимит нуктаси булса 

у ^олда М  туплам нукталаридан а га интилувчи {х(я>} кетма-кетлик 

(х<я)£М , п =  1 , 2 , . . . )  ажратиш мумкин.
Маълумки, а нукта М  тупламнинг лимит нуктаси булса, а нинг 

^ар бир Ог(а) атрофида ( V e > 0 )  М  тупламнинг чексиз куп ну^тала- 

ри булади.

Нолга интилувчи мусбат сонлар кетма- кетлиги гп =  — ни олиб, а 

нуктанинг

U± (a) =  { х £ Я т :р(х, а) <  -1-}

а

атрофини тузамиз. Бу а нукта М  тупламнинг лимит нуктаси булга ни 
учун а нуктанинг U1(a) атрофида М  тупламнинг а дан фарк.ли нуц- 

таларл булади. Уларнинг бирини хп> деб оламиз. Энди а нуктанинг 
U t (а) атрофини карайлик. Бу атрофда хам М  тупламнинг а дан фарк- 

Т

ли нукталари булади. Улардан хт  га тенг булмаган бирини олиб, уни 

х(2) дейлик. Бу жараённи давом эттириб, ti- ^адамда а нуктанинг 
U  j (а) атрофи олинса, бу атрофда з̂ ам М  тупламнинг а дан фаркли

П
нукталари булади. Улардан х(1), х{2), . . . , х(п~1) нукталарнинг хар би- 

рига тенг булмаганини олиб, уни х(п) билан белгилаймиз. Яна бу жа
раённи давом эттираверамиз. Натижада М  туплам нукталаридан |х(п)}:

v(l> J2) .,(«)
Л  ,  Л  ,  . . . ,  Л  ,  . . .

ажралади. Бу кетма- кетлик учун

р(х(п>, а) < —  (« =  1, 2, . . .)
11

булгани сабабли, п оо да х(п> а булиши келиб чикади.

25



2. К о ш и  т е о р е м а с и  ( як инла шиш  принципи) .  Аввал ай- 
тиб утганимиздек, кетма- кетликнинг качон лимитга эга булишини ани^- 
лаш лимитлар назариясининг мухим масалаларидан бири.

Юкррида келтирилган 12.1-теорема, R"! фазода |х(,1>} кетма-кет
ликнинг якинлашувчи булиши бу кетма-кетлик хадлари коордьчатала- 
ридан ташкил топган сонли кетма-кетликларнинг якинлашувчи булиши 
оркали ифодаланишини курсатади.

Аввало, бу ерда хам фундаментал кетма- кетлик тушунчаси билан 
танишамиз.

Rm фазода \х{п}\ кетма-кетлик берилган булсин.
12.14-таъриф.  Агар у е > 0  олинганда хам, шундай n0£ N  топил- 

сакн, барча п >  п0, р >  п0 лар учун

р(;<(/,), х{п) < е,(П)\

—  > кетма- кетлик фундаментал кет-

тенрсизлик бажарилса, {г ) фундаментал кетма- кетлик деб аталади.

М и с о л л а р .  1. R 2 фазода ушбу —  

ма- кетлик булади. ^ацикатан,

Р

V 2 < (  — 
Р

Arap V е >  0 сонга кура п0 натурал сонни

2 У  2
+ 1

деб олсак, у лолда барча п >  п0, р >  п0 лар учун

'((т-тММ)) <
'гГ~_2 ■• ■ у 2 <  .

по I 2 / 2

1
булишини топамиз. Демак, берилган кетма- кетлик фундаменталдир.

2. фазода куйидаги [(*„ , 0)); хп =  1 =  —- +  —  +  • - • +
2. О П

лик фундаментал булмайди. Х^ци^атан ^ам, бу кетма- кетлик учун, масалан, п >  р  

да

кетма- кет-

Р ((*„ . с{хп , 0)) =  v (хп —  х у  =  (хп — хр )

Р+2
>

п —  р

булиб, п — 2 р  булганда эса

P ({хр , 0), (хп , 0 ) ) >  у

зканлиги келиб чицади. Бу эса берилган кетма- кетликнинг фундаментал эмаслигини 
курсатади.
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Фараз килайлик, {х("’} =  {(х[п\ х!,п\ . . . , х^)}  фундаментал кет

ма-кетлик булсин. Таърифга кура, V e > 0  олинганда хам, шундай 
n0£ N  топиладики, барча п >  п0, р >  п0 учун

р(*(п\ х(р> )<е  

булади- Бу тенгсизликни куйидагича

Г  тУ 2 (<г-*г)а <е
? г=1

ёзиб, ундан

булишини топамиз. Бу эса \х\п)}, х ^ ) ,  . . . , [х^] кетма-'кетликлар

нинг ^ар бири фундаментал кетма- кет лик лар (каралсин, 1- ^исм, 2- боб, 

10- §) эканлигини билдиради. Шундай ^илиб, R"1 фазода

{.Vй1} -  [ « > .  4 " ’ ...............( С »

кетма-кетликнинг фундаментал булишидан бу кетма- кетлик" координа- 

таларидан иборат {х^1>\, {х^}, . . . , \х{̂  \ кетма-кетликларнинг хар 

бирининг фундаментал булиши келиб чицар экан.

Энди jx(n)} =  {(х(1'!), х^К . . . , х{̂ )}  кетма-кетлик координаталари- 

дан иборат {х^}, {х^\ . . . , {у}^} кетма- кетликларнинг хар бири фун

даментал булсин. Ухолда V e > 0  олинганда >̂ ам, — га кура шун-
у т

дай п̂ \ nf\ . . . , ra(0m) натурал сонлар топиладики,

барча п >  п^\ р >  я(1) =>- \х{п) — х(,р)| <  -4=- , 
и и [ 1 у т

барча п >  п̂ \ р  >  n f  =>- \х̂  — х(2р)\ <  —%=■ ,
у ТП

барча п >  л™, р  >  n‘m) =>■ |х,(гап) — х™\ <  у =

булади. Arap п0 =  max {п̂ \ п®\ . . . , п ^ }  деб олсак, унда барча 

д > п 0, / ? > п 0 учун бир йула

\ х ^ - х [ р)\ < - 4 =  (i =  l ,  2 , , т )
1 1 у  m 

тенгсизликлар бажарилади. Натижада

булади. Демак,

р{х(п), х(р) < е

Бу эса {.i'1'0} фундаментал кетма- кетлик эканини билдиради.



Натижада куйидаги теоремага келамиз:

12.3-т е о р е м  a. R m фазода {x<rt)} =  [(х("), х("\ . . . , х™)} кетма- 

кетлик фундаментал булиши учун бу кетма- кетлик координатала

ридан иборат { х ^ } ,  ! х(2п> J...........х{̂\ кетма-кетликларнинг %ар би-

рининг фундаментал булиши зарур ва етарли.

Юцоридаги 12.1 ва 12.3-теоремалардан R n фазода {хп} кетма-кет
ликнинг яцинлашувчил и хацида цуйидяги теорема келиб чикади.

12.4- те ор ем  {хп} кетма-кетлик якинлашувчи булиши учун у 
фундаментал булиши зарур ва етарли.

Бу теорема Коши теоремаси ёки якинлашиш принципи деб аталади.
3. Ичма-ич ж о йл аш га н  шар  лар  принципи.  «Математик 

анализ» курсининг 1-цисми, З-боб, 8-§ да х̂ акиций сонлар туплами R  
нинг тулицлигига асослашан ичма-ич жойлашган сегментлар принципи 

караб утилган эди. Шунга ухшаш принцип Rm фазода ^ам уринлидир 
ва ундан келгусида биз куп марта фойдаланамиз.

Марказлари а{п) =  (а1,'0, а ("\ ■ . • , anm) £ R m нукталарда, радиуслари 

rn £R+(n =  1. 2, . . .) булган ушбу

SJ - S 1(a(1\ rl) =  {x£Rm:p(x, a(1)) </-,},

S2 =  5S (al2>, r2) =  {x £ R m: p (x, a<2>) <  r j ,

Sn =  (a<n>’ rn) =  U  6 Rm : P (x, ain}) <  r j ,

шарлар берилган булсин. Агар цуйидаги

ID S2 ID . . .  ГЗ Sn ID . . .  

муносабат уринли булса, у хрлда i Sn ичма-ич жойлашган шарлар 

кетма-кетлиги деб аталади.

12.5-теорема .  Rm фазода ичма-ич жойлашган шарлар кетма- 
кетлиги [Sn\ берилган булсин. Агар п->оо да шар радиуслари гп 

нолга интилса, яъни
lim rn — О
П->со

булса, у %олда барча шарларга тегишли булган а ( а£  R"') нущта мав
жуд ва ягонадир.

Исбот :  {S J  — Rm фазода ичма-ич жойлашган шарлар кетма-кет- 

лиги булсин. Бу шар марказлари a(,I) (a(n)£ R m, п =  1, 2, . ..) дан {a<n)} 

кетма-кетлик тузайлик. Равшанки, a(n)£ S n. Агар р^>п  булса, унда 

Sn id  Sp булганлигидан aJI) £ Sn булади. Модомики, а{п) £ Sn, cip) £ Sn 

экан, унда

p(a(n), aiP>) < 2 rn

булади. Теореманинг шартига кура, оо да гп-*~ 0 дан ва юкори- 

даги тенгсизликдан {a(,1,j — фундаментал кетма-кетлик эканлиги келиб
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чикади, Коши теоремасига асосан бу кетма- кетлик лимитга эга. Биз 
уни а билан белгилайлик:

lim а{п) =  а.
tl—►да

Ихтиёрий Sn(ri =  1, 2, . . .) шарни олайлик. Бу шар кетма-

кетликнинг бирор хадидан бошлаб кейинги барча хадларини уз ичига 

олади (ошиб борса, ' а<п) } кетма-кетликнинг чекли сондаги ali), а<2>, . . 

. , а(ге-1) хддларигина Sn шарга тегишли булмаслиги мумкин). Демак, 

а нукта Sn нинг лимит нуктаси ва Sn ёпик туплам булгани учун 

a £ S n(ti =  1, 2, . . .) булади. Шундай ^илиб, а нуктанинг барча шар- 

ларга тегишли эканлигини курсатдик. Энди бундай а нуктанинг яго- 
налигини курсатамиз. Фараз килайлик, а нуцтадан фар^ли барча шар- 
ларга тегишли булган b нукта хам бор булсин: b £ S n ( n — 1, 2, . . .) 

Ь ф  а. Масофа хоссасидан фойдаланиб топамиз:

р (а, Ь) <  р (а, а{п)) +  р (а(п), Ь) <  2 • гп.

Бундан эса п-*- <х> да гп-*~ 0 булгани учун

р (а. Ь) =  О,
яъни а =  Ь булиши келиб чикади. Теорема исбот булди.

4. Кисмий к е т м а- ке т ли к ла р .  Б о л ь ц а н о  — В е й е р ш т р 

а с с  т е о р е м а с и .  Rm фазода {х(п)}:

*(1\ . Л  . . . , х{п), . . . (xw £ R m, п =  1, 2, . . .) 
кетма- кетлик берилган булсин. Бу кетма- кетликнинг nlt пг, . . .  , пк?

. . . {п, >  п2 <  . . . <  nk <  . . . , nk£ N, k =  1, 2, . . .) номерли ^ад- 

ларидан ташкил топган ушбу

хш , Xм , . . .  , ( / Ч  . . . , (х,л‘ ) £ /Г )  

кетма-кетлик {x(n,j кетма-кетликнинг цисмий кетма-кетлиги деб 

аталади ва {х(Пк)} каби белгиланади. Масалан, R- фазода куйидаги

кетма- кетликлар

■ '• ( ! •  I ) .......... ( М ) - -

кетма- кетликнинг кисмий кетма-кетликлари булади.
Равшанки, бигта, кетма-кетликдан жуда куп турлича кисмий кет

ма-кетликлар ажратиш мумкин.

12.6-т е ор ем а .  Агар |х(п)} кетма-кетлик якинлашувчи булиб, 

унинг лимити a [a £ R m) булса, у холда бу кетма-кетликнинг хар 

цандай цисмий {x(nk) j кетма-кетлиги %ам якинлашувчи булиб, унинг 
лимити хам а га тенг булади.

Бу теореманинг исботи кетма- кетликнинг лимити таърифидан бе- 

восита келиб чикади.
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12.1-эслатма.  Кетма-кетликнинг кисмий кетма-кетлипi лимити 
мавжуд булишидан берилган кетма-кетликнинг лимити мавжуд були
ши хар доим келиб чикявермайди. Масалан, ушбу

(1, 1), ( -  1, -  1), (1, 1), ( -  1, -  1), . . .  , ( ( _  1)"+\ ( -  I)1* 1), . . . 

кетма- кетликнинг
(1, 1), (1, 1), . . .  , (1, 1), . . .

(- 1 , - 1 ) ,  ( - 1 ,  - 1 ) , --- (- 1 , - 1 ) ,  . . .

кисмий кетма- кетликлари лимитга эга (улар мос равишда (1, 1) 

ва (— 1, — 1) ну^таларга тенг) булган хрлда берилган {((— l)n+1, 

(— 1)п+1)} кетма-кетлик лимитга эга эмас.

Демак, jx(n)} кетма-кетлик лимитга эга бутшаган хрлда унннг пие
мий кетма-кетликлари лимитга эга булиши мумкин экан.

12.7-т е о р е м а  ( Б о л ь ц а н о — В е й е р ш т р а с с  тео рема си . )  ){ар 
кандай чегараланган кетма- кетликдан якинлашувчи кисмий кетма- 
кетлик ажратиш мумкин.

И с б о т .  \х{п)} =  \(х{̂\ х("\ . . . , х(")} кетма-кетлик чегараланган 

булсин. Таърифга кура шундай шар \х£ R”' :р (.г, 0)<г} топиладики, 

кетма-кетликнинг барча хадлари шу шарда ётади.
Агар ушбу

{xGi?m :p(x, 0) <  г} cz Vr (0) 

муносабатни эътиборга олсак, у хрлда барча п лар учун

— r <  x f] г, (i =  1, 2, . . . , т)

булиши топилади. Бу эса {х[п)}, !|а-‘,п>), . . . , [х{̂\ кетма-кетликлар- 

нинг хар бирининг чегараланганлигини билдиради.
1-^исм, 3-бобда келтирилган Больцано — Вейерштрасс теоремасига 

кура {А*"*} кетма- кетликдан якинлашувчи ^исмий кетма- кетлик 

ни ажратиш мумкин. Натижада, биринчи координатаси якинлашувчи 

булган ушбу

К«ГЧ 4"1’'.......
кисмий кетма- кегликка келамиз.

Энди }хУ\ кетма-кетликни ^арайлик. Бу кетма-кетлик хам чега

раланган. Яна Больцано— Вейерштрасс теоремасига кура \х(”к')\ дан 

якинлашувчи кгемий кетма-кетлик ни ажратиш мумкнн. Нати

жада, биринчи ва иккинчи координаталари якинлашувчи булган

« * • ’. 4 “*’’............< ’■'))

кисмий кетма-кетлик хосил булади.
Юкоридагн жараённи давом эттира бориб, т  ^адамдан. кейин, барча' 

координаталари якинлашувчи булган ушбу

{ ( ! > ’ , д Г ” 1 ........... )} -  {г''"''"'!
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цисмий кетма- кетликка эга буламиз. Равшанки бу кетма- кетлик [х{п)\ 
кетма- кетликнинг кисмий кетма- кетлиги булади. Иккинчи томондан,

12.1-теоремага кура [х{Пкт) } якинлашувчи кетма-кетлик булади. Тео
рема исботланди.

3- §. Куп узгарувчили функция ва унинг лимити

Дастлабки тушунчалар катори да (Т- кием, 1-боб, 3-§) ихтиёрий Е 
тупламни F тупламга акслантириш (Ф : Е -> F) тушунчаси келтирилган 

эди. Сунг Е =  N, F =  R; Е =  R, F =  R  в а Е  =  N, F  =  Rm деб ушбу 

f : N - + R ( f : n ^ x n, n £ N y xn£R),

<p:R-+R(<p:x-+y; x £R ,  y£R),

■ty:N-+Rm('ty:n~+(x1, x2, . . .  , xm); n £ N ,  (xu x2, . . . xm) £ R m)

акслантиришларга эга булдик. Бу акслантиришлар мос равишда сон

лар кетма-кетлиги, функция хамда R"‘ фазо нукталари кетма-кетлиги 
тушунчаларига олиб келди. Сонлар кетма-кетлиги ва унинг лимити
1- киемнинг 3-бобида, функция ва унинг лимити 1- к кемпинг 4-бобида, 

R m фазо нукталари кетма- кетлиги ва унинг лимити эса ушбу бобнинг
2-§ да батафеил баён этилди.

Энди E =  R m, F — R  деб /: Rm —- R  акслантиришни цараймиз. Бу 
куп узгарувчили функция тушунчасига олиб келади.

1. Ф у н к ц и я .  Бирор M ( M c z R m) туплам берилган булсин.
12.15-таъриф.. Агар М  тупламдаги з̂ ар бир х =  (xlt х2, . . . , хт) 

нуцтага бирор коида ёки конунга кура битта хакикий сон у (у £ R) 
мос куйилган булса, М  тупламда куп узгарувчили (т  т а  узгарувчили) 
функция берилган (анщланган) деб аталади ва уни

f\{xx, х2, . . .  , хт)-+у ёки у =  f(xlt х2, . . . , x j  (12.25) 

каби белгиланади. Бунда М  —  функциянинг берилиши (анщланиш) 
туплами, хъ х, . . .  , хт эркли узгарувчилар — функция аргументла- 

ри, у эрксиз узгарувчи— хи . . .  , хт узгарувчиларнинг функцияси 

дейилади.
(х,,х2, . . . , хт) нуцта битта х билан белгиланишини эътиборга олиб, 

бундан кейин деярлик хамма вацт (х,, х2, . . .  , хт) урнига х ни ишла- 

таверамиз. Унда юкоридаги (12.25) белгилашлар куйидагича ёзилади.

f :x-+y ёки у = / ( х )  {x£R ,n, y£R) .
Функциянинг берилиш туплзмидан олинган х ° £М  нукта га мос ке- 

лувчи у0 сон у — f{x) функциянинг х =  х° нуктадаги хусусий цийма- 
ти  деб аталади

М и с о л л а р .  1. / — R m фазодаги >;ар бир х нуктага шу нукта координаталари 
квадратларининг йириндисини мос цуювчи ^оида, яъни

/: лг -*■ х j + х\ + . . . 4- х2т  

булсин. Бу >(олда у =  х\ +  х\-\-. . . +  х „  функция хосил булади. Бу функция 

М =  R m тупламда берилган.



2. / —  з^ар бир * 6 Л 1 =  { * 6 # т :р  (х, 0 ) <  1} нуктага ушбу

х-+ V  1 —  х\ — Хо —  . . .  — Х2т

^оида билан битта .^аци^ий сонни мос ^уйсин. Бу ^олда з̂ ам куп узгарувчили

функцияга эга буламиз. Равшанки, бу функция М  тупламда берилган.

/(х) функция M c z R m тупламда берилган булсин. х узгарувчи М  
тупламда узгарганда функциянинг мос кийматларидан иборат {/ (х): 
:х£М\ туплам функция кийматлари туплами (функциянинг узгарши 
coxflcu) деб аталади. Юцорида келтирилган мисолларнинг биринчисида 
функциянинг ^ийматлари туплами [0, +  оо), иккинчисида эса [0,1] сег- 
ментдан иборатдир.

Шуни яна бир бор таъкидлаймизки, куп узгарувчили (т  та узгарув

чили) функцияларда функциянинг берилиш туплами Rm фазодаги туп
лам булиб бу функция кийматлари туплами эса хакикий сонларнинг 
кием тупламидан иборатдир.

У?'"1'1 фазонинг (х, у) (х £ R m, у =  f{x)£R)  нукталаридан иборат ушбу

у =  V 1 —  х2х — х\
о

{(х, f(x))} =  \(x, f (x ) ) :x £Rm, f(x)£R}  

туплам у ----- / (х) функция графиги деб аталади. 
Масалан, т  =  2 булганда (R2 фазодэ)

у — х\-х2, у = х\ + х* ,

Z  = Х, х г

функциялар графиги мос равишда 
Я3 фазода гиперболик параболоид, 
айланма параболоид хамда юк,ори 
ярим сфералардан иборатдир (30-чиз- 
ма).

М czRm тупламда у =  / (х) —
— f(xux2, . . . , хт) функция|берил-

(б)

10- чизма
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ган булиб, хл, х2, . . . , хт ларнинг х,ар бири Т cz Rk(k £ N) тупламда 

берилган функциялар булсин:

=  Ф1 (0 — Ф1 (̂ i> • • • >

Х2 — ф2 (О =  ф2 (̂ 1> • • ’ > У ,

*т =  Фт(/) =  Фт'(<1- *2, • • • , **)•

Бунда / =  (/lf t2, . . .  , tk) узгарувчи Т cz i t  тупламда узгарганда улар-

га мос х =  (х1У х2, , хт) ну^та M < ^ R m тупламда булсин. Нати

жада у узгарувчи .*=(%!, х2, ..  ., хт) узгарувчи оркали t—^ ,  t2, , tk) 

узгарувчиларнинг функцияси булади:

t-*- х-> у

((̂ 1> 2̂’ . . .  > ^~ * '{XU Х2> • • • I XnJ~y У-

у = /(* (0) = / (ф! ft, 4, • • • . 4). Ф- 4, • • • .
• • • , Фт (*1, Ч, . . .  , у .

Бу функция мураккаб функция ёки / (х) ^амда ф(-(/) (г =  1, 2, . . . , т) 

функциялар суперпозицияси деб аталади.
Элементар функциялар устида кушиш, айириш, купайтириш ва бу- 

лиш амаллари хамда функциялар суперпозицияси ёрдамида куп узга
рувчили элементар функциялар хосил к,илинади. Ушбу

У =  еХ1'Хг •' •Хт, у =  In У х 1 +  хг +  . . . +  хт , 

у =  sin (л̂  • х2) + sin (х2 -х3) +  . . . +  sin ( x ^ - x j  

функциялар шулар жумласидандир.

/(*)=/(•* i<x2, . . . , хт) функция М cz R m тупламда берилган булсин. 

Агар бу функция кийматлари туплами
Y =  {{х 1 , х2, . . .  ,  x j : ( x lt х2, . . .  , хт) £М }  

юкоридан (куйидан) чегараланган булса, яъни шундай узгармас С (уз- 
гармас Р ) сон топилсаки, Y  (^к х2, . . .  , хт) £ М  учун

/ C î, х2, . , хт) ^  С (/ (Xj, х2, ■ ■ ■ , Хт) ^  Р ) 

тенгсизлик уринли булса, f (х) =  / (х,, х2, . . . , хт) функция М  туп

ламда юкрридан (куйидан) чегараланган деб аталади, акс хрлда, яъни
хар кандай катта мусбат 5 сон олинганда хам, М  тупламда шундай 
/ о о о ч
(Xj , х, , . . . , хт) ну^та топилсаки,

/(*?.  * 2 ...........Х°т) >  S (f  (Х, , Х°2 , . . . , X ° J<  - S )

тенгсизлик уринли булса, / ( х ) = / ( х 1, х2, , x j  функция М  туп

ламда юкрридан (куйидан) чегараланмаган деб аталади.
Агар /(х) =  / (х,, х2, . . .  , хт) функция М  тупламда хам юкрридан^ 

хам куйидан чегараланган булса, функция шу тупламда чегараланган 
дейилади.

Масалан, М  =  /?2\{(0,0)} да берилган
1

f ( x 1 , Х г ) = —  2
*1 +  * 2
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функция шу М тупламда куйидэн чегараланган, аммо юкрридан чега- 
раланмагандир: Y  =  (0, сю).

2. Ф у н к ц и я н и н г  лимити.  фазода бирор М  туплам олайлик. 
а нук;та (a = (a j, аг, . . .  , ап)) шу тупламнинг лимит нуктаси булсин. 

У  )^олда М  тупламнинг нукталаридан а га интилувчи турли {х(п>\ 

(х(п>£М ,  х(п)ф а ,  я =  1, 2, . . .) кетма-кетликлар тузиш мумкин:

\imx(n> =  а.
П-+00

Энди шу М  тупламда бирор у =  f(x) функция берилган булсин.
12.16-таъриф(Гейне таърифи) .  Агар М  тупламнинг ну^тала- 

ридан тузилган, ага  интилувчи х;ар к;андай {х(п)} (х(п)Ф а , п— 1,2, ....) 

кетма-кетлик олинганда х;ам мос \f(x(n>)} кетма-кетлик хамма вакт 
ягона b (чекли ёки чексиз) лимитга интилса, b fix) функциянинг а 
нуктадаги (ёки х -у- а даги) лимити* деб аталади ва у

1 im / (л) =  Ь ёки х -*■ а да f(x)-+b
х-+а

каби белгиланади.
Функция лимитини бошкача хам таърифлаш мумкин.
12.17-таъриф. (Коши таърифи)  Агар-у-е j> 0 сон учун шун- 

дан б >  0 топилсаки, ушбу 0 <  р(х, а) <  б тенгсизликни каиоатлаиги- 
рувчи барча х £ М  нукталарда

\f(x)\— b\<B

тенгсизлик бажарилса, b сон f (х) функциянинг а нуктадаги (х-^-а 
даги) лимити деб аталади.

12.18-т а ъ р и ф  (Коши таърифи) .  Агар V е >  0 сон учун шун
дай б >  0 топилсаки, ушбу 0 <  р(х, а ) <  б тенгсизликни каноатлан
тирувчи барча х £ М  нукталарда

\f(x)\>8 (/ (х) >  е; f (х) <  — s)

булса, f(x) функциянинг а нуктадаги (х-^а даги) лимити оо ( -f- оо;
— со) дейилади.

Шундай ^илиб функциянинг лимити икки хил 1 аърифланади. Бу 
таърифлар эквивалент таърифлардир. Бунинг исботи 1- кием, 4- боб,
3-§ да келтирилган бир узгарувчили функция лимити таърифларининг 
эквивалентлигининг исботи кабидир.

Юкрридаги lim/:(x) =  6 ёки х~+а да f(x)~*-b белгилашларни х =
х*-а

=  (xlt ха, . . . ,  хт), a =  (au a2, . . .  , am) з$амда

x1-ya1

■a о

* Биз к;уйида куп узгарувчили функция учун лимитлар тушунчаси бошкача ки- 

ритилиши ^ам мумкинлигини курамиз. Улардан фарц этиш учун, баъзан, бу лимит 

каррали лимит деб \ам аталади.
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эканлигини эътиборга ол,;б, цуйидагича 

Jim f(xu х2 , хт) =  b x ^ c ty  

х3-+а2 еки х2-+а2

хт-+ап.
ёзса ^ам булади.

Rm фазода бирор М  туплам берилган булиб, оо  эса шу тупламнинг 
лимит нуктаси булсин. Бу М  тупламда y =  f(x) функция берилган.

12.19-таъриф (Гейне таърифи) .  Агар М  тупламнинг нукта- 

ларидан тузилган ^ар кандай {х<п>} кетма- кетлик учун х(п) -> оо  да 

мос {/ (х(п))} кетма- кетлик ^амма вакт ягона b га интилса, Ъ f(x) функ
циянинг х-+ о о  даги лимити деб аталади ва

lim / (х) =  b
л оо

каби белгиланади.
12.20-т а ъ риф  (Коши таърифи) .  Агар V e > 0  сон учун 

шундай 6 > 0  топилсаки, ушбу р ( х , 0 ) >  6 тенгсизликни каноатланти- 
рувчи барча х £ М  нуцталарда

I / (х) — b | <  е

тенгсилик бажарилса, b / (х) функциянинг х -+■ оо даги лимити деб 
аталади ва

lim /(х) =  b
Х-М

каби белгиланади.
Шуни таъкидлаш лозимки, функция лимити тушунчаси киритили- 

шида лимити каралаётган нуктада функциянинг берилиши (аниклани- 
ши) шарт эмас.

12.2- э с ла тм а .  Юцорида функция лимитига берилган Гейне таъри- 

фининг мохияти, хар кандай j х(п> j (х(п)ф а ,  п — 1, 2, , х<п) — а) 

кетма-кетлик учун мос {f (х(п)) ) кетма-кетликнинг лимити олинган {х(п)} 
кетма-кетликка боглиц булмаслигидадир.

М и с о л л а р  1. Ушбу

1 Х\'Х2 о о
~ ,-----= ^ ,  агар x,-±xi > 0  б\'лса,

V 4 + 4
О, агар х\ +  х\ =  0 булса

функциянинг х =  (xi- х2)->- (0, 0) (яъни х2-*- 0) даги лимити ноль экан-
лиги курсатилсин. Бу функция#2 тупламда берилган булиб. (О, 0) нуцта шу туп
ламнинг лимит нуктаси.

а) Гейне таърифи буйича: (0. 0) ну^тага интилувчи ихтиёрий х ^  =  (х^\  

дг^-ЦО, 0) (яъни х^-*-  0, х ^ - »  0) (х(п>ф 0 ,  0)) кетма-кетлик оламиз- Унда мос 

{ /(*(/̂ ) j кетма-кетлик учун цуйидагича(*<">) 4 n,=) — ^  2-  = 1 /  -  1
У(х\ у + (x<V)2 V u f ) 2 + (4 )2
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с
1/2

У  х[п) *!■(«) „(П) 
2

булиб, х р  0, х р  О да

Нш /(х(п)) =  О
п->(0, О)

булади- Демак.

lim  Дх) =  lim  
*—►(0,0) *i—>-0 

х4—►О

A'l * Л'2

о У " ^  + -
=  0 ;

б) Коши таърифи буйича: V е >  0 сонга кура 6 =  2е деб олинса, у ^олда 
О <  р(дг, 0) <  6 тенгсизликни каноатлантирувчи барча к нуцталарда

f w - | o  =
Х у Х  2 I *1 I • I *2 I

■6 =  6

е нгсизлик уринли булади. Бу эса

Xi ' х%
lim  /(jc)= lim  -7= r = = .  —- О
x-><0, 0) *!-.0 Y

эканлигини билдиради. 
2) К,уйидаги

/(*) =  /(■*■!. х2) -■

*1 ■ *2 + (•* 1 — х2 )2

функциянинг д: =  (х±, х2) (0, 0) яъни хг ->-0, х2 -+■ 0) даги лимигининг мавжуд 
эмаслиги курсатилсин. Бу функция ^ам Дг\{(0, 0)} тупламда булиб, (О, 0) 
нукта шу тупламнинг лимит нуктаси.

(0. 0) нуктага интилувчи иккита

Jn). ■ (0, 0),

С*(П))
п

—  -  (О, 0)
п

кетма- кетликлар олинса, улар учун мос равишда

1_

}(xw ) :

и*
1.

fx'(П)
' 4

-- -4-
п4 ^  п2

=  0->- О

бу ади. Бу эса х  -*■ (0, 0) да берилган функциянинг лимити мавжуд эмаслигини 

билдиради.
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3. Ч е к с и з  к и ч и к  ва ч е к с и з  катта  функци ял а р. 1-^исм- 
нинг 3- боби, 4- § хамда 5- § ларида чексиз кичик ва чексиз катта 
микдорлар тушунчалари, 4-бобнинг 7-§ ида эса чексиз катта ва чексиз 
кичик функциялар тушунчалари киригилиб, улар курсатилган параг- 
рафларда урганилган эди.

Худди шундай тушунчалар куп узгарувчили функцияларга нисбатан 
хам киритилиши мумкин. Уларни урганиш эса бир узгарувчили функ
ция холидагига ухшаш булганлигини эътиборга олиб, чексиз кичик 
хамда чексиз катта куп узгарувчили функциялар .^акидаги маълумот- 
ларни санаб утиш билан кифояланамиз.

Бирор а(х) функция М  с~ Rm тупламда берилган булиб, а(а £ R m) 
нук,та шу тупламнинг лимит нуктаси булсин.

12.21-т аъриф.  Агар д:->а да а(х) нинг лимити ноль, яъни

lim a (x ) =  О
х-*а

булса, у хрлда а{х) функция х-+а да чексиз кичик функция деб ата
лади.

Берилган f(x) функция х- > й  да чекли b лимитга эга булиши учун

а  (х) =  Дх) — b

чексиз кичик функция булиши зарур ва етарли.
Бунинг исботи функциянинг лимити хамда чексиз кичик функция

нинг таърифларидан келиб чикади.
Шундай килиб, х —* а  да /(х) функция b лимитга эга булса, бу 

функцияни хар доим

f(x) =  b + а  (х)

куринишида ифодалаш мумкин, бунда а(х) —  чексиз кичик функция. 
Чексиз кичик функциялар куйидаги хоссаларга эга.
Фараз килайлик, р(х) функция хам шу М  тупламда берилган бул

син.
1° Агар х->а да а(х) ва р(х) функциялар чексиз кичик функциялар 

булса, у хрлда уларнинг йигиндиси а  (х) + Р (х) функция хам чексиз 
кичик функция булади.

2°. Агар а да а(х) чексиз кичик функция булиб, р(х) функ
ция эса чегараланган функция булса, у зфлда уларнинг купайтмаси 
а(х)-р(х) хам чексиз кичик функция булади.

12.22-таъриф .  Агар М  тупламда берилган у(х) функция учун

lim  у (х) --- оо
х^а

булса, у (х) функция х-+а да чексиз катта функция деб аталади. 
3°. Агар х -> а да а(х) функция чексиз кичик (а(х) ф  0) функция

булса, — функция х->а да чексиз катта функция'булади.
« (* )

4°. Агар х—*- а да у (х) функция чексиз катта функция булса,
у(х)

функция х~+а да чексиз кичик функция булади.
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4. Л и м и т г а  эга  б у лг а н  ф у н к ц и я л а р н и н г  х о с с а л а р и .  
Чекли лимитга эга булган куп узгарувчили функциялар цам чекли ли
митга эга булган бир узгарувчили функцияларнинг хоссаларига (царал- 
скн, 1-кисм, 4-боб, 4-§) ухшаш хоссаларга эга. Уларнинг исботи 
худди бир узгарувчили функциялар хоссаларининг исботи кабидир. 
Шуни эътиборга олиб, биз куйида чекли лимитга эга булган куп 
узгарувчили функцияларнинг хоссаларини исботсиз келтирам 13.

Бирор М  a  R n тупламда / (х) функция берилган булиб, а (а£ Rm) 
нуцта шу М  тупламнинг лимит нуцтаси булсин.

1°. Агар

l im/(x) — b
Х —Н 2

мавжуд булиб, b >  р (b <Cq) булса, а нуктанинг етарли кичик атрофи- 
даги х £ М ( х ф а )  нукталарда fix) >  p(f(x) <  q) булади. Хусусан, ЬфО 
булса, у ^олда а нуцтанинг етарлича кичик атрофида !{х)ф 0 булади. 

2° Агар

lim /(х) =  b
х -ю .

мавжуд булса, а нуктанинг етарли кичик атрофидаги х £ М (х ф  а) 
нукталарда f(x) функция чегараланган булади.

Энди М  да иккита fx(x) ва /2(х) функциялар берилган булсин.
3°. Агар

lim ft(x) =  blt lim /2(x) =  b2
x -* a  x —>a

булиб, а нуктанинг U6(a) атрофидаги барча x нуцталарда (x £ M  f| 

r\U&(a) / i (x )< /2(x) булса, у хрлда bx< b 2 булади.

4°. Агар а нуктанинг U&{a) атрофидаги х £ М  (} U6(a) нукталарда

h  М  <  /(х) <  /2 (х) 

булиб, х-> а да fx(x) ва /2(х) функциялар лимитга эга хамда

lim /1  (х) =  lim /2(х) =  b
х - т  х->а

булса, у хрлда f(x) функция хам лимитга эга ва

lim Дх) = Ь
х-ка

булади.
5°. Агар х->-а да /Х(х) ва /2(х) функциялар лимитга эга булса, 

/х(х) ± f2(x) функциялар лимитга эга 65'лади ва

lim f/Jx ) ± /2(x)j =  lim А (х) ± lim /2(x).
х —кг х -+а х-*а

6°. Агар х ->■ а да Д(х) ва /2 (х) функциялар лимитга эга булса, 
/1  С1') • fi {х) функция хам лимитга эга булади ва

lim [/,(х) • /2 (x)j =  lim fx(x) • 1 im /г(х).
x-+a  х-нл x -ya
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7°. Arap x~+а да /, (x) ва f2 (x) функциялар лимитга эга булиб,
f (л:')

Urn f2{x)¥= 0 булса, ■■■■■--■ - функция хам лимитга эга булади ва 
*->а /2 (х )

lim fi(x)

lim- — х^ “
х -*а /2(х) l im/2U)

12.3-эслатма.  Бир узгарувчили функциялардагидек, х->-а да 
/, (х) ва /2(х) функциялар йириндиси, купайтмаси ва нисбатидгн иборат 
булган фунцияларнинг лимитга эга булишидан бу функцияларнинг 
хар бирининг лимитга эга булиши келиб чикавермайди.

12.4-э с  л атма .  Агар х—>~а да 1) /j(x) ва /2(х) функцияларнинг

хар бирининг лимити ноль (ёки чексиз) булса,  ̂ ифода; 2) /i(x)-»-0,
/ 2(-*-)

f2(x) -> оо булганда Д (х) • /2 (х) ифода ва нихоят 3) /Х(х) ва /2(х) турли 
ишорали чексиз лимитга эга булганда fx (х) +  /2 (х) йигинди мос ра

вишда y ( ~ ) ’ ®'°°> 00 — 00 куринишдаги ани^масликларни ифода- 

лайди.
Агар х-> а да 1) /1(х)->0, /2(*)->0 булса, 2) /^(х)-* 1, f2(x)-+oo 

булса, 3) fi(x)~> оо , /2(х)->0 булса, у хрлда [ДСх')]^4 мос равишда 
0°, 1°°, оо° куринишдаги ашщмасликларни ифодалайди. Бундай аник- 
масликлар бир узгарувчили функцияларда каралгаиидек, Д(х) ва /2(х) 
функциянинг уз лимитларига интилиш характерига 1̂ араб очилади.

5. Т а к р о р и й  лимитлар .  Биз юкррида / (х) =  f(xlt х2, . . . , хт) 
функциянинг а — (ал, а2, . . .  , ат) нуктадаги лимити

lim /(х) =  b( lim /(хх, х2, . . .  , хт) =

V

билан танишдик. Демак, функциянинг лимити, унинг аргументлари х1? 
х2, . . .  , хт ларнкнг бир йула, мос равишда alt а2, . . . , ат сонлар- 
га интилгандаги лимитидан иборатдир.

Куп узгарувчили функциялар учун (уларгагина хос булган) бсшка 
формадаги лимит тушунчасини ^ам киритиш мумкин.

f(xu х2, . . .  , хт) функция М a  Rm тупламда берилган булиб, а =  
=  (flj, а2 . . .  , ат) нук,та М  тупламнинг лимит нуктаси булсин, Бу 
функциянинг х1~~>-а1 даги (бошка барча узгарувчиларни тайинлаб) лимити

Пш/(х1, х2, . . .  , хт)
Х\ —+Cli

ни карайлик. Равшанки, бу лимит, биринчидан бир узгарувчили функ
ция лимитининг узгинаси, иккинчидан у х2, х3, . . . , хт узгарувчи- 
ларга боглик,:

lim f(xlt х.......... ... хт) =  (pjfo, • • •> хт)■
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Сунг 9 i(x2, х3, , хт) функциянинг хг->-а2 даги (бош^а барча уз- 
гарувчиларини тайинлаб) лимити

lim 9 i(x2, х3.............хт) =  ф2(х3, xt, . . .  , хт)
Х% —

ни карайлик.
Ю^оридагидек бирин-кегин х3->-а3, xi ->at , . . .  , хт ->-ат да ли - 

митга утиб

Iim lim ... lim f(xt, хг............xm)
xm~*’am xm—l^ am—1

ни хосил киламиз. Бу лимит f{xu х2, . . .  , хт) функциянинг такро- 
рий лимити деб аталади.

Демак, функциянинг такрорий лимити, унинг аргументларя xlt х2,
. . . , хт ларнинг хар бирининг бирин-кетин мос равишдаOj, a2 ... , 
агп сонлар га интилгандаги лимятидан иборат.

Худди ю^оридагидек, f(xv х2, . . . , хт) функциянинг х^, xit, ... , х;

аргументлари мос равишда a(i, a(j, . . .  , a[fe ларга интилгандаги так

рорий лимити

lim . . .  lim f(xu х2, . . . , хт) 
xik -» ah xii~>ait

ни хам караш мумкин.
Шуни хам айтиш керакки, f(xL, хг, . . . , хт) функция аргументла

ри х,, х2, . . . , хт лар мос равишда alt а2, . . . , ат сонларга турли 
тартибда интилганда функциянинг турли такрорий лимитлари хрсил 
булади.

М и с о л л а р .  1. Ушбу параграфнинг 2- пунктида келтирилган

! Х\'Хч о о _
— r  t , агар xf +  x £ > 0  булса.

У  х\ + х2

О , агар х\ +  х\ =  0 булга

функциянинг лимити

lim  f (xt , х2) =  О
Xi-ь-О 
Xg—*0

булишини курсатган эди. Бу функциянинг такрорий лимитлари мавжуд ва улар 

^ам 0 га тенг. Х,ациь;атан ^ам,

lim  / (xj, х2) — lim  — 2 ~ =  0, lim  lim  f (xv  x2) =  0.
>0 X\— »-0 ~y x2-*0 X\—*-0

Шунингдек,

lim  f(xlt x2) =  l i m — y b = ^ = = -  =  0, lim  lim  f ixx, x2) =  0.
*2->0 x2-»0 у x2 -f- *i-*0 x2-y0

Демак, берилган функциянинг такрорий лимитлари мавжуд ва улар бир-бирига тенг 
булиб, бу такрорий лимитлар функциянинг (каррали) лимитига теиг булади.
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2. Ушбу

/(*!• **)= ( f + 3 iT ’ аГЗР 6̂ Ca-
1 0, агар xi +  Зх2 =  0 булсаО булса

функцияни царайлик. Бу функциянинг такрорий лимитлари куйидагича:

2xi —  х2 1 2xl — х2 1
lim  ---- — —  = — -- , lim  lim
*i-»0 Xi~\~3x2 3 x2-»o Ai-*0 Xi -f- 3x2 3

2xt — X» „ . 2X-, — Xo
lim  -------- -- 2, lim  lim  -------- • =  2.
x2->0 Xi ~j- 3x2 Xi-tO x2—>0 Xi -p 3x2

Демак, берилган функциянинг такрорий лимитлари мавжуд булиб. уларнинг бири

— -— ■ га. иккинчиси эса 2 га тенг.
3

Бироц х — (xv  х2)-*-(0, 0) да f(x1. х.2) функциянинг (каррали) лимити мавжуд 
эмас. Чунки (0, 0) нуктага интилувчи иккита

1 I \
— , —  W ( 0 ,  0),
п П I

■«и-(т’тН 0-0>
кетма-кетликлар олинса улар учун мос равишда

/ J _  J \ ____ 1_ J _  / 6_ _ 4 \ ____6__ _6_

\ п ' п ) ~  4 4 ’  ̂\ п ' л / 17 ^  17

булади. Бу эса (хх. х2)-^-(0, 0) да берилган функциянинг (каррали) лимити мав
жуд эмаслигини билдиради.

3. куйидаги

2 2
tf \ х1’х2 f(x I .  х2)~

x 'j-x l+ (x l — x2 )2

функциянинг такрорий лимитлари

г--г2 у2, г2
lim  —------ — ------  =  0, lim  lim   L_H-=  О,

X\-xl +  (Xj — x2 )2 x2->0 xt-*o x\ x\ +  (*! — x2 )2

r2-r2 2 v2i • 12  Xl’*2
,rn 0, lim , lim  ~ о- о ' = 0О 9 — Vj lilll) 1 1111 о 9

*>-+<> xf x2 +  (* , — x2 )a >o *2->о a:1-jc|+(x1 — x2 )2

булади. Демак, берилган функциянинг такрорий лимитлари мавжуд ва улар бир- 

бирига тенг экан. Биз юкорида бу функциянинг (% , Хг)-»-^, 0) да (каррали) лими
ти мавжуд эмаслигини курсатган эдик.

4. Ушбу

f (xv  х2) =  I х 1 +  sin агар * i  ¥= 0 булса,

(. 0 , агар x i =  0 булса

функцияни царайлик. Бу функция учун

lim  f(xv  х2) =  Xi lim  Нт(л;1, х2) =  О

булиб, lim  П т /(д ;1, х2) —  мавжуд эмас. Демак, берилган функциянинг битта так-
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рорий лимити мавжуд булиб, иккинчи такрорий лимити эса мавжуд эмас. Аммо 

I / (*i> * 2) — 0 | =  хх +  х2 sin <  I *1 1 + I *2 1 (*1=^0)
*1

муносабатдан (хи хг)->~(0, 0) да f (xj,, х2) функциянинг (каррали) лимити мавжуд ва

lim  f (х1г х2) =  0
Xi->0
xz—*0

булиши келиб чикади.
5. К,уйидаги

1 1
/ (*i> *2) =  (*1 + xi) ■ s>n —  ■sin —  xt x2

функцияни ^арайлик. Бу функциянинг х х -*■ 0 даги лимити мавжуд эмас. Чунки 
нолга интилувчи иккита

*,<«> =  —  -*. 0,71(я)=  ,, ->• 0 (п-> °о)
ПЛ (4 К -j- 1) Я

кетма-кетликлар олинса, улар учун мос равишда (х2 Ф  0 да) 

/ 1 \ ! 2

Ч ^ ’ *а Г ° \  Ч ^ й л ** *2
булади.

Худди шунга ухшаш
lim f (*х х2)
х 2—>0

з̂ ам мавжуд булмайди. Аммо

х2) —  0| (хх -\-х2) sin — sin —  
Хх х2

I *1  I +  I Х 2 I

тенгсизликдан (х±, х2)->-(0, 0) да f (х1у х2) функциянинг (каррали) лимити мав

жуд ва
l im  f (xl7 х2) =  О
хг—»0

булишини топамиз.

Юкорида келтирилган мисоллардан куринадики, функциянинг би
рор нуктада каррали лимитининг мавжуд булишидан, унинг шу нук
тада такрорий лимитининг мавжуд булиши ва аксинча, функциянинг 
бирор нуктада такрорий лимитларининг мавжуд булишидан, унинг шу 
нуктада каррали лимитининг мавжуд булиши келиб чикавермас экан. 
Ундан ташкари функциянинг такрорий лимитлари бир-бирига хар доим 
тенг булавермас экан.

Биз куйида функциянинг каррали ва такрорий лимитлари орасида
ги богланиш хамда уларнинг маълум шартларда узаро тенглиги хаки
даги теоремани исботлаймиз.

/ (хъ х2) функция М  =  { (%j, х2) £ R 2 : | xt— I <  av \х2 — | <  а2) 

тупламда берилган булсин.
12.8-те оре ма .  Агар 1) (хр х2)-+{х°17 х°) да f(xv х2) функция

нинг каррали лимити мавжуд:

lim ■/(*!, х2) — Ь,



2) хар бир тайинланган. х1 да куйидаги

lim /(* ,, х2) =  ср (л'х)
х , - * х п 
* 2

лимит мавжуд булса, у хрлда

lim !im/(.tj, х2)

Xi -bX̂  Xt->X°t

такрорий лимит %ам мавжуд булиб,

lim lim f (xlt *2) =  b

ДГ,->ЛГ°
1 2

булади.

И сб о т .  f{xlt x2) функция [xlt x2)->-(x°, x\) да каррали

ПтДл^, x2) =  b

Х^Х°

x,->x°t

лимитга эга булсин. Лимитнинг таърифига кура, V e > 0  сон олин
ганда ^ам, шундай б >  О топиладики, ушбу

{(*i. х2) в Я 2: Jлг, — х°1\<6,\х2 — х°\< б } с г  М

тупламнинг барча {xL, х2) ну^талари учун

\f(xu х2) — b j <  е (12.26)

булади. Энди теореманинг 2) шартини эътиборга олиб, хх узгарувчи
нинг 1^ — х\ | <  б тенгсизликни цаноатлантирадиган ^ийматини тайин- 

лаб, x2->-xl да (12.26) тенгсизликда лимитга утиб

| Ф (* i) —  Ъ | <  8

ни топамиз. Демак, V  е >  0 сон олинганда ^ам, шундай б >  0 топи
ладики, \х{— x y ) < 6  булганда |ф(*1) — &[<е  булади. Бу эса

Птф (хх) =  b

Xl~+X\

булишини билдиради. Кейинги муносабатдан

lim l i m / ^ ,  х2) = 6

X1~t-Xn х 2->х°
I 2

булиши келиб чикади. Теорема исбот булди.
Куйидаги теорема худди шунга ухшаш исботланади.
12.9-теорема.  Агар 1) (хр х2)-»-(х?, х°2) да f(xр х2) функция

нинг каррали лимити мавжуд:

l im/fo,  x2) = b ,

*.->ЛГ0 
* г
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2) х1ар бир тайинланган х2 да цуйидаги

l imf(xu х2) == \Цхг)

лимит мавжуд булса, у холда

lim lim/(xlt Xg)

такрорий лимит %ам мавжуд булиб,

lim lim f(xu х2) = b

булади.
12.1-натижа. Агар бир вацтда юкоридаги 12.8- ва 12.9-теорема- 

ларнинг шартлари бажарилса, у хрлда

х2) — lim lim f(xu х2) — lim lim f(xu x2)

X,~*X° Xl->X° X,->X°

X.-*X°1 1

булади.
Биз икки узгарувчили функциянинг каррали ва такрорий лимитла

ри орасидаги богланишни ифодаловчи теоремаларни келтирдик.
Худди юкрридагидек f(xt, х2, . . .  , хт) функциянинг x(j, xt- ,. . . ,  xik 

узгарувчилари буйича

НтДх!, х2» ■ ■ •, Л-m)

О
xi,-*xi,

xik*x̂ k

каррали хамда

lim lim . . . lim /(xlt х2, . . . , хт)

xU-*x°ii xir*xi, xik~,xik

такрорий лимитлари ва улар орасидаги богланишни цараш мумкин.
6. К о ш и  т е о р е м а с и  ( я р н л а ш и ш  принципи) .  Энди к^п 

узгарувчили функция лимитининг мавжудлиги хакида умумий теорема 
келтирамиз.

R m фазода М  туплам берилган булиб, а(а 6 R rn) унинг лимит нуц- 
таси булсин. Бу тупламда /(х) функция берилган,

12.23-таъриф. Агар V e > 0  сон учун шундай б > 0  сон топил

саки, ушбу 0 <  р(х, а) <  8, 0 <  р(х, а) <  6 тенгсизликларни цаноат- 

лантирувчи ихтиёрий х ва х(х £ М , х £ М) нукталарда

\Кх)~[(х)\<г

тенгсизлик уринли булса, /(х) функция учун а нуктада Коши шарти 
бажарилади дейилади.
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12.10-теорема (Коши теоремаси ) .  f(x) функция а нуктада 
чекли лимитга эга бдлиши учун а нуктада Коши шартининг бажа- 
рилиши зарур ва етарли.

И сб о т .  З а р у р л и г и .  х-*-а да /(%) функция чекли лимит

lim/(x) =  Ь
х~*а

g

га эга булсин. Таърифга биноан, V  е >  0 сон олинганда ^ам, ~  га

кура шундай б >  0 топиладики, ушбу 0 <  р(х, а) <  б тенгсизликни 
каноатлантирувчи барча х(х£ М) н укталарда

I f(x)-bl<f.
— _  8 

жумладан 0 <  р(х, а) <  6=^|/(х) — Ъ\ <  у  булади. Бу тенгсизлик-

лардан

| f(x) -  fix) | <  | f ix )- b  | +1 fix)-b\ <  e

булиши келиб чикади. Бу эса f{x) функция учун а нуктада Коши 
шартининг бажарилишини курсатади.

Етар лилиги .  fix) функция учун а нуктада Коши шарти бажа- 
рилсин, яъни V  s >  0 сон олинганда хам, шундай б >  0 топиладики, 

ушбу 0<р(л ', а) <  б, 0 <_р(х, а ) <  б тенгсизликларни каноатланти

рувчи ихтиёрий х ва х(х, х £ М) нукталарда

i f( x) — f(x) | <  е

булсин. Бу хрлда f(x) функция х->-а да чекли лимитга эга булиши
ни курсатамиз.

а ну^та М  тупламнинг лимит нуктаси. Шунинг учун М  туплам

нинг ну^таларидан {х(п)} (х(п) ф  а, п =  1, 2, . . .) кетма-кетлик тузиш 
мумкинки, бунда

lin rx ^  =  а
П-* оо

булади. Лимитнинг таърифига биноан, гокррида келтирилган б > 0  га 
кура, шундай п0 £ N  топиладики, барча п >  п0, р  >  п0 учун 0 <

<  р{х(п), а) <  б, 0 <  р(х(г>), а) <  б булади. Бу тенгсизликларнинг ба- 
жарилишидан эса, шартга кура:

\fix(p)) ~ f i x (n))\<z

булади. Демак, { f(x(n>) } — фундаментал кетма-кетлик. 2-§ да келти

рилган 12.4- теоремага кура { f(x<n)) } кетма-кетлик якинлашувчи. Бу 
кетма-кетликнинг лимитини b билан белгилайлик:

lim f{x(n)) =  b.
Л^оо
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Энди М  тупламнинг нуцталаридан тузилган ва а нуцтага интилув

чи ихтиёрий {х(п)} кетма-кетлик

х(п> -+■ а (х<п) Ф а ,  п =  1, 2, . . .)

олинганда хам мос { f{x<n>) } кетма-кетлик (у юкорида курсатганимиз- 
га биноан якинлашувчи булади) хам уша b га интилишини курсатамиз. 

Фараз килайлик, x''n j а (х(п) Ф а ,  п == 1, 2, . . .) булганда

f{x(n))-yb’

булсин.

{х{п>}, {х(п)} кетма-кетлик хадларидан ушбу

v 0 )  ~ ( 0  J V  ~(2) (п) - (п)
✓V у Л у Л у Л J • • . ) >-У у Л у . .  .

кетма-кетликни тузайлик. Равшанки, бу кетма-кетлик a ( a £ R m) га ин- 
тилади. У  хрлда

f(x\  f(x(\  / ( Л ,  ) • • ■ - / Л  / Л  • • • (12.27)

кетма-кетлик чекли лимитга эга. Уни Ь* орк;али белгилайлик. Агар 

{/(х(г1>)} ва {/(х(п)) } кетма-кетликларнинг ^ар бири (12.27) кетма-кетлик- 
нинг кисмий кетма-кетликлари эканлигини эътиборга олсак, у хрлда

f{xw) ^ b * ,  f(xin])-+b* 

булишини топамиз. Демак,

b* =  b =  b'.

Шундай к;илиб, f(x) функция учун а нуцтада Коши шартининг бажа- 
рилишидан М  туплам нуцталаридан тузилган ва а га интилувчи хар 

кандай {f(x(n>} (х<п) ф а ,  п — 1, 2, . . .  ) кетма-кетлик олинганда хам, 

мос {f(x(n>) } кетма-кетлик битта сонга интилишини топдик. Бу эса 
функция лимитининг Гейне таърифига кура /(х) функция а нуктада 
чекли лимитга эга булишини билдиради. Теорема исбот булди.

12.5-эслатма.  Коши шарти ва Коши теоремаси х-*- о о  да хам 
юкоридагига ухшаш ифодаланади ва исбот этилади.

4- §. Куп узгарувчили функциянинг узлуксизлиги

1. Ф у н к ц и я  у з л у к с и з л и г и  т а ъ р и ф л а р  и. M c z R m туп
ламда f(x)~ f(xlt х2, • • • , Хт) функция берилган булиб, а £ М (а — 
-- {ах, а2, . . . ,  ат )) ну^та эса М  тупламнинг лимит нуктаси булсин,

12.24-таъриф. Агар х-+а да /(х) функциянинг лимити мавжуд 
булиб,

l im  /(X j, Х2, . . . , Х т )  ~  / ( ^ 1 » ^2» • • • j )

lim /(х) =  f(a) I £ £  I f )

булса, /(х) функция а нуктада узлуксиз деб аталади. 
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М и с о л .  Ушбу

f(xi ,* 2) =  j /  x\ +f xt x2
;--- s-* arap x\ 4- xl Ф  0 булса,
; + *2
0 , arap x i -j- x\ =  0 булса

функцияни царайлик. [Бу функциянинг ихтиёрий (х®, ^ ^ ( О . О )  нуктада узлуксиз 

булишини функция лимитининг хоссаларидан фойдаланиб топамиз:

булиб, ундан берилган функциянинг (0. 0) нуктада ^ам узлуксиз [эканлиги келиб 
чикади. Демак, царалаётган функция R 2 тупламда узлуксиз.

Шундай цплиб функциянинг узлуксизлиги унинг лимити орцали 
таърифланар экан. Функциянинг лимити эса уз навбатида Гейне ва 
Коши таърифларига эга. Шуни эыиборга олиб, функция узлуксизли- 
гининг Гейне ва Коши таърифларини келтириш мумкин.

12.25-таъриф (Гейне таърифи) .  Агар M a R n тупламнинг 
нуцталаридан тузилган. а(а £ М)та интилувчи хар кандай {х,п)} кетма- 
кетлик олинганда х,ам, мос {/(лс(п))} кетма-кетлик хамма вакт f(a) га 
ингилса, f(x) функция а нуктада узлуксиз деб аталади.

12.26-таъ риф  (Коши таърифи)  Агар у-е>0 сон УЧУН шундай
6 >  0 топилсаки, ушбу р (х, а )<  6 тенсизликни каноатлантирувчи барча 
х  6 М нуцталарда

тенгсизлик бажарилса, f(x) функция а нуктада узлуксиз деб аталади, 
Атроф тушунчаси ёрдамида функциянинг узлуксизлигини куйида

гича ^ам таърифлаш мумкин.
12. 27- 1  аъриф.  Агар V s > 0 сон УЧУН> шундай б > 0  топилсаки, 

барча д: 6 U6(a) f| М  нукталарда f{x) функциянинг цийматлари [(х) £ Ua 

{/(а)) булса, яъни

булса, f(x) функция а нуктада узлуксиз деб аталади.
К.х) =  f(xlt хг, . . ., хт ) функциянинг а =  (ах, аг, . . ., ат) нуцтада 

узлуксизлигини функция орттирмаси ёрдамида ^ам таърифлаш мумкин. 
Функция аргументларининг орттирмалари

х %-* х  Хг-'Х
* t

Ушбу бобнинг 3-§ да келтирилган мисолга кура

х1 • х2

x e U 6(a )(]M ^f(x )dU E(fa))

Ахх=хх — ах, Д = х2 — о., . . ., Ахт— хт—ат 
га мос ушбу

fix) — f(a) =  f(xu х2, . . хт) — f(au  а2, . . ат) =

=  /(ах +  А х„ а2 +  А *2, . . ат+ A x J  — f(av  а2, . . ат)
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айирма f(x) функциянинг а нуктадаги тулик орттирмаси деб атала
ди ва А / ёки A f(a) каби белгиланади:

А /(а) =  /К  + А хх, а2+  А х2, ........... ат-г A xJ — /(а, аг, . . ., ат) .

Куйидаги
/(0! + A *,, а2, . . f l j  — /(fli, о», • • ■, a j ,

/(ax a2 + A x2, a3, , . a j  — / К ,  a2, . . a j ,

/(ai, a2, . . flm_ p am+  Axm) — /(alt a2, . . am)

айирмалар /(x) функциянинг а нуктадаги хусусий орт1ирмалари дейи
лади ва улар мос равишда AXJ ,  А /, . . Axmf каби белгиланади. 

Юкоридаги (*) лимит муносабатдан топамиз:

lim f(x) =  /(a)=> lim [fix) — f{a)] =  0.
x-+a x  -*a

Натижада (*) тенглик куйидаги

lim A f(a) — 0, яъни lim A f{a) =  0
*=a-H.O AXi-tO

Ддг,->0

куринишга келади. Демак, f(x) функциянинг а нуктадаги узлуксизлиги 

lim А Да) =  О / lim А /(а) — О
х -а -+  О / &Xi-+Q

\ Д*т-*0

каби х,ам таърифланиши мумкин экан.
12.28-т а ъ ри ф. Агар }(х) функция M(MczR'n) тупламнинг х;ар бир 

нуктасида узлуксиз булса, функция шу М тупламда узлуксиз деб 
аталади.

Биз юкорида келтирган куп узгарувчили функцияларнинг узлук
сизлиги уларнинг барча узгарувчилари буйича узлуксизлигини, яъни 
бир йула узлуксизлигини ифодалайди.

Аввалгидек f(xlt х2, . . хт) функция М a  Rm тупламда берилган 

булсин. Берилган функциянинг бирор xk{k— \,2, . . т) аргументидан 

бошка барча аргументларини тайинлаб, бу xk аргументга A xk оргтир- 

ма берайлик, бунда (хх, х2, . . ., xk_ v xk+Axk, хА+1, . . ., x j  £ М  бул

син. Натижада f(xlt х2, . . ., хт) функция хам

AXJ  — f(xu  х2, . . ., x^_j, Xjf\~ A xk, x ^ j ,  . . ., x j  / (Xj, ха, • . ., xm)

(fe — 1,2, . . ., m) хусусий орттирмага эга булади.
Агар Axfe->-0 да функциянинг хусусий орттирмаси А / >̂ ам нолга

интилса, яъни
lim AxJ = 0

Axk-*0

булса, /(Xi х2, . . хт) функция fox*, . . хт) нуктада xk узгарувчиси 
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буйича узлуксиз деб агалади. Одатда функциянинг бундай узлуксиз
лиги, унинг з̂ ар бир узгарувчиси буйича хусусий узлуксизлиги деб 
аталади.

Демак, куп узгарувчили функциянинг хар бир узгарувчиси буйича 
хусусий узлуксизлиги, бир узгарувчили функция узлуксизлигининг 
худди узи экан.

Агар /(Xj, х2, . . ., x j  функция (х\, х°, . . х°т) ЕМ  нуктада бир 

йула) узлуксиз булса, функция шу нуктада х.ар бир узгарувчиси бу
йича хам хусусий узлуксиз булади. ^акикатан хам, /(х,, х2, . . ., хт) 

функция (х ,̂ х°, . . •, *„) € М нуктада узлуксиз булсин. Таърифга кура

lim A /  =  lim[/(x° + Ахъ х °+Аха, . . хйт+  A x j —/(х°, . . х^)]=0
Д*1-*0 Длг,-*0 

Axm~-*0 Axm-+Q

булади.
Хусусан,

Ах1=А х2== . . .=  Axfc_ j =  А хА+1 =  . . . =  Ахт== 0, А х ^ О  

(£=1,2, . . ., т)
булганда

lim Ах / =  lim [/(х°, . . ., x\_v x° + Axk, x°+I, . . x°J —
k Ду*-—+0

- /(x ° ,  x°2, . . . ,  x°j] =  0

булади. Бу эса берилган функциянинг (x°v х°, . . ., х^) нуктада xk(k=  

=  1,2, . . ., т) узгарувчиси буйича хусусий узлуксиз булишини билди
ради.

12.6-эслатма. f(xu х2, . . ., x j  функциянинг бирор нуктада хар 

бир узгарувчиси буйича хусусий узлуксиз булишидан унинг]? шу нук
тада (бир йула) узлуксиз булиши хар доим келиб чикавермайди. Ма
салан, ушбу

2x v x 2

f ( x u  Х2) *1
.2 , „2 , агар х\ +  х\ Ф  0 булса,

О, агар х\ + х\ — 0 булса,

функцияни ^арайлик. Бу функциянинг ^ар бмр узгарувчиси буйича 
узлуксиз булишини курсатамиз. Равшанки, f (xlt 0) =  /(0, х2) =  0. Их
тиёрий (хг, х2) 6 R2 нукта олиб, унда х2 узгарувчини тайинлаймиз.

Агар х2 Ф  0 ва хг ->• х\ Ф  0 булса,

2xi • 2х° ■ *2
11111 / Vvl> 11114 - —0 »

Х \ - ± Х  * 1 —1 1

булади.
Агар х3= 0  ва х ^ х ^ ф О  булса,

lim f(xlt 0) =  О =  f(x°, 0)
ОXi-~>X̂

булади.
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Arap x2 =  0 ва хх-*-х\ =  0 булса, 

булади. Демак,

lim / (xlf 0) =  0 =  / (О, 0)
—>0

lim f (xu x2) =  / (x\, x2).

Бу эса берилган / (хх, x2) функция xx узгарувчиси буйича хусусий уз
луксиз эканлигини билдиради. Берилган функциянинг хг узгарувчиси 
буйича хусусий узлуксиз булиши худди шунга ухшаш курсатилади. 
Демак, / (хх, х2) функция з̂ ар бир узгарувчиси буйича хусусий узлук
сиз. Бкроц, бу функция (0, 0) нуктада узлуксиз эмас. Бу нуцтада функ
ция хатто лимитга эга эмаслигини курсатайлик. Хакицатан х;ам, (0, 0)

и у цт а га интиладиган куйидаги иккита , — j j  ва |(—, — кетма-кет

ликлар:

1 ,  - W ( 0 ,  0) (я  +  со)
п п ]

(0, 0) (n-voo)
п п I

олинганда, уларга *;мос келадиган функция кийматларидан иборат 

/ (1 ,  lY j  ва // 1^| кетма-кетликлар учун

/ ( 1 , 1 )  =  1ч-1, / f 1 - 1 )
\ п ti 1 \п п I

2 1 \ 4 4 --- >- —
5 5

булади.
Биз юцорида куп узгарувчили / (хъ х2, , хт) функциянинг цар 

бир Xk ( k =  1, 2, . . . , гп) узгарувчиси буйича хусусий узлуксизлиги 
тушунчаси билан танишдик. /(Xj, х2, . . ., хт) функциянинг х^, х 

xz узгаРУвчйлаРи буйича узлуксизлиги худди шунга ухшаш таърифла

нади.
12.29-таъриф .  Агар х ^- а  да / (х) функциянинг лимити мавжуд 

булмаса, ёки

lim / (х) =  оо,
х-ка

ёки функциянинг лимити мавжуд, чекли булиб,

lim f(x) =  b¥=f  (а)
х -* а

булса, унда функция а нуктада узилшига эга деб аталади.

М и с о л л а р .  1. Ушбу

x\+xl, агар (хх, хг) Ф  (0, 0) булса.
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функцияни царайлик. Б у  функция R 2 тупламда берилган булиб, унинг (0, 0) ну^та- 
даги лимити

lim f (xlt х2) =  О Ф  f (О, 0) =  1
Д !- * 0  

—>0
булади. Демак, берилган функция (0, 0) нуктада узилишга эга.

2. Ушбу бобнинг 1-§ ида келтирилган

( — - , агар (хг, х2) Ф  (0, 0) булса,

/ (*i, х2) =  j Х 1 "Г *5

{ 0 , агар (хх, х2)=(0,  0) булса

функция узилишга эга, чунки

1
lim / (xlt ж2) =  lim

3. куйидаги

^0° *1+ "2

агар х\ +  х% 'Ф 1 булса,

/ (* 1 , х2) =  j *1 +  *2 1

О, агар -{- лг| =  1 булса

функция {(*!, х2) 6 R 2 ; х\ +  х\ =  1} тупламнинг хар бир нуцтасида узилишга эга 

булади, чунки (хи х2)-+(х\, х%) (*?)2 +  (дф2 =  1 да f (xlt х2) функциянинг чекли 

лимити мавжуд эмас.

4. Ушбу

f (хх, *2)= агар бУлса>
[ 1, , агар хх +  Зх2 =  0 булса

функция (0, 0) нуцтада узилишга эга, чунки (xlt х2) ->•((), 0) да берилган функция
нинг лимити мавжуд эмас (^аралсин 41-бет).

Юкорида келтирилган мисоллардан куринадики, / (а',, хг) функция 
текисликнинг муайян нукгаларида ёки текисликдаги бирор чизик нинг 
барча нукталарида (яъни чизик буйлаб) узилиши мумкин экан.

2. У з л у к с и з  ф у н к ц и я л а р  у с т и д а  а р и ф м е т и к  амал- 
лар.  М у р а к к а б  ф у н к ц и я н и н г  у з л у к с и з л и г и .  Энди узлук
сиз функцияларнинг йириндиси, айирмаси, купайтмаси ва нисбатининг 
узлуксизлиги масаласини урганамиз.

12.11-теорема. Агар /х (х) ва /2 (х) функцияларнинг щ р бири. 
М  с . Rm тупламда берилган булиб, улар а £ М нуктада узлуксиз 
булса,

fi (х) ± /* (*). Д (х)-/а (х) х.амда f- f^ -  (ft (а) Ф  0)
/г (^)

функциялар %ам шу нуктада узлуксиз булади.
Исб от .  Бу теореманинг исботи, аслида лимитга эга булган функ

циялар устида арифметик амаллар хакидаги маълумот лардап (ушбу 
бобнинг 3-§ даги 5°, 6° ва Т- хоссалар) бевосита келиб чикади. Уни 
лимитга эга булган функциянинг хоссалари (3-§ даги 1° ва 2°- хосса
лар) хамда берилган функциянинг нуктада узлуксизлигидан фойдаланиб
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хам исботлаш мумкин. Биз куйида икки функция нисбатининг узлук
сиз булишини курсатамиз. Д (х) ва /2 (л:) функциянинг хар бири а ну^- 
тада узлуксиз булиб, f2 (а) ф  0 булсин. Равшанки, х-+а да /, (х) ва 
/г (х) функциялар мос равишда /, (а), /2 (а) лимитларга эга:

lim /, (х) =  ^  (a), lim /2 (х) =  /2 (а) (/2 (а) Ф  0).
х—>а х-~>а

У  холда ушбу бобнинг 3-§ идаги 2°-хоссага кура, а ну^ганинг етар- 
лича кичик атрофи U6t (а) =  {x£Rn : р (х, а) <  б,} да Д (х) ва /2 (х) 

функциялар чегараланган булади:

т-i <  fi М  < М и ш2 <  /2 (х) <  М 2, х С t/6l (а),

бунда т и М г ва /л2, М 2 — узгармас сонлар. Иккинчи томондан/а (а)Ф  
Ф  0 булганлиги сабабли 3-§ даги 1°-хоссага кура шу а нуктанинг 
етарли кичик атрофи £/6j (а) =  {х С Rm: р (х, а) <  б2} да /2 (х) Ф  0 булади. 

Энди ушбу

h  ( x € t /  (fl))

f'2 (X) h  (C L )  C

айирмани карайлик. Уни куйидагича ёзиб оламиз:

f 1 W  fi (а) / i  (х)
I f 2 ( a ) — f 2 (х )] +

/2 (*) к  (а) As (а ) /г  (•*) '  / г  («)

Агар б' =  min {бх, б2} деб олсак, унда Y x£U6. (а) учун

I к  (v) — /«(а)1 + 

-Л («)1

[/i (*) — А (а)].

h (х) к (а) < Му

/2 М к (а) /п2 • /2 (а)

+
I/* И

( 12.28)

булади.
Д (х) ва /2 (х) функцияларнинг а нуктада узлуксизлигига асосан,

V  е >  0 сон олинганда хам, 

ладики, у  * £  (а) УЧУН

I / i  (*)

I к (а) I • е га кура шундай б" >  0 топи-

f i  ( « X
/2 (а) I

е,

т 2 • к (а)
шунингдек, уша е >  0 [олинганда хам, 

б"' >  0 топиладики, \f x (а) учун

га2 • f2 (а)

(12.29)

— га кура шундай

1/г М — /2 (а) К
Мг

(12.30)

булади. Агар б =  min {б', Ь", б'"} деб олинса, унда V  x£U6 (а) учун 

юкоридаги (12.28), (12.29) ва (12.30) муносабатлар бир йула уринли 
булиб, натижада ушбу

/ 1  (*) к  (а)

к  (х) h  И
<  Б
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f (x)
тенгсизликка эга буламиз. Бу эса функциянинг а нуктада узлук-

/2 (■*)
сиз эканлигини билдиради.

Худди шу йул билан теореманннг долган кием лари хам исботла- 
нади.

12.7-э сл атм  а. Иккита функция йигиндиси, айирмаси, купайтмаси 
ва нисбати узлуксиз булишидан, бу функцияларнинг хар бирининг уз
луксиз булиши келиб чикавермайди.

М и с о л .  Ушбу <D =  {(^i, х2) € R 2 : | хх ! ^  1, U 2K  1} с ^ 2 квадратни олиб, 
унинг рационал нукталари (яъни ^ар иккала координаталари рационал сон булган 
нукталари) тупламини Dp билан белгилаймиз. Бу D  тупламда куйидаги

_ Г 1, агар (хг, х 2) £  Dp булса,

1 хх, х2 j  ^  ^  x2) £ D \ D p булса

з̂ амда

' —  1, агар (Xi, х2) £ D p булса,

к  (*i> xi) у о , агар (хх, x2)£ D \ D p булса

функцияларни ^арайлик. Бу функциялар йигиндиси h  [хг, х2) ~  /2 (Xi. х2) — 0 ( V  (хг. 
х:2) £ D )  булиб, у шу тупламда узлуксиз булса-да, /х (j^ , х2), /2 (хх, х2) функция- 
ларнииг ^ар бири D  да узлуксиз эмас.

Юкорида келтирилган теорема кушилувчилар хамда купайтувчилар 
сони ихтиёрий чекли булган холда хам уринли ^булишини курсатиш 
кийин эмас.

Энди мураккаб функциянинг узлуксизлиги хакидаги теоремани кел- 
тирамиз.

Фараз ^илайлик, М  cz Rm тупламда у =  / (х) =  /  (хи х2, . . ., хт) 

функция берилган булиб, хи х2, . . хт ларнинг хар бири Т cz i t  (k£N) 
тупламда берилган функциялар булсин:

*1 =  Фх (0 =  Фг (*1, *2> • • -

Х2 — Фг if) ~  Фг (̂ 1 , • • •> Ф>

Хпг =  Фт (0 =  Фт (h  *2’ ■■ ■’ Q- 

Биз t =  (tx, t2, . . ., tk) £ T  булганда унга мос х =  (xj, х2, . . ., хт)£М  

деб ^араймиз. Бу функциялар ёрдамида

У =  f (ф1 (̂ 1> 2̂> • • •> Ф2 (̂ 1> 2̂> • • ■> ф ’ • • •'» Фт (̂ 1> 2̂’ ■ • •> ф ) — 

=  ф  (tl. t2, . . tk) =  ф  (()

мураккаб функцияни тузамиз (царалсин, 33-бет).
12.12-теорема. Агар ф(- (t) =  ц>{ (tx, t2, . . ., tk) (i =  1, 2, . . ., ni) 

функцияларнинг щ р бири t° == (/“, ф  . . ., ф  нуктада узлуксиз булиб, 

f (х) =  / (хи х2, . . ., хт) функция эса /° =  (ф  ф  . . ., ф  нуктага msc

х° =  (х°, х2°, . . ., х®,) (х° =  ф! (*°, ф  . . ., ф ,  х°2 =  ф2 (ф  ф  . . . ,  ф . ..

(ф  Ф  • • Ф )

53



н у к т а д а  у зл укси з б у л са , у  =  Ф  (t) =  Ф  ( tu  t2, . . ., tk) м у р а к к а б  ф у н к 

ц ия i°  =  ( ф  ф  . . ., ф  н у к т а д а  у зл ук си з бул ад и .

И с б о т .  xi =  ф i (t) =  ф i (tu  t.2, . . ., tk) (г =  1,2, . . ., m ) функция 

t°  =  (/“, ф  . . ., ф  нуктада узлуксиз булсин.

Т  cz R k тупламда t° =  ( ф  ф  . . ., ф  нуктага интилувчи ихтиёрий

{IЛп)} =  {(t[n), tf\  . . . ,  #> )} («  =  1, 2 , . . . )

кетма- кетликни олайлик. У  хрлда узлуксизликнинг Гейне таърифига кура 

Х\п) =  Ф1 (^i'1), • • •. ^ " )) - v ( Pl (*1< Q ’ ■ ■ •> fD  = x v  

4 П> =  Фг (<(1Л), t (2n)............... tlLn)) - ^  ф 2 (*?. *2* • • •> Ф  =  Х2>

т _

t{2n )~+  *2

Т -
k )

буляДИ.

y  =  f ( x  1У х2, . . х т ) функция (х°, х", . . ., х°„) нуктада узлук

сиз. У  хрлда яна Гейне таърифига кура

х (п) уО-!

Х̂п) —у- ^0 j

2 ' 2\ ^ f  ( x 'f ,  а<»>, . . ., (X®, x°, . . ., *?„)

x (n)_^x 
лт

булади. Демак, i[n )-+t°v  . . ., t1̂ t ° k да

/  (<Pi (t[n\ *<">, . . ., # » ) , Ф2 (ф\  ф\  • ■ .Л " )), • • ., Фт  {t\n), T ,  . . /<”>))-+

“ * 7  (ф* (*?, 4°..............Ф ,  Ф 2 (*?. • • - Ф »  • • •> Фт (*?. ^2* ' ' •» Ф У

Бу эса y = f  (ф1 (tu  t2, . . ., tk), ф2 ( ф  ф  . . ., tk), . . ., фт ft., /2. • • ^ ) )  =  

=  Ф  ft , t2, . . .. 4 )  функциянинг ( ф  ф  . . ф  нуктада узлуксиз экан - 

лигини билдиради. Теорема исбот булди.

5- §. Узлуксиз функцияларнинг хоссалари

Биз ^уйида куп узгарувчили узлуксиз функцияларнинг хоссалари
ни келтирамиз. Бунда бир узгарувчили узлуксиз функцияларнинг хос
салари тугрисидаги маълумотлардан тула фэйдалана борамиз.

Куп узгарувчили узлуксиз функциялар ^ам бир узгарувчили узлук
сиз функцияларнинг хоссалари каби хоссаларга эга.

1. Н у к т а д а  у з л у к с и з  б у л г а н  ф у н к ц и я л а р н и н г  х о с 
с а л а р и  (л о к а л х о с с а л а р и ) .  f  (х) функция М  ( M c J ? ” ) тупламда 
берилган булсин, М  тупламдан бирор х° ну^та олиб, бу нуктанинг 
шу тупламга тегишли булган етарли кичик атрофини царайлик. f  ( х )  

функция х° нуктада узлуксиз булсин. Бундай / (х) функциянинг х и 
нуктанинг етарли кичик атрофидаги хоссаларини (локал хоссаларини) 
урганамиз.
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1°. Агар / (х) функция х° f  М  нуктада узлуксиз’’ булса, у холда х° 
нуктанинг етарли кичик атрофида функция чегараланган булади. 

И с б о т .  Функция узлуксизлиги таърифига кура

lim / (х) =  / (х°)
х~>ха

булиб, ундан / (х) функцияни х° нуктада чекли лимитга эга эканлиги 
келиб чикади. Чекли лимитга эга булган функциянинг хоссаларидан 
(каранг, 38- бет) эса, / (х) функцияни х° нуктанинг етарли кичик атро
фида чегараланганлигини топамиз.

2°. Агар f  (х) функция х° нуктада узлуксиз булиб, / (х°)>0 (f (х0) <
<  0) булса, х° нуктанинг етарли кичик атрофидаги х нукталарда 
/ (х) >  0 (/ (х) <  0) булади.

И с б о т .  / (х) функция х° нуктада узлуксизлиги таърифига кура,
Y  е >  0 олинганда хам шундай б >  0 топиладики, барча x £ U 6 (х°) f| М  

ну^талар учун

/ (х°) —  е <  / (х) <  / (х°) +  е

булади.
Бу ерда в =  / (х°) >  0 (агар / (х°) <  0 булса, г =  — / (х0)) деб олсак, 

фикримизнинг тасдигига эга буламиз.
Демак, /  (х) функция х° нуктада узлуксиз ва / (х°) Ф  0 булса, х° 

нуктанинг етарли кичик атрофидаги л нукталарда функция кийматла- 
рининг ишораси / (х°) нинг ишораси билан бир^хил булар экан:

sign / (х) =  sign / (х°).

3°. Агар / (х) функция х° нуктада ‘ узлуксизТ булса, х° нуктанинг 
етарли кичик атрофидаги х' £ М, х" £ М нукта л ар учун

\f (x’) - f  (х")\<г

тенгсизлик уринли булади.
И с б о т .  f (х) функциянинг х° нуктада узлуксизлигига асосан, у е > 0

олинганда хам, — га кура шундай б > 0  топиладики, барча х£С/й (х°) 

ну^талар учун

I Ж - / М К - 8-

булади. Жумладан, х d U6 (х°), x " £U 6 (х°) нукталар учун хам

l / ( * ' ) - / ( * ° ) l < f  \ f(x " )- f (x0 )\ < j

тенгсизликлар уринли булади. Кейинги тенгсизликлардан эса |/(х')—
— / (х")| < s  булиши келиб чикади.

2. Т у п л а м д а  у з л у к с и з  б у лг а н  ф у н к ц и я л а р н и н г  х о с 
с а л а р и  (глобал х о с с а л а р и ) .  Энди M a R m тупламда узлуксиз 
булган функцияларнинг хоссаларини (глобал хоссаларини), анщфори 
/ (х) функция хийматларидан иборат j f ( x ) : x £ M }  тупламнинг хосса
ларини урганамиз.
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12.13-т ео р ема (Б о л ь ца н о — К о ш и н и н г  бир ин ч и  т е о р е 
маси).  у =  / (х) — f  (хи х2, . . ., х т) функция борламли* M c z R m 
тупламда берилган ва узлуксиз булсин. Агар бу функция тупламнинг 

иккита а  =  (а{, а.2, . . ., ат ) ва b =  (Ь1, Ь„, . . Ьт) нуктасида хар  

хил ииюрали цийматларга эга булса, у хрлда шундай с =  (с^ с2, . . . 
ст) Е М  нукрха топиладики, б у нуктада функция нолга айланади:

f ( c ) = f  (С1- С2- ■ • •- Ст) = 0 .

И с б о т .  Аницлик учун f  (а) =  f  (аи а г, . . ., ат) <  0, f  (b)

Ьг, . . ., 6Ш) >  0 булсин. M c z R m богламли туплам булгани учун бу- 
а  ва b нуцталарини бирлаштирувчи ва М  тупламда ётувчи синиц чи- 
з щ  топилади. Бу синиц чизиц учлари булган нукталарда / (х) функция
нинг цийматларини ^исоблаб борамиз. Бунда икки хол юз беради:

1) Синиц чизиц учларининг бирида / (х) функция нолга айланади. 
Бу хрлда синик чизикнинг шу учини теоремадаги с  нуцта деб олинса, 
f  (с) =  0 булиб, теорема исботланади.

2) Синик, чизик учларида f (.*) функция нолга айланмайди. Бу хрл
да синиц чизицнинг шундай кесмаси топиладики, унинг учларида f  (х) 
функциянинг цийматлари з̂ ар хил ишорали булади. Синиц чизицнинг 
худди шу учларининг бирини а  =  [а\, а'2, . . ., а ’т ) билан, иккинчи, 

учини эса Ь' =  (Ь[, Ь2, . . ., Ь'т) билан белгиласак, унда

/ (а') =  / (а[, а 2, . . ., а т ) <  0,

Ъ\........... b ' J >  0

булади. Синиц чизицнинг бу кесмасининг тенгламаси ушбу

хх =  а[ +  t (Ь[ — а[), 

х2 — a ’2 -\-t (b2 — а2),

Хт =  а ’т +  t ( b ’m —  am)

(0 <  t <  1) куринишда ёзилади.
Агар узгарувчи х =  (xlt х2, . . хт) £ М  нуцтани синиц чизицнинг 

шу кесмаси буйичагина узгаради деб олинадиган булса, у холда 
/ (х) =  f (х,, х2, . . .  , хт) куп узгарувчили функция цуйидагича

F { t ) = f  (а; + 1 (&; — а,'), а2 + t (Ь2—аг), . . . , ат + 1 (Ь'т —ат))

битта t узгарувчининг мураккаб функцияси булиб цолади. Мураккаб 
функциянинг узлуксизлиги ^акидаги теоремага кура F  (/) функция 
[0, 1] сегментда узлуксиздир. Иккинчи томондан £ =  0 ва £ =  1 д а б у  
функция турли ишорали цийматларга эга:

F (0) =  f (а[, а ', . . ., ат ) <  0,

F(\) =  f(b [ , ь;---- - ь'т ) > о.

Шундай цилиб, F it) функция [0, 1 ] сегментда узлуксиз ва шу сег-

* Борламли туплам таърифини 1- §, 17- бетдан ^аранг.
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ментнинг четки нукталарида хар хил ишорали кийматларга эга .У хрл
да 1-кисм, 5-боб, 7-§ даги 5.5-теоремага кура, (0, 1) интервалда шун
дай t0 нукта топиладики,

F (t0) =  О
булади. Демак,

F { t o ) = f { a { + t 0 (&;—  а\), a2 +  t0 (b'2— a 2), . . . , a m +  t0 (ат — а т ) ) = 0 .

Агар
с1 =  а\ +  t0 (b\ — а'), 

c2 =  a2 +  t0 Ф 2 - а2).

с =  К — а 'т )

деб олсак, равшанки, с =  (сг, с2.......... ст) ^ М  ва f(c ) =  f ( c L, с2, . .

ст ) =  0 булади. Бу юкорида келтирилган теоремани исботлайди. 
Куйидаги теорема ^ам шунга ухшаш исботланади.
12.14-теорема ( Б о л ь ц а н о  — К о ш и н и н г  и к к и н ч и  т е о 

ремаси) .  f  (х) — f  (х1, х2, . . хт) функция богламли М  c z R m туп 

ламда берилган ва узлуксиз булиб, М  тупламнинг иккита а  =  
=  (аи а2, . . . , ат) ва Ь — {Ьи Ь2, . . ., Ьт) ну^тасида f (а)=Л , f  (6) =
— В , А ф В  булсин. А билан В  орасида хар кандай С  сон олинса хам, 

М  тупламда шундай с = { с 1, с2, . . . , ст ) н у ^т а  топиладики,

f  (c) =  f  (ci> Со, . . ., c j  =  С
булади.

12.15-т е о р е м а  ( В е й е р ш т р а с с н и н г  бир ин ч и  т е о р е м а 
си). Агар / (х) функция чегараланган ёпщ  M c z R n туплаида берил

ган ва узлуксиз булса, функция шу М  тупламда чегараланган булади.

И сб о т .  Тескарисини фараз килайлик, яъни / (х) функция чегара
ланган ёш-к М тупламда узлуксиз булса х;ам, у шу тупламда чегара

ланмаган булсин. У  хрлда у  п £ N  учун шундай х(п) £ М  нукта топи
ладики,

I / (х(п)  I >  п (12.31)

булади. Бундай нукталардан {xw }, х(п)£ М  (п =  1, 2, . . .) кетма-кет

лик тузамиз. Модомики, /И туплам чегараланган экан, унда {х{п>} кет
ма-кетлик л;ам чегаралангандир. Больцано — Вейерштрасс теоремасига 

(ушбу бобнинг 2- § ига) кура {х(п>} кетма- кетликдан якинлашувчи бул

ган {x(V} цисмий кетма-кетлик ажратиш мумкин: (k-*-°o). 

М  ёпик туплам булгани учун х° £ М  булади. / [х) функциянинг М  тум- 
ламда узлуксиз эканлигидан эса

/ (x(V)-> f (Х0)

булиши келиб чикади, натижада бир томондан (12.31) муносабатга 
кура

\f[x{nk))\ > n k.

яъни / (x^k1) -> оо (&-> оо да) булса, иккинчи томондан f  (x(n̂ )-^-f(x°) 

булиб колди. Бундай зиддият / (х) функцияни М  тупламда чегаралан-
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маган деб олиниши окибатида келиб чикди. Демак, f  (х) функция М  

тупламда чегараланган. Теорема исбот булди.
12.16-т е о р е м  а ( В е й е р ш т р а с с н и н г  и к к и н ч и  т е о р е м а 

си). Агар f  (х) функция чераланган ёпик M c z R m тупламда аник

ланган ва узлуксиз булса, у шу тупламда узининг аниц юкори %амда 

аник; куйи чегараларига эришади.

Бу теореманинг исботи 1-к;исм, 5-боб, 7-§ даги 5.8-теореманинг 
исботи кабидир. Уни исботлашни укувчига хавола этамиз.

6- §. К у п  узгарувчили ф ункциянинг текис узлуксизлиги. 
К ан то р  тео р ем аси

Ушбу параграфда куп узгарувчили функциянинг текис узлуксизли
ги тушунчасини киритамиз ва уни батафсил урганамиз.

/ (х) функция M c z R m тупламда берилган булсин.
12.30-таъриф.  Агар сон учун, шундай 8 > 0  топилсаки,

М  тупламнинг р (х', х") <  б тенгсизликни каноатлантирувчи ихтиёрий 
х ’ ва х" {х’ £ М , х" £ М ) нукталарида

I / ( * ' )- / ( * " ) !  О

тенгсизлик бажарилса, / (х) функция М  тупламда текис узлуксиз 

функция деб аталади.

Функциянинг текис узлуксизлиги таърифидаги 6 > 0  сон е > 0  га- 
гина боглик, булади. Табиийки, агар f  (х) функция М  с : R m т57пламда 
текис узлуксиз булса, у шу тупламда узлуксиз булади.

М и с о л л а р .  1. Ушбу

f (*1, х2) =  х\ + х|

функциянинг D =  {(xj, х2) € R2: х2} +  хт, <  1} тупламда текис узлуксиз булиши кур- 

сатилсин.
е

V е > 0  сонни олиб, унга к\ра топиладиган б > 0  сонни 8 < — деб олсак,
4

у хрлда _________________________

р (х\ х") =  р ((xj, х2), (х[, х2)=  Y {х[ — xj)2+(x2 — х2)2 <  S

тенгсизликни каноатлантирувчи V (xj, x2)gD, V (xj, х2) 6 D нук,талар учун

[ f (х[, х2) — / (xj, х2) | =  | (х[)2 +  (х2)2— [ (х[)2 +  (х2)2] | =  | (ху — х,) (хх +  х^  +

+ {х2 —  х2) (х2 +  х2) К  2 V (x'j — х\)2 + (х2—х2)2 + 2 V (Xj — Xj)2 + (х2—х2)2 ~

=  4 б < е  булади. Демак, берилган функция D с  R 2 тупламда текис узлуксиз.
2. К,уйидаги

f (*i, х2) =  ---
Х1 х2

функцияни А =  {(Xj, х2) g R2 : 0 <  х\ +  х\ =  1} тупламда карайлик. Равшанки, бу 

функция А тупламда узлуксиз. Бироц каралаётган функция учун А тупламга текис 
узлуксизлик таърифидаги шарт бажарилмайди, яъни У <5 >  0 учун шундай s >  0 ва 

х' =  (х[, *2) е Д  х7 =  (х[, х2)£А  нуцталар топиладики, р (х', х " ) <  6 ^амда

I / {х\, х'2) — f (x'j, х2) | >  е
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булади. Х,щщатан ^ам, V б >  0 учун е =  1 деб ва ( — , — ) £ А, ( — , —  ^ £ А
 ̂ \ п п J \2п 2п !

У  26
учунну^таларни олсак, п >  пй —

,2п ’ 2п ) )  ~~ « 1 /2

э̂ амда

п ’ п /  ̂I 2п ' 2п
— Зл2 >  1 =  е

булади.

КЦорида келтирилган мисоллардан куринадики, бирор тупламда 
узлуксиз булган функциялар ^ар доим шу тупламда текис узлуксиз- 
лик таърифидаги шартни бажаравермас экан. Аммо куйидаги теорема 
уринлидир.

12.17-теорема ( Ка нт ор  теоремаси) .  Агар f  (х ) функция 

чегараланган ёпщ  M ( M a R m) тупламда берилган ва узлуксиз бул

са, функция шу тупламда текис узлуксиз булади.

Исбот .  Тескарисини фараз ^илайлик, яъни f(x ) функция чегара
ланган ёпи^ М  тупламда узлуксиз булсин-у, аммо текис узлуксизлик 
таърифидаги шарт бажарилмасин. Бу ^олда бирор е >  0 сон ва ихтиё
рий б >  О сон учун М  тупламда р (х ', х") <  б тенгсизликни ^аноат- 
лантирувчи шундай х ва х ' (х’ £ М ,х " £ М ) нукталар топиладики,

\ f(x '')- f(x )\ > z

булади.
Нолга интилувчи мусбат сонлар кетма-кетлиги 6l7 б2, . . . , 8п . . . 

ни олайлик:

fi„-»-0 (6n> 0  п =  1,2, . . . ). (12.32)

Фаразимизга кура, юкоридаги в >  0 сон ва ихтиёрий 8п >  0 (п =  

=  1, 2, . . . ) учун М  тупламда шундай а(Т1) ва Ып)(п =  1,2, . . .) ну^- 
талар топиладики,

р (а(1), й(1)) <  ва | / (a(I)) — | >  е, 

р (а<2\ Щ  <  б2 ва | / (а(2>) — /(6<2>) | >  е,

р (а {п), Ь{п)) <  <5п ва | f ( a {n)) | >  е,

булади.
Модомики, М  — чегараланган туплам ва а {п)£ М ( п ~  1,2 . . .) экан, 

унда Больцано —■ Вейерштрасс теоргмасига кура {а[п)} кетма-кетликдан 

якинлашувчи ^исмий { а (П/;> } кетма-кетлик ажрагиш мумкин:

l i m a " * ’ = 0 °. (12.33)
k—t оо
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М  ёпик туплам булгани сабабли а ° £ М  булади. Юкоридаги {Ь<п)} 

кетма-кетликдан ажратилган {Ь<Пк) } кисмий кетма-кетликнинг лимити 
Хам а° га тенг булади. ^а^икатан хам, ушбу

р (Ыпк > , а 0) -< р {b{nk > , a(nk } ) +  р (a {nk > , а°) <  8„k +  р (а(пь , а °)

тенгсизликдаги 6„ ва р (а(л* ) , а0) лар учун (12.32) ва (12.33) муноса- 
nk

батларга кура & °о да

б/г*">' 0> Р(а(П/г> >а°)-^0

булишини эъгиборга олиб, k -*■ оо д а р  (Ь(Пк 1 , а0) ->- 0 эканини топа
миз.

Шундай ^илиб, k оо да

а 'Пк)-+а°, Ь(Пк)->-а0.

Каралаётган / (а )  функциянинг, шартга кура Л1 тупламда узлуксиз 
эканлигидан

f (b {nk)) ^ f ( a ° )

булиб, улардан эса

/(b(nft) ) — f (a {nk) )-»-0 

булиши келиб чикдди. Бу эса V пк лар учун

| f ( b ^ ) - f ( a ink))\ > e

деб ^илинган фаразга зиддир. Бундай зиддиятнинг келиб чикишига 
сабаб /(х) функциянинг М  тупламда текис узлуксизлик шартини ка- 
ноатлантирмайди деб олинишидир. Демак, функция М  тупламда те
кис узлуксиз. Теорема исбот булади.

Бирор М  с  R m туплам берилган булсин. Бу тупламда ихтиёрий 
иккита х ’ ва х" нукталарни олиб, улар орасидаги р (х\ х") масофани 
топамиз. Равшанки, масофа олинган нукталарга боглик булади. Агар 
х ' ва х " нукталарни М  тупламда узгартира борсак, унда {р(х\ х")} 

туплам хосил булади. Одатда, бу тупламнинг аник, юкрри чегараси 
sup{p(x', х")} ( х ' £ М , х " £ М )  М  тупламнинг диаметри деб аталади 
ва у d (M ) каби белгиланади:

d  (М ) =  sup {р (х', х")} (х' £  М , х" £ М ).

f  (х) функция М  cz R m тупламда берилган булсин.
12.31-таъриф. Ушбу

sup { ! / ( * " ) - / ( * ' ) ! }  ( Х '£ М , х ' £ М )

микдор f{x) функциянинг М  тупламдаги тебраниши  деб аталади ва 
у со (/; /И) каби белгиланади:

со (/; М) =  sup { \f(x") |} (x' £ M , x" t  M ).

Юкорида келтирилган Кантор теоремасидан мухим натижа келиб 
чикади.

12.2-натижа.  / (х) функция чегараланган ёпик тупламда берил-
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ган ва узлуксиз булсин. У  хрлда у - е >  О сон олинганда хам М  туп- 
ламни чекли сондаги M k тупламларга шундай ажратиш мумкинки,"

U М к =  М , M k П М . — 0  (k¥=j) ва оо(/; М к) <  е 
k

булади.
И с б о т .  f(x) функция чегараланган ёпик; М  тупламда узлуксиз 

булсин. Кантор теоремасига кура бу функция М  тупламда текис уз
луксиз булади. Бинобарин, у  г > 0  учун шундай б >  0 топиладики, 
р (х ', х") <  б булган у - х ’ , х" лар учун \f(x') —  f{x")\ < е  булади, 
М  тупламни диаметрлари шу б булган М  k тупламларга ажратамиз. 

Равшанки, бу хрлда y x ’ £ M k, y x " £ M k нукталар учун р (х ', х")<б 

булади ва демак,

|<е
тенгсизлик бажарилади. Бундан эса

sup{|/(x")— /(x')l } < е ,
яъни

ю(/; Л 4*)<е

булиши келиб чикади. Натижа исбот булди.
Биз ушбу параграфда функциянинг текис узлуксизлиги билан бог- 

лиц булган функциянинг узлуксизлик модули тушунчаси билан хам 
танишамиз.

f(x) функция M c z R m тупламда берилган булсин. У б > 0  сонни 
олиб, М  тупламнинг р(%', х ")- ^6  тенгсизликни цаноатлантирувчи их
тиёрий х ва х" (х' с М , х " £ М )  нуцталардаги функция кийматларидан 
тузилган I f(x ") — f ix ')  j айирмаларни царайлик.

12.32-таъриф. Ушбу

I/ ( * " )- / ( * ') !  ( х ' £ М , х " £ М )

айирмалар тупламининг аниц юцори чегараси

sup {| f (x " )- f(x ')\ }  ( х ' £ М , х " £ М )
р ( х ' ,  х") < б

f(x ) функциянинг М  тупламдаги узлуксизлик модули деб аталади ва 
со (/’; б) каби белгиланади:

со (/; б) =  sup { I / (*") -  / (г') \} ( х '£  М , х" е М ).
р(х’ , X") <  б

Бу таърифдэн, функциянинг узлуксизлик модули б нинг манфий 
булмаган функцияси эканини курамиз. Бундан ташкари бх >  б2 >  0 
булганда ушбу

sup {\f ( x " ) - f i x ' ) \ }> sup {| /(х ")- /(х ')| }
р(х', Х " )< б 1 P(JC'. * " ) < б 2

(%' £ М , х" £ М ) тенгсизлик уринли булиб, ундан

со if) >  со (/; б2)

эканлиги келиб чикади. Бу эса со (/; б)-~ б нинг усувчи функцияси 
эканини билдиради.
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Энди / (х) функциянинг текис узлуксизлиги билан унинг узлуксиз- 
лиги модули орасидаги богланишни ифодалайдиган теоремани келтнра- 
миз.

12. 18-т е о р е м  а. / (х) функциянинг М  с  R m тупламда текис 

узлуксиз булиши учун
1 im со (/; б) =  О 

б-*+о

булиши зару р  ва етарли.

13-Б О Б  '

К У П  У З Г А Р У В Ч И Л И  Ф У Н К Ц И Я Н И Н Г  К О С И Л А  
ВА Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Л А Р И

Ушбу бобда биз куп узгарувчили функциялар дифференциал хи- 
соби билан шугулланамиз. Киритиладиган ва урганиладиган хосилалар 
ва дифференциал лар тушунчалари бир узгарувчининг функциялари 
учун киритилган мос тушунчаларнинг тегишлича умумлаштирилиши- 
дан иборат булади. Айни пайтда, биз курамизки, куп узгарувчили 
функциялар учун хос булган бир канча янги тушунчалар хам (йуна 
лиш буйича хосила, тула дифференциал ва хоказо) урганиладн.

1 - § .  К уп  узгарувчили ф ункциянинг хусусий досилалари
1. Ф у н к ц и я  ху с у с и й х о с и л а с и н к н г  т а ъ р и ф л а р  и.

/(х) =  /(х15 х2, . . . , хт) функция очик М  (М  a R m) тупламда берил
ган булсин. Бу тупламда х° =  (хср х\, . . . , х^) нукта олиб, унинг 

биринчи коордннатаси х  ̂ га шундай Axt (Axj 0) орттирма берайлик* 

ки, (х® +  Axj, х°, . . .  , х°) б М  булсин. Натижада / (х,, х2, . . . , хт) 

функция х^м (х°, х?, . . . , х°т) нуктада а, узгарувчиси буйича

Axj ^ f ( x°l +  Axv <  • • • ’ Xm ) ^ f ( XV Х2’ ■ ■ ■ > X°J 

хусусий орттирмага эга булади.
Ушбу

A*lf _ f (*1 + &х1, х2’ ■ ■ ■ ' *m) f (*!’ х2< ■ • ■ ' х°т)

А*! Ахх

нисбатни к.арайлкк. Равшанки, бу нисбат Ахх нинг функцияси булиб, 
у Axj нинг нолдан фаркли кийматларида аникланган.

13.1-таъриф. Агар А.х^-^О да (3.1) нисбатнинг лимити

Ах f / ( ^  +  ДАТ!, х% . . . , x°m) — f(x0v Х°2, . . . , х°т )
1ш ——  =  lim - ----

(13.1)

д*,-»о Ахх Ах 1—»0 Д*1

мавжуд ва чекли булса, бу лимит f(x L, х2, . . . , хт) функциянинг
(Xj, х\, . . . , х®,) нуктадаги хх узгарувчиси буйича хусусий хрсиласи 

деб аталади ва



белгиларнинг бири билан белгиланади. Демак,

г ( п\ df (х°) ,. Дх, f 
fx (х  ) =  —  =  l i m  — — •

1 дх± Д^1-->о Лхг

Агар x°t + Axj =  х 1 деб олсак, унда AXj =  х, — х” ва Axj-^О да х ^  

->х® булиб, натижада

lim  — Axi f — iim f (x°i+ Axi’ 4> ■ ■ ■ ’ *«) — /(•*"- x\, , x°m) _

Axt Axi—*o Axx

f{xy, x\, . . . , x°m) — f(x°v x2°, . . - , x°m.
=  lim

X,-**! X1 xl

булади. Демак, f  (xр x2, . . . , xm) функциянинг (x1], x!J, . . . , ну^- 

тадаги xx узгарувчиси буйича хусусий хосиласини ушбу

f (x lt Х%, . . .  , A-?m) — f(x\, x l, . . .  , х°т )

XiП - Л1

нисбатнинг х х-+-х\ даги лимити сифатида таърифлаш мумкин.

Худди шунга ухшаш f(x lt х2, . . .  , хт) функциянинг бошца узга
рувчи лари буйича хусусий хосилаларп таърифланади:

df =  1 im А*2 f =  lim f + АХг' X°3..........(x°i’ xt  • • • > xm)
dx2 ax2~>o Дх2 д*2—>o A*2 

df — Jim Axm f — lim X°2.........xm-1'^ n + b x j  — fix^, x%..........x°m)

dxtn Ax;n~->1) &Xm Axm->0 Axm

Демак, куп узгарувчили / (xu  x2, . . . , xm) функциянинг бирор 
(x°, x®, . . . , x®n) нуктада xk {k — l ,  2, . . . ,  m) узгарувчиси буйича 

хусусий хосиласини таърифлашда бу функциянинг xk (k — \, 2, . . . , т) 

узгарувчидаи бош^а барча узгарувчилари узгармас деб хисобланар 
экан. Шундай ^илиб, / (хр х2, . . . . , хт) функциянинг хусусий х°" 

силалари fXi, f  , . . . , fx 1-цисм, б-боб, 1-§ да урганнлган хосила—

бир узгарувчили функция ^оснласп каби эканлигини курамиз. Демак, 
куп узгарувчили функцияларнинг хусусий хосилаларини хпсоблашда 
бир узгарувчили функциянинг хосиласини хис°блашдаги маълум бул
ган крида ва жадваллардан тули^ фойдаланиш мумкин.

М и с о л л а р .  I. / (хи хг)~  ~V~ х\ +  х\ булсин. Бу функциянинг V (xlt х2) £  R2 

нуцтадаги хусусий ^осилалари

d f _______Xi df хг __

V  х\ +  х% дх2 У  х\-{-х\

булад и.
Х1+Хг 

1 2
2 . / (х1г х2) =  ——~ е функциянинг (Xi, х2) £  R 2 (х2 > 0 )  ну^тадагн хусу-

у х2
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сии хосилаларини хисоблаймиз:

df _  _ d _  j J _  2 \ _ _  1 2

дхх dxx 1Кх2 / 2 У х  2
ДГ|-(-Х2

df д ( 1 2 \ 1 р 2

дх2 \У х2 ) 2 }/" х36 I Ol/
у2

Xj-j-Xf Xt±X2

2

2 V x2  ̂ 2 V ^ K (1 + ^2)'

/ (xi, x2) =  I  ^  +  ’ аГаР (jfl’ ^  (° ’ 0) б9Жа’ 

I  0 , агар (x,, x<>) =  (0 , 0) булса

3. Ушбу
2XlX2

0 , агар (xlt х2) =  (0 , 0) булса

пинг.
[. У  хр

df д ( 2xx x2 \ 2х2{х\+x l— 2ххх2 2хх 2х2(х22 — х\)

функциянинг хусусий хосилаларини топинг.
Айтайлик, (хь  х2) Ф  (0; 0) булсин. У  хрлда

д х х a x j ^ 2  +  JC2 J  (x \ +  x 22 )* (х 2!  +  4 2

df д I 2xt х2 \ =  2xi (х\ +  х\) — 2xtx2 2х2 =  2xj (х\ — х22)

№  ’ dxt \x\ + , 2 j  (х\ +4? (х5 + 4 2

булади.
Энди (хх, х2) =  (0, 0) булсин. У  ^олда

д/ (0,0) /(Дх!, 0) =  / (0,0) „
-------=  lim  ------------------ =  О,

дхх Дх,->.0 Дхх

df (0,0) / (0, Дх2) — / (0,0) „
------ =  lim  -------------------=  О

дх2 д*2-*о Дх2

булади.
Демак, берилган f (х1; х2) функция У (хх, х2) 6 R2 да хусусий хосилаларга

эга.

2. Х у с у с и й  х ^ с и л а н и н г  г е о м е т р и к  м а ъ н о с и .  Соддалик 
учун икки узгарувчили функция хусусий хосилаларининг геометрик 
маъносини келтирамиз.

/ (х,, х2) функция очиц М  (М  с= /?2) тупламда берилган булиб, 
(хЧ, х°) 6 М  булсин. Бу функция (х®, х°) нуктада (х°р х®), (х1}, х%) 

хусусий хосилаларга эга булсин. Таърифга кура f'Xi (х^, хй2) ва f  (х°р  

xf) хусусий хосилалар мос равишда ушбу yx =  f{xр xf) ва y2 ~f{x\, 

х2) бир узгарувчили функцияларнинг х5 ва х°2 даги хосилаларидан ибо

рат.
Фараз килайлик, y — f(x i, х2) функциянинг графиги 11-чизмада 

курсатилган сиртни тасвирласин. Унда yx — f{xx, х§) ва y2 — f(x J, х2)
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11 -чизма

функцияларнинг графиклари мос 
равишда у ----- f (л\, х,) сирт билан 
л', =  х% текнсликнинг хамда шу 

сирт билан х, =  х“ текисликнннг 

кесишишидан хосил булган Г3 ва 
Г„ чизиклардан иборат.

Маълумки, бир узгарувчили 
и =  (р (л.) функциянинг бирор л'0 
(х0 £  R ) нуктадаги хосиласининг 
геометрик маъноси (1-кисм, 6- 
боб, 1-§) бу функция тасвирла- 
ган эгри чизицца (х0, ф (х0)) нук
тада утказилган уринманинг бур-
чак коэффициентпдан, яъни уринманинг Ох уци билан ташкил этган 
бурчакнинг тангенсидан иборат эди. f  (х\, xty ва f'x (x°lt xf) хусусий 

хосила лар мос равишда Гг ва Г2 эгри чизик ларга (x°v х°) нуктада ут

казилган уринмаларнннг Ох1 ва Ох2 уклар билан ташкил этган бур
чакнинг тангенсини билдиради. Демак, f  ttf, х°) ва f'x (х ,̂ хЦ) хусу

сий хрсилалар y ~ f ( x u х2) сиртнинг мос равишда Охг ва Ох2 уклар 
йуналиши буйича узгариш даражасини курсатади.

Ф у н к ц и я н и н г  у з л у к с и з  б у ли ш и  билан унинг  х у с у 
сий ^ о с и л а г а  э г а  бу л иш и о р а с и д а г и  богланиш.  f(x ) функ
ция очик, М  (М  cz Р т) тупламда берилган булиб, х0 £ М  нуктада чек- 
ли f  (х°) хусусий ^осилага эга булсин. Таърифга кура

/;, (х°) =  пш Ь 1  
1 д*,->о Д̂ 1

булиб, ундан

=  С*0) ’ А*1 + «1^*1

булишини топамиз, бунда Ах,->-0 да а ^ О .  Натижада 

lim  / =  lim  [/' (х°) • Ахх +  а 1 AxJ =  О
Д*1-»0 1 Д*1->0 1

булади. Бу эса f  (х) функциянинг х° нуктада х1 узгарувчиси буйича 
хусусий узлуксиз эканлигини билдиради. Демак, / (х) функция х° нук
тада чекли f  (х°) (к =  1, 2, . . . , т )  хусусий хосилага эга булса,

/ (х) функция шу нуктада мос xk (k — 1, 2, . . . , т )  узгарувчилари 

буйича хусусий узлуксиз булади.
Бирок куп узгарувчили / (х) функциянинг бирор х° нуктада барча 

хусусий хосилаларга эга булишидан, унинг шу нуктада узлуксиз (бар
ча узгарувчилари буйича бир йула узлуксиз) булиши хар доим келиб 
чикавермайди.

Масалан, ушбу параграфнинг 1-пунктида келтнрилган 3-мисолда-

ги f (x u  х%) функция Y  (хх, х2) £ R 2 нуктада —  хусусий хоси-
дхх дх2

л ал яр га эга булса-да, бу функция (0,0) нуктада узлуксиз (иккала уз
гарувчиси буйича бир йула узлуксиз) эмас (каралсин, 12-боб, 1-§)/
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2- §. К уп  узгарувчили ф ункциял арнинг диф ф еренциалланувчилиги

1. Ф у н к ц и я н и н г  д и ф ф е р е н ц и а л л а н у в ч и л и г и  тушун- 
ча си .  Д и ф ф е р е н ц и а л л а н у в ч и л и к н и н г  з а р у р и й  шарти.  
/(х) =  f  (х1, х2, . . . , хт) функция очиц М  (М  cz R m) тупламда бе
рилган булсин. Бу тупламда (х ,̂ х®, . . . , х°т) =  х° нуцта билан бир- 

га (x'J +  Axp х® +  Дх2, . . . , x;°n +  Дхт) нуктани олиб, берилган функ

циянинг тула  орттирмаси

А/ (хс) =  / (х® +  Ахр х® +  Ах2, . . . , х ° т +  A x J — f  (х®, х®, . . . , х°т ) 

ни цараймиз.
Равшанки, функциянинг А/ (х°) орттирмаси аргумент лар орттирма- 

лари AXj, Дх2, . . . , Ахт лар га боглик булиб, купчилик ^олларда 
Ахх, Ах2, . . . , Ахт лар билан А/ орасидаги богланиш мураккаб бу
лади. Табиийки, бунда Axj, Ах2, . . . , Ахт ларга кура Af  ни аниц 
ёки такрибий хисоблаш цийинлашади. Натижада орттирмаси Ах,, Ах2,
. . . , Ахт орттирмалар билан соддароц богланишда булган функция- 
ларни лфганиш масаласи юзага келади.

13.2-таъриф. Агар /(х) функциянинг х° нуцтадаги Af (х°) орттир- 
масини

А/ (х°) =  А хA x l -f- Л2Дх2 +  . . . -Ь ЛшАхт ocjAXj -Ь а 2Дх2 +

а тАхт (13.2)

куринишда ифодалаш мумкин булса, f (х) функция х° нуктада диф- 

ференциалланувчи деб аталади, бунда А и А2, . . . , А т лар Ах,, Дх2,
. . . , Дхт ларга бог лиц булмаган узгармаслар, а и а 2, . . . , а т лар 
эса Axx> Ах2, . . . , Ахт ларга боглиц ва AXi-^O, Ах2—>-0, . . . , 
Ахт -*• О да а 1 -> 0, а 2 О, . . . , а т —>- 0 (Ахх =  Дх2 =  . . . =  Ахт =  О 
булганда а х — а 2 =  . . .  =  а т =  0 деб олинади).

Агар f  (х) функция М  тупламнинг хаР бир нуцтасида дифферен- 
циалланувчи булса, / (х) функция М  тупламда дифференциалланувчи 

деб аталади.

М и с о л .  Ушбу / (хъ х2) -= х\ + х\ функцияни карайлик. Бу функция V (х®, 

Хп) € К2 нуцтада дифференциалланувчи булади. Х^икатан хам, (дс®, х®) нуцтада бе

рилган функниянинг орттирмаси

Д f =  f (х® +  Axlt дс® +  Ax2) — f (x^, x\ ) =  (* i +  Axi)2 +  (x® +  Дх2)2—

— (x?)2 — (x®)2 =  2x4 A x i + 24  & x2 + (Д xi)2 + (A x2)2 

булиб, унда A1~2x°l , A2 =  2x\, a x =  Дхь a 2 =  Дх2 дейилса, натижада 

Af == A1 Ax-i -j- A2 Ax2 -j~ Ax^ cc2 Ax2

булади. Бу эса берилган функциянинг V (xlt х2) 6 R2 нуктада дифференциалланув
чи эканлигини билдиради.

f{x) функциянинг х° нуцтада дифференциалланувчилик шарти (13.2) 
ни куйидаги

А / (х°) =  А х Ахх +  A s А х2 + . . . + Ат А хт  + о (р) (13.3)

66



куринишда хам ёзнш мумкинлигини курсатамиз, бунда р (х°, х°, . . . , 

*о) =  х° ва (xl + А хи х\ + А х2, . . . , х°пг + А хт) ну1\талар орасидаги 

масофа:

Р =  К (А х ,)2 + (А х2)г +  . . . + (Д xmf .

Равшанки,

AXi-^О, Ад2->0, . . . , Ал:т ->0=>р-^0

ва

р-> 0=^ А х1->- 0, А х 2-+0, . . . , А х т - * 0

булади.
Энди Дл^-^О, Дх2->-0, . - . , А х т -*-0 да (13.2) муносабатдаги 

a L Ах1 -f сс2Дх2 +  . . . + а тАхт мивдор р га нисбатан юкори тартибли 
чексиз кичик мивдор эканлигини курсатамиз. Агар

ctjAXi + а 2Ах2 + . . . + а тАхт  =  р (а г —  +  а 2 —  + . . . -f
V Р Р

+ (р ф  0)
Р /

муносабатда

I &xk I
1— =-*- < 1  {k =  1,2, . . . , т)

Р

булишини эътиборга олсак, унда

I сСлД*! +  а-оАх2 + . . . + а тАхт ) <  ( | a t | + | а , | +  . . .  -f | а т |) р 

булади. Демак,

аЛ ху  -f а 2Ах2 +  . . .  +  а тАхт =  о (р).

Шундай к.илиб, (13.2) шартнинг уринли булишдан (13.3) нинг уринли 
булиши келиб чицди.

Агар / (х) функциянинг х° нуцтада дифференциалланувчилик шарти 
(13.3) куришшшда уринли булса, бундан бу шартнинг (13.2) курини- 
шн ^ам уринли булиши келиб чикади. Шуни исботлайлик.

Агар р =  0 булса, унда Ахг =  Ах2 . . . =  Ахт =  0 булади ва (13.3) 
дан (13.2) келиб чикади.

р ф О  булсин. Унда Лхг, Ахг, . . . , Ахт ларнинг барчаси бир йу
ла нолга тенг булмайди. Шуни эътиборга олиб цуйидагини топамиз:'

о (р) =  . (Ал:1)2 + (А*2)2 4- . . .  + (Axm)z _  о(р) . A£l .

Р Р Р Р 1

, о (р )  Дх, Д , , О (р) tsxm . . , .

Ч----- —  • Ах2 + -------  • Ахт — а,Ах, -j- а 2Дх2 +
Р Р Р Р

+ . . . +  а тАхт ,

бунда

ак =  —  • —  [k =  1, 2, . . . , т )
Р Р

87



булиб, р —>-0, яъни Лх^—>-0, Дх,—>-0, . . . , Ахт —>-0 да а 1->- 0, а 2-̂>- 
-^0, . . . , а т — 0.

Демак, f  (х) функциянинг х° нуктада дифференциалланувчилигининг 
(13.2) ва (13.3) шартлари узаро эквивалентдир.

Энди дифференциалланувчи функциялар хакида иккита теорема 
келтирамиз.

13.1-те о р ем а. Агар f  (х) функция х° ну/упада дифференциалла

нувчи булса, у холда бу функция шу нуктада узлуксиз булади.

И сб от .  / (х) функция х° нуктада дифференциалланувчи булсин. 
У  хрлда таърифга кура функция орттирмаси учун

Д/ (х°) =  AxAxt 4~ Л2Дл'2 -f- АтАхот 4- о.^Аху 4~ а 2Дх2 4-

4~ . • . 4~ а т Ахт

булади, бунда A lt Л2, . . . , Ат — узгармас, Ад^—̂ О, Ах2-*-0, . - . , 
Дхт-^0 да a L-»-0, a2->- 0, . . . , a m->0.

Юкоридаги тенгликдан

lim A f (а-0) =  0
A*i-*0
Д*2->0

Дхт^0

булиши келиб чикади. Бу эса f  (х) функциянинг х° нуктада узлуксиз- 
лигини билдиради. Теорема исбот булди.

13.2. т е орема .  Агар f  (х) функция х° нуктада дифференциал

ланувчи булса, у холда бу функциянинг шу нуктада барча хусусий 

хосилалари fXt (х°), fx> (х°), . . , f  (х°) мавжуд ва улар мос равиш-

да (13.2) муносабатдаги Л2, А2, . . . , Ат ларга тенг булади, яъни

f'xS * )  =  A V fXtW = A 2, . . . .  rxJ * ? )  =  Am.

И сб о т .  / (х) функция х° нуктада дифференциалланувчи булсин. 
У  хрлда таърифга кура функция орттирмаси учун

А/ (х°) =  Л1Дх1 4- Л2Дх2 4- . . .  4- Ат&хт +  а хАхх 4- а 2Дг2 +

4" • • • + сстДх„, (13.2)

булади. Бу тенгликда

Дхг Ф  0, Дх2 =  Ах3 =  . . . =  Ахт =  0 

деб олсак, унда (13.2) ушбу

AXi f (х°) =  Л1Ах1 4- а , • АХ[

куринишни олади. Бу тенгликнинг хар икки томонини Aa\ га булиб, 
сунг Дх1->0 да лимитга утиб, куйидагини топамиз:

Д f (х°)
lim — ---- =  lim (Лх 4- « i) =  Лх,

Д^1 Дх,ч-о

Демак,

f'x^ ) - A v
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Худди шунга ухшаш f  (х) функциянинг х° нуктада /* (х°), fx (х°), . . . , 

¥х (х°) хусусий хосилаларининг мавжудлиги хамда

Гх, ( х° ) = А 2, rx, W ) = A 3, . . . ,  ГХп№ = А т

эканлиги курсатиладн. Теорема исбот булди.
13.1-натижа.  Агар f  (х) функция х° нуктада дифференциалланув

чи булса, у хрлда

•V (*°) =  fXi (х°) Ах у + /;, (*°) Дх2 + . . . + fXm (х°) Ахт + о (р)

булади.
13.1-эс л а т м а. / ( а) функциянинг бирор х° нуктада барча хусу

сий хрсилалари ¥Xl (х°), fx (а0), . . . , fx (х°) нинг мавжуд булишидан,

функциянинг шу нуцтада дифференциалланувчи булиши хар доим ке
либ чикавермайди.

Масалан, ушбу

Х\'Х2
---v  агар (.vl х2) Ф  (0, 0) булса,

/(* 1 , х2) =  W  х\ -'гх~2

( 0, агар (х ,, х2) =  (0, 0) булса

функцияни карайлик. Бу функция (0, 0) нуктада хусусий хосилаларга 
эга:

/' (0, 0) =  lim / ' U'1- 0)~V..(0’ ()) =  о,
1 Длг,-»0 Д*1

¥ (0, 0) =  lim п ° ’ b ^ - f S 0' 0) =  0.
2 Дх2

Берилган функциянинг (0, 0) нуктадаги орттирмаси

А / (0 , 0) =  / ( А а1, А х 2) —  /  (0 , 0)

булиб, уни (13.2) ёки (13.3) куринишида ифодалаб булмайди. Буни 
исботлаш максадида, тескарисини, яъни f{xu  х2) функция (0, 0) нуц- 
тада дифференциалланувчи булсин деб фараз килайлик. Унда

А/ (0, 0) =  ¥Х1 (0, 0) Ах, + ¥х% (0, 0) Ах3 +  с^Ах, + а 2Дх2 =

= « 1Ах1 + а 2Ах2 (13.4)

булиб, бу муносабатда Ах1->-0, Дх2->-0 да а х->-0, а 2—► 0 булади. 
Демак,

АххАхо
___________=  а.Ах, + а„Дх9. (13.5)

У (AXl)*+ (Ax2f

Маълумки, AxL ва Ах2 лар ихтиёрий орттирмалар. Жумладан, A.vx =
— Ах„ булганда (13.5) тенглик ушбу

=  Axi К  +  « 2)
У ^

69



куринишга келиб, ундан эса

, __ / 2  
а х , ос2 2

булиши келиб чикади. Натижада Дх1->0, Дх, — 0 да ва а,2 микдор- 
ларнинг нолга интилмаслигини топамиз. Бу эса /(х,, х2) функциянинг 
(О, 0) нуктада дифференциалланувчи булсин деб килинган фаразга 
зид. Демак, берилган функция (0, 0) нуктада хусусий ^осилаларга 
эга, аммо- у шу нуктада дифференциалланувчилик шартини бажар- 
майди.

Шундай цилиб, функциянинг бирор нуцтада барча хусусий хоси- 
лаларга эга булиши, функциянинг шу нуктада дифференциалланувчи 
булишининг з а р у р и й шартидан иборат экан.

2. Ф у н к ц и я  д и ф ф е р е н ц и а л л а н у в ч и л и г и н п н г  е т а рл и  
шарти .  Энди куп узгарувчили функция дифференциалланувчи були- 
шининг етарли шартини келтирамиз.

/ ( х ) = / ( х 1, х2, . . . , хт) функция очиц М {М  cz R m) тупламда бе
рилган булиб. х« =  (xav х?, - . - , х°г) нукта шу тупламга тегишли 

булсин.
13.3-теорема. Агар f  (х) функция х° нуктанинг бирор атро-  

фида барча узгарувчилари буйича хусусий х,осилаларга эга булиб, бу 

хусусий хрсилалар шу х° нуктада узлуксиз булса, f  (х) функция х° 
нуктада дифференциалланувчи булади.

И с б о т .  х ° е М  нуцтани олиб, унинг координаталарига мос равиш
да шундай Axx, Дх2, . . . , Дхт орттирмалар берайликки, (х^ -f Дд-'i, 

х” 4-Дх2, . . . , ^т +  Дхт) нуцта х° нуктанинг айтилган агрофига те

гишли булсин. Сунг функция тула орттирмаси

Af (Х°) =  / К  + А*1> Х1 +  А*2- • • • ’ Хт + Ахт) — / К ’ *2» • • • > Хт) 

ни куйидагича ёзиб оламиз:

Дf (*°) =  [/ (ХЧ +  Дхр х° + Дх2, . . . , х°т +  Дхт) — / (х1,5, x-о + Дх2, . . .,

Х т  +  А Х т )1  +  t Х2 + А Х2< * 3  +  А Х 3- • ■ • • Х1г +  А Х т )  ~  /  И »  Х 2 ’ Х 3 +  

+ Дх3, . . . , х°т + Дхт)1 + . . . + !/(Х<], X», . . . , Х°т +

+  A x m ) — f ( X V 4 ’ *3- • • • - Х т)\-

Бу тенгликнинг унг томонидаги хар бир айирма тегишли битта аргу- 
ментнинг функцияси орттирмаси сифатида царалиши мумкин. Унинг 
учун Лагранж теоремасини татбиц цила оламиз, чунки теорёмамизда 
келтирилган шартлар Лагранж теоремаси шартларининг бажарилиши- 
ни таъминлайди:

А! (х°) =  (*? +  01А1. А  +  Дх2, . . . , х«„ + Дхт) • Дх, +

+  !'х, (Х 1' Х2 +  в2А х 2’ Х3 +  А х 3> • • • - Х°т +  А х т ) ' А х 2 +  ( 1 3 . 6 )

+ ........................................................................................... +

+  Гхт  К *  * 2 - • ■ • > Хт- 1  ’ Х1  +  0 m A * J  ' А х п>
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бунда
О <  0(- <  1 (i =  1, 2, . . . , т ).

Одатда (13.6) функция орттирм асининг формуласи деб аталади.
Шартга кура х° нуктада f'Xt, f  , . . . , f'x хусусий хосилалар уз

луксиз. Шунга кура

fx, (xi + 0i А *!• Х1 + Л х2. - • • . хт + А хт) =  fXi (х°) +  щ , 

f'x, (xi ’ + 02 А *2, xl +  А х3, . . . , х°т +  А хт ) =  / '2 (х°) + а 2,

Гхт (х° , х°2 , . . . , x°m_ v хт + 0т А хт) =  ГХт (х°) +  а т (13.7) 

булиб, унда А х 1-+0, Лх2-^-0, . . . , А х т ->0  да gCj-^О, а 2—>-0, . . 

. , а т -*-0 булади.

(13.6) ва (13.7) муносабатлардан

А/(х°) =  f ’Xl(x0) А х ! + fXt{x°) А х2 +  . . . +  fXm{x°) А х т -\-а1 А х 1 +

+ а 2 х2+  . . .  + а т А х п

булиши келиб чикади. Бу эса / (х) функциянинг х° нуцтада дифферен- 
циалланувчи эканлигини билдиради. Теорема исбот булди.

Бир ва куп узгарувчили функцияларда функциянинг дифференциал- 
ланувчилиги тушунчаси киритилди (каралсин, 1- цисм, 6-боб, 4- § хам
да ушбу бобнинг 2-§.) Уларни солиштириб куйидаги хулосаларга ке
ламиз.

1) Бир узгарувчили функцияларда х;ам, куп узгарувчили функция
ларда хам функциянинг бирор нуктада дифференциалланувчи булиши- 
дан унинг шу нуктада узлуксиз булиши келиб чикади. Демак, бир ва 
куп узгарувчили функцияларда функциянинг дифференциалланувчи бу
лиши билан унинг узлуксиз булиши орасидаги муносабат бир хил.

2) Маълумки, бир узгарувчили функцияларда функциянинг бирор 
нуктада дифференциалланувчи булишидан унинг шу нуктада чекли 
хосила га эга булиши келиб чикади ва, аксинча, функциянинг бирор 
нуктада чекли хрсилага эга булишидан унинг шу нуктада дифферен
циалланувчи булиши келиб чикади.

Куп узгарувчили функцияларда функциянинг бирор нуктада диф
ференциалланувчи булишидан унинг шу нуктада барча чекли хусусий 
хосилаларга эга булиши келиб чикади. Бирок,, функциянинг бирор нукта
да барча чекли хусусий хосилаларга эга булишидан унинг шу нукта
да дифференциалланувчи булиши х>ар доим келиб чикавермайди.

Демак, бир ва куп узгарувчили функцияларда функциянинг диф
ференциалланувчи булиши билан унинг хрсилага (хусусий хрсилага) 
эга булиши орасидаги муносабат бир хил эмас экан.

3- §. Йуналиш  буйича хосила

Маълумки, бир узгарувчили y =  f(x ) функциянинг {x £R , y £ R )  —
dx

^осиласи бу функциянинг узгариш тезлигини билдирзр эди. Куп узга

рувчили у = / ( * ! ,  х2, . . .  , хт) функциянинг i(xlt хг, . . .  , xm) £ R m,
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y £ R )  хусусий хосилалари ^ам бир 
узгарувчили функциянинг хрсиласи 
каби эканлигини эътиборга олиб, бу
df df df
--, --  , . . . , -— XVCVCllH хоси-
d Хг dx.2 axm ' '
лалар хам y = f  (xl , x2, . . .  , x j  

функцияннг мос равишда Ox, Ox2, 

. . . , Oxm уклар буйича (R m фазо

да) узгариш тезлигини ифодалайди 
деб айтиш мумкин. 

х Энди функциянинг ихтиёрий йу- 
налиш буйича узгариш тезлигини 
ифодаловчи тушунча билан тани- 
шайлик. Соддалик учун икки узга
рувчили функцияни цараймиз. 

у — f ix ,,  х2) = f ( A )  функция очик М  тупламда (М  £ R'1) берилган 

булсин, Бу тупламда ихтиёрий А 0 =  (х° , х°, ) нуктани олиб, у ор^али 

бирор тугри чизик, утказайлик ва ундаги икки йуналишдан бирини 
мусбаг йуналиш, иккинчисини манфий йуналиш деб цабул ^илайлик. 
Бу йуналган турри чизицни I дейлик.

а. ва Р деб t йуналган турри чизиц мусбат йуналиши билан мос 
равишда Ох, ва 0х2 координата укларининг мусбат йуналиши орасида
ги бурчакларни олайлик (12-чизма). Унда а А0АВ дан

хх — Xj х2 — X?,
-----  =  cos а , —1---- =  cos (3

Р Р

булиши келиб чикади. Одатда cos а  ва cosP лар / турри чизикнинг 
йуналгирувчи косинуслари дейилади.

/ турри чизицда А0 нуктадан фарк,ли ва М  тупламга тегишли бул
ган А нуктани (А =  (хх, х2)) олайликки, Л„Л кесма М  тупламга те
гишли булсин. Агарда А нуцта Л0 га нисбатан I турри чизикнинг 
мусбат йуналиши томонида булса (шаклдагидек), у хрлда А0А кесма 
узунлиги р(Л0, А) ни мусбат ишора билан, манфий йуналиши томони
да жойлашган булса, манфий ишора билан олишга келишайлик.

13.3-таъриф. А ну^та I йуналган турри чизиц буйлаб Аа нуц- 
тага интилганда (Л ->- А 0) ушбу нисбаг

f (А) -  { (А,) _  f (хъ Хо) -  f (xl х°) 

р (А 0, А) р((х°, х°), (xv х 2))

нинг лимити мавжуд булса, бу лимит f (x lt х2) =  /(Л) функциянинг

А0 — (х° , л'°) нуктадаги I йуналиш буйича хосиласи деб аталади ва

df(A0) df (х\. Хо)
---- еки ------ —

dl dl

каби белгиланади. Демак,

df_ __ Jim f (A )- f (A 0) 

dl A^Aa p (A0,A )

12-чизма
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Энди f ( x it л'о) функциянинг I йуналиш буйича хосиласининг мав- 
жудлиги хамда уни топиш масаласи билан шугулланамиз.

13.4-тео  рем a. f (x x, х2) функция очщ  М  тупламда (М  cr R 2) 

берилган булсин. Агар бу функция А 0 — (х° , х°2 ) нуктада ((х° , х°2 )£ 

£ М ) дифференциалланувчи булса, у хслда функция шу нуктада хар  

кандай йуналиш буйича %осилага эга ва

df(A0)- d fix l.x ^) 5f(x°p х%) df{x\,xо)
---- = ------  = ------- eosa-т------ — cosp. (13.8)

dl dt dxL ax'- !

Исб от .  Шартга кура f(x lt x2) функция Л0 =  (x° , x ° ) нуктада диф

ференциалланувчи. Демак, функция орттирмаси

f ( A ) - f ( A 0) = f ( x lt x2)- f(x ° t , х°2 )

учун

с! (х°р Хп) df (х?, Хп)
f ( A ) - f ( A 0) =  ■ !  - .2 ■ (a2- 4 )+ o (p )  (13.9)

сх1 cx

булади, бунда

Р == Р ( 4 .  А) =  V (* i — х°) +  (*2 — 4  )2 •
(13.9) тенгликнинг хар икки томонини р = р ( Л 0, ,4) га булсак, у 

Холда

/ {А) — / (А ) <3/ (xf, xj}) xl — x°l df{x4, x°2) x, — x°2 o(p) ,
----- .------------------ ------------ L  --------  . .------  -4------- (1 J .1 0 )

p (A°, A) oxx p dx-i p p

булади.
Натижада (13.10) тенглик ушбу

f(A )-HA0) c'f(xlx°) 2f(x°i.x0,) а , o(p) 
cos a  i -------—  cos p +

p (Л0, A) ox± dx2 p

куринишга келади. Бу тенгликда А->-А0 да (яъни р->0 да) лимитга 
утсак, унда

f {A )- f (A 0) f (A )- f (A 0) d/ (х?, xg) d f ix lx b
l im  ---------- =  ]im  -----------  — --------co sa  _j---------1_ cosp

A-*A„ p (A0, A) p->0 P ёхг ax2

булади. Демак,

df(Ao) df(x°v x°) df{x\,x°0) df(x\,&)
---- = ------  = -----— cos a  A------ — cos p

dl dlj_ 3xL ax-z

Бу эса теоремани исбот лайд и.

М и с о л л а р .  1. Ушбу

f О ь  x-z) =  arctg —  
x2

функцияни ^арайлик.
I биринчи квадратнинг ( 1, 1) нуктадан утувчи ва (0, 0 ) ну^тадан ( 1, 1) ну1\та-
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га караб йуналган биссектрисасидан иборат (13- 
чизма). Берилган функииянинг Л0 =  (1, 1) нуц- 
тадаги I йуналиш буйича .хоеиласини топинг. 

Берилган

f(xx, хг) =  arctg
Xi

функциянинг А0 ~ (  1, 1) нуктада дифференциал
ланувчи эканлиги равшан. Унда ю^орида келти
рилган (13.8) формуладан фойдаланиб,

13-чизма

булишини топамиз. Демак,

d f(  1, 1) 

dl

л
X cos —  

4

Sf{ 1, 1) я  , ,5/(1, 1)
' COS-- +  -- ;----  х

дхх Sx,

Xi

x\+x2 2 / A',=l 
-V2=2

df{ 1. 1) 

dl

0.

К,аралаётган функциянинг Л0 =  (1, 1) ну^тадаги Охг ва Охг 'координата ук.лаРи 
буйича ^осилалари мос равишда

•^(1. О
<5*!

Sf{ 1, 1)

<Эх,

булади.
2 . куйидаги

функциянинг А0 ■

/ {х\, х2) — х2] -f- х\

■ (0, 0) нуктада исталган I йуналиш буйича .^осиласи 

df (0 . 0) 

dl

булади.
Да̂ и̂ атан а̂м,

булиб,

булади.
3. Ушбу

f (A )- f(A „ )

Р(А>. А) р

,. f ( A ) - f ( A 0) ,
l im ---- -— -—  =  I
р_>о р (А0, А)

f(x i, х2) =  * i +  \х2\

Р

функциянинг (0 , 0) нуктада Охг координата уци буйича ^осиласи 1 га тенг булиб, Охг 
координата уци буйича цосиласи мавжуд эмас.

13.2-эсл атма.  Функция бирор нуктада дифференциалланувчилик 
шартини каноатлантирмаса хам, у шу нуктада бирор йуналиш буйича
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ва хатто хар кандай йуналиш буйича хосилага эга булиши мумкин. 
Масалан, ушбу

/(х 1 , х2) =  + x l

функция Ад =  (0, 0) нуктада дифференциалланувчилик шартини бажар- 
майди. Юкорида курдикки, бу функция (0, 0) нуцтада исталган йуна
лиш буйича хосилага эга.

4 - §. Куп узгарувчили м у р а кка б  ф ункцияларнинг  
диф ф еренциалланувчилиги. М у р а к к а б  ф ункциянинг досиласи

y — f(x  j,x 2, . . .  , хт) функция М  (М  с  R m) тупламда берилган бу

либ, xL, х2 . . . , хт узгарувчиларнинг хар бири уз навбагида tx, t2, . . tk

узгарувчиларнинг Т (Т cr Rk) тупламда берилган функцияси бул
син:

xi =  Ф1 (^и • • • > 

х% ™ Фг(̂ 1> 2̂’ • • • ’ ^ ) ’

Xm = Фт(/1> *2» • • • . У- (13.11)

Бунда {tu  t2, . . . , tk) £ T  булганда унга мос {хг, х2, . . .  , хт ) £ М  

булсин. Натижада ушбу

У — / (Ф] (̂ t> t2, . . .  , tk), ф2(^, t2, . . . , tft), . . . , Фт (̂ x, t2, . . . t^)) —

=  F{tu  t2, . . . , g

мураккаб функцияга эга буламиз.
1. М у р а к к а б  ф у н к ц и я н и н г  д и ф ф е р е н ц и а л л а н у в ч и 

лиги.

13.5-т еорема .  Агар (13.11) функцияларнинг xiap бири (t°x, t\, . .

■ , t0k) £ T  нуктада дифференциалланувчи булиб, у =  f  (xl5 х2, . . .  , хт) 

функция эса мос (х°г х\, . . . , х ^ ) £ М  нуктада {х\ — фЛ ^, #!>•• •  

ф .  *2 =  , Ф- • ■ • . *2, =<Pm(*°i. < § , . • • .  Ф )  дифферен

циалланувчи булса, у хрлда мураккаб функция t2, . . .  , tm) щ м  

(/®, t?,, . . .  , tf) нуктада дифференциалланувчи булади

И сб о т .  (t\, ('], . . . , ф  £ Т  нуктани олиб, унинг координаталари- 

га мос равишда шундай A tlt A i2, . . . , A tk орттирмалар берайликки, 

{Ц +  A tu t°2+ A t2, . . . , t°k +  A tk) £ T  булсин. У  холда (13.11) ифодадаги 

хар бир функция хам Ах1, Ах,, . . . , А хт  орттирмаларга ва нихоят 

у — f{xlt х2, . . . , хт) функция А / орттирмага эга булади.

Шартга кура (13.11) ифодадаги функцияларнинг хар бири (/}, tn2, . . . , 

t°k) нуктада дифференциалланувчи. Демак,
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А хг Д ^ + —  а /2
dU ! ди

Дх2 =  ^ А / г + | ^ Д 4 +  . . .  + ^ A t k +o(p\

ох,
Й;, ‘ ‘ 
д> 
dt

A tk -f о (р),

(13.12)

дхт дх,„ дх„,
А х„  =  -зг- A i x + -jj~ A t2 +  . . .  +  -щ- A tk + о (р)

д1х
дх,-

булади, бунда -- (£ =  1 , 2 , . . . ,  т\ j  =  1, 2, . . . , k) хусусий \ъ-

д/1
силаларнинг (f®, t®, , t°k) нуктадаги кийматлари олинган,

р  =  К ( А ^ ) 2 +  ( А ^ ) 2 +  ■ • • +  ( < Ч ) 2 •

Шартга асосан, у =  /(х*1, х2, . . .  , хт ) функция (х°, х®, . . . , xGm) 

нуктада дифференциалланувчи. Демак,

Д / =  —  А х , +  ~  Дх2 +
(?д:1 дх2

Д хя +  . . . + д А х,т  ' т (13.13)

булади, бунда ^ j r ( l =  1, 2, . . . , m) хусусий хосилаларнинг (х°, х§,

. . ., х^) нуктадаги кийматлари олинган ва Д х ^О , Дхг->- 0, . , . , А х т-+- 

—*• 0 да с^-э-О, а 2-> 0, . . . , а ш-»-0 булади.

(13.12) ва (13.13) муносабатлардан топамиз: 

df
А / =

+

дхх

Л
дх2

+ 1 L
дх,■т

^  A t, +  A U  4 
dtx d t ,

д ^ -f 0 *
dtx 

dx„,

dU -1Г  A tk dtk к o(p) +

dU

dx„

df дх-i _d/ dxz

+

dx2 dtx 
df dx2

dx2 dU

+

dtx
df dxx

dxx di2

' df dxi , _d[ dx2 

dxx dtk dx 2 dtk

+  A ^ + o ( p )
Ot A

1 L  . Sxm
Qxm dtx

x. A!— . ^
dxm dt.

A /1 + 

A ts> “}■ (13.14)

df dxn

dthdx„

+ 1  , I j - . . .  + ~
dxx dx2 '

C df
Бу тенгликдаги —

dxt

эмас) булганлиги сабабли

. К
дхг

•о (р) + • А Х1 + а 2 Д Х2. + . . . + а тА х п

df
+ дх„

йигинди узгармас (р га боглик

буладн.
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Модомики, xi =  y i (t1, t,, . . .  , tk) (i — 1, 2, . . . , m) функциялар (^, 

t\, . . .  , ty  нуктада дифференциалланувчи экан, улар шу нуктада 

узлуксиз булади. Унда узлуксизлик таърифига кура Л^->-0, Д^2—>-0, 
. . . , A tk->-0 да, яъни р —>-0 да Дхг->-0, Дх2—>-0, . . . , Дхт ->-0 

булади. Яна хам аникрок айтсак, (13.12) формулалардан р-*~ О да 
А х 1 = о (р ) , Дха = о (р ) , . . . , А х т =  о (р) эканлиги келиб чикади.

A xL — О, А х2-*- 0, . . . , Ахт -^0 да эсассг-->-0, а 2->0, , . . , а т -+ 0. 

Демак,
р-^-0=^ барча Дх(.-^0=^ барча a t-->0=^axАхл -f а 2Д х, -f . . . -f

+ ат Ахт =°(Р)-
Шундай килиб,

■ о (р) + огх Д Xi ~f- СС2 Д ЛГ2 "Ь . . .  -f-К  ' I L +  д- J L
dxL дх2 '

+  а т Д *т =  ° (  Р) (13Л5)
булади. Агар ушбу

5/ dXj 5/ дх2 д/ йх
А =  ------ - + —  ■ —  -------

1 дх! dtj дх2 dtj дхт dtj

(i =  1, 2, . . . , k) белгилашни киритсак, у холда (13.14) ва (13.15) 
муносабат лардан

A f  — A] A tx +  А2 A t% -f . . .  -f- Ak A tk + о (р) 

келиб чикади. Бу эса у =  /(срг ( ^ ,  . . . , ^ ) ,  ф 2 ( ^ ,  . . . , //;), . . . , 

Фпг^к • ■ ■ > ^)) =  ^ ( ^ .  ^  • ■ • » **) мураккаб функциянинг (*«,*«, . . . ,  
ф  нуктада дифференциалланувчи эканлигини билдиради.

Теорема исбот булди.
2. М у р а к к а б  ф у н к ц и я н и н г  х о с  и лас  м. Энди

У =  /(ф1& .......... У- Фг(А. <2. • • ■ • **). ■ • • - Фда(*1, • • • . **)) =
=  f ( ^ ,  tz, . . .  , tk) 

мураккаб функциянинг tL, t2, . . .  , tk узгарувчилар буйича хусусий 

Хосилаларини топамиз.

Агар (13.11) функцияларнинг хар бири (/®, t\, . . .  , ф £ Т  нуктада 

дифференциалланувчи булиб, y = f { x x, х.г, . . .  , хт) функция эса мос 

(х*}, ха2, . . . , х^) нуктада дифференциалланувчи булса, у хрлда му

раккаб функция

У =  / (Ф1 (A* to, ■■■ , tk), ф2(/l( t%, . . . ,  tk) , . . .  , фm(ti, tv  . . . , t^) 

хар бир tu t2, . . . ,  tk узгарувчиси буйича хусусий хосилаларга зга 

булиб,



дх *
булади, бунда — - (i =  1, 2, . . . , т ,  j  =  1, 2, . . . , k) хусусий ^о-

dti

силаларнинг (/«, t°k) нуктадаги, ~  (t =  1, 2, , т ) хусу

сий хосилаларнинг эса (x°v х°, . . .  , x°J нуктадаги цийматлари олин

ган.
13.5-теоремага кура мураккаб функция (t\, Ц, . . . , t°k) нуцтада 

дифференциалланувчи булади.
Демак, бир томондан

А / =  А х ■ А г*! +  А2 ■ A t2 +  . . . + A k ■ A tk + о (р) (13.16)

булиб, бунда

, __ df дх\ ■ df dx2 I I df дхт
1 дхг dtj дх2 dt j ' dxm Щ -  (l -  2, • • • , k) (13.1/)

(каралсин, 13.5-теорема), иккинчи томондан 13.1-натижага асосан

A f  =  ^ j- A t1 +  -^- ■ t2 . + А . + Д 4 + о(р) (13Л8) 
dti dt2 ulk

булади. (13.16), (13.17) ва (13.18) ва муносабатларда

(13.19)

df dxt к dx2 _L ■ ■ +
df dxm

dtг dx1 dtx dx2 dtx dxm dk '

I L дхг
+ К дх2

+  . . • +
df dxm

dt2 dxj ~дГ2 dx2 dt2 dxm dt2 ’

К  - 
dtk

• 
II дхх

dtk + Ё 1
дх2

дх2

dt2
+  • • • +

df
dxm

d*m

dtk

булишини топамиз.

5- §. К уп  узгарувчили ф ункциянинг д иф ф еренциали

1. Ф у н к ц и я  д и ф ф е р е н ц и а л  и нинг т а ъ р и ф  и. у — f ix ) 

функция очиц М  (М  cz R m) тупламда берилган булиб, бу тупламнинг 
х° нуктасида дифференциалланувчи булсин. Таърифга кура, у хрлда 
f(x ) функциянинг х° нуцтадаги орттирмаси

A f ( x ° ) = A l A x i +  A 2A x 2 +  . . .  + Л т Д ^ + о ( р )  (13.3) 

булиб, бунда

Д - 4 г  ( ' - 1-
ва А х х-+0, А х2-+-0, . . . , A *m->-0 да р->0 булади. (13.3) те глик- 

нинг унг томони икки цисмдан 1) А х и А х 2 . . . , А х т орттирм^ларга 

нисбатан чизицли ифода Ах A xL +  А2 А х2 +  . . .  А т А х т дан,

2) Ajq-^-О, Ах2-^0, . . . , А х т ~+ О да, яъни р->0 да р га нисбатан 

юцори тартибли чексиз кичик мицдор о(р) дан иборат.
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Шунингдек, (13.3) муносабатдан р->-0 да А х Ахх +  А 2Ах,, -f . . .  +
+  Л Хт ~  чексИЭ КИЧИК МИКДОр А / (х°) — ЧеКСИЗ КИЧИК МИВДОрнИИГ 

бош ^исми эканлигини пащаймиз.
13.4-таъриф. f(x ) функция орттирмаси А/(х°) нинг А х ъ Ах2>

. , А х т ларга нисбатан чизикли бош ^исми

А 1-Ах1 +  А2-А х2 . . . + А т -Ахт =  Ц ^  А х , +  ^ ^  А х , +«, А * » - -'2
<3*1 <3*2

+  ... + Щ1Ах
° х т  т

f(x ) функциянинг хй нуктадаги дифференциали (т ул щ  дифференциа

ли) деб аталади ва df {x°) ёки df{x\, х°, , хат ) каби белгиланади. 

Демак,

df(x°) =  df{x\, х\, . . . , х !3т ) = А 1-Ах, +  А 2-Ах2 +  . . . +  Ат -Ахт =

- V 0 c O )A x + V W ) A x +  | ^ ( Д д . .
“  ^  1+ Эх2 + А х т-

Агар xt , х2, . . .  , хт эркли узгарувчиларнинг ихтиёрий орттирмалари 

Ахь А х ,, . . . ,  А х т лар мос равишда бу узгарувчиларнинг дифферен- 

циаллари dxt , dx2, . . .  , dxm га тенг эканлигини эътиборга олсак, унда 

f{x) функциянинг дифференциали куйидаги

df (*°) =  dx, + ^  dx.2 + . . .  + dxm (13.20)
c X i СХ2 с Х т

куринишга келади.
V N Г

О дат да — d x ^ - d x 2, . . . , j — dxm лар f(x) функциянинг xycij-
d X i oX.2 o x m

сий дифференциаллари деб аталади ва улар мос равишда dx f, dx f, . .

. , dv f  каби белгиланади:
хт

d j  -  d j  _  ............d j  _  »L

Демак, f(x) функциянинг x° нуцтадаги дифференциали, унинг шу нук
тадаги хусусий дифференциаллари йигиндисидан иборат.

Ми с о  л. Ушбу

/ (хъ *a) =  eXl sin*z

функция V (х1г *2) 6 Й2 нуктада дифференциалланувчи булиб, унинг дифференциали 

df =  —— dx, +  ■ dx2 =  sin x2 eXx sin Хг dxt + Xl cos x2eXl sm d x ==
OXj  uX-i

=  eXl sin x* (sin x2dxx -f x! cos x2dx2)
булади.

Шуни таъкидлаш лозимки, f(x u  х2, . . . , хт) функциянинг диф

ференциали (х1}, х\, . . . , х°г) нуктага боглик> булиши билан бирга бу

узгарувчиларнинг орттирмалари A xl = d x i_, A x2 — dx2...........А х ,п ~

~ d x m ларга хам богликдир.
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Функциянинг дифференциали содда геометрик маънога эга. }\уйи- 
да уни келтирамиз.

сирт дан иборат булсин. Геометриядан маълумки, бу сиртнинг (х®, х?2,

■ ■ ■ >'Ym’ Уо) нуктасидан (у0 =  f(x°, . . . , x °J) угувчи хамда Оу уци- 

га параллел булмаган текисликларнинг умумий теигламаси

булади, бунда Х ъ Х 2, . . . , Х т , F — текисликдаги узгарувчи нуцта- 
нинг координаталари.

Хусусан, ушбу

У - У 0= Г Х1т * х - - 4 )  +  . . . + / ;т(.*°)( * „ - < )  (13.21) 

текислик эса (S) сирт га (х“, х\, . . .  , х°п, у0) нуктасида у тказилган 

уринма текислик деб аталади.
Агар Xj JC® =  dxv х2 —  х°2 =  dx2, . . . , хт —  х°т =  dxm дейилса, 

унда (13.21) уринма текислик

учун

бу

(5) =-- {(л-!, хг, . . . , Хт, у): (хи х„, . . . , x,„)<zRm, у 6 R}

куринишга келади.
Натижада куйидаги хулосага кела

миз: у =  f(x ,, х2, . . . ,  хт) функция ар

гумент лари хг х9, . . . ,х т ларнинг х ,=  

=  х°, х2 =  х%, . . . , хт — х°т кийматла- 

рига мос равишда орттирмалар берай- 
лик. У  х,олда функциянинг мос орт- 
тирмаси

—  Уо V57 л2 , . . .  , Лт , y 0t

ва (х° -f Д х х, х°2 +  А х2, . . . , х йт -f

+ Д^т . //)
14- чизма
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нукталарнинг охирги, у координатаси олган орттирмани билдиради.
Функциянинг шу нуктадаги дифференциали зса

df(x°) — Y  — уд

уринма текис лик (х1}, х£, . . . .  х^, у0) ва (xj тД. хр х® + Дх2, . . . , 

х"т + &хт , У) нукталарининг охирги, у координатаси олган орттирмани 

билдиради.
Хусусан, у =  f(xu  х2) функция очик М  тупламда (М  с  R 2) берил

ган булиб, (x'J, х%) £ М  нуцтада дифференциалланувчи булсин. Бу функ

циянинг графиги 14-чизмада тасвирланган (5) сиртни ифодаласин. (S) 
сиртга (хпр х%, у0) нуцтасида (у0 =  f(x\, х °)) утказилган уринма текис- 

лик ушбу
Э/(*?, х5) „ <5/(х?, х%)

г  -  Уо =  ■ ...2 ■ (X, -  *?) +  - A *  g- (ха -  *§)
c?X]_ СХ  j

куринишда булиб, ундан
Y - y 0 =  d № , 4 )  

эканлиги келиб чикади. Демак, у =  f(xv х2) функциянинг (x'JJ, х!') нуц- 

тадаги дж})ференциали бу функция графигига (х°, xj, f(x\, xf{)) нуцта- 

сида утказилган уринма текислик апплнкатасининг орттирмасидан ибс- 
рат экан.

2. М у р а к к а б  ф у н к ц и я н и н г  д и ф ф е р е н ц и а л и ,  у — 

=  /(х1, х2, . . . , хт) функция M { M c z R m) тупламда берилган булиб, 

х,, х2, . . . , хт узгарувчиларнинг хар бири уз навбатида t v . . . , t k 

узгарувчиларнинг Т (Т cz R k ) тупламда берилган функцияси булсин:

*i =  U , . . . ,  tk),

х2 =  ф2(tv t2, . . .  , tk). (13.11)

Хщ Ф/n^l’ 2̂’ • ‘ ’ к̂)- 

Бунда (/j, /2, . . . , t k) £ T  булганда унга мос (х1; х„, . . . , хгл) £ М  бу

либ, ушбу
{!■— /(ф)(^1> t2, . . . , /ft), ф2(̂ 1, ?2, ■ • • , tf), . . . , фт ( ĵ, t2, . . . , ^) )

мураккаб функция тузилган булсин.
Фараз к.илайлик (13.11) функцияларнинг ^ар бири (/”, ф £ Т '

нуцтада дифференциалланувчи булиб, z/ =  /(x,, х2, . , . , x j  функция 

эса мос (х“, х\, . . . , х®п) £ М  нуктада дифференциалланувчи булсин. 

У  хрлда 13.5-теоремага кура мураккаб функция (*“, ф  нуц-

тада дифференциалланувчи булади. Унда мураккаб функциянинг шу 
нуктадаги дифференциали

=  + -dt2 +  . . . Jr ~ d t k
ct\ ct2 dtk

булади.
N J V

Энди , . . . , — - хусусий хрсилаларни, ушбу бобнинг
c ti d k
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4-§ да келтирилган (13.19) формулалардан фойдаланиб х;исоблаймиз:

3/

J L
otn

J L  
dtk

Натижада

df =  / dt, + 
1 ^ ЭЛС! dtx dx2 d tx dxm dtx j 1

( d f d x x df dx2 df dxm \
"I I ~j~~ I" • • • "T" *  ’ j “T~

\ dxi dt2 c>Хщ ^̂ 2 /

- .JL dXj
- + df Cix2

■ +  .
• • + T LSxm

dXm

dx j ■ "^7
1

dx 2 ~*h'

5f

dxi

dxt

dt2
+ J L

dx 2
Ьхг

Щ
l •

■• +  T L -^Xm

dxtn

df _ 

dx i

dxx

Stk
+  ■i L .

dx2

CX  2

+

^
! л dxm 

dtk '

df dxx of dx2 ' i df dxn

+

ctk dx2 ot2 dxm dtk

f  I С>Хл 3x i JX i „ \

— —— d tt + —— dt2 +  . . . + — - dtk ] +
df j dx | dx J   ̂ dx ̂

df /  dx0 dx0 dx,  \
+ —  ( — 1 dty + — 2- dt2 + . . . + —  dt. + 

<*2 *2 *k  k)

+ .......................................................  • +
<5/ /  dxm dx„, dx,„

+  - L l - ^ d t l + — ? d t 2 +  . . . + ~ d t t

улади.
Arap

dx„ \ dt, dt2 dtk

c)Xi dXj axОЛ i ĈAj
dt1 H— —  dt2 + . . . + dtk =  dx{,

dt, dL  “ dt1 ol2 alk

k 2 ’

<5 x<-\ c ^ X i c ^ X c y
dt^ + —  dt2 +  . . .  +  - f-  dtk =  dx2,

°t\ ot2 otk 

° xm ,, , ^x m i i  , i j /  __  j

эканлигини эътиборга олсак, у хрлда мураккаб функция дифференциа- 

ли учун
<5/ <5/ с*/

d f — -—  dx-L +  ——  dx2 + . . . + - dxm (13.22)
dxx dx2 dxm

булиши келиб чикади.
Мураккаб функция дифференциалини ифодаловчи (13.22) формула- 

ни аввал цараб утилган (13.20) формула билан солиштириб, функция 
мураккаб булган ^олда з$ам функция дифференциали функция хусусий
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o f  ( x ,  Xr, . . . , x m  )
хрсилалари----!—‘j—------- (г =  1, 2, . . .  ,m )  билан (б > : с

x2, . . . , xm аргументларнинг x,ap бири t v t2, . . , , tk узгарувчилар

нинг функцияси) мос аргумент дифференциаллари dxt(i =  1, 2, . . . , т )  

к5'пайтмасидан иборат эканини курамиз.
Шундай килиб, каралаётган функциялар мураккаб

/(ф}(^р 9̂’ ‘ * ’ ’ ^2^1’ 2̂’ ’ * ' ’ ‘ ‘ * 1 ^rri^V 2̂' ' ' ' у )
(xi =  фД/j, t2, . . .  , tk), (i =  1, 2, . . . ,  m )) к>'ринишда булганда хам, 

бу функцияларнинг дифференциаллари бир хил (13.22) формата эга 
булади (яъни дифференциал формаси са^ланади). Одатда бу хоссани 
дифференциал формасининг (шаклининг) инвариантлиги дейилади.

Демак, куп узгарувчили функцияларда х̂ ам, бир узгарувчили функ- 
циялардагидек, дифференциал шаклининг инвариантлиги хоссаси урин
ли экан.

Шуни алохида таъкидлаш лозимки, (13.22) ифодада dxlt dxv . . . , 
dxm лар Xj, х2, . . . , хт ларнинг ихтиёрий орттирмалари Ах,, А х 2, . . .  , 

А хт лар булмасдан, улар tx, t2, . . .  , t k узгарувчиларнинг функцияла- 

ри булади.
3. Ф у н к ц и я  д и ф ф е р е н ц и а л и н и  р с о б л а ш н и н г  с о д д а  

ц о и да л ар и .  и =  / (х) ва v =  g  (х) функциялар очи^ М {М  с  R m) туп
ламда берилган булиб, х °£М  нуктада улар дифференциалланувчи бул-

-син. У  хрлда и ± v, u-v, —  (v^=0) функциялар ^ам шу х° нуктада
V

дифференциалланувчи булади ва уларнинг дифференциаллари учун ку
йидаги

1) d (u  ± v )  =  du ±  dv,

2) d(u-v) =  u-dv +  v- du,
оч j  / u \ vdu — udv .

3) d [ - ) = z--- * --- {V^ 0)

формулалар уринлили булади.
Бу муносабатлардан бирининг, масалан, 2) нинг исботини келтириш 

билан чегараланамиз.
и =  [(х) ва v — g  (х) функциялар купайтмасини F  функция деб ^а- 

райлик: F  =  u-v. Натижада F  функция и ва v лар оркали х1; х2, . . . ,  

хт узгарувчиларнинг (х =  (х,, х2, . . . , хт) ) мураккаб функцияси бу

лади. Мураккаб функциянинг дифференциалини топиш формуласи
(13.22) га кура

, с BF , , 5F , 
dF  — ---• du Н---- -dv

СИ 3v

булади.
Агар

SF ^  5F

ёи о  U

эканлигини эътиборга олсак, унда
dF  =  v- du-\- u-dv 

булишини топамиз. Демак,
d(u-v) — vdu + udv.
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4. Т акрибий ф о р м у л а  л ар. Маълумки, функция математик 
анализ курсида урганиладигаи асоснй объект. Купгина масалалар эса 
функцияларни хис°блаш (берилган нуцтада цийматини топиш) билан 
боглик. Каралаётган функция мураккаб куриницща булса, равшанки, 
унинг кийматини аник х и с о б л а ш  кийин, баъзида эса мавжуд усуллар 
ёрдамида хисобланмай цолиши мумкин*.

Чексиз сондаги операцияларни бажарищ билан х,ал буладиган маса- 
лаларни, жумладан баъзи функцияларнинг цийматларини хисоблаш би
лан боглик масалаларни ечишца царалаётган функция ундан содда рок, 
Хисоблаш учун осонроц булган функция билан алмашшрилади. Бун
дай алмаштириш лар билан тацрибий формулаларни хосил цилишда 
функциянинг дифференциал тушунчаси мухим роль уйнайди.

f(x) функция очик М  (M czR m) тупламда берилган булиб, х ° £ М  

нуцтада дифференциалланувчи булсин. У хрлда таърифга кура

Д / =  Д / ( х ° ) = - ^ Р -  Дх1+ - а/(^0> Дх2+ • ■ ■ +  ■ д1 {/ ] -Ахт +
u X i  ОХо т

+ о (р) =  df (х3) +  о (р)

булиб, ундан (d f Ф  0)

lim A L  — lim д/.+ о (р) _  j 
р-1-о df р->о df

булиши келиб чицади. Бундан эса цуйидаги

Д/(х°) «  df (х°) (13.23)

1 акрибий формула келиб чикади. Бу (13.23) формула x°=(x®, х°, .. 

нуцтада дифференциалланувчи f  (х) функциянинг шу нуцтадаги A/(х°) 
орттирмасини, унинг ха нуцгадаги df(x°) дифференциали бялан такри- 
бан алмаштириш мумкинлигини курсатади. Бу алмашгиришнинг мо- 
Хияти шундаки, функциянинг A f  ортшрмтси х1? х2, . . х т (х=  

=  (хь х2, . . ., хт)) узгарувчилар Дхх А х2, . . ., А х т орттирмалари- 

нинг, умуман айтганда, мураккаб функцияси булган холДа функция
нинг df дифференциали эса А хи А хг, . . ., А х т ларнинг чизицли 

функцияси булишидадир.
(13.23) формулани ушбу

/ (х° + А х ,, х° + Д х2, . . ., х°т +  Д хш) «  / (х°, х°, . . ., х^) +

, ы А . 4  ■•■>4) А , 4  ■• ■.*“»> t ,
1 A Xj +  — -------------- Дх2+ . . . +

dxi . дх, 

df (x l *0 ...........х°т )

д*п

куринишда хам ёзиш мумкин.

■Ах (13.24)

* Туг», функцияларнинг кийматини ^исоблашда электрон дксэблаш машинала- 
ридан кенг фойдаланилади. Шуб^асиз, ^озирги замон электрон .чисоблаш машинала- 
ри ^ис^а ва[\т ичида жуда куп операцияларни бажариб, куйилган масалаларни ,̂ ал 
к,илиб беради.
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Агар Ал'1=.т1 — х\, Дх2 =  х2— х°, . . Дхт =  хт — л°, эканини 

эътиборга олсак, унда юкоридаги (13.24) формула ^уйидагича булади:

df(x?, xS, . . ., х°)
/  ( х 1( х 2, . . . ,  Хт ) ж  /  (х°, х ° , . . х “г) н---------- ------------ (х , —  х ° ) +

4 ........ 4 . ., _  , f) +  . .  _+  л л 1 ^ _  ^
ОХ2 ~ °  т

Хусусан, (х«, х®, . . ., х°т) =  (0,0, . . ., 0) £ М  булганда

/(х1; х2, . . . ,  x J « / ( 0 , 0 ,  . . . ,  0 )+ df(0, 0 . ^ .  .. 0) _ ^  +

_j_ df (0’ 0........ Q) x + + J I  (°’ .9—  - °) ,•

булади.

5. Б и р ж н н с л и  ф у н к ц и я л а р .  f(x ly x2, . . . , x m) функция очи^ 

M  (M c zR m) тупламда берилган. М  тупламда (хи х2, . . ., хт) ну^та 

билан ушбу (tx1 tx2, . . ., txm) нукта (— оо< £ <  оо) хам шу М  туп

ламга тегишли булсин.
13.5-т аъриф.  Агар }(х3, х2, . . ., хт ) функция учун

t 4 ......... *хт ) = Р [ ( х i, х2, . . ., x j  (13.25)

((xj, х2, x j e  м , Р е я )

булса, f (x „  х2, . . ., хт) р- даражали бир жинсли функция деб ата

лади.

М и с о л л а р .  1. / (хх. х2) — х\ -J- функция иккинчи даражали бир жинсли 

функция булади, чунки

f ( i x lt t х2) =  (t х,)2 +  (t х2)* = t ‘ ( * ,+  x%) =  t2f(xx, x2).

2 . /  (хг, x2)=  arctg —  +  с 1 функцияни карайлик.
Xt

Бунда

tx i JCl_

i V / JC" 2  ̂2
f ( tx , ,  /x 2)=arctg 777- +  e =  arctg — -j-e =  / (* i, *2)

булади. Демак, берилган функция нолинчи даражали бир жинсли функция экан.
3. Ушбу

/(х 1; x2) = , s i n ^  ^  

функция учун (13.25) шарт бажарилмайди. Демак, бу бир жинсли функция эмас.

Фараз цилайлик р-даражали бир жинсли f (x lt х2, . . . ,  хт) функция 

М  тупламда дифференциалланувчи булсин. Унда

f ( tx lt /х2, . . ., ixrr)  =  lp ■ Ц х , х2, . . ., хт)
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тенгликнинг хар икки томонини t буйича дифференциаллаб цуйидагини 
топамиз:

df(txy, tx2, . . txm) df (txlt tx„. . . ., txm )

d{tXy) X l~̂  d (tx2) ‘ ' +

d f(tx v  tx2, . . txm)

+ ------дЩп)------Xm ^ P - tP f ( XV X2............Xm).

Хусусан, t = l  булганда

d f(x i ,  x2............xm) d f(x i, x2, . . .,  xm)
x2 + . . . -j-

dXl Л1 ^  dx2 A2

df (x,, x,..........xm)
^--------^ ------- Xm =  p f{ x 1, x2, . . ., xm) (13.26)

илт

булади. Бу (13.26) формула Эйлер формуласи деб аталади.
Айтайлик, f (x 1 х2, . . ., хт) функция нолинчи даражали бир жинс- 

ли функция булсин. Таърифга кура

f ( tx u tx2 . . . , txm) =  t°-f{xu х2..........xm) =  f(x l , xt , . . . , x j

булади. Агар бу тенгликда t =  —  (х1 ф  0) деб олсак, унда

f{x ,, д2, . . ., * J = / (  1 , ^  , ^ .........
\  Х у Х у  Х у  I

булиб, натижада т  та узгаРУвчига боглиц булган f ix lt х2, . . хт) 

функция т  —  1 та уи у2, . . ., ут_ х ( иг=  у2=  . . ., ут_ х =
\ Xi Xi

X \ о
” узгарувчига боглиц булган функцияга айланади:

Xl

f(x x, xs, . . xm) =  F (y lt y2, . . ., ym_j ) .

Энди f ix  j, x2, . . ., xm) функция p- даражали бир жинсли функция 

булсин. У  холда

f{txu ix ,, . . ., txm)= t »  ■ f(x u x2, . . ., x j

булади. Бу тенгликда хам t =  —  ( jq ^O ) десак, ундан
Х 1

4  f(x lt Х2, . . ., .V,) / ( l , ^ ,  ----
х \  п  \  Х у  Х у  Х у  1 \  Х у  Х у  Х у  !

булиши келиб чикади.
Демак, р- даражали бир жинсли функция ушбу

f ( Xl, Хг, . . . ,  Xm) = x l - F ( f , f  , . . . . ± 2 )
\ Xj X l Ху /

куринишга эга булар экан.
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6- §. К уп  узгарувчили ф ункциянинг ю цори тартибли х,осила 
ва диф ф еренциаллари

1. Ф у н к ц и я н и н г  ю ц о р и  т а р т иб ли  ху с у с и й х ° е и л а- 
лари.  f(x x, х2, . . хт) функция очищ М  (M c zR m) тупламда берил

ган булиб, унинг хар бир (.*!, х2, . . x j  нуцтасида Г ,  f ' , . . . ,  Г
"» л I ла AfTl

хусусий хосилаларга эга булсин. Равшанки, бу хусусий хосилалар уз 
навбатида х1У х2, . . . , хт узгарувчиларга боглщ  булиб, уларнинг 

функциялари булади. Демак, берилган функция хусусий хосилалари 

f'xs /*2> ■ • •’ f'x лаРнинг х.а м  хусусий хосилаларини цараш мумкин.

13.6-т а ъ р и ф .  f(x 1, x 2, . . ., хп)  функция хусусий хосилаларн

f'xs f'x,' • ■ •> fx лаРнинг xk (k =1,2,  . . , ,т )  узгарувчи буйича хусусий

Хосилалари берилган функциянинг иккинчи т артибл и  хусусий хоси- 

лалари деб аталади ва

• • ■’ ^ = 1 ’2’ • • •’

ёки

__ __________ <?fi__  .. J 2f . ( k = l  2 m)
дхг dxk 1 дх2 dxk ’ ' ' ’ dxm dxk ' )

каби белгиланади. Демак,

д Ч  r  _  д I df \

dxi dxk 'x2 xk dxk { dXl ) ’

d* f . r  _  d / df \ 
dx2 dxk '* 2 xk ,дхк дХг J ’

- j M —  =  /; =  (4 =  1 2  . . ., m).
dxm dxk '* m dxk \dxm J K

Бу иккинчи тартибли хусусий хосилаларни умумий холда

- d £ k r  =  f * i x* V = l ' 2> • • • ’ т ’ k = l ’ 2 ' •• • ’

куринишда ёзиш мумкин, бунда fe =  t булганда

дЧ
dxk dxk ‘ ч  *k

деб ёзиш урнига

деб ёзилади.
Агар юкоридаги иккинчи тартибли хусусий х °силалаР турли узга- 

рувчилар буйича олинган булса, унда бу

дг f г  г  , и\
dX idXk - fx ix k (lz£ k)

2-тартибли хусусий хосилалар аралаил хрсилалар деб аталади.
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Худдн шунга ухшаш, f(x lt х.2, . . л',п) функциянинг учинчи, тур- 

тинчн ва хоказо тартибдаги хусусий хосилалари таърифланади. Уму- 
ман, /(.Vi, х2, . . л';(,) функция (п— 1)-тартиблн хусусий хосиласининг 

хусусий хосиласи берилган функциянинг п-тартибли хусусий ^осиласи 
деб аталади.

Шуни хам айтиш керакки, f(x ,, х2, . . ., хП1) функциянинг х ^ ,х ^ ,

. . ., *• узгарувчилар буйича турли таргибда олинган хусусий хосила-

лари берилган функциянинг турли аралаш хосилаларини юзага келти- 
ради.

М и с о л л а р .  1. Ушбу

f *.,) =  arctg —  (л'о -п 0 ) 
х2

функциянинг 2-тартнбли хусусий хосилаларини топамиз.

df х, df х,
’ ~ 9 ! 9 ’ л ' 2 ( 2 ’

ОХг X] + Хп 0Х* х{ -}- х2

d-f д j d f \ д / Xj \ 2х, Ху

дх] дх, I Ох, ) дх, у xj +  х\ j (xf -f- х| )2

д'-f д / df \ д / _______ *2 _______ ^  —  *9

с>л2 ~  ддг, d.Vj J дх, ^ +  J  (д-2 _|_ X2)S

Щ  =  \ =  _д_ { _  __*1 ~ *2
d*:., a jf,. (3 * ! ^  d.V3 j  дх, 1 х 2 +  х 2 ) (*2  +  х 2)2

б 2 /  _ д ___ /  d f  \  д  /  . v t ___________ \ __________ 2  х 2

д 4  ~  дх, [ дх, j  ~  дх, х2 +  х 2 )  (Xj +  X p

2, Ушбу

/ 2 __  2

/ C*i> *2) =  J Arx лг2 ---1--- :— , агар *2 _j_ д.2 ^  g булса ,

4  +  *2  9 9

[ 0 агаР хI + *т =  0 булса

функциянинг аралаш хосилаларини топамиз.
Айтайлик (х,, х2)=^(0, 0) булсин. У холда

( 9 9  . 9 О \ / 9 9 . 9 2 \
х~[ —  X . ,  А х ]  X~, \  Q f  j  X j  Л 'о  4 л " [ Х 2  \

*1 +  х2 И  +  4 ) 2 J  дХ'2 ч *[+ *2 (* l+ *o )2 )

2 2 / О 2 2
d*f д / df \ Х[ ~  * ‘2 ( 1 +  1 * 2 

3*2 I arx j д.2 + х2 \ (д.2 + ̂ 2)2

д2 /  <3 /  ( 5 /  \  * 1  * 2  I  8 * 1  Л’ 2 

<?*2 (9*! dXi ч дх, ) л.2 _(_ х2 >v т  (а.2 х|)2

булади.
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Берилган f(x lt х2) функциянинг (0, 0) нуктадаги хусусий хосилаларинн таъ
рифга кура топамиз:

df(0, 0) t. f(A x lt 0)-f(0, 0)
=  l i m ----------------=  0,

dxi д xi—>o A

d/40,0) f(0, A x2i — f(0, 0)
l i m ------------ ------- =  0 ,

ox., д х2->0 A x2

df(0, Ax2) 3/(0, 0)

<52 f (0 . 0) .. dXl dXl - Д *2
------- =  h m -------------------- um ---- о—

дх2 д A x2 д A * 2

дхх дхх _

А х2

<3/(Д xlt 0) 5/(0, 0 )

дх2 дх2

•0 А хх
____ ill i  ——* i ■

дх, дхх д*,->о Д i i r ->o A x l

дЦ
Бу келтирилган мисоллардан куринадики, функциянинг д дх 

д 2 /
аралаш хосилалари бир-бирига тенг булиши хам, тенг булмас-

ва

дх.2дх1

лиги хам мумкин экан.
13.6-теорема. f (x lt х2) функция очщ  М  (M c z R 2) тупламда бе

рилган булиб, шу тупламда f' Г %амда Г , ,  Г аралаш  %ссила-' л 2 л 1̂2 "2*̂1
ларга зга булсин. Агар аралаш  хосилалар (х ,̂ х°)£Д1 нуктада уз

луксиз булса, у холда шу нуктада

ifXlXA xр xf> =  f l zXl(xv xt)

булади.

И сб о т .  (х ,̂ a'!}) нукта координаталарига мос равишда шундай 

Л хх >  0, А х2 >  0 орттирмалар берайликки,

D  =  { (Л'ъ хг) € ̂ 2; •< Xj <  + А Х|, х\ <  х2 <  х° +  А х2} с  М

булсин. Бу турри туртбурчак учларини ифодаловчи (х°г  х°), (х°х + 

-f-Ах,, х°), (xj, х" -f Ах2), (х̂  + Ах, ,  х° +  А х2) нукталарда функция

нинг цийматларини топиб улардан ушбу

P = f ( x f  +  A x l , х » + Д х 2) - / ( х » + А х „  х°)—/(х°, х§+А х2)+ /( х°, х2°) 

ифодани хосил киламиз. Бу ифодани цуйидаги икки 

р  =  [/ (л-о + А X,, Х°2 + А х2) — / (х“ +  А х,, х°)] — [/ (х° х° + А х2) —  

— /(*?, *§)],

р  =  \f{x({ +  A x lt х° +  Дх2) — /(х?, х° -f Ax2)j — [f(rf -f Ax,,  x°) —

— /(*?, 4 )!

куринишда ёзиш мумкин.
Энди берилган f(xlt х2) функция ёрдамида хг узгарувчига борлик 

булган

Ф (Xi) == / (х,, X?, + А х2) — / (Хр х°),
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х2 узгарувчига боглиц булган

яр (х2) =  / (х® + A х,, х2) — / (х®, х2) 

функцияларни тузайлик. Равшанки, гр (хД яр (*г) функциялар

ф' W  =  f'x, (Х1> Х2 +  А  Х2> —  f'x, (Х1> Х2°)>

V  ( Х 2) =  fx2 (х 1 +  А  Х 1- Х 2) —  f'x2 ( Х ! - Х2>

хосилаларга эга булиб, Лагранж теоремасига асосан

ф' (Xl) =  Гхгх, (Х1- Х2 +  02 А Х2) А Х2’ (]3 27)

^  (Х2) =  fx2x A X l +  0 1 А * Р  Х 2) Д Х 1

булади, бунда О < 0 ! ,  02<  1.
Юкорида келтирилган Р  ифодани ср (хх) ва яр (х2) функциялар орка- 

ли ушбу
Р  =  <р (х® +  A х,) -- ср, (х®),

Р  =  Яр (х® + А х2) — яр (х®)

куринишда ёзиб, сунг яна Лагранж теоремасини цуллаб к>уйидагилар- 
ни топамиз:

Р  =  <р' (ху + 0j А х,) А х,, Р  =  яр' (х® + ©2 А х2) А х2

(О <  е;, о ; < 1 ) .  (13.28)

Натижада (13.27) ва (13.28) муносабатлардан

Р  =  Гх,хг (*1 + 61 А Х1’ Х2 + 62 А Хг) ■А Х1 А х2,

Р  =  f"XiXt (ху + 0, А х,, х® +  02 А Х2) А X, А х2

булиб, улардан эса

f"x,xSX  1 +  B i А  Х Р  *2° +  е 2 А  х 2) =  (х ? +  6 ,  А  х р  х® +

+  0 ;А х2) (13.29)

булиши келиб чикади.
Шартга кура fx^  ва fxxi аралаш хосилалар (х1,1, х?) нуктада узлук

сиз. Шунинг учун (13.29) да Ах,-» 0, Дх2->-0 (бунда xy+0,'Ax,-vx^, 

х® + 0 2Дх2-̂ -х®, х® +  0, Дх,->х®, х^ + 02Дх2-^х®) лимитга утсак,

fXlxSx 1- *■>) =  £ „ ,  (*?• х")

булади. Бу эса теоремани исботлайди.
Агар /(xj, х2) функция очи к Af 6W с ; R-) тупламда юкори тартиб- 

ли узлуксиз хусусий хрсилаларга эга булса, бу хосилаларга нисбатан 
юкоридаги теоремани такрор цуллаш мумкин.

Масалан, fXi, , /" ларга теоремани татбик этиб цуйидагиларни 

топамиз:
г” =  Г"  =  г"
I X  гХ , Х г ' X i X 2Xx ' X a X i X i ’
f , "  =  ^

1 X i X 2 X 2 1 X 2X i X 2 1 X 2X 2X i ’
ftIV) _  ftlV) _  ftIV) =  f(IV) =  f(lV j «IV )
I Х , Х 1Х 2Хг  I  X t X2X i X 2 ' X  i X 2X2X i  I  X 2X 1 .V ,X 2 I X ^ i X i X ,  ' X 2X 2X i X i  *
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2. Ф у н к ц и я н и н г  ю к о р и  т ар т иб ли  д и ф ф е р е н ц и а л л а 
ри. Куп узгарувчили функциянинг ю^ори тартибли дифференциали ту
шунчасини келтиришдан аввал, функциянинг д ( п >  1) марта диффе- 
ренциалланувчилиги тушунчаси билан танишамиз.

f(x ) функция очи^ M (M c z .R 'n) тупламда берилган булиб, х ° £М  
булсин. Маълумки, f(x) функциянинг х° ну^тадгги орттирмаси ушбу

A f(x°) --= А х A Xj + А2 А х 2 + • ■ ■ + Ат А хт + о (р)

куринишда ифодаланса, функция х° нуктада дифференциалланувчи 
деб аталар эди, бунда /Ц, А2, . . . , Ат — узгармас сонлар, р =

= У Г(А Х[)3 +  (А х2)2 + ■ • . + (А хт)2 . Бу з̂ олда курган эдикки, Ai =  
_  df (х?)

dxi
(i — 1, 2, . . . , m).

Айтайлик, f(x ) функция M  тупламда f'Xi, f 'x , . . . , f' хусусий хо

силаларга эга булсин. Агар бу хусусий хосилалар х° нуктада диффе
ренциалланувчи булса, /(х) шу нуктада икки марта дифференциалла
нувчи функция деб аталади.

Умуман, /(х) функция М  тупламда барча п — 1-тартибли хусусий 
хосилаларга эга булиб, бу хусусий ^осилалар х° £ М  нуктада диффе
ренциалланувчи булса, /(х) функция х° нуктада п м арт а  дифферен

циалланувчи функция деб аталади.
13.7-т ео р ем а. Агар очщ  М  тупламда /(х) функциянинг барча  

п-тартибли хусусий цосилалари мавжуд ва х° £ /И нуктада узлуксиз 

булса, f{x) функция х° нуктада п м арт а  дифференциалланувчи бу

лади.

Бу теорема функция дифференциалланувчи булишининг етарли шар
тини ифодаловчи 13.3-теореманинг исботланганлиги каби исботланади.

Фараз к>илайлик, /(х) =  f(x {, х2, . . . , хт ) функция очик, М  (M czR m) 

тупламда берилган булиб, у х =  (х{, х2, . . . , хт ) £ М  нуктада диффе

ренциалланувчи булсин. У ^олда бу функциянинг х нуктадаги диффе
ренциали

d f =  dx , +  -У- dx2 + . . . + ■ dx (13.20)
дх, дхг дхт

булади, бунда dx{, dx2, , . . , dxm лар xv х2, . . . , хт узгарувчилар

нинг ихтиёрий орттирмаларидир.
Энди /(х) функция х £ М  нуцтада икки марта дифференциалланув

чи булсин.
13.7-таъриф. /(х) функциянинг х нуктадаги дифференциали df(x) 

нинг дифференциали берилган f(x) функциянинг иккинчи тартибл и  

дифференциали деб аталади ва у d2 f  каби белгиланади:

d i f  =  d (d{f).

Юцоридаги (13.20) муносабатни эътиборга олиб, дифференциаллаш 
коидаларидан фойдаланиб куйидагини топамиз:

d 2f =  d (df) == d ( dx, -f- dx„ -f- . . . +  dx ) =
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=  ( — n dxx + - L l~  dx2 + - . • + dxm \ dx1 +
dxj dx^xz dxxdxn

_j_ / ■ d*f dxL +  ~-r)dx2 -r . . .  + - L I--dx,n \dx2 -f
V дх2дх2 дхг2 dx2dxm j

.............................................~ь

+ ( D2~ -dxL + d~ dx2 + . . .  -T dxm ) dxm=  (13.30)
удх/ндх! dxmdx2 “ m J

=  ? l dx2 +  *L dx2+ + L L dxli +

dxi dx2 dx-m 

-)- 2 —- I—  dx^dx-t ~b 2-- — dx^dx-j 4- . . .  2 -- — dx±dx ,1 л  1  •* '  л  J. О  -i A. Hi,
U X \U X  2 U X \0X ^  UX-^O Xfti

4- 2 dx2dx3 +  2 ■ d- - dx2dxi -f . . .  + 2  ———  dx2dxm +-n -J ' - 1 Л  “ ‘т Л -4 •>
ox2dx3 ox2ox4 ox2oxm 

+  .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . , 0 - . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . +

+  2 dxилт—1 илт

fix ,, x2, . . .  , xm) функциянинг (x,, x2, . . .  , xm) нуктадаги учинчи, 
туртинчи ва хрказо тартибли дифференциаллари хам худди юкорида- 
гидек таърифланади.

Умуман, f ix )  функциянинг х иуцтадаги (п — ])-тартибли диффе- 

ренциали dn~l fix) нипг дифференциал берилган f ix ) функциянинг шу 

нуктадаги «-тартибли дифференциали деб аталади ва dn f  каби белги
ланади. Демак,

d'1 / =  d{dn~x /).

Биз юкорида f{x) функциянинг иккинчи тартибли дифференциали 
унинг хусусий хосилалари оркали (13.30) муносабат билан ифодалани- 
шини курдик.

fix) функциянинг кейинги тартибли дифференциалларининг функ
ция хусусий ^осилалари оркали ифодаси борган сари мураккаблаша 
боради. Шу сабабли юцори тартибли дифференциалларни, символик 
равишда, соддарок формада ифодалаш мух.им. 

fix) функция дифференциали

df =  -J~dx1 + ~—dx2 +  . . . +  dxm
U X  i  U X  2 OXfft

ни символик равишда (/ ни формал равишда кавс ташкарисига чика- 
риб) куйидагича

df — I —— dxx +  dx2 + . . . + —— dxm ) /
V dxi ox2 dxm J

ёзамиз. Унда функциянинг иккинчи тартибли дифференциалини

d2f= (- L d x  1+-^-dx2 + . . .  +-~Ldxm\f (13.31)
V dxx dx2 дхт  /  '
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деб цараш мумкин. Бунда к я вс ичидаги йигинди квадратга кутарилиб, 
сунг f га «купайтирилади». Кейин даража курсаткичлари хусусий хо- 
силалар тартиби деб хисобланади.

Шу тарзда киритилган символик ифодалаш f(x) функциянинг я-тар- 
тибли дифференциалини

каби ёзиш имконини беради.
3. М у р а к к а б  ф у н к ц и я н и н г  ю ц о р и  т а р т и б л и  д и ф ф е 

р енц иа л  лари.  Ушбу пунктда f{xv х2, . . . , хт ) (х1= ф ,(^  2̂, ... tk). 

Х> =  Ф2{tv t2 . . .  tk), . . .  хт = ф m(tv t2, , tk)) мураккаб функция

нинг юкрри тартибли дифференциалларини топамиз.
Маълумки, (13.11) функциянинг х;ар бири {t\, t\, . . . , ф £ Т  нуцта- 

да дифференциалланувчи булиб, f(x{, х2, . . .  , хт) функция эса мос 

(х?, х°, л н у ц т а д а  дифференциалланувчи булса, у холДа 13.5- 

теоремага кура мураккаб функция (^, ф  нуктада дифферен.

циалланувчи ва дифференциал шаклининг инвариантлик хоссасига асо
сан мураккаб фрнкциянинг дифференциали

Фараз килайлик, (13.11) функцияларнинг хар бири . . . ,ty£T

нуцтада икки марта дифференциалланувчи, f(x l , x 2, . . .  , хт) функция 

эса мос (х°, х°, . . .,х°т ) £ М  нуктада икки марта дифференциалланувчи 

булсин. У  холда мураккаб функция хам (^, t°2, . . .  , ф  нуктада икки 

марта дифференциалланувчи булади. Дифференциаллаш коидаларидан 
фойдаланиб куйидагини топамиз:

Шу йул билан берилган мураккаб функциянинг кейинги тартибдаги 
дифференциаллари топнлади.

(13.31), (13.32) формулаларни солиштириб, иккинчи тартибли днф- 
ференциалларда дифференциал шаклининг инвариантлиги хоссаси урин_ 
ли эмаслигини курамиз.

dnf

булади.

==dti1)dx+d(S;)dX2Jr "■ +d( i ) dXm + (13-32)
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13.3-э с л ат м а. Агар (13.11) функцияларнинг хар бири tv t2 . . .  , 

tk узгарувчиларнинг чизикли функцияси

х, =  а и t] + а ,2t2 + . . .  + a lk tk -f

x2 =  <x21 t x -f a ,2 t2 +  . . .  +  a 2k tk + p2, (13.33)

X m =  a m\ h  +  а ш2 4  +  ■ • • +  a mk К +  Pm 

булса (a.j-, py(j =  1, 2, . . .  k; j  =  1, 2, . . .  , m) — узгармас сонлар), 

у хрлда бундай /(х1; х2, . . . , хт ) мураккаб функциянинг ю^ори тар
тибли дифференциаллари дифференциал шаклининг инвариантлиги хос- 
сасига эга булади.

^акдаатан х,ам (13.33) ифодадаги функцияларни дифференциал л а- 
сак, унда

dxx =  a xid tx -f- a l2dt2~r ■ ■ ■ =  a, |Л£, -f- ос]2Лt0 + . . . ~f- a ikAtk,

dx2 — v-2ld tx +  a22dt2 <x2kdtk =  oc21 Д ^-f- a 22A 2̂ + • • • 4- a 2kAtk,

d x m =  a m\d t \ +  a m2d t 2 +  • ■ ■ +  mkd tk =  a m\A t l +  a m2A t2 +  • . - +

+ a mkA *k

булиб dxv dx2, . . . dxm ларнинг хар бири t v t2, . . .  , t k узгарувчиларга 

боглик, эмаслигини курамиз. Равшанки, бундан d2x1= d 2x2= . . .= d 2xfn = 0. 

Бинобарин,

tPf=d(df) =  d(^-dx1 + ^ d x 2 + . . .  + - ^d x m) =
\axj дх2 дхт j

булади.
Демак, иккинчи тартибли дифференциаллар дифференциал шакли

нинг инвариантлиги хоссасига эга экан.
Шунга ухшаш, бу .\олда мураккаб функциянинг иккидан катта 

тартибдаги дифференциалларида дифференциал шаклининг инвариант
лиги хоссаси уринли булиши курсатилади.

7- §. У  рта циймат х,ацида тео р е м а

f(x) == /(х,, х2, . . . , хт) функция М {М  с  R m) тупламда берилган. 

Бу тупламда шундай а — (ах, а 0, . . . , а т) ва Ь={Ь{, Ь2, . . . Ьт ) нукта- 

ларни олайликки, бу ну^таларни бирлаштирувчи тугри чизик, кесмаси 

А =  {(xj, х2, . . .  , хт ) £ R m: Xj =  а { + Щ  — а {) х2 =  а2 +  t{b2 —  а 2),

• ■ • - хт = ат +  НЬт — а т )\

шу М  тупламга тегишли булсин: А а  М .

13-т е о р е м  а. Лгар Дх) функция А кссманинг а  ва b нущталари- 

да узлуксиз булиб, кесманинг долган барча нукталарида функция
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дифференциалланувчи булса, у \олда А кесмада шундай с нуцта  

(с =  (ci с2, . . .  ст) )  топиладики,

№  —  f  (а) =  4 (c) (Ь1 -  а,) + Ц с )  (Ь2 —  а2) +  . . .  + fxJ c )  (bm — ат ) 

булади.

И сб о т .  /(х) функцияни А тупламда царайлик. Унда 

fix ) =  /(*,, X,, - • . , x j  =  f(a i + t ( b l— a 1), a2 +  t(b2— a2), . . . , 

am +  *(Ьт —  a j )  ( 0 < t ^  1)

булиб, f (x lt x0 . . . , xm) t  узгарувчининг [0, 1] сегментда берилган 

функциясига айланади:

^ (0  = / ( « i  + ^ (^ i—'*i). a2 +  t{b2 —  a2), , an  +  t(bn — a j ) .

Бу функция (0,1) интервалда ушбу

F ' W =  fXl (К -  а х) + fx, Ф 2 —  а,2) +  . . . +  f'Xm(bm — ат )

хосилага эга булади.
Демак, F  (t) функция [0,1] сегментда узлуксиз, (0,1) интервалда 

эса F '(t) хосилага эга. Унда Лагранж теоремасига (1-цисм, б-боб, 6-§) 
кура (0,1) интервалда шундай t0 нукта топиладики,

F ( l ) - F ( 0 )  =  F '( t0) (0 <  /0 <  1) (13.34)
булади. Равшанки,

F ( 0 ) = f ( a ) ,  F( l )  =/(&),

F  Vo) =  L  (a l + -  a i)’ U2 +  *0 (К  — «г)........... а ш + 10 (Ьт —

+  am))(bl— ai)+fx,(ai +  to(bl— al)̂  а2 +  Ч ( Ь2 ~ а2)’ • • •  ’ a m +

+  ^ ( Ьт - а т ))(Ь2 ~ а2 ) + ............................+  (13.35)

+  f  'xmia  1 + (o(bl ~~ Gl)> a2 +  h  (b2 ~~ a2)’ • ' • > am +

+  (0 (Ьт — апг)) (Ьт - a m)■
Arap

«1 +  А> (bi —  fli) = c u

CL2 i~ ô(̂ 2 ^2) 2̂

ат + * 0  (Ьт ~ ап г ) = Ст

деб белгиласак, унда c =  (c{, c.2, cm) £ А  булиб, юцоридагн

(13.34) ва (13.35) тенгликлардан

f  (b) —  f(a) = f ’Xl (c) {by -  а,)+ГХ1(с) [b2 — a2) + . . . +  fxJ c )  (bm —  an )

келиб чицади. Теорема исбот булди.

Бу теорема урга циймат х а 1̂ и Д а г и  т е о р е м а  деб аталади.
13.2-натижа. f(x) функция богламли M ( M .c z R m) тупламда бе

рилган булиб, унинг хар бир нуцгасида дифференциалланувчи булсин. 
Агар М  тупламнинг хар бир нуцтасида [(х) функциянинг барча хусусий 
Хосилалари нолга тенг булса, функция М  тупламда узгармас булади,
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Шуни исботлайлик. М  тупламда а  =  (о,, а9, . . . , а т) хамда ихтиё

рий х =  (ж,, х.„ . . . , хт ) ну^таларни олайлик. Бу ну^таларни бир

лаштирувчи кесма шу М  тупламга тегишли булсин. У хрлда шу кес- 
ма нукталарида 13.8-теоремага кура

/(о) =  /(x )+ /;i(c)(a] —  х ,)+  /;г(с)(о2 —  а-2)+ . . . -г fXm (с) ( с . хт)

булади. Функциянинг барча хусусий хрсилалари нолга тенг эканидан

f (x )  =  f  (а)

булиши келиб чицади.
а  ва х нукталарни бирлаштирувчи кесма М  тупламга тегишли бул- 

маса, унда М  тупламнинг богламли эканлигидан а  ва х  нук.галарни 
бирлаштирувчи вашу тупламга тегишли булган синиц чизик топилади, 
бу синик, чизик кесмаларига юкоридаги 13.8-теоремани куллай бориб,

f(a ) =  f(x\

булишини топамиз.

8- §. Куп  узгарувчили ф ункциянинг Тейлор ф ор м уласи

1-кисм, б-боб, 7-§ да бир узгарувчили функциянинг Тейлор фор
муласи, унинг турли формулада ёзилиши хамда Тейлор формуласининг 
турли формадаги колди^ хадлари урганилган эди. Масалан, F  (t) функ
ция t =  4 ну^танинг атрофида берилган булиб, унда F{t), F"(t), ... , 

F (n+X\{t) хосилаларга эга булганда

F(t) =  F(t0) +  F ’ (t0) (t -  t0f  +  ±- F " (t0) (t -  tey  +  . . .  +

+  ± F (n>(t 0) ( t - t 0y  +  R n (f) (1336)

булади, бунда крлдик хад R n (/) эса куйидагича
р (л+и (с) . ,  „

а) Коши куринишида Rn (/) = -- —  (/ — tu) 1 (1 — 0) ,

F (n+1)(c)
б) Лагранж куринишида R n{t) — ■■ (t —  to) >

в) Пеано куринишида R n (t) = 0 (i-— t0)n ёзилади (бунда 0 < 0 <  1,

с =  f0+e(f-*0)).
/(.V,, х2, . . . , хт) функция очик. M { M d R n ) тупламда берилган. 

Бу тупламда (,\“, л“, . . . , нук,тани олиб, унинг U b((x\, х% . . . , 

x°n) ) c z M  атрофини карайлик. Равшанки, Y(x^, х2, . . .  , x'n) £ U 6(x°, 

х°, . . . , х2п)) нукта билан х° . . . , х^) нуктани бирлаштирувчи 

тугри чизи!  ̂ кесмаси

А =  {(xv л',, . . .  , хт ) £ R m : х1 =  х\ + t [х\ — х°), 

x2 =  x* +  t(x2 —  *«), . . . , хт =  *° + * « ,  — 

шу i i6(x5, *£,)) атрофга тегишли булади.
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Айтайлик, f(x i ,  х°, . . . , хт) функция I 'М(Х), хя2. . . . , х!!;)) да 
п -f 1 марта дифференциалланувчи булсин.

Энди /0 ci, л'2, . . . , хот) функцияни А тупламда карайлик. Унда 

/  (* i, * 2.............. x j  =  /  (л-о -f t (х\ —  Л'1/), A-» -f t (х ' —  х°), . . . ,

+ *ш))

булиб, /(х,, х2, . , хт ) t узгарувчининг [0,1] да берилган функция- 

сига айланиб колади:

F(i) =  / (x°j +  t (х[ — х«), jcg +  i  (х'г — х®)............х°, + / (х;г — лс®,))

( 0 ^ / < 1 ) .  (13.37)

Бу функциянинг хосилаларини хисоблайлик:

F' <о =  £ < * ; - * ! ) + £ < * ; - « $ ) +  • • ■ +  £-т К - ы -  

+ - .<«)+  . . .  + j £ « , - 4 > ) A

-*-Ц«-4Нч5«<-* +
Умуман ^-тартибли ^осила ушбу

Г  «  -  ( £ « ;  -  *f> +  £  К  -  4 )  +  • ■ ■ + i -  К  -  * Ц  J I

(Л*= 1,2, . . . , п +  1) (13.38)

куринишида булади. (Унинг тутрилиги математик индукция методи 
ёрдамида исботланади).

Юкрридаги F'(t), F  (t), . . . , F <n> if) хосилаларнинг ифодаларига 
кирган / (х,, х2, . . .  , хт ) функциянинг барча хусусий хосилалари 

(х« + 1 (х[ — х(), x$-{-t(x'2 —  х%  . . .  , x°m + t{ x m — X®,)) нук.тада хн 

собланган.
(13.36) формулада t0 — 0 ва / =  1 деб олинса, ушбу

F(l) =  F( 0) +  - i- F  (0) +  - V  (0) -f . . .  +  ± F in) (0) +  (В)
I !  n\ (л+1)!

( а < 0 < 1 )  (13.36)

хосил булади. (Бу ерда колдик ^ад Лагранж куринишида олинган.)
(13.37) ва (13.38) муносабатлардан фойдаланиб куйидагиларни то

памиз:

F  (0) =  /(*? , 4- • • • • лт)>

F(l) =  /(xJ, х ’, . . . , хт),
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, “ ’ <е > - ( з г ? ; - - * > + £ « - 4 > +  . . . + ± . к - , о у ,

(k =  1, 2 , . . . , п + 1).

Кейинги тенгликдаги f (x r  \\2, . . . , хт) функциянинг барча хусусий 

хосилалари (х®, х°, . . . , х®г) нуцтада хисобланган.

Демак, (13.36) формулага кура

f ix ' х.;,

—  f— (Х;
2 ! -i -  *?) £(л- '-л-«)+  . . .  + ~ ( * m

)2 / +
+ +

+

- f -п\ \дх

1 ( д

(я 4-1)! уйх!
(xj —  X

булади, бунда f(x ,,x2, . . . , xm) функциянинг барча биринчи, иккинчи 

ва хоказо n-тартибли хусусий хосилалари (х®, х", . . . , дг,°п) нуктада, 

шу функциянинг барча (п + 1)-тартибли хусусий хосилалари эса 
(*;> +  0 (х; -  х°), х2° + 0 (*’ - х§), . . .  , х°т + в  (хт - х»,)) (о <  0 <  1) 

нуктада хисобланган.
Бу формула куп узгарувчили Дх,, х2, . . . , хт ) функциянинг Тей- 

л о р^ф о р м у л а с и деб аталади.
Хусусан, икки узгарувчили функциянинг Тейлор ф о р м у л а с и  

куйидагича булади:

д/(х?, 4 )
Дх,, x2) =  f ( r f ,  х°) +

д[ (x°v х$) ,

дх
(х , —  Х«) +

дх.,
-(х, — дг") +

2!

д2 / ( *?, я2П 

дх\

4-
д2 f ( х\, x l )

+  С

дх:7

дп ? ( *2 ) 

п дх?~1 дх0

-(*, - * ?  У- + 2

■х°|а ! + •

З2 / ( х?. дг° )

дх, дх2

дп / ( х?, х? j

(хх х0) f х2 X2j “Ь

i-О \п

dxi

а " / (*?.*§)

дхп
Хо ‘

Д-.
1

■ (л + 1)!

dn+1 /(.x"+0{xj — х,). х5-Г°(х2 — х2)) 

дх?+ 1 *

дп ' 1 f(x\ +  0( лг, -  х\), х°2+  0 ( * 2 -  х\) ( г _ ^ „ +1

дх%+1
( х ,- 4 )
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9 - §. Куп  узгарувчили ф ункциянинг экс тр е м у м  кийм атлари. 
Э кстр ем ум н и н г зар ур и й  ш арти

1. Ф у н к ц и я н и н г  максимум ва минимум кийматлари.  
Куп узгарувчили функциянинг экстремум кийматлари таърифлари худ- 
ди бир узгарувчили функнияники сингари киритилади. f ( x ) = f  (x1, х2, 

. . . , хт ) функция бирор очик; М  (М  сг R m) тупламда берилган булиб,

х° =  (х° , х°2 , . . . , х°т ) € М  булсин.

13.8-та ъ р и ф .  Агар ха нуктанинг шундай U ь(х0) — {х =  (xv х2,

. . .  , x J £ R m: р (х, х0) =  У  (xj — х?)2+  . . . + (хт—  x»mY  <  б } cz М  ат

рофи мавжуд булсаки, U6(x0) учун

/ ( * )< / ( * “) Щх) <  /(х0))

булса, f(x) функиия х° нуктада максимумга (минимумга)  эга дейк- 
лади, f ix6) киймат sea f  (х) функциянинг максимум (минимум) кийма

т и  ёки максимуми (минимуми) дейилади.
13.9-таъриф. Агар х° нуктанинг шундай U6(x°) атрофи мавжуд 

булсаки, £ ̂ У6(л°)\{х°} учун / (л) <  / (х°) (f(x) >  / (х0)) булса, f(x) 

функция х° нуктада катъий максимумга (катъий минимумга) эга 
дейилади. /(д°) киймат эса f(x ) функциянинг катъий максимум (ми

нимум) киймати ёки катъий максимуми (катъий минимуми) дейи
лади.

Юкори даги таърифлардаги х° нукта f(x) функцияга максимум (ми
нимум) (13.8-таърифда), катъий максимум (катъий минимум) (13.9- 
таърифда) киймат берадиган нукта деб аталади.

Функциянинг максимум (минимум) киймати к.уйидагича белгиланади:

f(x°) =  шах \f(x)}f(x0) =  min {/(х)}).
xeUg (х °) ЖбО'б (х ° )

Функциянинг максимум ва минимуми умумий ном билан унинг 
экстремуми деб аталади.

М н с о л ;  Ушбу

/(*11 . *2 ) 1 — 4  — 4  ^  +  -*2 <  •)
функцияни ^арайлнк. Бу функция (0. 0) нуктада катъий максимумга эришади. >̂ а- 
ки^итан ^ам. (0 , 0) нуктанинг ушбу

и г «О, <))) =  { ( * ! ,  х2 ye Я 2: 4  +  4  < г 2 } (0 <  г <  1)

атрофи олинса, унда V (*i> х2) 6 Ur ((0 , 0))\{ (0 , 0)) учун

f(xx , х2 ) =  V 1 -  4  "  4  <  f (0 . 0) =  1

булади.

13.8 ва 13.9-таърифлардан куринадики, f(x ) функциянинг х° нуц- 
тадаги киймати /(д°) ни унинг шу нукта атрофндаги нукталардаги
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киймат лари билангина солиштирилар экан. Шунинг учун функциянинг 
эксгремуми (максимуми, минимуми) локал экстремум (локал макси

мум, локал минимум) деб аталади.
2. Ф у н к ц и я  э к с т р е м у м и н и н г  з а рурий шарти .  / (х,, х2, 

. . . , х-т ) функция очик М  (М  cz R m) тупламда берилган. Айтайлик, 

Дх,, х2, , хт) функция х° =  (х',\ х!>, . . . , х°,) нуктада максимумга 

(минимумга) эга булсин. Таърифга кура х° =  (xj’, х%, . . . , х®_) нукта- 

нинг шундай U6{x°)cz М  атрофи мавжудки, V  (х,, х2, . . . , xrn)£U 6{x) 

учун

Дх,, х „  . . . , хЯ1) </ (х° ,  хп2, . . . , х^)(/(х, ,  х,, . . .  , хт ) >  

>/ (х« ,  *§, . . . , х^)),

хусусзн

4 ............xnm) < f ( xb  Х2’ ■ ■ ■ 1- 4  • • • ’
> / ( х° ,  хп2, . . .  , х«г))

булади. Натижада бир узгарувчига (х,) га боглих булган /(х,, x!j, ... , 

х°г) функциянинг U6(x°) да эн г катта (энг кичик) киймати / (xf, х°,

. . . , х®,) га эришишини курамиз. Агарда х° нуктада f'Xi(x°) хусусий 

хосила мавжуд булса, унда Ферма теоремаси (каралсин, 1-кисм, б-боб, 
6- §) га кура

W  4- - О  =  £,(*“) =  О

булади.
Худди шунингдек, f'x (.x°), . . . , fx (х°) хусусий ^осилалар мавжуд 

булса,

£ ,(* ° )= о .  / ;^ '° )]= ° ................ ... /;„(*•>= °

булишини топамиз.
Шундай килиб куйидаги теоремага келамиз.
13.9-тео рем а . ’ Агар f(x) функция х° нуцтада экстрему мга 

эришса ва шу нуктада барча fXi, fx ,̂ . . . , f  хусусий хосилаларга

эга булса, у холда

/*(**)= °>  / ; ,(^ ° )= о ............ / im(* ° )= o

булади.

Бирох / (х) функциянинг бирор х' £ R m нуктада барча хусусий .хо
силаларга эга ва

№ )  =  о, /;,(х ') =  о, . . .  , f ;m(x') =  о

булишидан, унинг шу х' нуктада экстремумга эга булиши хаР доим 
Хам келиб чикавермайди.

Масалан, R 1 тупламда берилган

/(.*!, х2) = х , х 2
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функцияни карайлик. Бу функция /” (х{, х„) =  х„ fx (хр х.,) =  х х ху

сусий хосилаларга эга булиб, улар (0, 0) нуктада нолга айланади. 
Аммо f ( x x, х2) =  х 1у х2 функция (0, 0) нуктада экстремумга эга эмас 
(бу функциянинг графиги гиперболик параболоидни ифодалайди, ка
ралсин 12-боб, 3-§).

Демак, 13.9-теорема бир аргументли функциялардагидек функция 
экстремумга эришишининг зарурий шартини ифодалар экан.

f (x )  функция хусусий хосилаларини нолга айлантирадиган ну^та- 
лар унинг стационар нукталари  дейилади.

13.4- эс л атма.  Агар f  (х) функция х° нуктада дифференциалла
нувчи булса, у хрлда функциянинг экстремумга эришишининг зарурий 
шартини ушбу

df(x?) =  0 (13.39)

куриншда ёзиш мумкин.
Хакикатан хам, f(x ) функциянинг х° нуктада дифференциалланувчи 

булиш-идэн унинг шу нуктада барча /' , Г , . . .  , /' xvcvchh хрси-
Л1 А2 Xft} « *

лаларга эга булиши келиб чикади. х° нуктада функция экстремумга 
эришишидан теоремага кура

/;(*° ) =  о ,/;,(*° ) =  о , . . . , =  о 
булади. Бундан эса (13.39) булиши топилади.

10- §. Ф у н кц и я  экстр ем ум и ни нг етарли ш арти

Биз юкорида /(х) функциянинг х° нуктада экстремумга эришиши
нинг зарурий шартини курсатдик. Энди функциянинг экстремумга 
эришишининг етарли шартини урганамиз.

/ (х) функция х° £ R m нуктанинг бирор

t/6(x°) =  \ x£Rm :p (x , х ° ) < 6 )  (6 >  0) 

атрофкда берилган булсин. Ушбу

А = / ( * )  — /(х°) (13.40)

айирмани ^арайлик. Равшанки, бу айирма U6(x°) атрофда уз ншораси- 

ни сакласа, яъни щ р  доим А >  0(Д ^  0) булса, f  (х) функция х° ну^- 
тада минимумга (максимумга) эришади. Агар (13.40) айирма хар ^ан- 
дай U 6{x°) атрофда хам уз ишорасини сакламаса, у ^олда f(x ) функ

ция х° нуктада экстремумга эга булмайди. Демак, масала (13.40) 
айирма уз ишорасини са^лайдиган Ub(x°) атроф мавжудми ёки йу^ми, 

шуни ани^лашдан иборат. Бу масалани биз, хусусий холда, яъни f  (х) 

функция маълум шартларни бажарган хрлд.а ечамиз.
f(x ) функция куйидаги шартларни бажарсин:
1) f{x) функция бирор U6(xQ) да узлуксиз, барча узгарувчилари 

буйича биринчи ва иккинчи тартибли узлуксиз хусусий хосилаларга эга;
2) х° ну^та /(х) функциянинг стационар нуктаси, яъни

ГхМ°) =  о, / ; г (х») =  о, . . .  , f'Xrn(х°) =  о.
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Ушбу бобнинг 8-§ ила келтирилган Тейлор формуласидан фэида- 
ланиб, л’° нуктанинг стационар нукта эканлигини эътиборга олиб, куйи
дагини топамиз:

f  (-'О ~  f  (*°) +  4  >1 +  f xi A - i  - f  . . . +  f x2 & x l +
i 2 in

+ 2 ( С ,  +  A ^ A x 3 +  . . .+  A A x j ]  -=

m 

l ji-A

Бу муносабатда f  (x) функциянинг барча xvcvcafi хосилалари /*
'  '  " K L x k

( / , £ = 1 , 2 ,  . . m) лар ушбу

(4  + 9Ax lt xi’ -f-OA л-2, . . x e + O A x J  (0 <  0 <  1) 

нуктада хисобланган ва

А х1 =  хг -  л-», А а2 =  а, — А®........... А хт — хт —  х°т .

Демак,
т  

i ,*= i

Берилган f (х) функция иккинчи тартибли хосилалаРини нг стацио
нар нуцтадаги кшшатларини куйидагича белгилайлик:

aik = fHXk(x°) O', А =  1, 2, . . . , т).

Унда f" (х) нинг а0 нуктада узлуксизлигидан

f*ixk f'xp-k G A -V1’ л 2 + f) A 'V2, • • Х„ +  0 А Ат) =  a ik +  CLik

(t, k =  1, 2, . . m) булиши келиб чикади. Бу муносабатда Аа^-^О, 
Аа'2-«-0, . . . , Д х.п —v 0 да барча ай->- 0 ва 6-§ да келтирилган 13.6- 

теоремага асосан

aik =  aid {i, k -= I, 2, . . . , т) 

булади. Натижада (13.40) айирма ушбу

т гп

А =  ~2 ( V  aik А а-j Д хк +  ^  a ik A xt А хк j

IM— 1 £ ,fe==l

куринишни олади. Буни куйидагича хам ёзиш мумкин:

т т

4 - е .  [ V . ,  +  у а„
2 ' р е j Z j  ‘ t  р I

i,k—l i,k=l
Агар

5. =  (i =  1, 2, . . т )
л1 

Р
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деб белгиласак, унда
т т

а = т С £  <1з-4 ])
i.k— J i,A =  I

булади.
Ушбу

т

Р  (Si> ёа> • • •’ 5т) ~  ®ik^i^k 
t,*=1

ифода |1; |2, . . . , 1т узгарувчиларнинг квадратик ф о р м а т  деб ата
лади, bik (i, k =  1 , 2 , . . . ,  т )  лар эса квадратик форманинг козффи- 

циентлари дейилади. Равшанки, ^ар кандай квадратик форма уз ко
эффициентлари ор^али тула аникланади. Квадратик формалар алгебра 
курсида батафсил урганилади. Куйида биз квадратик формага дойр 
баъзи (келгусида кулланиладиган) тушунчаларни эслатиб утамиз.

Равшанки =  Н2 =  . . . =  == 0 булса, хар кандай квадратик 
форма учун

Р  (0, 0, . . . ,  0) -  0
булади.

Энди бошка нукталарни карайлик. куйидаги холлар булиши мум
кин:

1. Барча %\ + Щ + . . . + Ъ2т >  0 нукталар учун

Р  |2, . . . и > 0 .

Бу хрлда квадратик форма м усбат  анщланган дейилади.
2. Барча -Ь | ^ >  0 нукталар учун

р  (1Х, ?2, . . . ,  и  <  о.
Бу хрлда квадратик форма манфий аницланган дейилади.

3. Баъзи (1и 1г, . . 1т) нукталар учун Р  S2, . . 1т) >  0, 
баъзи нукталар учун

Р  & , ё2, . . ., 1т) <  0.

Бу хрлда квадратик форма ноаниц дейилади.
4. Барча Щ +  Щ +  . . . 4- \2т >  0 нукталар учун

Р  (£l> 2̂> • • • у %т) 0 

ва улар орасида шундай (|1; S2, . . . , %т) нукталар хам боркн,

Р  (fei> 1г» • • • < бт) “  0.

Бу хрлда квадратик форма ярим м усбат  анщланган дейилади.
5. Барча Щ +  Щ +  . . .  + %2т >  0 нукталар учун

Р  ( !„  £2, . . . ,  U < 0  

ва улар срасида шундай 12, . . . , £„,) нукталар хам боркн,

р  U  =  о.
Бу хрлда квадратик форма яримманфий анщланган дейилади.
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квадратик форма мусбат аникланган булсин. Аввало кжоридаги 

р — У  Л A''l'+Д Х:2+  . . .+д

ва

1.- =  — L а  — 1 , 2 , .  . . т )
‘ р

тенгликлардан

£2 J_ £2 I 4- -2 =  1t] I ь2 Т  • ■ ■ Т  ^

эканлигини топамиз. Маълумки, R "  фазода

5, (0) =  5 , «0, 0, . . . ,  0)) =  {с,, . . . , l nK R m:-

Щ  +  Ц  -Г  ■ • - -т- 12т  =  1 i

маркази 0 =  (0, 0, . . . , 0) нуктада, радиуси 1 га тенг сферани ифо- 
далайди. Сфера ёпик ва чегараланган туплам. Вейерштрасснинг биринчи 

теоремасига асосан шу сферада Q (sv, ъи, • • • , функция узлуксиз 
функция сифатида чегараланган, хусусан куйидан чегараланган бу

лади:

Q (?!, |2, %т) >  с (с — const).

Агар Q 0,ъ . . . .  £,„) квадратик фэрманинг мусбат аникланган 

эканлигини эътиборга олсак, унда с >  0 булишини топамиз.
Иккинчи томондан, Вейершграсснинг иккинчи теоремасига кура бу 

Q (sx, . . . ,  ёш) функция S, (0) сферада узининг ани^ к;уйи чега- 

расига эришади, яъни бирор . . ., l°m) £ S l (0) учун

Q (Ц, I I  ■ ■ ■’ Ч )  =  m inQ (si. —  U

булади. Яна Q (|L, £г, . . . ,  Нт) квадратик форманинг мусбат аншутан- 

ганлигани эътиборга олсак,

Q (14, Ц, Ш) > 0

эканини топамиз. Демак, (0) сферада

п:

q  ( i L, t l t . . . ,  и  =  2  %л-б,г> с > о

булади.



ни бах,олаймнз. Коши— Буняковский тенгсизлигидан фойдаланиб, то
памиз:

т  т  т

i,k=l i~l  *=1
J _  _1_

т  гп > f’l о

'  ' У а Г -I )
' i — l к = 1 " (=1

I £
, 2п т  о т  гп

-(2(2«»ь)Т<12(2«ь2в)] =(2 ■
1=1 к=\  Г =  1 А=1 к = 1  { ,к  =  1

Маълумки, А х,-^0, А.\'а-^'0, Л хт — 0 да барча oct7j->0.

Бундан фойдаланиб х° нуктанинг атрофини етарлича кичик 1̂ илиб олиш 
^исобига

С

. 2  4 . )  <■,
i,k= 1

тенгсизликка эришиш мумкин. Демак, (13.41) дан
т  т  *

* .*= 1 i,fc=i

2. Куйидаги
т

Q ( I j.  &■.» • • • , £m) =  V-ik^i^k 

[ ,к = 1

квадратик форма манфий ани^ланган булсин. Бу холда х° нуктанинг
гп т

етарлича кичик атрофида А =  a ik £г- ^  a ik < 0  бу-

l,k= 1 fV?=l
лиши 1- хрлдагига ухшаш курсатилади. Натижада куйидаги теоремага 
келамиз.

13.10-тео рема,  f  (х) функция х° нуцтанинг бирор U6 (х°) а т р о 

фида (8 > 0 )  берилган булсин ва у ушбу ш артларни баж арси н :

1) / (х) функция U6 (х°) да барча узгарувчилар хи х2, . . . ,  хт буйи

ча биринчи ва иккинчи тартибли узлуксиз хусусий хосилаларга эга>

2) х° нукта f  (х) функциянинг стационар нуктаси;

3) коэффициентлари

. 'а/* == £,■** (*°) (*. * =  I-2, • • - , т )

булган
т

Q (sii ё21 • • • > ьш) — 2  aik Sfc
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квадратик форм а м усбат  (манфий) аникланган. У  хрлда / (х) функ

ция х° нуктада -минимумга (максимумга) эришади.

Бу теорема функция экстремумининг етарли ш а р т ин и  ифода- 
лайди.

3. Агар
Т71

Q (Si, Ъг, • • • ■ Im) =  ^  aik l t l k 

i , k =  1

квадратик форма ноаник булса, / (х) функция х° нуктада экстремумга 
эришмайди. Шуни исботлайлик. i i ,  Е2, . . . , \т ларнинг шундай (/гА, 

h2, . . . ,  hm) ва {h, h2, . . . ,  h m) кийматлари топиладики,

Q (ftx, h2, . . . ,  hm) >  0, Q ( К  К ...........hm) < 0  (13.42)

булади.

хв =  (х“, х», . . ., х“г) ва (xj + h p 4  ~i-h2, . . ., + h j  

нукталарни бирлаштирувчи

xi =  -*4 ’

-•<2 =  x\ + th2,

........................  (13.43)

Xrn =  Xm + thm ( 0 < * < 1 )

кесманинг нукталари учун юкоридаги (13.41) муносабат ушбу
Ш tn

Л = ■f" (S hi hk + S  hi Hk) 
i,*=i i\*=i

куринишга келади. Бу тенгликнинг унг томонидаги биринчи ^ушилувчи
(12.42) га кура мусбат булади. Иккинчи кушилувчи эса, ^->-0да
нолга интилади (чунки t-*- 0 да А х; == х, — xj1-»- 0, А х2 =  х, — 0,

.  . Ахт = х т х%1-*-0). Демак, (13.43) кесманинг х° !нуктага етарлича

якин булган х нукталари учун А айирма мусбат, яъни

/ ( * ) > / ( * » )
булади.

Худди шунга ухшаш, _

х\= х\ +  th\,

Х-2 — х2 ~Ь thy,

Хт  —  Хщ thm

кесманинг х° нуктага етарлича якин булган х нукталари учун А айирма 
манфий, яъни

/ М < / ( * ° )

булиши курсатилади.
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Демак, Д — f (х) — f  (х°) айирма х° нуктанинг хар кандай етарлича 
кичик атрофида уз ишорасини сакламайди. Бу эса f (х) функциянинг 
х° нуктада экстремумга эришмаслигини билдиради.

4 — 5. Агар
т

Q (cj, . . . ,  U  =  V aik\ilk

i,u=l

квадратик форма яриммусбат аникланган булса ёки яримманфий апик,- 

ланган булса, f (х) функция х° нуктада экстремумга эришиши хам, 
эришмаслиги хам мумкин. Бу «шубхали» хол кушимча текшириб ани^- 
ланади.

Юкоридаги 13.10-теореманинг 3-шарти, яъни Q (^ , |2, . .  ., %т) 

квадратик форманинг мусбат ёки манфий аншуганганликка алокадор 
шарти теореманинг марказий цисмини ташкил этади. Квадратик форма
нинг мусбат ёки манфий аницланганлигини алгебра курсидан маълум 
булган Сильвестр аломатидан фойдаланиб топиш мумкин. Куйида бу 
аломатни исботсиз келтирамиз.

С и л ь в е с т р  аломати.  Ушбу

р  £а, . . . ,  U  

квадратик форманинг мусбат аникланган булиши учун

V

;,ь= 1

А. & 2 
°ik

bn >  о, bL1 bl2 

Ь'21 b.,4
> 0 ,

Ьп Ь{ 2 . . ■ Ь1т

b2l b22 . . • «2 т > 0

Ь,пХ Ьт 2 ■ • Ьтт

тенгсизликларнинг, манфий аникланган булиши учун

bn  <  0 ,
Ьц  Ьц  

Ь‘21 2̂2

Ьц bv. bis
> 0 , Ь.п 2̂2 2̂3

3̂1 Ь%2 Ьзз

<  0, 1)”

ьп Ь12 . • Ь Ьп

ь ь ь
21 22 * * * и2т

Ьт1 Ьт  2 • . ьт т

> 0

тенгсизликларнинг бажарилиши зарур ва етарли.
Хусусий холни, функция икки узгарувчига боглик булган холни 

карайлик.
/ (Xj, х2) функция х° =  (х®, х®) нуктанинг бирор атрофи

U 6 (х°) =  |х =  (xu  х2) € R 1: Р (х, х°) <  6} (б >  0)

да берилган булсин ва бу атрофда барча биринчи, иккинчи тартибли 
узлуксиз хосилаларга эга булсин. х° эса каралаётган функциянинг 
стационар нуктаси булсин:

Одатдагидек

4  (*0) = 0 ,  £ ,(* » ) =  0.

( * ° ) .  «12  =  Гх,х. ( * 0)- а 22 =  fx : ( А
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1°. Arap

ап  а12

Q. 21 2̂2

булса, / (х) функция х° нуктада минимумга эришади.

■■апа 22 —  а ,| > 0  ва дп >  О

2°. Агар

fll 1 й22 ' >  0 ва а., <  О

булса, /  (х) функция х° нуктада максимумга эришади.
3°. Агар

а И а22 а 12 ^  ®

булса, / (х) функция х° нуктада экстремумга эришмайди.
4е. Агар

а П а22~  °12 =  0

булса. / (х) функция х° нуктада экстремумга эришиши .\ам мумкин, 
эришмаслиги х>ам мумкин. Бу «шуб^али» хол кушимча текшириш ёр
дамида аникланади.

Ха^и^атан х,ам, Г-ва 2°-.%олларла квадратик форма мос равишда 
мусбат аницланган ёки манфий аникланган булади (царалсин: Сильвестр 
аломати).

3°- хрлда, яъни

а п а22 —  а,$<СО  (13.44)

булганда Q (£,, |2) =  а п Щ + 2а,2Е, 12 + а22Щ квадратик форма ноаник 

булади. Шуни исботлайлик.
а и  = 0  булсин. Бу хрлда (13.44) дан а 12 Ф  0 булиши келиб чика

ди. Натижада Q (glt |2) квадратик форма ушбу

Q (|г, 12) =  (2а12Ь  + а 2212) 12 

куринишга келади. Бу квадратик форма

1 —  С1*>
Ь1 —

2а,

кийматда мусбат: 

кийматда эса манфий:

Q

О ва
1 ~Ь а22 t 

~~2 > 2̂ 
/а-|о

1,

2а ,,

булади.
Энди а п >  0 булсин. Бу хрлда Q (Н,, Н2) квадратик формани к,уйи- 

дагича ёзиб оламиз:

Q (Sn ёг) — а х
О-у

«и
Si Н-- - -2

! 1 “22 " 3,2

аП
(13.45
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Кейинги тенгликдан § 2 =  1 кийматда
йц

, | 2 =  1 ^ийматларда эса

Q (SL 1 ) > 0

булишини топамиз.
Ва нихоят, аи <  О булсин. Бу хрлда (13.45) муносабатдан фойда-

ланиб, Q (si, £2) квадратик форманинг с, =  — — , |2== 1 кийматда мус-

булишини топамиз.
Шундай килиб, а п а22 — а,| < 0  булганда Q (gj, |2) квадратик фор

манинг ноаник булиши исбот этилди.
4°-хрлни, яъни а п а22— =  О булган холни карайлик. Бу холда, 

а п =  0 булса, унда a i2 =  О булиб, Q (с.0, 5 ,) квадратик форма ушбу

бат Q (— —  , l ) > 0  ва V  h  >  —
V аи / ац(

2
а 12 — '  а \ \  а 22

,  =  1 ЦИЙ-

Q (Й- i 2) = a 22̂ 2

куринишни олади.
Равшанки, о22 >  0 булганда

Q (|г, £г) >  О,

даа <  0 булганда

булиб, £х нинг ихтиёрий кийматида

Q 0) =  О

булади.
Агар ап  >  0 булса,

аи <  0 булганда



булиб, |t ва S2 ларнинг

t _  ___ C~, 2 £

<-'-'11

тенгликни каноатлантирувчи барча кнйматларида Q (It, ?.,) квадратик 
форма нолга тенг булади. Демак, каралаётган хрлда Q (£,, |2) квадра
тик форма яриммусбат аникланган ски яримманфий аникланган булади. 

Энди мисоллар караймиз.

М и с о л л ар . ]. Ушбу

/ (л-,, х2) =  х3у +  .*2 — Зал-, Хг, (а ==fe 0)

функцияни карайлик. Бу функциянинг биринчи ва иккинчи тартибли хосилалари

fx (дс], х2) =  3xf — 3ах.2, fx (Xj. дгл) =  3 х\ — ЗаХ],

/”« (А'[, хг) =  6 * j, !XlXt (.Vj, х,) =  — За. fxz (*,, х2) ■— Gx,

булади.

( ЗХ| — 3их., =  О,

] 3xi — 3axj =  0

системами ечиб, берилган функциянинг стационар нукталари (0 , 0) ва (а, а) эканинк 
топамиз.

(а, а) нуктада

Kjt =  С a, i713 =  — За, а2 2  =  6я

булиб,

а,,,-, —  —  27а2 >  0

булади.
Демак, а >■ 0 булганда (яи > 0  булиб) функция (а, а) ну^та минимумга эри

шади, а <  0 булганда функция (а, а) нуктада максимумга эришади. Равшанки, 
/ (а, а) =  —  а'К (0 . 0) нуктада

°11 а22~ а 12 г_= —

булади. Демак, берилган функция (0, 0) нуктада экстремумга эришмайди.
2 . Куйидаги

f (*i. Х2) =  (х2 — хх)2 — (лг2 4- 2)3

функцияни ^арайлик. Берилган функциянинг стационар нуктаси (— 2, — 2) ну^та 
булади. Бу нуктада

С11 а22 а12 =  0

булишини топиш кийин эмас. Демак, биз бу ерда юкоридаги 4°- «шубх.али» ^олни 
учратяпмиз. Экстремум бор- йу^лигини аниклаш учун цушимча текшириш уткази- 
шимиз керак. (— 2 , — 2) нуцтадан утувчи х2~  хг тутри чизи^нинг ну}\таларини 
караймиз. Равшанки, бу тугри чизи^ ну^таларида берилган функция

[ (х1; х2) =  (х, -f 2)3

булиб, х2<  — 2 да / (Xt, х2) <  0. х , >  — 2 да f (хъ х2) >  0 булади. Демак, / (xlt 
х2) функция (— 2 , — 2) нук,та атрофида ишора сацламайди. Бинобарин, беричган
функция (— 2 , — 2) нуктада экстремумга эришмайди.

110



11- §. О ш ко р м а с  ф ункциялар

1. О ш к о р м а с  ф у н к ц и я  т у ш у н ч а с и .  Мазкур курснинг 1- 
кисм, 4-боб, 1- § ида функция гаърифи келтирилган эди. Уни эслатиб 
утамиз. Агар X  туиламдаги (X  сz R) хар бьр х сонга бирор к,оида ёки 
конунга кура Y тупламдан (Y с  R) битга у сон мос куйилган булса, 
X  тупламда функция берилган деб аталар ва у

f 'x -+ y  ёки у  =  f(x)
каби белгиланар эди. Бунда х га у ни мос цуядиган ^оида ёки к>онун 
турлича, жумладан аналитик, жадвал хамда график усулларда булиши
ни курдик. Масалан, функциянинг график усулда берилишида х билан 
у орасидаги богланиш текисликдаги эгри чизик ёрдамида бажариларди. 

Энди икки х ва у  аргументларнинг F (х, у) функцияси
М =  {(х, y)£R2 ’ a < x < b ,  c < y < d }

тупламда бер,;лган булсин. Ушбу
F [х, у) =  О

тенгламани карайлик. Бирор х0 сонни (х0£(а, Ь)) олкб, уни юкрридаги 
тенгламадаги х нинг урнига ^уямиз. Нагижада у ни топиш учун куйи- 
даги

F(x0,y )  =  0 (13.46)
тенгламага келамиз. Бу тенгламанинг ечими xa¥Wa ушбу доллар бу
лиши мумкин:

1°. (13.46) генглама ягона хакикий уй ечимга эга,
2°. (13.46) тенглама бигта хам хакикий ечимга эга эмас,
3°. (13.46) тенглама бир нечга, хатто чексиз куп хакикий ечимга

эга.
Масалан,

р , _fу — х2, агар х 0 булса,
г  {х> У) — ' х> а г а р х <  0 булса

булсин. У холда
F(xt y) =  О (13.47)

тенглама х0 >  0 булганда, ягона у  == х\ ечимга, х0 <  0 булганда ик
кита

У ~  V  Д'о’ У Хд
ечимларга эга булади.

Агар бирор F (х, у) =  0 тенглама учун Г-^ол уринли булса, бун
дай тенглама эътиборга лойик;. Унинг ёрдамида функция анш^ланиши 
мумкин.

Энди х узгарувчининг ^ийматларидан иборат шундай X  тупламни 
царайликки, бу тупламдан олинган хаР бир кийматда F (х, у) =  0 тенг
лама ягона ечимга эга булсин.

X  тупламдан ихтиёрий х сонни олиб, бу сонга F (х, у) =  0 ченгла. 
манинг ягона ечими булган у  сонни мос 1<;уямиз. Натижада X туплам.
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дан олинган хар бир х га юкорида курсашлган коидага кура битта у 
мос куйилиб, функция хосил булади. Бунда х ва у узгарувчилар ора
сидаги богланнш F (х, у) =  0 тенглама ёрдамида булади. Одатда бун- 
дай берилган (аникланган) функция ошкормас куринишда берилган 
функция (ёки ошкормас функция) деб аталадн ва

тенглама х нинг # \ { x £ R :  — 1 ^  х < 1} дан олинган хар бир'цийматида ягона

тенгламани карайлик. Уни куйидагича
1

х  =  у — s i n ;/ =  (у) ( у £ ( — «>))

курнишда ёзнб оламиз. Равшанки, ф [у) функция (— • .о, ■ ) да узлуксиз ва <р' (у) =

=  1 — —  cos и : 0 хосилага эга.
2

Унда тескари функция хакидаги теоремага кура.^ (I- кием, 5 - боб, 7- §) у — 
=  Ф—1 (х) функция мавжуддир. Демак, (— со. ) олинган ж нинг хар бир ^инмати- 
да (13.49) тенглама ягона г/ =  ф 1 (х) ечимга эга, бундан

х у : F (х, у) =  О
каби белгиланади.

М и с о л л а р. 1. Ушбу

F К  У) =  У У ! — 2
функцияни ^арайлик. Равшанки,

F (х, у) =  у ух"- — 1 — 2 =  0 (13.48)

2
У

ечимга эга, бундан

Натижада (13.48) тенглама ёрдамида берилган ушбу

ошкормас куринишдаги функцияга эга буламнз.
2. Ушбу

Fix, у) =  х — г/ + s i n# =  0 (13.49)

F (х, (х)) =  0.
Хар бир х га <р~ (х) ни мос ц утб ,

х -*■ ф 1 ( х ) : F (х , ф- 1  (л-)) =  0
ошкормас куринишдаги функцияга эга буламиз.

3. Юкорида келтирилган (13.47) тенглама з̂ ам х > 0 да
x ^ x 2 : F( x ,  х2) =  0

ошкормас куринишдаги функцияни ани^лайди.
4. К,уйидаги



тенгламани царайлик. Бу тенглама х нинг (— : : ,  сс) ораяю^дан олинга:ч хеч бир 
кийматида ечимга эга эмас. Чунки хар доим у - — In у '■ 0. Бу холда берилган 
тенглама ёрдамида функция аникланмайди.

13.5- э с  л ат  м а. Фараз килайлик, ушбу
F (х, у) =  О

тенглама ошкормас куринишдаги функцияни аник.ламасин. Баъзан, бу 
хрлда у  га маълум шарт цуйиш натижасида юкоридаги тенглама ош
кормас. куринишдаги функцияни аниклаши мумкин.

Масалан, куйидаги
F (х, у) = х 2 +  у 1 — 1 =  0 (13.50)

тенгламани карайлик. Бу тенглама х нинг (—1, 1) оралнкдан олинган 
хар бир кийматда иккита

У =  — У 1—х2, 
у =  У Т ^ с ‘

ечимларга эга. Агар у  га, унинг кийматлари [—1,0] сегментда бул
син, деб шарт куйилса у холда (13.50) тенглама ёрдамида аницланга».

х ^ ---- У 1 —х'2, F (х,—у  1—х2) =  0
ошкормас куринишдаги функция хосил булади.

2. О ш к о р м а с  ф у н к ц и я н и н г  м а в ж у д л и г и .  Биз юкррида
F (х, у) =  0

тенглама ёрдамида хар доим ошкормас куринишдаги функция ани^лана- 
вермаслигини курдик.’

Энди тенглама, яъни F (х, у) функция кандай шартларни бажар- 
ганда ошкормас куринишдаги функциянинг аникланиши, бошкача айт- 
ганда, ошкормас куринишдаги функциянинг мавжуд булиши шсаласи 
билан шугулланамиз.

13.11-те  о р е ма .  F (х, у) функция (х0, y0)£R~ нуцтанинг бирор 
Uh,k ((х0, у0)) == {(л-, у) 6 R2 ■ х° — h <  х <  х0 -f h, y„ — k <  

< У < У о  +  k}
атрофида (ft >  0, k >  0) берилган ва у куйидаги шартларни бажар
син:

1) Uh,k((xо, у,)) да узлуксиз;
2) х узгарувчининг (х0 — h, х0 +  !г) ораликдан олинган хар бир 

тайин ^ийматида у узгарувчининг функцияси сифатида усувчи;
3) F(xо, г/0) =  0.
У  холда (х0, уд) нуктанинг шундай 

^б.е((*о> Уо)) =  {(•*» — б < х < х 0 +  6, у0 — г < у < у 0 +  Е}
атрофи (0 <  б <  h, 0 <  е <  k) топиладики,

П  ¥  х £(х0— б, х0 +  6) учун
F(x,y) = 0
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тенглама ягона у ечимга (у Р (у0— е, у0 +  г)) эга, яъни F (х, у ) — О 
тенглама ёрдамида

х-*- у :F (х, у) =  О
ошкормас куринишдаги функция аницланади,

2') х =  х0 булганда унга мос келган у =  у0 булади,
3') ошкормас куринишда аникланган

х->-у: F(x, у) — О 
функция (jc0 — б, х0 +  б) оралщда узлуксиз булади.

Ис б о т .  Uh k ((х0, уп)) атрофга тегишли булган (х0, у„ —е), (х0 х0 -f- 
+  е) нукталарни олайлик. Равшанки, [у0 — е, г/0 +  е] ораликда F (х0, у) 
функция усувчи булади. Демак,

Уо е Уо^~ F ('■и’ Уо е) ^  Р (■*<)> Уо)’
У о +  е >  У о => F (л0, У о +  е) >  F (*о> У о) •

Теореманинг 3- шартига кура
F (*о> У о — е) <  О- F ('го. Уо +  е) >  О

булади.
Теореманинг 1-шартига кура F (х, у) функция Uhtk((x0, у0) да уз

луксиз. Бинобарин F(x, у0 — е) ва F (х, уп +  г) функциялар (%0 — h, 
xQ +  h) оралиеда узлуксиз булади. Унда узлуксиз функциянинг хосса- 
сига кура (каралсин, 1- кием, 5 -боб, 7-§) х0 нуктанинг шундай атро- 
фи х0 — б, х0 +  б) топиладики (0 <  б <  h), у  х £ (х0 — б, х0 +  б) учун 
F (*> У о — е) <  О- F (х> У о +  е ) >  0 булади.

Равшанки, (х0, у0) нуктанинг ушбу

б̂> * Уо)) ~  у)  ̂  ̂ х ^  У У о 4"
атрофи учун теореманинг барча шартлари бажарилаверади, чунки

k (С̂ о» У о)) ^  ^ h. k ((*о. Уо))-
Y  х* £(х0 — 8, х0 +б)  нуктани олиб, F (х*\ у) функцияни i^apan- 4 

лик. Бу функция, юцорида айтилганига кура [у0 —- е, г/ +  е] ораликда 
узлуксиз ва унинг четки нук>таларида турли ишорали цийматларга 
эга:

F (х*, Уо- г ) < 0 ,  F (x * ,y 0 +  8 ) > 0
У  холда Больцано — Кошининг биринчи теоремасига кура (^аралсин, 
1-^исм, 5 -боб, 7-§) шундай у* топиладики (у * £ { у 0 — е, {/0 +  е)),

F (х*, tf)  =  О
булади. Бу топилган у* ягона булади. ^акикатан хам,

у ф  y*=$rF (х*, у )ф Р {х *, у*), (у € [г/о—6. Уо+ъ})
чунки, F(x*, у) усувчи булганлиги сабабли у  >  у* учун F(x*, у) >  
> F (x * , у*) ва у <  у* учун F(x*, y)<.F(x*, у*) булади.

Шундай цилиб, х нинг [х0 — б, х0 - f  б) оралиедан олинган хар бир 
кийматида F(x,y) = 0  тенглама ягона у ечимга эга эканлигн курса- 
тилди. Бу эса F (х, у) — 0 тенглама ёрдамида

х —>■ у : F (х, у) =  0 (13.51)
ошкормас куринишдаги функция аникланганлигини билдиради.
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л — х0 булсин. Унда теореманпнг 3 -шарги F (х0, у0) =  0 дай, х0 га 
у 0 ни мос куйилгандагина:

a0~ Уо ■ F (а0, у0) =  0.
Демак, х =  х1} да ошкормас функциянинг киймати у0 га тенг булади.

Энди ошкормас функциянинг ( , y 0 —  8 ,  х0 - -  8 )  ораликда узлуксиз 
булишини курсатамиз.

Равшанки, х £ (х0 — б, х0 +  8) га мос куйиладиган у  £ (у0 — г, y0-j- 
-г  е) булади. Бу эса ошкормас функциянинг л; =  х0 нуктада узлуксиз 
эканлигини билдиради.

Ошкормас функциянинг V х* £ (,г0 — 8, х0 — 6) нуктада узлуксиз 
булишини курсатиш бу функциянинг х0 нуктада узлуксиз булишини 
курсатиш кабидир.

^а^икатан хам. F (х, у) — 0 тенглама (,v0, у0) нуктанинг атрофи 
£ ((хо’ Уо)) Да ошкормас функцияни аниклаганлигидан, шундай

ir' С ■'% Уо +  е) топиладики, F(x*, у*) — 0 булади. Юкоридаги 
мулохазани (.v*, у*) нуктага нисбатан юритиб, F (х, у) == 0 тенглама 
(х*, у*) нуктанинг атрофида ошкормас куринишдаги функцияни ашщ- 
лашини (бу аникланган функция (13.51) нинг узи булади), у н и  х *  нук
тада узлуксиз булишини топамиз. Демак, ошкормас функция (хд — 8, 
х0 +  6) ораликда узлуксиз булади. Теорема исбот булди.

13.6- эс л а гм  а. 13.11-теорема, F (х, у) функция х узгарувчининг 
(,v0 — h, л0 +  И) ораликдан олинган хар бир тайин кийматида у  узга
рувчининг функцияси сифатида камаювчи булганда х,ам уринли бу
лади.

Биз юкорида F (*, у) 0 тенгламани (v0, г/„) нуктанинг атрофида х 
ни у нинг функцияси сифатида аниклашини ифодалайдиган теоремани 
келтирдик.

Худди шунга ухшаш, F (х, у) =  0 тенглама (х0, уп) нуктанинг аг- 
рофида у ни х нинг функцияси сифатида аниклашини ифодалайдиган 
теоремани келтириш мумкин.

13.12-т е о р е м  a. F (х, у) функция (х 0, у0) £ R2- нуцтанинг бирор 
£/д, k ( ( а-0 , у0)) атрофида (h >  0, k >  0) берилган ва у куйидаги ш арт
ларни бажарсин:

!) Uh,k ((*о. У о)) да узлуксиз;
2) у узгарувчининг (у0 — k, у0 -f- k) оралщдан олинган %ар бир 

тайин кийматида х узгарувчининг функцияси сифатида усцвчи (ка
маювчи),

3) F (х0, у0) =  0.
У хрлда (ха, у0) нуктанинг шундай

е ((*„, Уо)) =  { (а ,  у 6  R2 : —  б <  -X <  х0 +  8, у0 —  е <  у <  у0 +  е}

атрофи (0 <  б <  h, 0 <  е <  k) топиладики,
1') Y  У 6 (Уо — Уо+  е) учун

F (х, у) =  0
тенглама ягона х (х £ (х0 — б, х0 4- б)) ечимга эга, яъни F (х, у) =  0 
тенглама ёрдамида у-*-х : F (х, у) =  0 ошкормас куринишдаги функ
ция аникланади',

2') У =  Уо булганда унга мос келган х — х0 булади,
3') ошкормас куринишда анщланган функция
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y -+ x : F(x, у) =  О
(у0 — е, уа +  е) да узлуксиз булади.

Бу теореманинг исботи юкорида келтирилган 13.11-теореманинг 
исботи кабидир.

3. О ш к о р м а с  ф у н к ц и я н и н г  ^ о с и л а с и .  Энди ошкормас 
функциянинг ^осиласини топиш билан щугулланамиз.

13 . 13- теорема .  F (х, у) функция (х0, у0) £ Р} нуктанинг бирор
и к. к ((*<>• Уо)) =  {(*. y ) £ R 2 ' Ч  —  h <  х <  х0 +  h, у 0 — k <  у  <  у9 4 -  А-}

атрофида (h >  0, к >  0) берилган ва у  куйидаги шартларни бажар
син:

1) Uh k ((х0, у0)) да узлуксиз,
2) l rK k ((х0, у0)) да узлуксиз F'x (х, у), F  (х, у) хусусий %осила- 

ларга эга ва F' (х0, уй)Ф  0;
3) F (,v0, у0) =  0.

У %олда (х0, Уд) нуцпганинг шундай
^ 8>Е У^) {(-̂ i У) £ R • Ч <5 х х0 -f- 8, Уо 6 у <С. Уо -f- s} 
атрофи (0 <  б <  h,  0 <  е <  k) топиладики,

1') V  X е (л0 — б, Х0 +  б) учун
F (х, у) =  0

тенглама ягона у ечимга [у £ (у„—е. Уо +  5)) 52а< яъни F (х, у) =  0 
тенглама ёрдамида

х-*- у : F (х, у) =  0
ошкормас куринишдаги функция анщланади;

2') .V =  А'„ бдлганда унга мос келадиган у — у0 булади\
3') ошкормас куринишда аникланган

х -+ у : F (х, у) =  0
функция (л'0 — б, х0 +  б) ораликда узлуксиз булади;

4') бу ошкормас куринишдаги функция (х0 — 6, х0 -f- б) ораликда 
узлуксиз щ)силага эга булади.

Ис б о т .  Шартга кура F'y (х, у) функция Uh k ((х;), уп)) да узл ук
сиз ва F\, [х0, у0) ф  0. Аницлик учун F' (х0, ун) >  0 дейлик. У хрлда 
узлуксиз функциянинг хоссасига кура (х0, у0) нуктанинг шундай

&д Д'-о- i/o)) =  {(■*, У) £ R2 '■ х„ — 6 < х < х а + 6 ,  Уо — £ < У < У о  + s} 
атрофи (0 <  б < h, 0 <  е <  й топиладики, V  (х, У) € Д(*о> Уо)) 
учун F', (х, у) >  0 булади. Демак, F (х, у) функция х узгарувчининг 
(х.:, — 6, х0 +  б) ораликдан. олинган хар бир тайин кийматида, у  узга- 
рувчининг функцияси сифатида усувчи. Юкорида исбот этилган 13.11- 
теоремага кура

F (х, у) =  0
тенглама (х0 — б, х0 + 6) да

х -* -у : F (х, у) =  0 
ошкормас куринишдаги функцияни аниклайди, х — х0 булганда унга
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мос келган у  =  у0 булади ва ошкормас функция (х0 — б, д-0 +  б) да 
узлуксиз булади.

Энди ошкормас функциянинг х.осиласини топамиз, х0 нуктага шун
дай Ах орттирма берайликки, х0 +  Дх £ (х0 — 6, .т0 -f- б) булсин. На
тижада

х ->- у : F (х, у) =  О 
ошкормас фунлция хам орттирмага эга булиб,

F (х0 + Дх, у0 -Ь Ау) — О
булади. Демак,

A F (хо, г/0) = F (х0 +  Дх, у0 +  Ay) — F (х0, у0) =  0) (13.52)
Шартга кура F'x (х, у) ва F'y (х, у) хусусий хосилалар Е ((х0, у0))

да узлуксиз. Бинобарин F (х, у) функция (х0, у0) нуктада дифферен
циалланувчи:

A F {x  0, у0) =  F'x (х0, у0) Ах + F'y (x0, у0) Ay +  а  А х +  Р Д у. (13.52')

Бу муносабатдаги а  ва {5 лар Ах ва Ау ларга богли^ ва Дх->- 0 
да Дг/-*-0, а~+0, (З-э-О.

(13.52') ва (13.52) муносабатлардан

Ду _ Fх (х»> Уо)~г а
Ах F ’y (х0, у0) +  Р

эканлиги келиб чикади.
Ошкормас функциянинг х0 нуктада узлуксизлигини эътиборга олиб, 

кейинги тенгликда Дх-> 0 да лимитга угиб куйидагини топамиз:

А и , .  (  (*о> #о) ~г а  \ Рх (х0’ У<>) 
lim — =  l i m ------ ;---------------- = ------ ;-------- .

Ах ->0 А х  V F y ( x о. #o) +  Р  / Р у ( Х о , У о )

Демак,
/ _ Fх (*о> Уо)

° Fу (хо> Уо)

да ^х(х’ У)> Fy (*> У) хусусий хосилалар узлуксиз 
ва F  (х, у)Ф  0 булишидан ошкормас функциянинг хосиласи

Fx (x, у)
Ух =  — — :

F y  (*> У)
нинг (х0 — б, х0 +  б) ораликда узлуксиз булиши келиб чикади. Теоре
ма исбот булди.

М и с о л. Ушбу

F (х, у) =  хеу -f- уе* — 2 =  0 (13.53)

тенгламани ^арайлик. Равшанки, F (х. у) =  хсу +  уех — 2 функция {(.v, //) £ R2: —
— <  *  <  °о , — оо <  г/ <  =о } тупламда ючор идаги 13.11- теореманинг барча шарт-
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ларшш какоаглантиради. Д емак. -  (х0, у») £ R2 нуктанинг L’g> е (ixt , у0)) атрофи
да (13.5 е:) тенглама ошкормас куринишдаги функцияни аницлайди ва бу ошкормас 
функциянинг хосиласи

F х (х, in еи — уех

У’ =  ~  F ’ (x, у) ~~ хеу - г  е*У ' v ‘
булади.

Ошкормас куринишдаги функциянинг хосиласини куйидагича хам 
хисобласа булади. у нинг х га боглик эканини эътиборга олиб, F (х, 
у) =  0 дан топамиз:

Fx (х, у) +  F’g (х, у) ■ у' =  0.
Бундан эса

р'х ( х > у )
У =  — р - —

Р у (х, у)

булиши келиб чикади.
Юкорида келтирилган (13.53) тенглама ёрдамида аник;ланган ош

кормас куринишдаги функциянинг хосиласини хисоблайлик:
Fx (А-, у) +  F'y (х, у) у' =  еУ +  уех +  (хеУ - f  е* ) у' =  0, (*)

, _  __ 4- уе*
У ~  е *  +  хсу ‘

4. О ш к о р м а с  ф у н к ц и я н и н г  юк о р и  т а р т и б л и  з^осила-  
ла ри .  Фараз килайлик,

F (х, у) =  0
тенглама (х0, у0) £ R2 нуктанинг £/fi_ е ((х0, у0)) атрофида ошкормас 
куринишдаги функцияни аницласин. Агар F (х, у) функция t/& е ((х0, 
у0)) да узлуксиз F'x (х, у), F’y (х, у) хусусий хосилаларга {F"y (х, у)Ф  
Ф  0) эга булса, ошкормас куринишдаги функция узлуксиз хрсилага 
эга булиб,

F r (x, и)
0' =  - - р т - ^  (13.54)

F „ ( x ,  у )

булади.
Энди F (х, у) функция 8 ((х0, у0)) да узлуксиз иккинчи тартиб

ли F'x, (х, у), F"xy (х, у), F", (х, у) хусусий хосилаларга эга булсин, у 
нинг х га богли^лигини эътиборга олиб, (13.54) тенгликни х буйича 
дифференциаллаб цуйидагини топамиз:

„  _  ( F X ( * ’ у ) ) 'х  F y  У)  —  ( F y  (*■ У) )х F 'x ( Х> У )

^  i F у  {х,  у ) ) -

Агар

( F X ( Х ’  У ) ) ' х  =  F x ‘  (*• У )  +  F x y  (%- У )  У ' -

{(Ру (х, У)УХ =  F'yx (х, у) +  F"yt (х, у) у' (13.55)
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эканлигини хисобга олсак, унда
(FyX(x> у) ~Ь F"yt (X, у)-у') ■ Fx (х, у) — {р”г {х, у) 4- Fху (х, у)-у') ■ Fy (дг, у)

У ~~ (Ру (х ,у )?  ~

Ftjx (*■ У)- F x  У)~F (*> у) • Fy (*■ у) -г IFyz (х, у) ■ Fx (х, y)—Fxy{x, у) Fy (х, у))у’

{ри (*> У))г
р  |  ̂ ^

булади. Бу ифодадаги у ’ нинг урнига унинг киймати-------~ -—  ни
Ру (*. у)

куйиб, ошкормас куринишдаги функциянинг иккинчи тартибли хрси- 
ласи учун цуйидаги формулага келамиз:

t , ,  _  2FX (Х■ У) • F y  (*■ у) ■ F xy  (х < У)—р у  (Х- У) F "x2 (*■ у )  !  х (*> у) F y t  у )

У _  (F y(x ,y)?

Худди шу йул билан ошкормас функциянинг учинчи ва хоказо тар
тибдаги ^осилалари топилади.

13.7-э с л а т  м а. Ушбу
F (х, У) — О

тенглама билан аникланган ошкормас куринишдаги функциянинг гово
ри тартибли хосилаларини куйидагича х,ам хисобласа булади.

F (х, у) — 0 ни дифференциаллаб,
К  (х, У) +  Fy (х, у) • у ’ = 0

булишини топтан эдик. Буни яна бир марта дифференциаллаймиз:

(р 'х (л'- У)Ух +  (р ’у (*. у) ■ УХ  =
= (К  (-г- у)Ух +  у' • (ру (*» у))» +  р ’у(х, у) ■ у" = о .

Юкоридаги (13.55) муносабатдан фойдалансак, у ^олда ушбу

Р’х* (х, У) +  2F"xy (X, у) у' +  Fy2 {х, у) ■ у'2 +  F'y {х, у) . у" =  О 
тенгликка келамиз. Унда эса

, ,  F хЛх, y)+2F (х, у) ■ у' + F  „ (х, у ) - у ,%
Ц =  --- ------------------- --- ;------------- --------------

F y(x ,y )

булиши келиб чикади. Бу тенгликдаги у ' нинг урнига унинг циймати 
К  (х > У)------ ;--------  ни куисак, унда
Fy {x, у)

,, _  2F'x (х, у) F ’y (х, у) Fxy (х, у) — Fy (x, у) Fхг (х, у) — Fx (х, у) ■ г у2(х, у)

У ~  (Р'у (х,У)?
булади.

М и с о л .  Ушбу

F (х, у) =  хеу +  уех — 2 =  0
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яъни

У
2еу у'+'2ех у '+  хсу у -  +  уе* 

xsf +  ех
булиши келиб чикади. Бу тенгликдаги у '  унинг урнига унинг киймати

ни ^уйиб, ошкормас функциянинг иккинчи тартибли хосиласини топамиз.

5.  К у п  у з г а р у в ч и л и  о ш к о р м а с  ф у н к ц и я л а р .  К у п  \'зга- 
рувчили ошкормас куринишдаги функция туш унчаси ю кори да урганил- 
ган бир узгарувчили ошкормас куринишдаги функция туш унчаси каби 
киритилади.

F {х, у) =  F (xit х2, . . . , хту) (функция (х =  (xlt х2, . . . , хт ) £ R n) 
м  { - Л ,  у) е  R ^ 1 : aL < xL <  bL, . . . , am <  xm <  c < . y < d )  т у п 
ламда берилган булсин. Ушбу

тенгламани карайлик.
х £ Rm ну^талардан иборат шундай X  тупламни (X с  R m) i^apaft- 

ликки, бу тупламдан олинган хар бир нуктада (13.56) тенглама ягона 
^аци^ий ечимга эга булсин. Энди X тупламдан ихтиёрий. х нуктани 
олиб, бу нуктага (13.56) тенгламанинг ягона ечими булган у  ни мос 
^уямиз. Натижада X  тупламдан олинган хар бир х нуктага, юкорида 
курсатилган коидага кура, битта у  мос ^уйилиб, функция зфсил бу
лади. Бундай аникланган функция куп узгарувчили ( т  та узгарувчи
ли) ошкормас куринишда бзрилган функция деб аталади ва

F (х, у) =  F (л-j, х2 . . . , хт , у) =  О (13.56)

(xt, х2, . . . , x j - > y :  F (х1( х2, . . . , хт , у) =  О
еки

Х-+У- F(x, у) =  О
каби белгиланади. 

М и со  л. Ушбу
2 °F (jclt х2, у) =  Xj х, — хТ,у +  хху

функцияни карайлик. Равшанки,

F (xlt х.,, у) — х\ х., — х\ у +  хху — О
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тенглама R * \ { ( x x, х2) Е R 2'x х =  х |}  тупламдан олиигач хар бир (xt , х2) нуктада

ечимга эга. яъни

F ( № l T ^ r )  = 0-
Демак, берилган тенглама ёрдамида xv х* узгарувчиларшшг ошкормас куринишда- 
ги функцияси аницланади:

Л'| Хо I Х2 \
(хи х2)->- — ------------: F Х1г х2, — -------------  =  О

Х<у Xi у Хг, Xi j

Энди куп узгарувчили ошкормас куринишдаги функциянинг мав- 
жудлиги, узлуксизлиги ^амда хрсилаларга эга булиши хацидаги тео- 
ремаларки келтирамиз.

13.14-тео  рем  a. F (х, у) =  F (xL. х,, . . . , xnv у) функция (х°, г/0) =
=  к ,  4 ............хт ’ Уо) £ #m+1 ЩЧтанинг бирор Uĥ  _ _ „ тк  ((х°, у0)) =
=  {(xlf хг, . , хт , у) £ Ят +г : х° — /г, <  х, <  х\ +  hv х\ — h2 < х2<
<  4- h,, . . . , x l  — hm <  хп <  x l  +  hm, yQ— k < y < y a +  k) атро- 
фида (h£ >  0, i =  1, 2, . . . , т ,  /г> 0) берилган ва у цуйидаги ш арт
ларни бажарсин:

*) и !чнг . . . .  km к ((л'°> Уо)) Да узлуксиз;
2) х = (х1; х2 . . . , хт ) узгарувчининг

{(хр х2, . . . , хт ) £ Rm : х\ — hx <  xl <  х° +  hx, х° — /г, <  х2 <  х" +  h2,

■ ■ ■ ’ Xm — hm< Xm < Xm +  hm}
тупламдан олинган хар бир тайин кийматида у узгарувчининг функ
цияси сифатида усувчи (камаювчи);

3) F (х°, у о) =  0.
У  холда (х°, у0) нуктанинг шундай

и \Ы • • • 5,-и е Уо))={(*1. Х2’> • • • ’ хт- У) € К'п+1 ’ Xi—&i<Xl<Xl+bl,
х« — б2< х 2< х п2 +  б2, х£,— 6т < х т < * 0  + 6 т , у0 - г < у <

#о +  е} апгрифи (0 <  8(- <  hit i =  1, 2, . . . , т ,  0 <  б <  Л) тоя«- 
ладики,

Г) Y  -V е {(Xj. х2, . . . , x j  е / г»: х« -  6,<Xj <  х« +  s l f . . . , -
— бт < Лт < Хт  +  бт} УЧУН

F (х, г/) =  0 (13.56)
тенглама ягона у (у£ (у0 — е, у 0 +  е)) ечимга эга, яъни (13.56) тенг
лама х-*- у :F (х, у) =  0 ошкормас куринишдаги функцияни аниклай- 
ди :

2') х =  х° булганда, унга мос келган у =  уа булади',
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3') ошкормас куринишда аникланган

х -+ у : F (х, у) =  О
функция

{(*„ х2, . . . , хт ) 6 Rm : х? -  б, <  X, <  х° +  бх, х"2- б 2 <  х2 <  х« +  62,

------ Am — Sm <  <  Хт  +  бт>
тупламда узлуксиз булади.

13.15-те  о рем  a. F (х, у) функция (х°, у0) £ нуцтанинг би-
Р°Р Uл,л, л к ((х°’ Уо)) атрофида берилган ва у куйидаги шарт-
ларни бажарсин:

1) £/M j . . .  h ((х°, х„)) да узлуксиз;

2) ^ .А , .. . й,„ * (х°’ Уо)) да узлуксиз F’x. (х,, х2, . . . , х;п, у) (г =  
=  1, 2, . . . , т), F'y (х,, х2, . . . , xm, у) хусусий хосилаларга эга еа 
F'y (xv х2, . . . , xm> у)Ф  0;

3) F (х°, г/0) = 0.
У ,\'<мда (х°, г/0) нуктанинг шундай б е ((х°, л'0)) атрофи

(О <С 8(- <  h;, t =  1, 2, . . . , m, 0 <  е <  £) топиладики,

1') ¥  л € {(*,, . . . , x j  £ Ят : х“ — 5, <  Xj <  л1} +  Sj, х° — б2<
<  х2 <  х» +  62, . . . , х«г — <  xm <  х°т  +  6 J  учун

F (х, у) — О (13.56)
тенглама ягона у (у£ (у0 — е, уц - f  е)) ечимгаэга, яъни (13.56) тенгла- 
ма х —>- у : F (х, у) =  0 ошкормас куринишдаги функцияни анщлайди\ 

2') х =  х° булганда, унга мос келадиган у =  у0 булади;
3') ошкормас куринишда аникланган функция

{(*,, л2, . . . , хт ) 6 Rm : х® — 8j <  X) <  х« +  ^  . . . , х° — <  хт  <

<  + U
тупламда узлуксиз булади;

4') бу ошкормас куринишдаги функция узлуксиз хусусий хрсила- 
ларга эга булади.

Бу теоремаларнинг исботи юкрри да келтирилган 13.12 ва 13.13- 
теоремаларнинг исботи кабидир. Уларни исботлашни укувчига ханола 
этамиз.

Куп узгарувчили ошкормас функциянинг хрсилалари хам нжррида- 
гига ухшаш хисобланади.

Фараз ^илайлик,
F  (хр х2, . . . , хт , у) =  0 (13.56)

тенглама берилган булиб, F (х]( х2, . . . , хт , у) функция 13.15-теоре
манинг барча шартларини каноатлантирсин. Бу тенглама аниклаган 
ошкормас функциянинг хусусий хосилаларини топамиз. у нинг х3, х2,
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. . . , хП1 ларга боглик эканини эътиборга олиб, (13.56) дан куйидагп- 
ларни топамиз:

Г Х1 { Yj, Х2, ------хт, у) +  F ’y (xv  х ,,  . . хт, у) ■ y'Xi =  о,

ГХг (.V,, х2, . . . , хт , у) +  F'y (xv х2, . . . , хп1, у) ■ ijXi =  О,

К , . (xv х2> ■ • ■ • У) +F'y (А'р х9, ------хт , у) ■ у ’Хп =  0.

Кейинги тенгликлардан эса

, FXi (xlt хъ . . . , хт , у)
^Xl Fy (xlt хг, . . . , хт , у)

у ’ _  __  р'хг (х 1’ х т , у )

F y  (хъ х 2, . . . , хт , у)'

Fxm <Л> х2, . . . , хт , у)
у = -------------------------------

Fу (xi, х 2, . . . , хт , у)

булиши келиб чицади.
F (.*, у) функция s е ((х°, г/0)) да узлуксиз юцори тартибли

хусусий хосилаларга эга булганда F (х, у) — 0 тенглама аникланган 
ошкормас куринишдаги функциянинг хам юкори тартибли хрсилалари 
мавжуд булади.

Ми с о л. Ушбу
F (xlt х2, у) =  у3 — 3^! х2 у — 1 =  0

тенгламани царайлик. Равшанки, F (х ,̂ х2. у) =  у 3 — 3х^хг у — 1 функция 13.15- 
теореманикг барча шзртларини каноатлантиради. Бу тенглама ёрдамнда аникланган 
ошкормк куриниздаги функциянанг хусусий ^осилаларини хисоблаймиз:

, ЬXi (xlt х 2, у) ---Зд;, у  Х2у  ^

Jxi F'y [xlt хг, у) Зг/2 — 3% х2 у г ~ х 1 х2 ^  ^ x i x 2)

, ^  ^  F'x,(xi’ х 2 , у) — 3 X l  у _________х ху

Ухг F'y (хи х.2, у )  Зг/2 — Здсх Х2 I/2 — * 1  У%

Бу ошкормас функциянинг иккинчи таршэли ^осиладари куйидагича топилади:

, ,9 (y2 — x i x 2) x 1 y ' — x , y { ‘l y y  — x.2)
Уг — ---------------------------------------- ------------------------------- * -------------»

1 (У2 — *1 х2)2

„ 2 («2 — Xl х2) хг у  — хг у <2у-уХ' — х{)
у х9 — --------------------------------------------- -----------,

‘ 2 ( у * - х  гХ.^

(у2 — *1 х2) (у +  х2у'х_) — х2 у (2у- Ух  — Xi)

У  Х Л ~
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Бу тенгликлардаги угх > у'х лашшнг '.ринга уларнинг кпнматларини ку1!иб куйидаги- 
ларни топамиз:

(у2 — х2. *2
У'- — Xl *2

• Х2у  (-У- х-гУ _

у- — х! хг х2)
-  <1 4  у

(У2 — *лУ-

(У2 — *г*з) хг Х1У

Ух,=

У х г Х

- XjyC2y Х'У . 
у- —  Xl Х2 ______ ^  —  JCi

*l)

(у- — *1 *2 Р

, ,  , *1# 't((/2 — .fj х2 у 4- X,—---------
1 У2 — Х г  Х г !

■ ЧУ (2У ■
хуц

у2 — хгх2

(У2—х 1 х2)2

'2х j х2 у 
(у2 — Хг х2)3

• хх)

(у2 — х х х.г)3

_  У (У4 — 2 У2 Хг х2 — х\ х?2)

(У2 — хг х2)2

6. Т е н г л а м а л  ар с и с т е м а с и  б и л а н  а н и ^ л а н а д и г а н  
о ш к о р м а с  ф у н к ц и я л а р .  Энди, келгусида биз учун керак була
ди ган янада умумийрок хол билан, тенгламалар системаси оркали аник- 
ланадиган бир неча функциялар системаси билан танишайлик.

т-\-п та х,, х2, . . хт  ва ул, уг, . . ., уп аргументларнинг ушбу 
п та

Fi (Xi, Хо, . . хт , г/,, у2, . . ., уп) (1 =  1,2, . . ., п) 
функниялари RmJrn фазодаги бирор

М ={(х1( х2, . . ., хт , y L у2, . . ., уп) e R m+n:

:a i<  * !< & !, а „ < х 2< Ь 2, . . ., am< x m< b m, q <  г/х<  йг, . . .,
с <Г и <Г d }Г. Х J п х  я*

тупламда берилган булсин. Куйидаги

^ I = ^ i(* i . *2. . . ., хт , г/ь у , ........... г/„)= О
F2= F 2(.Yi, д'2) . . ., хт , уъ уг . . ., уп)=  О

^„(-Ь *2. ■ ■ JCm у,, у2 , ■ ■

тенгламалар системасини карайлик. х= (хи х2, 
кийматларидан иборат шундай

(13.57)

У п )-  о 

., хт ) узгарувчининг

М х =  i x  =  (-Г 1> л'2 - ■ • •> Х т > €  :  а 1 <  Х 1 <  Ь '  ° 2 <  * 2 <  Ь 2> • ■

« т <  Хт <  bJ CZ Р'П

тупламни карайликки, бу тупламдан олинган хар бир х'=(х'р х'.2, . . ., 
х'т ) ну^тада (13.57) система, яъни

124



Fi(x'y x ', . . x'm, t/„ y2, . . y„) =  0' 
/̂ 2 (Xj, x2, • ■ -j xm, i/j, y 2, . . ., yn) 0

F J x j ,  л-2, . . xm, у , , г/2, . . yn) —  0

система ягона ечимлар системаси y lt уг, . . уп) га эга булсин. Энди 
Мк тупламдан ихтиёрий (х,, х2, . . ., хт) нуктани олиб, бу нуктага 
(13.57) тенгламалар системасининг ягона ечимлари системаси булган
уи у .............у„ ии мос куямиз. Натижада Мх тупламдан олинган хар
бир (xlt х2, . . ., хт ) га кжорида курсатилган кои да га кура yL,y2, ■ . .,уп 
лар мос куйилиб, п та функция хосил булади. Бундай аникланган 
функциялар (13.57) тенгламалар системаси ёрдамида аникланган ош
кормас куринишдаги функциялар деб аталади. К,андай шартлар бажа- 
рилганда шу (13.57) тенгламалар системаси уг, уг, . . ., уп ларнинг^ар 
бирини хи х2, . . ., хт  узгарувчиларнинг функцияси сифатидааниклаши 
мумкинлиги ка^идаги масала му^им. Бундай умумий масалани ^ал 
Килишни бигта соддарок хрлни урганишдан бошлаймиз"

Икки F1 =  F-I (х,, х2, yL, у,) ва f 2, =  FB(x1, х2, у,, у2) функция

тенгламалар системасини карайлик.
Энди Fj, (хх, х2, Ух, уг) ва F2 (хг, х2, уи у2) функциялар цандай шарт- 

ларни бажарганда (13.58) тенгламалар системаси ошкормас функция- 
ларни аниклаши масаласи билан шугулланамиз.

Фараз ^илайлик, FL (xL, х2, уи у2) ва F2(xL, х2,]уи у 2) функциялар 
учун

да узлуксиз барча хусусий ^осилаларга эга ва, айтайлик,

булсин. У зуыща 13.14-теоремага кура (x°v л®, у\, у§  нуктанинг щун-

F1 Fx (Xj, х2, £/г, у2) — О 
F-1 — F% (xL, х2, У\, у 2) — О

(13.58)



(-Vi> -Vo, У-г> ~v l / i '  CYi> x 2> У  и  У  г) ~  О 
ошкормас куринишдаги функцияни аниклайди. Ш у функцияни

Ух  Н А  .(^ 1 ,.-Ъ  1/г)
деб белгилайлик. Буни (13.58) системанинг иккннчи тенгламасидаги у £ 
нинг урнига 1̂ уйиб куйидагини топамиз:

F2 (Д] х2, /] х%), у2) — 0.
Энди

(13.59)

тенглама

д‘Л
булсин дейлик. У  холда ян а 13 .14-теоремага кура (xf, х°, у\, г/“) ну^~ 
таиинг шундай [U 2 атрофи ( l's cz  1/Д(АЛ*. ((*5> .х°, у 0,, 1/$)) топиладики, бу 
атрофда

F 2 (а^, А f (^i> ^г)’ Уг) =  ^
тенглама

(Xi, Л'о) ~ у 2 • ^ 2 (-̂ 1 > -*2» f  (Х1' Х2), //2) “  0 
ошкормас куринишдаги функцияни аниклайди. Бу функцияни 1/2 =  
= / 2 (хг х2) деб белгилайлик.

Шундай килиб, (13.58) тенгламалар системаси (х°, //,, У®) НУ^~ 
танинг бирор атрофида у х ва у 2 ларни хи  х2 узгаРУвчШ1арнннг функ
цияси сифатида аниклайди:

lh — /j ixi, х2щ f2{xi, х2)). 
y%-~f<i{x i, -̂ г)-

Равшанки, Д ( ^ ,  л?), f 2 (х°, х°)) =  у\, / 2 (х°, х“) =  у°2. Юкоридаги
(13.59) шартни куйидагича ёзиш мумкин.

б£з_ _ дуу q

<Э//2 Л/i <Эу2
Бунда барча хусусий хосилалар (х®, х°, у\, у®) нук,тада хисобланган. 
Агар

E l
0У1 _  дУа

а</2
diji

эканини эътиборга олсак, унда
Ж ? J£? дГг dF* дГ'

■ U, 2 д!/! _  dF2 dF-г ( дУг \ ^  дУ* dt/x . дН дУ* у -  (> 
дуг ду, ду2 ду2 ■ dyt I - | lv

булади. Модомики, 
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экан, унда

яъни

dF2
ди.

E l . dF,
дУ\

dFi.
ду.2

df\ д!\
dyi ду2
dF.2 dF
diJi ду2

фО (13.60)

ф  0 ;

булади. Шундай килиб (13.59) муносабатни (13.60) куринишда ёзиш 
мумкин экан.

Натижада ушбу теоремага келамиз.
13 .16-теорем а'. F1 (xl , х2, у и г/2) ва f 2(x,, х2, уъ у,) функция

лар (х“, х\, у\, у°) 6 R* нуцтанинг бирор Uhih k k атрофида (hl >  0, 
ft2>  0, k, 'j> 0, /г2 >  0) берилган ва улар куйидаги илартларни бажар- 
син:

Uhlh.k1k, ((х ° ’ 4 ’ У°1’ у1)) да узлукси з;
2) Uhihikik̂  ((х°, х°, у\, у°)) да барча хусусий хосилаларга эга ва 

улар узлуксиз;
3) хусусий хрсилаларнинг (х°, х°, у\, у°) нуцтадаги щйматлари- 

дан тузилган ушбу детерминант нолдан фарцли;
d F г  д Г 1 

дух ду2 

d F 2 д Р 2 

, дУх д у 2

4) (х°1г х°, у\, у°) да

F i K  xv  y°v У1) =  О- (xv х2у У\' У°) =  °-
У хрлда (x°v х°2, у\, у°) нуцтанинг шундай UaitSiSt̂  ((^ , х°, у\, г/®)) 
атрофи (0 < 6 1< h 1, 0 < 6 2</г2, 0 < е 1< ^ 1, 0 < е 2</г2) топиладики, 
б у  атрофда

Г) (13.58) тенгламалар системаси ошкормас куринишдаги 
Z/l = /l(Xi, х2, f%(Xx, Х2))) y2~ fi(x\’ xz) 

функцияларни аницлайди;
2 ' )  ( a ' j ,  x .2) = ( x °v  jc ° )  б у л г а н д а :  у н г а  м о с  к е л а д и г а н

У\= у\ =  /1  (xv Х2 ’ /2 (*1. х°2))’ У г =  У °2 = /2 (XV 4 )
булади.

3') ошкормас куринишда аникланган /х ва /2 функциялар
{(>-1, Х2) 6  R 2. Х °  —  6 L<  . v , <  х (1 +  б х, —  6 2<  х 2<  х °  +  б 2}

тупламда узлуксиз ва барча узлуксиз хусусий хосилаларга эга бу
лади.



,М и с о л. Ушбу

системами ^араилнк. Ьунда

*1*2 ‘ 
xiyl -

- У1 У2 : 
' хгУх ~ 3/ (13.61)

F 1 (*1. * ,) =  а д  +  уху2 — 1 ■
F 2 (х1; х2) =  хх у2 — у Л  — 3

булиб, бу функциялар ( 1, — 1, 1, 2 ) нугуганинг атрофида 13.16- теоремашшг барча 
шартларини бажаради. Х,акикатан .^ам, F1 (x1, х2, уъ г/2), F2 (хъ х2, ух, t;2) функция
лар узлуксиз, узлуксиз барча хусусий ^осилаларга эга, (I , — 1, 1, 2) нухтада

1 =5̂ 0

хамда
^ (1 , -  1, 1, 2)= 0, ^ (1 , - 1 ,  1, 2) = О

булади. Демак, (13.61) система ух ва г/2 ларни хх. х3 узгарувчиларнинг функцияси 
сифатида аник.лайди. Равшанки, бу функциялар узлуксиз, хусусий хосилаларга эга. 
Берилган (13.61) тенгламалар системасини бевосита ух ва уг ларга нисбатан ечиб 
к,уйидагиларни топамиз:

— 3 +  У  9 +  4 ххх., — 4 xf x i 3 +  У 9 +  4 ххх2 — 4 xf
Ух =:‘ ---------------------- --------- :--------------- - " ~

dFx dFi 0 1
дух

Z 1

dF2 &f 2
1 1

дуг ду2

2 х,
Энди (13.57) системанинг ошкормас функцияларнинг аницлашини 

таъминлайдиган (ошкормас функцияларнинг мавжудлигини ифодалайди- 
ган) теоремани исботсиз келтирамиз.

13.17-т е о р е м  а. F п функцияларнинг хар бири (л®,
у°) =  {х\, х«, . . . , 4 , ,  у\, у1}, . . .  , у°п) нуцтанинг бирор

^hk^X°' У°У ~  ^ л,л, • . -hmk,k2 . . ,kn ((XV Х2' • ■ ■ ' Хт ’ У\' У1' ■ ■ • ' У»п» ~

=  {(л°, У0) € Rm+n ■ ̂  -  К  <  Xl <  х« +  hlt х« — К  <  х2 <  jcg +

+  h2, . . .  , x0m— hm< x m<x°n +  hm, y°1 — k1 < y 1 < y nl +  k1, 

y l ~  k2< y 2 < t f 2 +  h ,  . . .  , tfn — kn< y n< y l  +  kn} 
атрофида (h[ >  0, i =  1, 2, . . . , tn, ^  > 0 ,  J — 1, 2, . . .  , n) берил
ган ва улар цуйидаги шартларни бажарсин:

1) Uhh ({х°, у0)) да узлуксиз;
2) Uhh((x\ у0)) барча хусусий хосилаларга эга ва улар узлуксиз;
3) хусусий хосилаларнинг (х°, у0) нуктадаги кийматларидан ту -  

зилган ушбу дет.ерминант нолдан фаркли:
dFi dF1 dF 1

ду i  дуг
dF2 дР2

ду1 дуг

dFn 0Fn
dyi оу2

дУп
E l
дУп

д1 л
дУп

=т̂ 0;
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4) (х°, у 0) =  (х«, х“, . . . , х1г, у\, у%, . . .  , г/°) н у т а д а  

F1 (х«, //«) =  О, f 2 (х°, г/») =  0, , Fn (х°, г/°) = О.
<У холда (х", у0) нуктанинг шундай Ub f ((х°, у0)) =  L;di6j б ^  f 
((х°, г/0)) атрсфи ( 0 < 6 ,< / i1, 0 < 6 2< й 2, . . .  , 0 < б m< h m, 0 <  
<Се, <С /г,, . . . , 0 < е п< &л) топиладики бу атрофда

Г) (13.57) система ошкормас куринишдаги функциялар система- 
сини аниклайди. Уларни y1 =  / i(x ,! х2, . . . , хш), y2 =  h ( xi ’ -г'г> • ■ 
^ • • • . =/„(* 1’ *2- • • • > -О  деыл«/с;

2') (х1т х2, . . . , x j  =  (х«, х», . . . , х °) да Д (х°, х§, . . . , х°п) =- г/«. 

/а(х°, х°, . . . , Х*т) =  у% . . . , /я (*0 ,  X®, . . . , X »)  =  I/O

булади;
3') ошкормас куринишда аникланган /2, . . . , [п функциялар 

{(*!, х2, . . . , x j£ # m; — бх < x j < x » +  б1; х° — 62 <  х2 <  х° +  бг,
• • • ’ < Хт < Х т  + 1 ГП уП Лймдй уЗЛуКСИЗ в й  уЗЛуКСИЗ Х у с у -

сий %осилаларга эга булади.

14- Б о  Б

Ф У Н К Ц И О Н А Л  КЕТМА-КЕТЛИК В А  К А Т О РЛ А Р

1 -§ . Ф ун кц и о н ал  ке тм а -ке тл и к  ва като рл ар , уларнинг 
якинлаш увчилиги

1. Ф у н к ц и о н а л  к е т м а - к е т л и к л а р .  Ихтиёрий Е ва F туп- 
ламлар берилганда, Е тупламни F тупламга f:E~^~F акслантириш 
тушунчаси 1 -j^hcm, 1- боб, 1-§ да урганилган эди.

Энди Е — N, F туплам сифатида эса X  czR  тупламда берилган 
функцияда туплами {/ (х)} ни олиб, ушбу

Ф :N -+{f(x)} (Ф :п-»-/п(х)) (14.1)
акслантиришни караймиз. Бу акслантириш функционал кетма-кетлик 
тушунчасига олиб келади.

(14.1) акслантиришни цуйидагича тасвирлаш мумкин:
1, 2, . . . , п, . . .  
1 4  4 

h  (■*)> U (х), (*), . . .
Натижада ф : п -> /„ (х) акслантиришнинг аксларидан (образларидан) 
ташкил топган ушбу

fi(x), ш ,  . . . .  fn(x), . . .  (14.2)
туплам хосил булади.

(14.2) туплам X (X c :R )  да берилган функционал кетма-кетлик 
(функциялар кетма-кетлиги) деб аталади ва у{[п{х)} каби белги
ланади.
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Шундай килиб, функционал кетма-кетликнинг хар бир хади, биз 
аввал 1- кием, 3 -бобда курган сонли кетма-кетликнинг хадларидан 
фаркли уларок муайян функциялардан иборатдир.

Шуни хам таъкидлаш лозимки, /\ (х), /2(х), . . . , /п(х), . . . кетма- 
кетлик турли хадларининг аникланиш сохаси, умуман айтганда, тур- 
лича булиши мумкин. Биз бу ерда X  сифатида шу сохаларнинг уму
мий кисмини олиб караймиз.

(14.2) кетма-кетликда fn(x) функция шу кетма-кетликнинг умумий 
%ади (п- хади) дейилади. Демак, (14.2) функционал кетма-кетликнинг 
умумий хади х ва я  узгарувчиларга (х£Х, п £ N) боглик булади.

1
М и с о л л а р .  I. ф— , а̂р бир натурал п сонга ------------- функцияни мос кд'юв-

ni J r X 2
чи акслантириш булсин. У ?;олда ушбу X = ( — <xs, -J- оэ) тупламда берилган

_!__ _1__  _J__  1
1 +  я* ’ 4 +  *2 ’ 9 +  х2 ...............п г 4- х2 ’

функционал кетма-кетликка эга буламиз. Бу кетма-кетликнинг умумий хади [п (х) =  
(

= ------------булади.
n3 -j- хг __

2 . ф — ^ар бир натурал п сонга sin X х. - функцияни мос куювчи аксланти

риш булсин. Бу холда куйидаги

V  X ■ у  X V  х  л/Г Xsm ■' , sin — , sin Jt------, . . .  sin -1-------, . . .
1 2  3  n

функционал кетма-кетлик х;осил булади. У X  =  [0, - г 00) тупламда берилган булиб,

умумий хади fn (х) =  sin ?- х- ■ булади.
п

3. Ушбу _
х, , хг У  х  , . . .

функционал кетма-кетликни ^арайлик. Бу кетма-кетликнинг ток номерли уринда 
турган .^адлари (— <», -f- °°) ораликда берилган функциялар булиб, жуфт номерли 
уринда турган ^адлари эса [0, -j-oo) ораликда берилган функциялардир. Бу кетма- 
кетликни X  — [0 , оо) ораликда берилган деб ^араймиз. Унинг умумий ^адк

f _  I 2
п х, агар п — то^ сон булса

, агар п — жуфт сон булса
булади.

X  тупламда берилган бирор
Д(х), Ш ,  . .  . , /„(*), . . .  (14.2)

кетма-кетликни карайлик. Бу X  тупламда х0 (х0 £ X )  нуктани олиб,
(14.2) кетма-кетлик хар бир fn(х) хадининг шу нуктадаги кийматини 
хисоблаймиз. Натижада куйидаги

!Лч), /2(*о)- • • • - fn(xo)' ■ ■ ■ О4-3)
сонлар кетма-кетлиги хреил булади.

Сонлар кетма- кетлиги эса, аникрори уларнинг якинлашувчилиги, 
узоклашувчилиги, якинлашувчи кетма-кетликнинг хоссалари 1-кисм- 
нинг 3-бобида батафеил урганилган эди.
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14. 1- таъриф.  Агар {fn(xu)} сонлар кетма-кетлигн якинлашувчи 
(узоклашувчи) булса, {fn{x)} функционал кетма-кетлик х0 щщтада 
якинлашувчи (узоклашувчи) деб аталади, л'0 нукта эса бу функционал 
кетма-кетликнинг якинлашиш (узоцлашиш) нуктаси дейилади.

{fn МI функционал кетма- кетликнинг барча якинлашиш (узо^лашиш) 
нукталаридан иборат туплам {/„(*)} кетма-кетликнинг яцинлашши 
(узоцлашиш) сохаси (туплами) деб аталади.

Биз баъзан /И туплам (М cr R) {[п (.г)} функционал кетма- кетлик
нинг якинлашиш (узо^лашиш) сохаси (туплами) булсин деган ибора 
урнига, унинг эквивалента — {/„(*)} функционал кетма-кетлик М  со
хада (тупламда) якинлашувчи (узоклашувчи) булсин деган иборани иш- 
латаверамиз.

Бирор \fn{x)) функционал кетма-кетлик берилган булиб, М (М с г /?) 
эса шу кетма-кетликнинг якинлашиш сохаси булсин. Унда у  х0 1  М 
учун унга мос

А  ( * в ) >  / 2 ( * о ) >  • • • .  / „ W ,  ■ • •

кетма- кетлик lim fn (хв) лимитга эга булади.
П—*со

Агар М (М  czR) тупламдан олинган хар бир х га, унга мос кела- 
диган /( (х), f2 (x), . . .  , }п(х), . . . кетма-кетликнинг лимитини мос 
куйсак, яъни

f:x -> Y im fn(x),
Л —►оо

унда М тупламда берилган f(x) функция хосил булади. Бу /(х) функ
цияни {/„(>:)} кетма-кетликнинг лимит функцияси деб атаймиз. Д е
мак,

lim fп (х) =  f(x)(x£M ). (14.4)
Л —*сС

М и с о л л а р .  1. Ушбу

И - { - s b r j
функционал кетмч- кетлик V х 6 R да якинлашувчи булиб, лимит функция айнан О 
га тенг: V х 6 R учун

lim  f n ( x ) =  lim  ] — :  =  0 .
Л —>0О Л->0О ^  » X

2 . куйидаги
{fn W ) =  \п2х+ ]} ( я =  1, 2, . . .)

функционал факат битта х  =  0  нуцтадагина якинлашувчи, колган барча нукталарда 
узоклашувчи булади:

[ 1, агар х =  0  булса, 
lim  f n  (х) =  lim  (п1 х - f  1) =  оо, * >  О булса. 
л- с̂о л-><о (— оо, агар х < 0  булса.

3. Ушбу

if„(x')} =  |п ■ sin j (/1 = 1 , 2, . . . )
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функционал кетма-кетлик у x£R_ _̂ да якинлашувчи булиб, унинг лимит функцияси 
f (*) — V х  булади. Ха^и^атан ^ам,

sin *  х
lim  f . (х) — lim  п ■ sin -- ■— =  lim  п ,—  г—

' п - ,  П п - » — У -  ' V х = \ х •V *
п

4 . К,уйидаги
!/„Wi = {хп) (гг = 1 , 2 , . . . )

функционал кетма-кетликни карайлик. Бу функционал кетма-кетлик учун, V * €  
6 ( 1, +  оо) да

lim  /„(*) =  lim x "  =  оо,
Л-+00

х =  1 булганда
lim  / „ (1) =  lim  1"  =  1 , 
ft—*00 ft-+00

V * € ( — 1, J) да
lim  fn (x) =  lim  xn — 0 ,
ft—►со П—>00

V л: Ё (— 00 > — 1] булганда эса берилган функционал кетма-кетликнинг лимити мав
ж уд  эмас.

Шундай цилиб, берилган {/„(*)} =  (*"} функционал кетма-кетликнинг я^ин- 
лашиш сохаси М =  (— 1, 1 ] булиб, лимит функция

f /у\ _  /0» агаР — 1 <  х <  1 булса, 
' '  '  \ 1, агар х —— 1 булса 

булади.

2. Ф у н к ц и о н а л  к а т о р л а р .  Бирор X ( X a R )  тупламда и^х), 
iu (х), . . . , ип(х), . . . функционал кетма-кетлик берилган булсин.

14.2-т а ъриф.  куйидаги
ut (х) +  и2(х) +  . . .  +  ип(х) +  . . .

ОО
ифода функционал катор  деб аталади ва у 2  ип(х) ка^и белгиланади:

п =1

J  «„(*) =  их(*) +  « ,(* )  +  • • • + ип(х) +  • • • ( 14-5)
п=1

ы1(х)-, и2 (х), . . .  функциялар (14.5) функционал цаторнинг уадлари, 
ип{х) эса функционал каторнинг умумий %ади (п-%ади) деб аталади. 

Функционал каторга мисоллар келтирамиз:

1. J  хп~1 =  1 +  х +  х2 + . . . ( — оо < х <  оо)
П=\

2. Y 1 ---------------------------= -------------- 1----------- ------------h
Z j i  l ( n - l ) x +  u ( « + l )  1 • ( *+! )  (дс+1)(2х+1)л=1

Ч-------------*------------ (- . . . ( 0 < * <  оо).
(2 *  +  i ) ( 3 *  +  i) ^  ^  \  ;

Шундай к;илиб, функционал каторнинг цар бир ,\ади, аввал (1-^исм-
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нинг 11-бобида) урганилган сонли каторнинг хадларидан фаркли ула- 
рок, муайян функциялардан иборатдир.

оо
14.1-эс ла  т ма .  2  11 п  М  Функционал катор турли хадларининг 

п =  1

берилиш сохалари (тупламлари), умуман айтганда, турлича булади. 
Биз бу ерда X  туплам сифатида шу сохаларнинг умумий кисмини 
тушунамиз.

X  тупламда х0 (х0 £ А1) нуктани олиб, (14.5) функционал каторнинг 
з̂ ар бир ип(х) (п =  1, 2, . . .) кадининг шу нуктадаги кийматини топа
миз. Натижада ушбу

2  и п ( х о )  =  u i  ( * о )  +  и 2 (хо) +  • • • +  и п (хо) +  • ■ • (14.6)
7 1 = 1

сонли катор хосил булади.
Маълумки, сонли к ат0РлаР> уларнинг якинлашувчилиги, узокла- 

шувчилиги, якинлашиш аломатлари, якинлашувчи каторларнинг хосса- 
лари 1-кисмнинг 11-бобида батафсил баён этилган эди.

оо
14. 3- таъриф.  Агар V. ип(х0) сонли катор якинлашувчи (узокла-

п= 1
со

шувчи) булса, 2  ип(х) функционал катор х0 (х0£Х) нщ тада якинла-
п=\

шувчи (узоклашувчи) деб аталади, х0 нукта эса бу функционал катор
нинг якинлашиш (узоцлашиш) нуктаси дейилади.

СО

^  ип (х) функционал к атоРнинг барча якинлашиш (узоклашиш)

нукталаридан иборат туплам, бу функционал каторнинг якинлашиш 
(узоцлашиш) сох1аси (тралами) дейилади.

со
Кейинги баёнимизда биз ип(х) функционал каторнинг якинла-

П— I
оо

шиш (узоклашиш) сохаси М туплам булсин дейиш урнига >] ип (х)
л=1

функционал к.атор М тупламда якинлашувчи (узоклашувчи) булсин 
деган иборани хам ишлатаверамиз.

оо

Бирор 2  ип М  Функционал катор берилган булиб, М (М  с : R) эса
П= 1

шу функционал каторнинг якинлашиш сохаси булсин. у  М учун,
со

унга мос 2  (*о) =  “i (*о) +  «г(*о) +  •••  + “„ W + -  • • к-ат0Р
77=  1

якинлашувчи, унинг й и р и н д и с и н и  эса S 0 дейлик.
Агар М тупламдан олинган хар бир х га унга мос келадиган

оо
2  ип (х) =  Mj (х) -f- и2 (х) +  . . .  +  ип (х) +  . . .  каторнинг йириндисини 
/i=i
мос куйсак, унда М тупламда берилган 5  (х) функция хрсил булади.
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»
Бу 5  (х) функцияни V  ип (х) =  uL (л) +  и„ (х) +  . . .  + ц п(х) -  . . .  

функционал цаторнинг йириндиси деб атаймиз. Демак, учун

V  ип(х) =  (х) +  ы2(х) -f- . . .  +  ип(х) +  . . .  = 5 (х).
/1=1

Функционал цаторларда хам, худди сонли ^аторлардаги каби, ка
торнинг цисмий йириндилари тушунчаси киритилади.

(14.5) функционал каторнинг дастлабки хадларидан тузилган ушбу

S L(x) =  Ui(x),
*-*2 (^) “  1̂ (Л') ^2 (̂ )*

•$„(*) =  иХ (х) +  и, (х) +  . . . -г ия (х)

йигиндилар (14.5) функционал каторнинг кисмий йириндилари дейила- 
дн. Демак, (14.5) функционал катор берилган холда хар доим бу ка
торнинг цисмий йиринди лари дан иборат {^„(х)}:

З Д ,  S 2(x)............ S n(x), . . .  (14.7)

функционал кетма- кетликни хосил килиш мумкин.
Аксинча (14.5)) функционал каторнинг кисмий йигиндиларидан ибо

рат (14.7) функционал кетма-кетлик берилган холда, хар доим хаДла_ 
ри (14.5) функционал каторнинг мос хадларига тенг булган куйидаги

^  (X) +  № ) ] -  S , ( * ) ] ;+  . . . +  !5 „(х )  - ; s n_! (*)] +  . . .
функционал цаторни хосил килиш мумкин.

Сонли цаторнинг якинлашувчилиги (узоклашувчилиги) таърифини 
эслаб (^аралсин, 1-^исм, 11-боб, 1-§) (.14.5) функционал каторнинг 
х„ ну^тада якинлашувчилиги (узоклашувчилиги) ни цуйидагича хам 
таърифлаш мумкин.

14. 4- таъриф.  Агар п->-оо да {5п(х)} функционал кетма-кетлик

х, (х0 £ М I нухтада якинлашувчи (узоклашуви) булса, V  ип (х) функ-
/1  —  1

ционал цатор х„ нщ тада якинлашувчи (узоклашувчи) деб аталади.
Бу функционал кетма-кетликнинг якинлашиш (узоклашиш) сохаси 

(туплами) тегишли функционал каторнинг якинлашиш (узоклсиииш) 
сохаси (туплами) деб аталади.

(14.7) функционал кетма-кетликнинг лимит функцияси 5  (х):

lim S„(x) =  5  (х)
п~*ю

(14.5) функционал цаторнинг йириндиси деб аталади.
М и с о л л а р .  I. Ушбу

V  =  1 +  х  4 - • • • - г  х" - 1  - f  . . .
1
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функционал ^аторнк кэрайлик. Бу каторнинг >;ар бир хади: ип (х)=  хР ! { n =  1, 2, 
. . . ) функция Р  =  (— оо, -j- оо) да берилган. Каралаётган функционал каторнинг 
^ИСМИЙ ЙИРИНДИСИ

S n (х) =  1 +  *  +  .V3 +  . • ■ +  Xn~ l =  I ■} _^х ' агар *  ^  1 б^л с а -
(л, агар х — 1 булса

булади. Унда
/ 1  vn \ 1

V X е  (— 1, +  I ) учун ! im Sn (х) =  lim  I --------  — -------- =  --------,
Л— fl—j-qo VI -V i X J 1 X

V * 6 [ l >  - г  оо) учун lim  Sn (х) =  оо, V * € ( — — 1] учун {Sn (x)} функционал
П~»сс)

кетма- нетлик лимитга эга эмас.
Шундай ^илиб, берилган фукционал цаторнинг якинлашиш сохаси М — (— 1 

+  1), узоклашиш сохаси эса R \M  =  (— оо, — 1] U [ Ь  +  °°) дан иборат.

(— 1 , +  1) ораликда функционал цаторнинг й и р и н д и с и  £ ( л ) = --------  булади.
1 — х

2. куйидаги
°Р

2 j  <0<*<+"°>
п — 1

функционал ^аторни карайлик. Б у  ^аторнинг кисмий йириндисини топамиз: 
п  п

s n (х)=V ------------- = V [-
jtmU [(& — 1) х -j- 1 ] (kx 4 - 1) лшА [('

1
[(£ — 1) х 4 -  1 kx 4 - 1

к 1 ' к=1

пх 4- 1
Унда

lim  Sn {х) =  lim
Л~*00 П ~*<Х)

(О < х <  4- °°)пх 4 -
булади. Демак, берилган каторнинг й и р и н д и с и  5  (х) =  1 булади.

Биз юкорида функционал кетма- кетлик хамда функционал к(а- 
торлар, уларнинг якинлашувчилиги (узоклашувчилиги) тушунчаларн 
билан танишдик.

Аслида бундай тушунчалар билан биз, аввал, хусусий хрлда (узга
рувчи х нинг х.ар бир тайин кийматида) 1-кисмнинг 3 ва ]1-боблари- 
да сонлар кетма-кетлиги, сонли каторлар деб танишиб, уларни батаф
сил урганган эдик.

Хозирги хрл, яъни функционал кетма-кетликнинг лимит функция
си f(x), функционал катор йириндиси S  (л), лар х узгарувчининг функ- 
циялари булиши бу /(%) ва S(x) ларнинг функционал хоссаларини ур- 
ганишни такрзо этади.

Масала {/п (х)} функционал кетма- кетлик хар бир fn (х) (п =  1, 2, 
. . .) хадининг функционал хоссаларига кура (узлуксизлиги, дифферен- 
циалланувчилиги ва хоказо) / (х) лимит функциянинг мос хоссаларини,
со

2  ип М  функционал к.атор хар бир ип {х)(п =  1, 2, . . .) хади функ-
П=1
ционал хоссаларига кура, катор йириндиси S(x) нинг мос хоссаларини 
урганишдан иборат.
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Бу f(x) хамда S(x) функцияларнинг хоссаларини урганишда, [fn (х)} 
кетма-кетликнинг лимит функция /(х) га, к атор кисмий й и р и н д и с и  
S n(x) нинг катор й и р и н д и с и  S  (х ) га якинлашиш (интилиш) характери 
мухим роль уйнайди. Шунинг учун баёнимизни функционал кетма-кет
лик хамда функционал каторнинг текис якинлашиши тушунчасини ки- 
ритиш ва уни урганишдан бошлаймиз.

2- § . Ф ун кц и о н ал  ке тм а -ке тл и к  ва цаторларнинг текис  
якинлаш увчилиги

1. Ф у н к ц и о н а л  к е т м а - к  е т л и к н и н г  т е к и с  я ^ и н л а ш у в -  
чилиги. Бирор {/„ (х) j :

Ь(х, f j (х), . . . , /п(х), . . . , (14.2)
функционал кетма- кетлик берилган булиб, М (М cz R) эса бу кетма- 
кетликнинг якинлашиш со^аси булсин. /(х) функция (14.2) функцио
нал кетма-кетликнинг лимит функцияси булсин. Демак, {/„(х)} функ
ционал кетма-кетлик М тупламнинг хар бир х0(х0£М) нуктасида, 
« ->  оо да мос / (х0) га интилади:

lim /„(x0)=/(x0).
П—»-оо

Кетма-кетликнинг лимити таърифига кура бу ^уйидагини англагади:
Y  6 >  0 сон олинганда х;ам, шундай n0£N топиладики, барча п >  п0 
учун

\fn(xo)— / W ( < e
булади. Бунда п0 натурал сон в >  0 га ва олинган х0 нуктага боглик; 
булади: п0 =  п0 (е, х0) (чунки, х узгарувчининг М тупламдан олинган 
турли кийматларида {/л (х)} кетма-кетлик, умуман айтганда, турлича 
булади).

М тупламдаги барча ну^талар учун умумий булган п0 натурал 
сонни топиш мумкинми деган савол тугилади. Буни куйидагича тушу- 
ниш керак: V  е >  О сон олинганда з̂ ам Y  п ^>п0 ва у  х £ М учун 
I/п (■'с) — / M l <  е буладнган п0 £ N топиладими?

Куйида келтириладиган мисоллар курсатадики, баъзи функционал 
кетма- кетликлар учун бундай п0 натурал сон топилади; баъзи функ
ционал кетма- кетликлар учун эса топилмайди, яъни бирор б0 >  0 сони 
учун исталган катта п £ N сони олинганда ^ам шундай х£М  нукта 
топиладики,

— f(*)l > ео
тенгсизлик бажарилади.

М и с о л л а р .  1. Ушбу
( sin пх 1 

№ . « ! = ( — }
функционал кетма- кетликни ^арайлик. Бу кетма- кетликнинг якинлашиш со^аси 
М =  (— оо, -}- оо), лимит функцияси эса

sin пх
lim  fn (х) =  lim  --------- =  О
п — п —► эо ft
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булади. Демак, f (х) = 0 . Бу яцинлашишнинг характери ^уйидагичадир:

V е >  0 сон олинганда >;ам па =  дейилса, барча п >  п0 да V х 6 М да

........................... 1 sin rue I 1 I
l/п ( * )  —  t  ( * ) !  =  -----------= 0  <  —  < -------- —  <  e

I n | n n0 -f- 1
булади.

Бу >;олда n0 натурал сон фа^ат е гагина боЕлиц булиб, ^аралаётган х (х 6 (— ° ° , 
+  оо)) нуцтага богаи^ эмас. Бош^ача айтганда, топилган гц натурал сон барча 
х(х£ (— с»,  -|- оо)) нукталар учун умумийдир.

2. Ушбу

"И| = {ТТ̂ )
функционал кетма- кетликни карайлик.

Бу функционал кетма- кетликнинг лимит функцияси / (х) =  х булади:
пх

f ix) — lim  fn (x) =  lim  — ------—
t l—►qq IX—►oo l ~T~ П~Т~ X

— x.

Бу якинлашишнинг характери ^ам аввалги мисолдагидек. ^а^и^атдан >;ам, V 8 > 0  
(s <  1) сонни олайлик. п0 сифатида

-[<п 0 =  |(1 +  * о ) ( —

ни олсак, V п > п 0 ва х € [0 , 1] нуцта учун
пх о

l/ „  (*о ) —  / (*о )1  ■■ — *о £ ° l!.+- i °>- ^  +  *»). с  е (14>8)
1 +  я  +  хо 2  +  п0 +  х01 +  П - f -  Хд

булади. Бу ерда, равшанки, п0 сон е га ва х0 нуцтага бовди^цир. Бироц п'а деб

п'п =  max п0 =  [ 2  ( —  — 1 'j 
о<*<1 L V е /

олинса v  п >  п0 ва У х 6 [ 0 ,  1] учун (14.8) бажарилаверади. Демак, п0 натурал сон 
барча л:(0 ^ д : ^  1) нукталар учун умумий булади.

3. К,уйидаги

Uni*)} = [■ +  п*х 2
функционал кетма-кетликни ь;арайлик. Унинг лимит функцияси

( 0 < * <  1)

пх
f (х) =  lim  fn (х) =  lim  - - =  0

П-+Х 1 + Я2 *2
булади. Бу эса таърифга кура, куйидагини билдиради:

V е > 0  сон олинганда >;ам,

1п0 =  п0 ( е ,х ) =  —  (х¥=0)8 X
дейилса, барча п >  п0 учун

!/ „ (* )-/ Ml = 1 + л2*2 <
1

пх ( « 0 +  1 ) *

(14.9)

< е  (14.10)

булади, х =  0 булса, равшанки, V я  учун /„ (0) =  / (0) =  0.
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Ф 
булади.

Демак, барча х(0 х 1) нукталар учун умумий булган ва (14.10) тенгсизлик 
бажариладиган п0 натурал сон топилмайди. (Бу хулосага юцоридаги п0 учун (14.9) 
формулани урганиб (куриниб турибдики, у  ерда х ->-0 да п0->-+ оо) хам келиш 
мумкин эди.)

M (M czR) тупламда бирор !/„(.*)} функционал кетма-кетлик берил
ган булиб, у лимит функцияга эга булсин. Бу лимит функцияни j  (х) 
(х £ М) деб белгилайлик.

14.5-т а ъриф.  Агар Y e > 0  олинганда х,ам шундай n0£N топил- 
саки, ихтиёрий п >  п0 ва ихтиёрий х £ М ну кд а л ар учун бир йула

|/n(*) — /W |< e
тенгсизлик бажарилса, {fn (х)} функционал кетма-кетлик М тупламда 
/(х) га текис якинлашади (функционал кетма-кетлик текис якинла
шувчи) деб аталади. Акс хрлда, (яъни у  гс £ N олинганда хам, шун
дай е0 >  0 ва х0£М мавжуд булсаки,

l/ „ ( * o )  —  / ( * ° ) i > e o 

тенгсизлик бажарилса) {/„(х)} функционал кетма-кетлик М тупламда 
/(х) га текис якинлашмайди (функционал кетма-кетлик текис якин- 
лашучи эмас)  деб аталади. !/„(*)) функционал кетма-кетликнинг /(х) 
га текис якинлашувчилиги куйидагича белгиланади:

/Л«= £ / (* )(*€Л 1).

Юкрри да келтирилган мисолларнинг биринчисида {/„(*)) = [ sinnJC|
к п )

функционал кетма-кетлик лимит функция / (х) ^  0 га [0, 1] ораликда 
текис якинлашади:

= t0 ( 0 < х <  1)
n

Учинчисида эса, яъни {/„W) =  функционал кетма-кетлик
/ (х) — 0 лимит функцияга я кин л а шс а- да

lim — ^ —  = 0 ,
п->х  I +  П2Х2

бу функционал кетма-кетлик учун текис якинлашиш шарти бажарил- 
майди.

14 . 1 - теорема .  {fn(x)} функционал кетма-кетликнинг М т у п 
ламда f (х) га текис якинлашиш учун

l im sup |/n (х) / (х)| = 0
п->к х{М

булиши зарур ва етарли.

Бироц, масалан, е0 = —  деб олсак, исталган n g .V  сони ва х  — —  ну^та учун

138



Ис бот .  З а р у р л и г и .  М тупламда {/>, (х)} функционал кетма-кет
лик / (х) лимит функцияга текис якинлашсин. Таърифга кура, V  е >  О 
олинганда з̂ ам, шундай n0 £N топиладики, п >  п0 булганда М туп- 
ламнинг барча х нуь^талари учун

I/я (х) — / 0)[ <  е 
булади. Бундан эса V  п >  п0 учун

М„ =  s u р \fn (х) — f (х)| <  е
х£М

булиши келиб чицади. Демак,

lim  Мп — lim  s u р |/„(х)\ — f (х)| = 0
П->С°

Е т а р л и л и г и .  М тупламда {/л (л:)} функционал кетма-кетлик f(x) 
лимит функцияга эга булиб,

lim su p  \fn{x) — f(x)\ =  0
n-»=° х(1М

булсин. Демак, V e > 0  олинганда .\ам, шундай n0 £N топиладики, 
барча п >  п0 учун

sup|f*(x) — f(x)\ < е
х(1М

булади. Агар ушбу
1/л (х) — / (*)| <  S Ц р |/„ (х) — / (х)| (х е  М)

х(-М

муносабагни эътиборга олсак, у ^олда \/х£М  учун

IfnM — /(*)[ < е
булишини топамиз. Бу эса М гупламда {fn(x)} функционал кетма-кет
лик f (ж) лимит функцияга текис я^инлашишини билдиради.

М и с о л л а р .  1. Ушбу

функционал кетма-кетликни — c < x < t ( c >  0) интервалда ^арайлик. Бу функ
ционал кетма-кетликнинг лимит функцияси

/ (х) =  lim  fn (х) =  lim е (x—n)‘ =  0
ГС-* ос П-*<3о

булади. Натижада

Af„ =  sup | fn (ж) — f (дс)| =  sup \e~ — 0| =  sup e (*-">* =
—C^X C —c < x < c  —c < x < c

= e~ (c—n)‘
булиб, ундан

lim  M,j =  lim  e~ <c~n)' =  0
fl-*co П—

булишини топамиз.
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Демак, берилган функционал кетма-кетлик (— с, с) ораликда f  (х) =  0 лимит 
функцияга текис я^инлашади:

е~ (х—п)г =  0  (— с < х <  с; с >  0 ).

2 . куйидаги

(О < х  ;  со){ / „ « ) = { « ( /

функционал кетма-кетликни ^арайлик. Бу функционал кетма- кетликнинг лимит функ- 
циясини топамиз:

( г — r - \  . ( / x +  1 )2 - ( V ' x Т2 =
l im  f_ (я) == l im  и 1 1 /  х +  — +  V *  ) — л----------------- --------------------------

о о '"  п-*°° \ г  Я / л-*®  / ----------
у  * +

=  l i m — v.—. ■==------------ = — ~г=  ( 0 < д с <  +  со).

/ -  + i  + v T  2 ,/ ‘Г П

Демак, / (jc) =  — W *  Бу ^слда А1 =  sup \fn (x)— / (*)| =  sup I n f  l/ 'x - f - - —
2 y  X 0<x<«> 0 < x < o o  I \  r  ^ n

- V T
2 V  X

— sup
0 < * < « |  "I f  1 О Л/~ x

У Х+ 1 г + У х  V

У х+ ± - - ^ х
=  sup ------------------ 7— / - = = ---------------------  =  n5UP_ /Z Г' ----------- Г---------------------\ T

0<*<tO 2 V~x { Y x  + l - + V ^ )  °<X<X 2 n V x { Y *  + ±l + V r~x

=  00 булиб берилган, функционал кетма-кетлик учун 14.1-теореманинг шарти ба- 
жарилмайди.

Маълумки, 1- ^исм, З-боб, 10-§ да сонлар кетма-кетлигининг ли
митга эга булиши хасида Коши теоремаси келтирилган эди. Шунга 
ухшаш теоремани функционал кетма-кетликларда ^ам айтиш мумкин.

Биз цуйида функционал кетма-кетлик ^андай шартда лимит функ
цияга эга булиши ва унга текис я^инлашишини ифодалайдиган теоре
мани келтирамиз. Аввал фундаментал кетма-кетлик тушунчаси билан 
ганишамиз.

X (X с  R) тупламда {fn (*)}*

Ш ,  ш .  •••  . Ш ,  . . .  (14.2)

функционал кетма-кетлик берилган булсин.
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14.6-т а ъриф.  Arap V e > 0  сон олинганда з̂ ам шундай п0 £Ы 
сон мавжуд булсаки, п >  п0, т  >  п0 булганда Y  х£Х  нукталар учун 
бир йула

|М*) — fm(x)|< е (14.11)
тенгсизлик бажарилса, {fn(x)} функционал кегма-кетлик X  тупламда 
фундаментал кетма-кетлик деб аталади.

Масалан, ю^орида келтирилган
, ,  , „  Г sin п д:")
{fn (*)} =  j ——  j

функционал кегма-кетлик X  =  (— оо, +  оо) тупламда фундаментал 
кетма-кетлик булади.

кегма-кетлик эса у  X =  [0, 1] тупламда фундаментал кетма-кетлик бул- 
майди.

14 . 2- теорема .  ( Коши т е о р е м а с и . )  (М *)} функционал кет
ма-кетлик X тупламда лимит функцияга эга булиши ва унга т е 
кис якинлашиши учун у Х  тупламда фундаментал булиши зарур ва 
етарли.

Ис б о т .  З а р у р л и г и .  X  тупламда {fn(x)} кетма-кетлик лимит 
функцияга эга булиб, унга текис якинлашсин:

fn (x )^ f(x ) (x tX ).
Текис якинлашиш таърифига мувофик V e > 0  сон олинганда хам, - j

га кура шундай п0 £ N топиладики, п >  па булганда V х 6 М нукталар 
учун

\fn{x)~  / (* )| < у  
шунингдек, m>*n0 булганда ^  х^ Х  учун

I fm (х) — / (* )<  |

булади. У хрлда п > п 0, т  >  п0 ва V  х £ X  учун
If л (*) “  fm (х)| <  |f„ (х) — f  (лг)| 4- \fm (х) — f (x)j <  8

булади. Бу эса {fn(x)} кегма-кеглик X  тупламда фундаментал кетма- 
кеглик эканини билдиради.

Е т а р л и л и г и .  {/„(х)} кетма-кетлик X  тупламда фундаментал кет
ма кетлик булсин. X  тупламдан олинган ^ар бир х0 (х0 £ X) да {/„ (л)} 
функционал кетма-кетлик {fn(x0)} сонлар кетма-кеглигига айланади. 
Равшанки, {fn(x0)} кетма-кетлик фундаментал кетма-кетлик булади. 
У хрлда Коши теоремасига асосан (1- кием, 3- боб, 10- §) {fn (х0)} якин
лашувчи. Демак, X  тупламнинг хар бир х0(х0£Х) нуктасида {fn(x0)} 
кетма-кетлик якинлашувчи. Бу {fn(x)} кетма-кетликнинг лимит функ- 
цияскни f{x) дейлик:

lim fn (x) =  f(x) (х 6 X).
П-*°о
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Энди (14.11) тенгсизликда m-> оо да (бунда п ва .-с ларнн тайинлаб, 
лнмигга утиб куйидагини топамиз:

\fn (х) — / (x)j <  е.
Бундан эса {/„(х)} функционал кетма-кетликнинг f (х) лимит фунцияга 
текис я^инлашиши келиб чикади. Теорема исбот булди.

2. Ф у н к ц и о н а л  ц а т о р л а р н и н г  т е к и с  я к и н л а ш у в ч и -  
лиг и .  M (M czR) тупламда бирор

2  Un(x) =  (х) +  и2 (х) +  ■ • ■ +  чп (х) +  ■ • • (14-5)
n=i

функционал катор берилган булсин. Бу функционал катор М туплам
да якинлашувчи булиб, унинг йириндиси S  (х) булсин. Демак, М^туп- 
ламда

lim S„ (х) = lim [ux (х) - f  ы, (х) +  . . . -4- и„ (х)] =  S  (х)

булади, бунда { S n (х)}— берилган функционал каторнинг цисмий йирин- 
диларидан иборат функционал кетма-кетликдир.

14.7-т а ъ р и ф.  Агар М тупламда V  ип (х) функционал каторнинг
П— 1

кисмий йириндиларидан иборат {S„ (х)} функционал кетма-кетлик 1\атор 
йириндиси 5  (х) га текис якинлашса, у ^олда бу функционал катор М 
тупламда текис якинлашувчи деб аталади, акс холда, яъни {S„ (л:)} 
функционал кетма- кетлик М тупламда S  (х) га текис якинлашмаса,
(14.5) функционал катор М тупламда S  (х) га текис якинлашмайди 
дейилади.

Шундай килиб, функционал каторларнинг текис якинлашувчилиги 
(яцинлашмовчилиги) тушунчаси хам уларнинг оддий якинлашувчилиги 
сингари, функционал кетма- кетликларнинг текис якинлашувчилиги 
(яцинлашмовчилиги) оркали киритилади.

М и с о л л а р. 1. Ушбу
ее 1

(О < х  <  +  оо)
П=1 (х-\-п)(х+п + 1) 

функционал цаторни ^арайлнк. Бу каторинг цисмий йипмднси
1 1 1 

s w  = г  ^  +  ■ • • +(лг+1)(дг+2 ) (х+2) (х+З) (х+п)(х+п+\)

х + 1  дг +  2/ \jc-)-2 х - \ - 3 )  \ х 4 - п х -

_  _ j ____1
X -f 1 X 4- п + 1

булиб, унинг ЙИРИНДИСИ
1 1 \ 15  (х) — lim  Sn (х) «= lim  /— i— ______5-----

Л_>со «о \ х _|_ j х _|_ п j J

Таърифга кура, V е >  0 сон олинганда я* =  [  — — (1 +  х)
L в
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учуы

| Sn (x) -  S  (JC) I :
1 1 I I

-< e  (14.12)
,x 4~ I x 4~ tl 4" 1 x 4~ H x 4~ n "b 1 x+na 4” 2

булади. Бундаги rt0 натурал сон e > 0  га з^амда х оо) нукталарга бог-
лик. Биро^ я 0 деб

: max 
0 < х < х

—  (1 +ДС) н
ни олинса, унда п > я 0 булган п ларда юкоридаги (14.12) тенгсизллик бажарилаве- 
ради. Демак, берилган функционал катор учун таърифдаги я 0 натурал сон барча х 
( О^ - с С о о )  ну^талари учун умумий булади, яъни х га борли^ булмайди. Демак, 
берилган функционал цатор текис якинлашувчи.

2 . куйидаги

П=1 [ [(п — 1) х +  1] (п х + 1)
(О <  Х <  оо)

функционал ^аторни карайлик. Бу функционал ^аторнинг цисмии й и р и н д и с и

X X X
S п. (х  ) : [(п — 1) х +  1] (nx-f-l)4*4-1) ' (х+1) (2*+1)+ ‘ ‘ ' 4

i X + 1  2х-]-\) \ (п— 1)де+1 nx +  1

пх 4-1
булиб, унинг й и р и н д и с и

/ 1
S  (х) =-■ lim  Sn (х) =  lim  I 1 — ---------

ГС—>OQ П-+ оо \ ПХ-\- I

Таърифга кура, ^  е > 0  сон олинганда п0 

п > п 0 учун

I S n (х) — S (х) | =

=  1 (0 <  х С  оо).

(хфО) дейилса, барча

пх +  1 пх +  1 {п0 -j- 1) х+ 1

булади. Агар * = 0  булса, равшанки, V п учун S n (0) =  S  (0 )=  1 булиб,
5 Л (0) -  S  (0) =  О

булади. Бундаги п0 натурал сон е > 0  ва х (0 < х < о о )  нукталарга борли^ булиб, 
у барча х (0 <  х< . +  оо) нукталар учун умумий була олмайди (бу .^олда п0 =

нинг (0 , +  оо) да х буйича максимуми чекли сон эмас).

Бош^ача ^илиб айтганда, исталган п натурал сон олсак >̂ ам шундай е0 > 0
/ 1 \ 1 масалан, е0 =  — ва х =  — £ (0 , -|— (- оо) нукта топиладики,
\ 4 / п

1
—  2  > е °

булади.
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14.3- т ео  р ем  а. М (М cz R) тупламда V  ип {х) функционал ца-
П= 1

тор берилган булиб, унинг йириндиси S  (х) булсин. Бу функционал 
к.аторнинг М да текис якинлашувчи булуши учун, унинг кисмий 
йириндилари кетма- кетлиги {5ы(х)} нинг М да фундаментал кетма- 
кетлик булиши зарур ва етарли.

Б у теорема функционал кетма- кетликнинг текис якинлашиш ха1чн- 
даги  14 .2 -теоремани функционал каторга нисбатан айтилиши булиб, 
унинг исботи 14 .2-теореманинг исботи кабидир.

Функционал катор 
00
V  ип (х) =  их (х) +  иг (х) +  . . . +  ип (х) +  • • •
л—1

нинг текис якинлашувчи булиши хак,идаги 14.7-таъриф хамда функ
ционал кетма-кетликнинг текис якинлашувчи булишининг зарур ва 
етарли шартини ифодаловчи 14 .1 -теоремадан фойдаланиб куйидаги тео
ремага келамиз.

00
1 4 . 4 - т е о р е м а .  ^  ип (х) функционал катор М тупламда S  (х) га

Л = ]

текис ящнлсаииши учун
lim sup | S n (x) — 5  (x) | =  0
n->o>

булиши зарур ва етарли.
Мисол.  Ушбу

Ов
V  ХП =  1 +  д; +  *2 +  . . . _|- ХП +  . ,  .
П=1

функционал >̂ атор (— 1. +  1) да якинлашувчи булиб, унинг йириндиси

5  (х) =  г - 5—1 — л;
эканини курган эдик. Бу функционал цатор учун

| S „ ( j O - S ( x ) | =  у ^ - х  ( л - 6 ( - ! , + ! ) )

булиб,
sup [ S n (х) — S  (х) [ =  +  сю

булади. Демак, берилган }$атор (— 1, —(— 1) ораликда текис якинлашувчи эмас.
1 4 . 5 - т е о р е м а .  ( В е й е р ш т р а с с  а л о м а т и . )  Агар ушбу

j j ?  ип (х) =  их {х) +  « 3 (х) +  • • ■ +  ип (х) +  . . . (14.5)
П=\

функциона.1 каторнинг цар бир хади М (М cr. R) тупламда куйидаги
Iип (х) \ < сп ( я  =  1 . 2 , . . .) (*)

тенгсизликни цаноатлантирса ва

У с п -=с1 + с , +  . . .  +  сп +  . . .  (14.13)Jamп= 1
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сонли цатор якинлашувчи булса, у %олда (14.5) функционал цатор 
М тупламда текис якинлашувчи булади.

Ис б о т .  Модомики, (14.13) катор якинлашувчи экан, 1-кием, l l - 
боб, 2- § да келтирилган теоремага асосан, V  е >  0 сон олинганда хам, 
шундай n0£N топиладики, барча я > я 0, т > я  учун

Сп + 1  +  Сп + 2  +  ■ • • +  Ст  <  6

булади. (*) тенгсизликдан фойдаланиб, М тупламнинг барча х (х^М) 
нукталари учун

(х) +  ип+2 (х) +  . . . +  ит (х) | <  е 
булишини топамиз. Бундан эса 14.8-теоремага кура [берилган функ
ционал каторнинг М тупламда текис якинлашувчи булиши келиб чи- 
^ади.

М и с о л л а р .  1. Ушбу

1
( 0 ^  * <  +  оо)

J (х +  п) ( х  +  п +  1 )

п =  1
функционал ^аторнинг текис якинлашувчилиги аникланган эди. Бу к;аторнинг текис 
я^инлашувчилигини Вейерштрасс аломати ёрдамида осонгина курсатиш мумкин. [\а- 
^и̂ атан з̂ ам,

|________1_________I ____________ 1_______  J _

п I (■*■ п) ix -г  ^ 1) I \х я1 ' \х -Ь я -j- 11 п2
булиши ^амда

ОО

У -
п= 1

цаторнинг я^инлашувчилигидан берилган функционал ^аторнинг (0 , - f  оо) да текис 
якинлашувчилиги келиб чикади.

2 . Ушбу

Un (*) = ' (о;< х'< + '°°)
____ ____I +  п5х2
п = 1 п — I

функционал ^аторни ^арайлик. Бу функционал ^аторнинг^умумий хади

“я ^  = Г Г*7  2 (” = •■ 2, . . .)1 п5х2
функциядан иборат. Бу функцияни [0, +  оо) ораликда экстремумга текширамиз

5 __5_
2 2 

ип (•*) функциянинг ^осиласи ягона х =  п ну^тада нолга айланади (х — п — 
стационар ну^та). Бу стационар ну^тада

__5_

ип (п 2 ) <  о
_5_

2
булади. Демак, ип (*) функция х =  п £ [0 , -J- оо)^нуцтада максимумга эришади.

1 — Т
Унинг максимум киймати эса — п га тенг. Демак, 0 <  х оо да

I ип (х) i;.=
1

С  —

2 п~
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булади. Агар — -— ^аторшшг якинлашувчилигини эътиборга олсак, унда Вейер-
п= 1 о

2 п “
штрасс аломатига кура, берилган функционал каторнинг [0 , оо) да текис яцинла- 
шувчи эканлигини топамиз.

3 -§ . Ф ун кц и о н ал  като р  йигиндисининг хам д а ф ункционал  
ке тм а -ке тл и к  лимит ф уккциясининг узлуксизлиги

1. Ф у н к ц и о н а л  к , атор й и г и н д и с и н и н г  у з л у к с и з л и г и .  
М (М cz R) тупламда бирор якинлашувчи

2  Un w  =  «1 W  +  и2 ( * ) + • ■ •  +  Ы„ (х) + . .  . (14.5)
п= 1

функционал ^атор берилган булиб, унинг йириндиси S  (х) булсин.
ОО

14.6- т е о р е м  а. Агар ^  ип (х) функционал каторнинг щр бир
Л=1

ходи ип (х) (п — 1, 2, . . .) М тупламда узлуксиз булиб, бу функцио
нал катор М да текис якинлашувчи булса, у  холда каторнинг йирин
диси S  (х) хам М тупламда узлуксиз булади.

Ис б о т .  х0 — М тупламдан олинган ихтиёрий нук^та. Функционал 
катор текис якинлашувчи. Таърифга кура, V  О О  олинганда хам, 
шундай п0 £ N топиладики, М тупламнинг барча х нукталари учун бир 
йула

| S „ ( x ) - S  (х )| < | , (14.14)

жумладан
|5„(x0) - S  (х0)| < | -  (14.15)

тенгсизлик бажарилади.
Модомики, (14.5) функционал к;аторнинг хар бир хади М тупламда 

узлуксиз экан, унда
S n (х) =  « !  (х) +  и2 М  +  • • ■ +  % (х)

функция хам М да, жумладан х0 ну^тада узлуксиз булади. Демак,
g

юкоридаги е > 0  олинганда хам, — га кура шундай б >  0 топиладики, 

Iх — *о К  S булганда
| S „ M — W K f -  (14 .16 )

булади.
Юкоридаги (14.14), (14.15) хамда (14.16) тенгсизликлардан фойда

ланиб, ^уйидагини топамиз:
1 S ( x ) - S  (х0) I <  1 S  (х) -  (х) | +  1 S„ (х) -  S„ (х0) | +

+  lS „ (x 0) - S ( x 0)| | < |  +  | -+ | -  =  e .
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Демак, Y  £ >  0 олинганда хам, шундай S >  0 топиладики \х— х0|<6 
булганда

15  (х) S  (х0) | е
булади. Бу эса S (х) функциянинг х„ ( у  л:П£-М) нуцтада узлуксиз зкан- 
лигини билдиради. Теорема исбот булди.

Бу теореманинг шартлари бажарилганда ушбу
5  (х0) =  lim [lim Sn (л)] =  lim [lira S n (x)]

X—̂Xq ft— Д П —>Xq
муносабат уринли булади.

OO
14.2-эс л а т м а . 14.6-теорема даги ^  ип (х) функционал каторни иг

ГС—1
М да текис я^инлашувчилик шарти функционал цатор йириндиси 
S  (х) нинг узлуксиз булиши учун жуда мухимдир. Бу шарт бажарил- 
май х°лса, теоремадаги тасдик, умуман айтганда, тугри булмайди. 
Бун га куйидаги функционал катор мисол була олади:

2  хп 1 (1 — х) =  (1 — х) +  х (1 — х) +  х2 (1 — х) +  . , .
П~\

+  xn~l (1 — х) +  . . . ( 0 < х <  1)

Функционал каторнинг хар бир ип (х) =  хп 1 (1 — х) (п — 1, 2 . . .) хади 
[О, 1] ораликда узлуксиз. Катор йигиндиси

| 0, агар х =  1 булса,
^ ^  1 1, агар 0 < х <  1 булса

эса [0,1] ораликда (аншфоги, х — 1 ну^тада) узлуксиз эмас.
Айни пайтда, каторнинг текис якинлашувчилиги етарли шарт булиб, 

зарурий хам эмас. Яъни баъзан текис якинлашувчилик шартини ба- 
жармаган функционал каторнинг йигиндиси х,ам узлуксиз булиши мум
кин. Масалан, ушбу бобнинг 2- § да келтирилган

— 1) * + 1] (пх +  1)П=1
функционал катор (0, +  оо) ораликда текис якинлашувчилик шартини 
бажармаса-да, бу функционал каторнинг йигиндиси 5  (х) =  1 (0, +  оо) 
ораликда узлуксиздир.

2. Ф у н к ц и о н а л  к е т м а - к е т л и к  л и м и т  ф у н к ц и я с и  н и н г  
у з л у к с и з л и г и .  М (M czR) тупламда \fn (х)}:

h (x ), . . . ,  fn (x), . . .  (14.2)

функционал кетма- кетлик берилган булиб, унинг лимит функцияси / (х) 
булсин:

lim fn (x )= f(x ) .
П—> «j

14.7-т е о р е м а .  Агар {fn(x)J функционал кетма-кетликнинг хар 
бир /„ (х) (п =  1, 2, . . .) ^ади М тупламда узлуксиз булиб, бу функ
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ционал кетма- кетлик М да текис якинлашувчи булса, у  холда f  (х) 
лимит функция %ам М тупламда узлуксиз булади.

Бу теореманинг шартлари бажарилганда ушбу
f  (.х) =  lim [lim fn (г1)] =  lim [l im fn (01

(-* x «j
муносабат уринли булади.

4- §. Ф ун кц и о н ал  като рл ар д а  х,амда ф ункционал  
ке тм а -кетл и кл ар д а  ^адлаб лимитга утиш

1. Ф у н к ц и о н а л  ^ а т о р л а р д а  ^ а д л а б  л и м и т г а  у т и ш .  
М (М cz R) тупламда якинлашувчи

2  и„ (х) =  «1 (х) +  и2 (х) +  . . . +  ип (х) +  . . . (14.5)
П=1

функционал катор берилган булиб, унинг йириндиси S  (х) булсин. х9 
нукта эса М тупламнинг лимит нуктаси.

00
1 4 . 8 - т е о р е м а .  Агар х —у х 0 да V  ип (х) функционал цаторнинг

П~ 1
хар бир и (х) (п =  1, 2,  . . .) хади чекли

l im ип (х) =  сп {п =  1, 2, . . .) (14.17)
Х~*Х0

лимитга эга булиб, бу катор М да текис яцинлсииувчи булса, у  хол
да

2  Сп  =  С\ +  С2 +  • • • + Сп +  ■ ■ ■ 
гг— 1

катор щ и якинлашувчи, унинг йш-индиси С эса S  (х) нинг х ->• х0 даги 
лимити

lim S (х) — С

га тенг булади.
И с б о т .  Ш артга кур а  (14.5) функционал ^атор текис якинлашувчи. 

У  хрлда 14 .3 -теоремага асосан, Y e > 0  олинганда хам, шундай n0£N 
топиладики, барча п^> п0, т^>  п лар ва М тупламнинг барча х н укта
лари учун

I м„+1 (х) +  ы„+2 (х) +  ■ . ■ +  ит  (х) 1 <  е (14.18)
тенгсизлик бажарилади. (14.17) шартни эътиборга олиб, (14.18) тенг- 
сизликда х —> х 0 д а  лимитга утиб куйидагини топамиз:

I cn+i +  сп+2 +  ■ • • +  ст  |< е.
Д ем ак , V  е >  0 олинганда хам, шундай n0£N топиладики, барча п >  
> n 0, m > n  лар учун

I Сп+ 1 +  Сп+ 2  +  • • • +  Ст  I <  8
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тенгсизлик бажарилар экан. Катор якинлашувчилигининг зарурий ва 
етарли шартини ифодаловчи теоремага мувофи^ (каралсип, 1- кием, 11 - 
боб, 3-§)

со

2  Сп  =  С\ +  С2 +  ' ' ' +  Сп  +  • ' •
п= 1

катор якинлашувчи булади. Демак,
lim Сп - С,
«-+00

бунда
Сп — Cj Ч~ с2 +  . . .  +  сп (п =  1, 2, . . .).

Энди х->~ х0 да (14.5) функционал катор йириндиси 5  (х) нинг ли
мити С га тенг, яъни

lim S  (х) =  С
Х—*Хо

булишини курсатамиз. Шу максадда ушбу
S  (х) — С

айирмани олиб, уни куйидагича ёзамиз:
5  (х) -  С =  [S (х) -  S n (х)] +  [Sa (х) -  Сп\ +  [Сп — С], (14.19)

бунда
S n (х) =  « 1 (х) +  и2 (*) +  . . .  + и п (х).

Теореманинг шартига кура (14.5) функционал к,атор текис якинлашувчи. 
Демак, V  8 >  0 олинганда хам, — га кура шундай na£N топиладики, 
барча п >  л0 ва М тупламнинг барча х нукталари учун

| S „ ( x ) - S  M K j  (14.20)

тенгсизлик бажарилади.
(14.17) шартдан фойдаланиб цуйидагини топамиз:

lim Sn {х) =  lim [ux {х) +  и2 (х) +  . . .  +  ип (х)] =  сх +  с2 +  . . .  +
X—>ДГо X—*Xq

+  сп =  С .1 п п

Демак, Y  е >  0 олинганда хам, га кура шундай б >  0 топиладики

Iх — х0| < 8  булганда

тенгсизлик бажарилади.
Юцорида исбот этилганига кура

lim Сп =  С.
П—>оО
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Демак, V  е >  0 олинганда хам, — га кура, шундай я ' £ N топила
дики, барча п >  п"0 учун

I С I <  f- (14-22)

булади. Шуни хам айтиш керакки, агар п0 =  шах {п0, п0} деб олинса, 
унда барча п >  п0 учун (14.22) ва (14.20) тенгсизликлар бир вакт- 
да бажарилади.

Натижада (14.19) муносабатдан, (14.20), (14.21) ва (14.22) тенгсиз
ликларни эътиборга олган хрлда, куйидагини топамиз:

( S ( x ) - C [ < | S ( x ) - S „  (х)| +  ( 5 „ ( х ) - С п( +  | С „ - С ! <

Демак, V e > 0  олинганда хам, шундай 8 > 0  топиладики, \х — х0!< 6 
учун (х£Л1)

1 S (х) —■■ С I <  е
тенгсизлик бажарилади. Бу эса lim S (х) = С эканини билдиради.
Теорема исбот булди.

Юкоридаги лимит муносабатни куйидагича хам ёзиш мумкин:

Бу эса 14.8-теореманинг шартлари бажарилганда чексиз каторларда хам 
хадлаб лимитга утиш коидаси уринли булишини курсатади.

2. Ф у н к ц и о н а л  к е т м а - к е т  л и к  л ар д а  х а д л а б  л и м и т г а  
у т и ш.  М. {M a R )  тупламда {fn (x)'l:

fi (*), h  W . • • М *)- • • • (14.2)
функционал кетма-кетлик берилган булиб, унинг лимит функцияси 
/ (х) булсин. х0 нукта эса М тупламнинг лимит нуктаси.

14.9-теорема. Агар х -*-х0 да |/л (х)} функционал кетма-кетлик
нинг ,\ар бир fn (х) (п =  1, 2, . . .) хади чекли

lim f  (х )= а п (п =  1, 2, . . .)

лимитга эга булиб, бу кетма-кетлик М да текис якинлашувчи бул
са, у холда [ап}:

аи а,, . . . ,  ап, . . .  
кетма- кетлик хам якинлашувчи, унинг а =  lim ап лимити эса / (х) нинг

п -»ас
х —*~ хв даги лимитига тенг

lim f  (х) — а
Х - + Х ц

булади.
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5 -§ . Ф ун кц и о н ал  ^аторларни х;амда ф ункционал  
кетм а-кетл икл арн и  х,адлаб интеграллаш

1. Ф у н к ц и о н а л  к а т о р  л ар ни х . а д л а б  и н т е г р а л л а ш .  
[а, Ь] сегментда якинлашувчи

«1 (х) ~т~ Щ {х) . . .  +  ип (х) 4~ . • . (14.5)
функционал катор берилган булиб, унинг йириндиси S (х) булсин:

S (х) =  2  u«
П= 1

00
14.10-т е о р е м  а. Агар ^  ип (х) каторнинг хар бир ип(х) хсасhi

П~ 1
(л = 1,2,  . . [а, Ь] сегментда узлуксиз булиб, бг/ катор шу сег
ментда текис якинлашувчи булса, у холда катор хадларининг ин-
тегралларидан тузилган

ь ь ъ
j  Ux (х) dx +  | и2 (х) dx~t . . . +  j ип (х) dx 4- . . .
а  а  а

b
катор %ам якинлашувчи булади, унинг йитндиси эса  ̂ 5  (х) dx га

а
тенг булади:

о» ь ь
V  j  ип (х) dx — j S  (х) dx.
п — 1 а а

Ис б о т .  Берилган функционал каторнинг хар бир ип (х) х.ади (п=  
= 1,2,  . . .) [а, b] да узлуксиз, демак, ип (х) (п =  1, 2, . . .) функция
лар [а, Ь] сегментда интегралланувчи. (14.5) функционал катор [a, ft] 
сегментда текис якинлашувчи. Унда 14.6-теоремага кура, функционал 
каторнинг йириндиси 5  (х) функция [а, Ъ] да узлуксиз, демак, интег
ралланувчи булади.

Аввало (14.5) функционал катор хадларининг интегралларидан ту 
зилган

ОС h b  Ь ь

2  j  ип М  dx— j  (х) dx +  j  «2 (х) dx +  . . .  4- j  ип (х) dx +  . . .
n = l а а а а

каториинг якинлашувчи булишини курсатамиз.
Шартга кура (14.5) функционал катор [а, Ь] да текис якинлашувчи.

У хрлда 14.3-теоремага асосан, V e > 0  олинганда хам, —— га кура,
Ь — а

шундай п0£ С топиладики, п >  п0, пг >  п булганда

I » „ + 1 (*) 4- ип+2 (х) 4- . . . 4~ит (х) |< 

булади. Бу тенгсизликдан фойдаланиб куйидагини топамиз:
ь ь 
j  «п+1 (х) dx 4- j  и п+ 2 (х) dx 4- .

b

■ 4- f ит  (х) dx
b

и п + 1 ( * )  +
а а а а
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+  ип+ 2 ( * ) + • • ■  +  Ит  |dx <  ф — а) =  е. (14.23)
1 b — a

Демак, Y O O  олинганда хам, шундай п0£М топиладики, п ]> пп ва 
m > n  булганда (14.23) тенгсизлик уринли булади. 14.3-теоремага 
асосан

оо &
2  j  «„ (х) dx 
/1 = 1  а

катор якинлашувчи булади. Одатдагидек берилган функционал катор
нинг кисмий йигиндисини S n (х) деймиз. Функционал каторнинг текис

якинлашувчилиги таърифидан, V  е >  0 олинганда хам, —5— га кура
ь — а

шундай nc£N топиладики, барча п >  п0 ва \а, Ь] сегментнинг барча х 
нукталари учун

I S „ ( x ) - S ( x ) | < - i -
о — а

булади
Ани^ интеграл хоссасидан фойдаланиб куйидагини топамиз: 

b b b ь
j  S  (х) dx =  J  Sn (х) dx - f  J  [S (x) — Sn (x)] dx =  J  ux (x) dx+
a  a  a  a

b b b 
+  j  u2 (x) dx +  . . .  +  j' Un (x) dx-f  i  [5  (x) — S n (x)] dx.

& a  a
Arap

b b 
j j1 [5 (x) — S n (x)] dx I <  j  j 5  (x) — S n (x) 1 dx <  (b — a) =  s

a  a
булишини эътиборга олсак, унда

b
l im  { [S (x) — S n (x)i dx =  0
П-+00 J

a
булиб, натижада

b b b b
J  S  (x) dx~  J  (x) dx+  j  u2 (x) d x -r  . . .  +  j  un {x) d x +  . . .
a  a  a  a

эканлиги келиб чикади. Теорема исбот булди. Юкоридаги муносабатни 
куйидагича хам ёзиш мумкин:

j  [ 2  ип w ] dx  =  2  [ J* “» (х) °'х \-
а  Л—1 п=  I а

Бу эса 14.10-теореманинг шартлари бажарилганда чексиз цаторларда 
хам хадлаб интеграллаш коидаси уринли булишини курсатеди.

14.3-э с л а т м а .  Келтирилган теоремада функционал каторнинг те
кис якинлашувчилиги шарти етарли булиб, у зарурий шарт эмас, яъни 
баъзан текис я^инлашувчилик шартини бажармаган функциал катор- 
ларни хам х,адлаб интеграллаш мумкин булади.
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М и с о л .  Ушбу
1 _1_

да , 2n+l 2п—1
V 4 (-V — А' ) (О .V 1)

п=1
^аторни ^арайлик. Бу каторнинг ^исмий йигиндиси

п 1 1 I
5  V  , 2fe+l 2 k —1 2^+1

W  — ^  (X — X ) =  — X +  X 
k=l

булиб, йигиндиси эса

57ГГ1 I 0 , агар х =  0 булса,
S(x) =  lim  S  (х) — lim  ( — x - f  a: ) =  |, n  —- - in ' 11 — д:, агар 0  <  *  <. 1 булса

n —, 0 0  t l—>oo I

булади. Бу функционал цатор [0,1] оралицда текис яцинлашувчилик шартини бажар- 
майди. Аммо

1
f S (x ) d x =  _ L  ,

О 2
o° i __L —L  oo

2 [ f ( , y ± .  1 — L  V
« i  „ tf  2 «(n + l) 2 "

!_ lim v i 1 1 \  1 i • I 1 N 1____ L  lim  v ?  , 1  1 \ 1 I• /

булишини эътиборга олсак, унда

1 1 ос _ l _ j _  г ,  ! _ i_
f  S(x) d x = j  [ У с *  2n+1 -  X 2n- ) l  d x = Z  i (* 2"+1-  x 2n~l dx
0 6 j "  . « = 1 6  

булиши топилади.

2. Ф у н к ц и о н а л  к е т м а - к е т л и к л а р н и  х а д л а б  и н т е г -  
р а л л а ш.  [а , Ь] сегментда {(/„(х)}.

/i М . /а М . • • •> /„(*)> • • • (14-2)
функционал кетма-кетлик берилган булиб, унинг лимит функцияси 
f(x) булсин.

14.11-т е  оре м  а. Агар {/„(*)} функционал кетма-кетликнинг хар 
бир fn(x) ( « = 1 , 2 ,  . . .) хади [а, Ь] сегментда узлуксиз булиб, бу 
функционал кетма- кетлик [а, Ь] да текис якинлашувчи булса, у 
холда

ь ь ь
j  f 1 (x)dx,^f2 (x)dx, . . ., j  fn(x)dx, . . .
a  a  a b

кетма-кетлик якинлашувчи булади, унинг лимити эса j  f{x)dx га
а

тенг булади, яъни

' m d x = \ n x ) d x .  (14.24)
а а
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Бу теоремадаги (14.24) лимит муносабатни куйидагича

пгп
П —*- ос

[ /„(*)<** 1 = f  [Пт fn(x)
J  ,) ri—ю о

dx

з̂ ам езиш мумкин.

6- §. Ф ун кци он ал  каторларни х,амда ф ункционал  
кетм а-кетл икл арн и  х,адлаб диф ф еренциаллаш

1. Ф у н к ц и о н а л  к а т о р л а р и  и >; а д л а б д и ф ф е р е н ц и а л '  
ла ш.  [а, fr] сегментда якинлашувчи

и\ М  +  ui (х) +  • ■ . +  ип(х)+ . . . (14.5)
функционал катор берилган булиб, унинг й и р и н д и с и  5  (х) булсин:

s(x) =  2 u»w
/1=1 

оо
"V1 .г14. 12-теорема .  Агар 2* Пп{х) каторнинг хар бир цади ип(х)
/1=1

(л=1, 2, . . . )  \а, Ь] сегментда узлуксиз и'п (л) (л=1, 2, . . .)  .\ocu- 
лага эга бЦлиб, бу досылалардан тузилган 

00

2  « ' М  = и[ (х) Jru'2(x)+  . . . +  и'п (х) +  . . .
П= 1

функционал цатор [a, ft) да текис якинлашувчи булса, у хслда бе
рилган функциотл цаторнинг S  (х) йириндиси шу [а, Ь] да S' (х) 
%осилага эга ва 00

S ' ( * )  =  2 " n W  <1 4 -2 5 )Л— I
булади.

Ис бот .  Шартга кура
ч\ (•*) +  и2 (х)_+ . . .  -f- ип (х) +  . . .

функционал катор [а, b] да текис якинлашувчи. Унинг йириндисини 00
5  (х) дейлик: S ( x ) = V  и’„(х)- $  (х) 14.6-теоремага асосан [а , Ь]

п = \
да узлуксиз булади.

Функционал каторни хадлаб интеграллаш хакидаги 14.10-теорема- 
дан фойдаланиб, ушбу

00

П— 1
каторни [а, х] оралик (а <  х < Ъ) буйича хддлаб интеграллаб ^уйида- 
гини топамиз:
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Оо
—  2  ч п (а ) =  5 (A-) — 5(a) . (14.26)

п=  1

Модомики, S  (х) функция [а, b] ораливда узлуксиз экан, 1-кисм,
6- боб, 4- § да келтирилган теоремага биноан

булишини топамиз. Бу эса (14.5) функционал кагор йириндиси хрси- 
лага эга ва унинг учун (14.25) тенглик уринли булишини билдиради. 
Теорема исбот будаа_-

(14.25) тенгликни куйидагича ^ам гзиш мумкин.

Бу эса 14.12-теореманинг шартлари бажарил ганда чексиз ^атор- 
ларда хам хадлаб дифференциаллаш цоидаси уринли булишини курса - 
тади.

14 . 4 - э сла т м а. 14.12-теоремадаги функционал цаторнинг текис 
яцинлашувчилик шарги хам етарли булиб, у зарурий шдрт эмас.

2. Ф у н к ц и о н а л  к е т м а - к е т л и к л а р н и  ^ а д л а б  д и ф ф е 
р е н ц и а л л а ш .  [а, Ь] сегментда якинлашувчи ((/„(л)-:

функционал кетма- кетлик берилган булиб, унинг лимит функцияси 
f (х) булсин.

14.13-т е о р е м  а. Агар (х)} функционал кетма-кетликнинг хар 
бир цади fn(x) (п—1,2, . . .) [а, Ь] сегментда узлуксиз (х) (п = 1,2, . . .) 
%осилага эга булиб, бу хосилалардан тузилган

X

а

функция дифференциалланувчи булиб, унинг зуэсиласи

а

булади.
Иккинчи томондан (14.26) тенгликка кура

S'(je) =  S(.x)

М - 0 ,  /2 W ’ • • -  / « W -  • (14.2)
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функционал кетма-кетлик [а, Ь] да текис якинлашувчи булса у хол
да f(x) лимит функция шу [а, Ь] да /'(х) %осилага эга булиб, {/ (̂х)} 
кетма- кетликнинг лимити /' (х) га тенг булади.

7 -§ . Д а р а ж а л и  цаторлар

1. Д а р а ж а л и  к а т о р л а р .  А б е л ь  т е о р е м а с и .  Биз аввалги 
параграфларда функционал каторларни ургандик. Функционал катор
лар орасида, уларнинг хусусий холи булган ушбу

2  ап(х ~ хо)п=  ао+аА х ~ хо) +  ■ ■ ■ + а п(х — х0)п+  . . . (14.28)

каторлар (бунда а0, а1У а2, . . . ап, . . . х0 — узгармас хакикий сон
лар) математикада ва унинг татбикларида мух,им роль уйнайди, Бу ер- 
да, ушбу бобнинг 1-§идаги (14.5) ифодада цатнашган ип(х) сифатида

яъни х (ёки х-—х0) узгарувчинингдаражалари к>араляпти. Шу сабабли 
(14.27) ва (14.28) каторлар даражали цаторлар деб аталади.

Агар (14.28) каторда х — х0 = t деб олинса, у хрлда бу катор t 
узгарувчига нисбатан (14.27) катор куринишига келади. Демак, (14.27) 
^аторларни урганиш кифоядир.

(14.27) ифодадаги а0, а1 а2, . . .  ап . .  . хакикий сонлар (14.27) 
даражали каторнинг коэффициентлари деб аталади.

Даражали ^атсрнинг тузилишидан, даражали цаторлар бир-биридан 
фа^ат коэффициентлари билангина фарх килишини курамиз. Демак, 
даражали катор берилган деганда унинг коэффициентлари берилган де- 
ганини тушунамиз.

М и с о л л а р .  Ушбу

2. ^  л- — * -г а т * - т  ■ • • ~г*п + • • • 
п = О

цаторлар даражали цаторлардир.

Шундай к^илнб, даражали каторларнинг ^ар бир х;ади ( —  ОС , -j- СО ) 
да берилган функциядир. Бинобарин, даражали каторни, формал ну^- 
таи назардан, (— с»,- f t » )  да караш мумкин. Аммо, табиийки, уларни 
ихтиёрий нуктада якинлашувчи булади деб олмаймиз.

Оо
2  а,'хп=  о 0+  0 \Х +  й 2х 2+  . . . +  апх‘ (14.27)
п=0

ёки, умумийро^,
00

ип (х) =  апхп (ёки ип (х) = а п(х — х0)л),

со

1. +
хп
п\



Албатта, ихтиёрий даражали катор х =  0 нуцтада якинлашувчи бу
лади. Бу равшан. Демак, даражали каторнинг якинлашиш соча си ал
батта х = 0  нуктани уз ичига олади.

Даражали каторнинг якинлашиш сохаси (туплами) структурасини 
аншугашда куйидаги Абель теоремасига асосланилади.

14 . 14- теорема  ( А б е л ь  т е о р е м а с и ) .  Агар

У  ап хп =  а0 +  a t х +  а2х2 +  . . . +  апхп +
п =О

(14.27)

даражали катор х нинг х = х0 (х0 ^  0) кийматида якинлашувчи бул
са, х нинг

И  <  К I  (14.29)
тенгсизликни каноатлантирувчи барча кийматларида (14.27) дара
жали катор абсолют якинлашувчи булади.

Ис б о т .  Шартга кура
ОО

V  х" =,<*„ + а, х0 +  а 2х20 +  . . . + а пхп0 +  . . .
п =О

катор (сонли катор) якинлашувчи. У хрлда катор якинлашувчилиги- 
нинг зарурий шартига асосан

П т а пх" =  0
п~* оо

булади. Демак, {anxfy кетма-кетлик чегараланган булади, яъни шун
дай узгармас М сони мавжудки, Y  n £N учун

|flBx S K A f
тенгсизлик бажарилади. Бу тенгсизликни эътиборга олиб куйидагини 
топамиз:

К * " М а1.*о1

Энди ушбу
ОО

I ап Х"\ — I а 0 I +  I а \ Х \ +  К  А'2 | +  • • • +  | а п ХП I +п=0
к,атор билан бирга куйидаги

X п X
Хо

(14.30)

V  м
п —0 х0

М +  М X
Хо

+ м X
Ха

М

(14.31)
каторни ^арайлик. Бунда, биринчидан (14.31) ^атор якинлашувчи 
(чунки бу ^атор геометрик ^атор булиб, унинг ма^ражи (14.29) га кура
1 дан кичик: X

Хо
<  1), иккинчидан (14.30) каторнинг ^ар бир .^ади

(14.31) каторнинг мос ^адидан катта эмас. У хрлда 1 - 1̂ исм 11-боб, 
3-§ да келтирилган теоремага кура (14.30) катор якинлашувчи була-
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ди. Демак, берилган (14.27) даражали катор абсолют якинлашувчи. 
Теорема исбот булди.

14 . 1 - натижа .  Агар

~У,опхп — а0 -f- а,.х + а2х2 +  . . . +  я„хп +  . . .  (14.27)
п=0

даражали катор х нинг х= х 0 кийматида узоклашувчи булса, х нинг 
j х I >  | х0 | тенгсизликни каноатлантирувчи барча кийматларида узокла
шувчи булади.

Ис б о т .  Берилган (14.27) даражали катор х0 нуктада узоклашув
чи булсин. Унда бу кдгор х нинг | х| > )х0| тенгсизликни каноатлан
тирувчи кийматларида зсам узоклашувчи булади, чунки (14.27) катор 
х нинг j х | >  j х01 тенгсизликни каноатлантирувчи бирор х =  хг кийма
тида якинлашувчи буладиган булса, унда Абель теоремасига кура бу 
катор х — х0 ( | х0 | <  хг |) нуктада хам якинлашувчи булиб колади. Бу 
эса (14.27) каторнинг х =  х0 да узоклашувчи дейилишига зиддир. На- 
тижа исбот булди,

2. Д а р а ж а л и  к а т о р н и н г  я к , и н л а ши ш р а д и у с и в а  я р н -  
л а ш и ш  и н т е р в а л  и. Энди даражали каторнинг якинлашиш сохаси 
структурасини аниклайлик.

14.15-т е о р е м а .  Агар
ОО

2  апхп -= а0 +  а1х1+ а 2х°~ +  . . . + а пхп +  . . . (14.27)
jj—О

даражали цатор х нинг баъзи (х ф  0) кийматларида якинлашувчи, 
баъзи кийматларида узоклашувчи булса, у %олда шундай ягона г^>0 
%ацщий сон топиладики (14.27) даражали цатор х нинг U | < r  
тенгсизликни каноатлантирувчи кийматларида абсолют ящнламув- 
чи, | х | >  г тенгсизликни каноатлантирувчи кийматларида эса узоц- 
лашувчи булади.

Ис бот .  Берилган (14.27) даражали к;атор х=~х0 ФО да якинла
шувчи, х =  Xj да эса узоклашувчи булсин. Равшанки, | х0 j •< | л\ | була
ди. Унда 14.14-теорема хамда 14.1-натижага мувофик (14.27) даража
ли катор х нинг | х | <  | х0 1 тенгсизликни каноатлантирувчи кийматла- 
.рида абсолют якинлашувчи, х нинг | х | >  | хг | тенгсизликни каноат
лантирувчи кийматларида эса узоклашувчи булади. Жумладан (14.27) 
даражали катор а (а <  | х„ |) нуктада якинлашувчи, b (Ь >  | хг |) нуктада 
эса узоклашувчи булади (15-чизма). Демак, (14.27) катор [а, Ь\ сегмент- 
нинг чап чеккасида якинлашувчи, унг чеккасида эса узоклашувчи.

[а, Ъ] сегментнинг уртаси нуктани олиб, бу нуцтада (14.27)

^аторни карайлик. Агар (14.27) катор а ~̂ Ь- нуктада якинлашувчи

булса, унда 
а-\-Ьса, а,

£ ± *  Ь
2

сегментни, г  —■■- нуктада узоклашувчи бул-

сегментни олиб, уни [а\, Ьг] оркали белгилайлик. Де

мак, (14.27) катор ах нуктада якинлашувчи, Ь, нуктада эса узоклашувчи
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15-чизма

булиб, [а1; Ь̂  сегментнинг узунлиги by — aL =  ~ -2  га тенгдир. Сунг 

[ах, bxJ сегментнинг уртаси — ну^тани олиб, бу ну^гада (14.27) 

каторни ^араймиз. Агар у Й1 ~r-bl~ иуктада якинлашувчи булса, ун~

да а  1 4- * i
о сег-, , сегментни, узоклашувчи булса,

ментни олиб, уни [а2, 62( оркали белгилаймиз, Демак, (14.27) ^атор 
аг нуктада якинлашувчи, 62 нуктада эса узоклашувчи булиб, (а2, Ь.,\
сегментнинг узунлиги Ь2 — а2 — ~— -  га тенгдир. Шу жараённи да-22
юм эттираверамиз. Натижада ичма-ич жойлашган

^j]j [̂ 2» 2̂̂ ’ • • • » *
сегментлар кетма-кетлиги хосил булади. Бу сегменгларнинг хар блрл- 
нинг чап чеккасида (ап- нукталарда) (14.47) кагор якинлашувчи, унг 
чеккасида эса \Ьп- нукталарда) узоклашувчи, п->- оо да бу сегментлар

узунлиги нолга интила боради (bn —ап — {\  ̂j-
Унда ичма-ич жойлашган сегментлар принципига кура (^аралсин,

1 - кием, З-боб, 8-§) шундай ягона г сони топиладики,
lim a„ =  Нга&л =  г
fl-> ОО П->оо

булиб, бу г нукта барча сегментларга тегишли булади.
Энди х узгарувчининг | х | <  г тенгсизликни кшюаглантирувчн их

тиёрий киймагини карайлик. lim ап --- г булгани сабабли, шундай нату-
rt—оо

рал пв сони топиладики, ( х [ < а До< г  булади. аП) нуктада (14.27) к а 
тор якинлашувчи. Демак, 14.14-теоремага кура х  нуктада хам (14.27) 
даражали катор якинлашувчи булади.

х узгарувчининг | х | >  г тенгсизликни ^аноатлантирувчи ихтиёрий 
^ийматини карайлик. lim bn ~  г булганлиги сабабли, шукдай натурал

П-»аз
п{ сони топиладики, |х|> 6п<> г  булади. b нуктада (14.27) 1̂ атор 
узоклашувчи. Унда 14.1-натижага кура х да (14.27) ^атор узо^лашув- 
чи булади.

Шундай ^илиб, шундай г сони топиладики (14.27) даражали хатоР 
х  нинг j х | < г  тенгсизликни каноатлантирувчи ки;Ыатларида абсолют 
якинлашувчи, | х| > г тенгсизликни каноатлантирувчи ^иймагларяда 
эса узоклашувчи булади. Теорема исботланди.
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14.8-т а ъриф.  Юкрридаги 14.15-теоремада топилган г сони (14.27) 
даражали каторнинг якинлашиши радиусы, ( — г, г) интервал эса (14.27) 
даражали каторнинг якинлашиш интервалы деб аталади.

14- 5- эслатма .  14.15-теорема х нинг х =  ±г  кийматларида (14.27) 
даражали каторнинг якинлашувчи ёки узоклашувчи булиши тугрисида 
хулоса чикариб бермайди. Бу х =  ± г ну^таларда (14.27) даражали 
катор якинлашувчи ?;ам булиши мумкин, узоклашувчи х>ам булиши 
мумкин.

Энди мисоллар ^араймиз.

М и с о л л а р .  1- Ушбу

1 -j- х -f- ж2 -f- . . .  -\-хп .

даражали ^атор (геометрик цатор) нинг якинлашиш радиуси г  =  1, якинлашиш ин- 
тервали (— 1, +  1) булади. Бу катор интервалнинг чекка нукталари г =  ±  1 да 
узоклашувчи.

2. К,уйидаги

х , —  ХП
1 + 1 Т  +  ' 2 г +  3 2 +  • • • +  7 ^ 4 -  • ■ •

каторнинг якинлашиш радиуси r'=  1, якинлашиш интервали ( — 1, 1) булади. Бе- 
рнлган ^атор г — 1 да якинлашувчи, г - -  — 1 да эса узо^лашувчидир, ’Демак, да
ражали цаторнинг я1угалашиш сохаси (туплами) [ — 1 , 1] сегментдан иборат.

3. Ушбу

X X2 ; X3 хР_ ^
Т ~  2 Т + ’ ”

даражали каторнинг якинлашиш радиуси г =  1, яцинлашиш интервали эса ( — 1, 1) 
булади. Берилган 1̂ атор г — 1 да якинлашувчи, г  =  — 1 да эса узо^лашувчидир. 
Демак, ^аторнинг якинлашиш сохаси ( — 1, ) ] ярим интервалдаи иборат.

^ 6 - э с л а т м а .  Юкрридаги теорема баъзи х»Ф0 нукталарда якпн- 
лашувчи, баъзи х ^ О  нукталарда узоклашувчи булган даражали ка- 
торлар х;акидадир. Аммо шундай даражали каторлар ^ам борки, улар

факат х =  0 ну^тадагина якинлашувчи булади. Масалан, 2  п! хп ,
п— 1

катор исталган х0ф  0  ну^тада узоклашувчидир. Хакикатан хам, Д а - 
ламбер аломатига кура

lim
п-> о с

( n - j - l ) i  хп+ 1 

п! х" lim (я +  1) х0 =  со
п~>00

ОО
булади. Демак, ^  п\ хп катор исталган хф О  да узоклашувчи. Бун

дай даражали каторларнинг якинлашиш радиусини г =  О деб оламиз 
Айни вактда шундай даражали ^аторлар хам борки, улар ихтиёрий

ни олайлик
___ п\п=1

х £ ( — оо,  оо ) да якинлашувчи булади. Масалан, ~
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Бу цатор исталган х0 нуктада якинлашувчидир. ^акикатан хам, яна 
Даламбер аломатига кура

•Л-Н п
lim

л - > ° ° (п +  1)! 4
lim -!—!—=  О

ri-,00 n-f- 1
булади. Демак, бу цатор исталган х £ ( — оо -f  о о ) да якинлашувчи. 
Бундай даражали каторларнинг якинлашиш радиуси г =  -+• оо деб 
олинади.

3. К о ши  — А д а м а р  т е о р е м а с и .  Юкрридя курдикки, даражали 
каторларнинг якинлашиш сохаси содда структура га эга булар экан: 
ёки интервал, ёки ярим интервал, ёки сегмент. Хамма холларда х^м 
бу сох,а якинлашиш радиуси г ор^али ифодаланади.

Маълумки, хар кандай даражали катор
00 .

S  а л * " = = а о +  а \х  +  а 2 х  +  • • • + а п х П +  • • • ( Г 4 . 2 7 )я=О
узининг коэффициентлари кетма-кетлиги ! ап } билан ани^ланади. Би
нобарин, унинг якинлашиш tywryevr хам шу коэффициентлар кетма- 
кетлиги оркали кандайдир топилиши керак. Берилган (14.27) даража
ли катор коэффициентлари ёрдамида j  j ап 11:

(ао I- | а\ |* ]/ I а21 > • • • ’ Y  Iйп I ’ ’ - ' (^ 3 2 )
сонлар кетма-кетлигини тузамиз. Маълумки, Хар кандай сонлар кетма- 
кетлигининг юкрри лимити мавжуд (каралсин, 1- кием, З-боб, 11-§). 
Демак, (14.32) кетма-кетлик х,ам ю^ори лимитга эга. Уни b билан 
белгилайлик:

b =Y\myf\ % J ( 0 < b < 4 - o o )
П—>оо

j/ 1 6 -т е  о р е м а  ( Коши — А д а м а р  т е о р е м а с и ) .  Берилган
°о п
\]  апх даражали каторнинг ящнлаинш радиуси
п=0

lim Я м  ск.зз>
'<-—'00

булади.
^ б - э с л а т м а .  Юкоридаги (14.33) формулада Ъ — 0 булганда г — 

=  Ч-оо, Ъ — +  00 булганда эса г =  0 деб олинади.
Ис бот .  (14.33) формуланинг тугрилигини курсатишда куйидаги
1) & =  +  оо (г =  0 ),
2) b =  0 (г =  +  оо),
3) 0 <  b <  -f~ оо |V =  —

холларни алохида-алохида к араймиз.__
1) Ь =  оо булсин. Бу хрлда y r \an\i кетма-кетлик чегараланмаган- 

дир. Ихтиёрий х0 (х0ФО) л у катали олиб, бу нуктада (yf'27) даражали
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к.аторнинг узоклашувчи эканини лсурсатамиз. Тескарисини фараз ^и- 
лайлик, яъни шу х0 нуктада (№ 27) даражали ^атор якинлашувчи

ОО
булсин. Демак, 2  апхо ^атоР (сонли катор) якинлашувчи. Унда

. п—О
катор якинлашувчилигининг зарурий шартига асосан

lim апх* =  О
П-ЮО

булади. Демак, {апхJ )  кетма-кетлик чегараланган, яъни шундай уз- 
гармас М сон мавжудки (уни 1 дан катта цилиб олиш мумкин), 
¥  я  £ N учун

| a „ x " | ^ M ( M > l )  

тенгсизлик бажарилади. Бу тенгсизликдан

V\an\- Ы < У М<М,
яъни

У Ы <
м

I х0 |

булиши келиб чикади. Шундай килиб у ' \ ап | кетма-кетлик чегара
ланган булиб колди. Натижада зиддиятлик юзага келди. Зиддиятлик- 
нинг келиб чикишига сабаб (х0 Ф  0) нуктада (14.27) каторнинг якин- 
лашувчи булсин деб олинишидир. Демак, (14.27) даражали кдгор их
тиёрий хп(х0Ф  0) нуктада узоклашувчи.

2) b =  0 булсин. Бу хрлда ихтиёрий х0(х0ФО), нуктада (14.27) да
ражали каторнинг якинлашувчи булишини курсатамиз. Модомики, 
{ Y I fln I } кетма'кетликнйнг ЮК!0РИ лимити нолга тенг экан, бундан 
унинг лимити ^ам мавжуд ва нолга тенглиги келиб чикади. Таъриф- 
га асосан ¥ е > 0  сон олинганда хам, жумладан е =  —'— га кура

2 1 xq !
шундай топиладики, барча я >  я0 учун

f K I <

булади. Кейинги тенгсизликдан эса

К * о К ^ г

булиши келиб чикади. 
Равшанки
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катор якинлашувчи. Т а^ослаш  теоремасига кура (каралсин, 1- кием,
11-боб, 3-§) оо

S  \апхъ\п—О
^атор х,ам якинлашувчи булади. Демак,

s
л = 0

катор абсолют якинлашувчи.
3) 0 < 6 < +  оо булсин. Бу .^олда (14.27) даражали катор ихтиё

рий х0  ̂| х0 1 <  -y - j нуктада якинлашувчи, ихтиёрий xt  ̂| xL | >  - i  

ну^тада узоклашувчи булишини курсатамиз.
|х01 <  —  булсин. У  хрлда шундай б > 0  сонни топиш мумкинки, 

ь
| х0 1 =  —-— булади. Энди 6г(0 <  б, <  б) сонни олайлик. Бу бх >  О

6 + 6
сонга кура шундай n0£N топиладики, барча п >  п0 учун (говори ли- 
мнтнннг хоссасига кура, 1-^исм, З-боб, 11-§) У \ %  | <  b +  б,, яъни 
[ап ]< (/ ? +  Ьг)п булади. Демак, барча п >  я 0 учун

_ K * o l  =  K I K | < ( fc +  =  (г Й Т  (14-34)

булиши келиб чикади, бунда
Ь +  6, (6 +  б) — (6 — 6г) _  й - 6 ,  ■
*+ б  6-f-в Ь + 8

Энди ушбу

Ъ  K ^ M a o| +  |a i*o| +  l fl2 *ol +  ■ • • +  \ап К  \ +  • • • ( 14-3°)
п = О

^атор билан куйидаги

Г\(Ъ 61V* 1 I Ь -j- 6j | , (b -f- 6i \n
^ L ( * + 6  j ' 6 +6  ' ■ ■ ' ' \b-
n = 0

1 + ^ 7 ^ +  • • • +1

каторни солиштирайлик. Бунда, биринчидан, (14.35) ^атор якинлашувчи
(чунки бу катор геометрик катор булиб, унинг махражи 0 < ^ —̂  <  1),

6+ 6
иккинчидан, я  нинг бирор кийматидан бошлаб (п >  п0) (14.34) муноса- 
батга кура (14.30) каторнинг хар бир я,ади (14.35) каторнинг мос ха- 
дидан кат га эмас. Унда ^аторлар назариясида келтирилган таккослаш 
теоремасига (1- кием, 11-боб, 3-§) кура (14.30) ^атор якинлашувчи 
булади.

ГХ1 1 > — булсин. Унда шундай 6 ' > 0  сонни топиш мумкинки,ь



булади. Энди б; (0 <  б, <  б') сонни олайлик. Юкори лимитнинг хосса
сига асосан (1-^исм, З-боб, 2-§) j \an\j кетма-кетликнинг ушбу

У Ы  > Ь  — 6\, яъни ( j >  (6 — бр"

тенгсизликни цаноатлантирадиган хадларининг сони чексиз куп булади. 
Демак, бу хрлда

К * ? М < Ч - К | > ( » - в ; > " .  <1 4 - 3 б )

булиб, бунда
б- s ;  _  (6—6') + s ' - 6;
Ь -  6 ' Ь — Ь' Ь - Ъ '

булади.
Юкоридаги (14.36) муносабатдан п оо да { ап х" } кетма-кетлик

нинг лимити нолга тенг эмаслигини топамиз. Демак,
00

V  а хп2 j  а п Х I
П = 0

катор узоклашувчи (катор я^инлашувчилигининг зарурий шарти бажа- 
рилмайди).

Шундай килиб, ^ар бир лЦ | х0 [ <  j  нуктада (14.27) даражали

^атор якинлашувчи, хаР бир xL  ̂\ xl | >  j  нуктада эса шу даражали

Катор узоклашувчи булар экан.
Даражали каторнинг якинлашиш радиуси таърифини эътиборга

олиб, — берилган даражали каторнинг якинлашиш радиуси эканини 
ь

топамиз. Теорема исбот булди.
М и с о л л а р .  1- Ушбу

00 п  ч  п
у
п=  1 2

даражали к;аторни ^арайлик. Бу даражали каторнинг якинлашиш радиусинн (14.33) 
формулага кура топамиз:

Y n
1 1 1Гг=■ п = ---------------г ... —- "" =  lim  2 =

п—► V  2>'"1‘ч Г Ы  i =  V i

Д емак, берилган даражали каторнинг якинлашиш радиуси r =  1, якинлашиш ин- 
терв али эса ( — 1, -J- 1) дан иборат. Бу даражали цатор якинлашиш интервалинияг 
чеккаларида мос равишда куйидаги

“  ( —I)" 2̂, 1
J t j  О Yn О Y n
п=  1 z  п=  i *
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сонли цаторларга айланиб, уларни Лейбниц теоремаси хамда Раабе аломатидан фой
даланиб якинлашувчи эканлигини исботлаш цийин эмас.

Демак, берилган даражали цаторнинг якинлашиш сохаси [ — 1, + П  сегмент- 
дан иборат.

Купинча лрактикада даражали цаторларнинг якинлашиш со^аларини топщида 
сонли цаторлар назариясида келтирилган аломатлардан фойдаланилади. Бунда узга- 
рувчи х ни параметр сифатида царалади.

2. Ушбу
х х 2 хп

+  2^5 +  3-52 +  ' ' ■ + ( п +  1)5" ' ■ ■

даражали цаторни карайлик. Бу ^аторга Даламбер аломати (1-цисм И-боб, 4- §)  
ни цуллаб куйидагини топамиз:

+ 1 хп
=  lim

(п +  1)5" хп+Х

( п +  2)5П+* (л +  1)5" (п +  2)5"+’ хпл- *50
d = lim

Л —>СС (

_ \xj j . п +  1 _1 х [
5 n->°° n +  2 5

1 X | j X I
Демак, —  < 1 ,  яъни | x | <  5 булганда катор якинлашувчи, ---- > 1 ,  яъни |а |>

5 ‘ 5
>  5 булганда катор узоклашувчи.

Шундай цилиб, берилган даражали цаторнинг якинлашиш радиуси г — 5, якин
лашиш интервали эса ( — 5, 5) булади.

Яцинлашиш интервали (■— 5, 5) нинг чеккаларида даражали цатор мос равишдл

1 1  „ , 1 1 1  1 
—̂ О ~Ь о — - - - + ( — 1) „ + „ + • • • +  + • ■ •2 3 п 2 3 п

сонли цаторларга айланиб, бу цаторларнинг биринчиси якинлашувчи, иккинчиси эса 
узоцлашувчидир. Демак, берилган даражали цаторнинг якинлашиш сохаси [—5, 5) 
ярим интервалдан иборат экан.

8- §. Д а р а ж а л и  цаторларнинг хоссалари
Бирор

^  апхп =  а0 + а {х +  . . . +  апхп +  . . . (14.27)
п =  О

даражали цатор берилган булсин.
0° п

14.17- т еор ем  а. Агар ^  апх даражали каторнинг якинлашиш
п=О

радиуси г (г >  0) булса, у  уолда бу катор [ — с, с] ( # < с < г )  сег
ментда текис якинлашувчи булади.

Ис б о т .  Шартга кура г — (14.27) даражали каторнинг якинлашиш 
радиуси. Демак, берилган ^атор ( — г, г) интервалда якинлашувчи. 
Жумладан, с < г  булганлигидан, (14.27) даражали ^атор с нуктада 
^ам якинлашувчи (абсолют якинлашувчи) булади. Демак,

S  \ап\сП =  Ы  +  \а1\с +  \а2\с2 +  • • • + К К +  • ■ • (14.37)
п=0

катор якинлашувчи.
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V x £ |  — с, с] учун хар доим \апхп\ <  \ап\сп булади. Натижада, 

ушбу

2 I а п Х"  I = I а 0 | + | а 1 Х  | + | а 2 X I + • • • + I а п X"  I + • • '
п=0

каторнинг ^ар бир хади (14.37) ^аторнинг мос хадидаи катта эмасли- 

гини топамиз. У  холда Вейерштрасс аломатига кура 2  ап ДаРажа-
л=0

ли т^атор [— с, с] сегментда текис якинлашувчи булади. Теорема ис
бот булди.

14.7-эслатма. Бу хоссадаги с ( с > 0 )  сонни (14.27) даражали 
каторнинг якинлашиш радиуси г га хар канча якин килиб олиш мум
кин. Аммо, умуман айтганда, (14.27) даражали к,атор ( — г, г) да те
кис якинлашувчи булавермайди.

Масалан, ушбу

2  хГ =  1 + X + X2 +  . . . +  х" + . . .
п=О

даражали катор ( — 1, +1) ораликда якинлашувчи (г — 1), аммо у 
( — 1, +  1) да текис якинлашувчи эмас (134-бетга каралсин).

Оо

14.18-т е ор  ем а. Агар V  а пх даражали капюрнипг якинлашиш
п=о

оо
радиуси г >  О булса, у хрлда бу каторнинг S (х) =  ^  а п х  u u fu h -

п~  о

диси ( — г, г) ораликда узлуксиз функция булади.
И сб от .  (14,27) даражали каторнинг якинлашиш интервали (—г, г) 

дан ихтиёрий х0(х0£{ — г, г)) нуктани оламиз. Равшанки, | х0| < г  бу
лади. Ушбу | х„ j <  с <  г тенгсизликларни каноатлантирувчи с сонини 
олайлик. (14.27) даражали катор юцорида келтирилган 14.17-теорема
га кура [— с, с] да текис якинлашувчи булади. Унда ушбу бобнинг
3-§ идаги 14.6-георемага асосан, берилган (14.27) даражали к,агор- 
нинг й и ри н д и си  S(x) функция [ —  с, с] да, ва демак, х0 ну^тада уз
луксиз булади. Демак, (14.27) каторнинг йириндиси 5 (х) функция 
( —г, г) интервалда узлуксиздир. Теорема исбот булди.

14.19-т е о р е м  а (Абель теорема си ) .  Агар V  апх даражали
п—О

каторнинг якинлашиш радиуси г >  О булиб, бу щтор х =  г (х — 
=  — г) нуц.тада якинлашувчи булса, у холда (14.27) цаторнинг йи- 

°0
гиндиси S (х) =  ^  апх функция, шу х =  г (х =  — г) нуктада чап- 

/1 = 0

дан (унгдан) узлуксиз булади.
И с б о т .  Берилган (14.27) даражали к̂ атор

^  ап хп =  а0 +  а{х +  а2 х2 + . . . +  ап хп +  . . .
п= о
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х = т  нуктада якинлашувчи булсин. Демак, ушбу

оо

2  anrn =  а0 +  f l j  г + а2 г2 + . . .  + а / п +  . . . (14 .38)

л-~ О
сонли катор якинлашувчи. Унинг йигиндисини 5 (г) билан белгилайлик:

ОО

S (г) — У  а„ гп . Биз lim S (х) =  S (г), яъни lim [5 (х) — 5 (г)] =  О
x-sr-0 х-*г—0л=О

булишини исботлашимиз керак.
Агар х =  tr  ( 0 <  / <  1) деб олинса, унда /-»- 1 — 0 булиб,

оо

lim ]S (х) — S (г)] =  lim  [S(tr) — S (г)] =  lim "У (а_ г" ^  —а" гп )
х-±т—0 * /—>1—0 /->1—О

/2=0
булади.

Шартга кура (14.38) к^атор якинлашувчи. У  холда 1-кисм, 11-боб,
g

4- § да келтирилган теоремага асосан, у  е >  0 олинганда хам, — га 

кура шундай я0 £ N топиладики, барча п > п 0 ва р =  1, 2, 3, . . .  да

1 ап+1 гл+! +  ап+2 г"+2 +  . . .  + «„+р'-л+р1 <  j  (14.39) 

булади. Бу тенгсизликда р->- оо да лимитга утиб хуйидагини топамиз:

\ап+\гП+1 + ап+2ГП+2 + ■ • • l < f -

Энди куйидаги
оо

2  о„ ^  =  а0 +  fljr / +  а2 г2/2 +  • • ■ +  а ,/ "  / " + . . .  (0 < *<  1)
п=0

(14.40)
каторни к,араймиз. Бу катор у  t € (0,1) да якинлашувчи булади. Х,а- 
ки^атан хам,

rn+ ltn+l +  а п+2г«+2 ^ + 2 +  _ _ _ + ап+ рГ«+Р ^  =

_= К +1 Гп+1 + ая+2 Гп+2 + . . . + ап+р г”+»} tn+p -

~  2  1(а«+> Г"+1 + йп+2ГП+2 + • • • + *л+/'’"+‘') (̂ П+1+‘‘ - /П+,‘)1
1 =  1

булишини ва юкоридаги (14.39) тенгсизликни эътиборга олиб куйида- 
гини топамиз:

I «л+1 r”+1 in+1 + ап+2 rn+2t”+2 + . . .  + ап+р r"+e t*+r I <
р— 1

<  -  i*+p -4- — [ X 1 Ц"+‘ — 1*+‘+1)] =  -- /«+1 <  --
3 3 ^  3 3 '

1= 1

Бу эса (14.40) ^аторнинг якинлашувчилигини, яъни V  е > 0  олинган
да хам, шундай п’0 £ N топиладики, барча п >  п{) ва р ~  1 , 2 , . . .  

лар учун

I а п+ 1 T” + 1 tn + '  +  а п+ 2 Г" + 2  ^ " + 2 +  ■ • ■ +  а п+ р гП+Р in+ P  I <  |  ( 1 4  • 4 1)
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булишини курсатади. Бу тенгсизликда р-*~ оо да лимитга утиб, цуйи- 
дагини топамиз:

I an+l r ^ 1 tn+l + an+2rn+2tn+2 +  . . . ( <  —. (14.42)
3

Агар n0 — max {«0, n'Q} деб олинса, унда я >  п0 булганда (14.41) ва 

(14.42) тенгсизликлар бир йула бажарилади.

Барча п >  nQ учун

|S(fr) — S(r)l =  I 2 ( anr'l/ ', ~ anr', ) l ^ l 2  йкГк ^  ~  +

+ I an+1 rn+l tn+l +  an+2 rn+2 tn+2 + . . . | -f | a n+2 rn+1 +  an+l rn+2 +

+  . . . | < l 2 « ^ ( ^ - i ) l  +  7  + -̂
»=i

булади.
Равшанки, t-*~ 1 — 0 да tk — 1 -> 0 (k =  1, 2, . . . , n).

Шу сабабли

12  akr4 tk — \)\< f  
fe=i

деб олиш мумкин.
Натижада

|S (/г) — S (г) j <  е
булади. Бу эса

lim S (tr) =  5  (г), яъни lim S (х) =  S (г)
—0 х-~*г—О

булишини билдиради. Демак, (14.27) даражали каторнинг йигиндиси
5 (х) функция х =  г да чапдан узлуксиз.

Худди шунга ухшаш (14.27) даражали ^атор х =  — г да я^инла- 
шувчи булса, цагорнинг йигиндиси — г нуктада унгдан узлуксиз бу
лиши курсатилади. Теорема исбот булди.

оо

14.20-т е о ре м  а. Агар ^  апхп даражали каторнинг якинлашиш

гс=0
радиуси г ( г >  0) булса, бу каторни Г а, Ь] ([а, Ь] с:  (— г, г)) оралик
да хадлаб интеграллаш мумкин.

И сб от .  Шундай с ( 0 < с < г )  топа оламизки, [а. Ь\ а  [— с, с] а  
CZ (— г, г) булади. Берилган даражали к;атор I— с, с\ да текис як;ин- 
лашувчи булади. Демак, [а, b] да (14.27) даражали ^атор текис я^ин- 
лашувчи. Унда (14.27) каторнинг йигиндиси

оо

5 (х) =  ^  апхп =  а0 + х +  а2х2 4- . . . + а пхп + . . .
п=  о

узлуксиз булиб, ушбу бобнинг 5-§ да келтирилган теоремага кура бу 
каторни хадлаб интеграллаш мумкин.,

b b o o  ОО Ь ОО «11 иХ1

( 5  (х) dx =  | У  апхп dx =  ^ a n \ х”
а  а  п = 0  гс=0 а  л = 0

Теорема исбот булди.

168

dx
Ь ^  — а ^  

п +  1



Хусусан, а == 0, ft == х (] х ) <  г) булганда

х 00
urt — 1

A-n

n=0

булади. Бу каторнинг якинлашиш радиуси ^ам г га тенг. }{а\\щатан 
^ам, Коши — Адамар теоремасидан фойдаланиб куйидагини топамиз:

П

Пгп
П-voo

=  U m  п~ —  -  ^  11Ш К  1 Un I ' д."
r t - ю о  у  /х- f - l  ^00 П--*<Х> у  t l  - f -

" / K l

=  lim  1 ^ 1  a I =  r.
П-+00

Xt
14.21-теорема 2 ° / ! хП даражали каторнинг якинлашиш pa

rt— О

диуси г булса, (-—г, г) да бу щторни хрдлаб дифференциал лаш 
мумкин.

И сб о т .  Аввало берилган (14.27) даражали ^атор хадларининг хр- 
силаларидан тузилган ушбу

со

2  папхп~1 =  а1 + 2а.2х -К За3х2 4* • • ■ 4- папхп~х 4- • • • (14.43)

Л=1

^аторнинг |х01<  г тенгсизликни каноатлантирувчи ихтиёрий ну^тада 
якинлашувчи булишини курсатамиз. К,уйидаги |х0| < с < г  тенгсиз-

ликларни каноатлантирувчи с сонни олайлик. Унда — |ха ( =  д < 1  бу-
С

либ,

\папх%~' \^nqn-1- j\ancn l 

00

булади. Равшанки, ^  п 9п~1 (? <  1)
л=1

цатор якинлашувчи (уни Даламбер аломатига кура курсатиш кийин 
эмас). Унда

lim tiqn~l -- О
П-->ао

булади. Демак, п нинг бирор п0 ^ийматидан бошлаб, (п ^>п0 учун) 
щп- 1 с булиб, натижада у  п >  п0 учун ушбу

\папх0п-1\< \апсп | (14.44)

тенгсизликка келамиз.
00

с € (— г, г) булганлиги сабабли ^  ап с" катор абсолют якинлашувчи.

п—О

Унда (14.44) муносабатни хисобга олиб, Вейерштрасс аломатидан фой-
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даланиб, V  папхп~1 каторнинг (— г, г) да якинлашувчи булишини

п=0
топамиз. Демак, бу катор [— с, с\ да текис якинлашувчи булади.

Шундай к;илиб, берилган (14.27) даражали к,атор хадларининг хо- 
силаларидан тузилган (14.43) цатор текис якинлашувчи. У  холда уш
бу бобнинг 6-§ да келтирилган 14.12-теоремага кура

S' М =  ( 2  #  )' -  2  * " ) ' =  1  "  V " - 1
71=0 п = 0 п— 0

булади.
Шуни х,ам айтиш керакки, (14.27) ва (14.43) каторларнинг якин

лашиш радиуслари бир хил булади. Дакицатан хам, Коши — Адамар 
теоремасидан фойдаланиб куйидагини топамиз:

lim п \ ап \ — lim (уГпу Г|a„j) =  lim  \f п • lim у/Г\ап\.

Демак,

lim | / n | a j=  lim У\ап\.

Бу хоссадан куйидаги натижа келиб чикади.
14.2-натижа. Агар (14.27) даражали каторнинг якинлашиш ра

диуси г булса, бу ^аторни (— г, г) да исталган марта дифференциал-
Оо

лаш мумкин. Шундай к,илиб, якинлашиш радиуси г >  0 булган ^  апх"
п=О

даражали 1̂ аторни хадлаб интеграллаш ва хадлаб (исталган марта) 
дифференциаллаш мумкин ва хосил булган даражали каторларнинг 
якинлашиш радиуси хам г га тенг булади.

14.9-таъриф. Агар f(x) функция (— г, г) да якинлашувчи дара
жали цаторнинг йириндиси булса, / (х) функция {— г, г) да аналитик 
деб аталади.

14.22-теорема. Иккита

2  а0хп =  х + я2х2 + . . . + а пхп -f . . . (14.27)

п— О

ва

2  Ьпхп =  b0 +  bjX + Ь2х2 +  . . . + Ьпхп + . . . (14.45)

я=0

даражали цаторлар берилган булиб, (14.27) даражали каторнинг 
ящнлашиш радиуси г, >  0, йириндиси эса 5, (х), (14.45) даражали 
щторнинг якинлашиш радиуси г2 >  0, йириндиси S2 (х) булсин.

Агар V  х £ (— г, г) (г =  min (rlt г2)) да

S1(x) =  S2‘(x) (14.46)

булса, у урлди у  п £ N учун
ап =  Ь„, п пу

яъни (14.27) ва (14.45) даражали цаторлар бир хил булади.
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И с б о т .  Равшанки, (14.27) ва (14.45) даражали цаторлар (— г, г) 
да якинлашувчи ва уларнинг йириндилари 5, (х) ва 5.2 (х) функциялар 
шу интервалда узлуксиз булади. Демак,

lim S, (х) =  S, (0), 1 im S2 (х) =  S2 (0).
x~*(i д:—►О

Юкрридаги (14.46) шартга кура (0) =  S2 (0) булади. Бундан эса 
а0 =  Ь0 эканлиги келиб чикади. Бинобарин, Y  х £ (— г, г) учун

со со

^  Q-nxn =  ^  Ьп хп . Агар х ф  0 десак, бу тенгликдан барча х £  —

п =  1 п = 1

—  г, 0) и (0, г) учун

V  япх«-> =  2

П= 1 Я— 1
га эга буламиз. Бу даражали каторларнинг хар бири хам ( — г, г) да 
якинлашувчи булади, ва демак, уларнинг йигиндилари шу интервалда 
узлуксиз функция булади. Шу хусусиятдан фойдалансак, х —>-0 да

оо со

l im "V ап хп~1 =  я,, l im V  b х'1-1 =
*--►0 дг—>-0л= 1 Я=1

булишини, ва демак, al =  эканлигини топамиз. Бу жараённи давом 
эттира бориб, барча п £ N учун ап =  Ьп булиши топилади. Демак, 

(14.27) ва (14.45) даражали каторлар бир хил: Теорема исбот булди.
(— г, г) (г >  0) ораликда f (х) функция берилган ва узлуксиз бул

син. Юкоридаги теорема, / (х) ни даражали катор йигиндиси сифатида 
ифодалай оладиган булсак, бундай ифодалаш ягона булишини билди
ради.

9 - § .  Тейлор цатори

Биз юкорида, хар кандай даражали
со

V  ап хп =  а0 + ах х + а2 х2 + . . .  +  ап хп . . .
п= 0

катор узининг якинлашиш интервали (— г, г) да узлуксиз 5 (х) функ
цияни (даражали катор йигиндисини) ифодалаб, бу функция шу ора
ликда исталган тартибдаги хосилага эга булишини курдик.

Энди бирор ораликда исталган тартибдаги хосилага эга булган 
функцияни даражали каторга ёйиш масаласини караймиз.

1. Ф у н к ц и я л а р н и  Тейлор ^ а т о р и г а  ёйиш. / (х) функция 
х =  х0 нуктанинг бирор

^6 К )  =  {x £R :x 0 — 6 < х < х 0 +  6} 

атрофида берилган булиб, шу атрофда функция исталган тартибдаги 
хосилага эга булсин. Равшанки, бу хрлда функциянинг 1- кием, 6-боб, 
7-§ да батафеил урганилган Тейлор формуласи

/ М  =  / (*0) + (х -- х0) +  (х — х0)2 +  . . .  +

+ ]̂ ~ )(Х--Ч)п+гп (х)
П\

ни ёзиш мумкин, бунда гп (х) — крлди^ хад.
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Берилган f (х) функциянинг х0 нуктада исталган тартибдаги хоси- 
лага эга булиши Тейлор формуласидаги хадларнинг сонини хар канча 
катта сонда олиш имконини беради. Бинобарин, табиий равишда ушбу

/  (Хо) +  ^ ( х - х 0) + ^ ( х - х 0Г +  . . . +

+ ( Х - Х 0)п + . . .  (14.47)
п\

катор юзага келади. Бу махсус даражали катор булиб, унинг коэф
фициентлари / (х) функция ва унинг хосила лари нинг х0 ну^тадаги кий
матлари ор^али ифодаланган.

Одатда (14.47) даражали к;атор / (х) функциянинг Тейлор катори 
деб аталади.

Хусусан, х0 =  0 да катор куйидагича булади:

/(0) +  х +  И *  +  . . . +  х« +  . . . (14.48)

Оо

Даражали ^аторлар деб номланган 8- § нинг бошланишида V  ап хп
/1 = 0

куринишдаги даражали каторларни урганишни келишиб олинган эди. 
Шуни эътиборга олиб, f (х) функциянинг (14.48) куринишдаги Тейлор 
каторини урганамиз.

Яна бир бор таъкидлаймизки, (14.47) катор / (х) функция билан 
узининг коэффициентлари оркали богланган булиб, бу (14.47) катор 
якинлашувчи буладими, якинлашувчи булган хрлда унинг йигиндиси 
f(x) га тенг буладими, бундан катъи назар, уни f (х) функциянинг 
Тейлор цатори деб атадик.

Табиий равишда к.уйидаги савол тугилади: качон бирор t/g (0) ора

ликда берилган, исталган тартибдаги хосилага эга булган / (х) функ
циянинг Тейлор катори

у  -  ПО) + ^  * + !£°>  X» + . . . + *  + . ..

/1 = 0

шу ораликда худди шу / (х) га якинлашади?
14.23- т е о р е м а. / (х) функция бирор (— г, г) (г >  0) ораликда 

исталган тартибдаги хрсилага эга булиб, унинг х — 0 нуктадаги 
Тейлор цатори

, т  + а и х + г т ^ + . . .  + 1^1« ! * » + . . .  ,14.48)
1! 2 ! п\

булсин.
Бу цатор (— г, г) ораликда / (х) га яцинлашиши учун f (х) функ

ция Тейлор формуласи

/(*) =  /(0) + х +  ^  Xя +  . . . + - ^ М  х" + гп(х) (14.49)

нинг цолдиц %ади барча х £ (— г, г) да нолга интилиши (lim гп(х) =

=  0) зарур ва етарли.
И с б о т .  З а р у р л и г и .  Аввало (14.48) к,аторнинг козффициентла-
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ри билан (14.49) Тейлор формуласидаги коэффидиентларнинг бир хил 
эканлигини таъкидлаймиз.
' (14.48) катор якинлашувчи булиб, унинг йириндиси f(x) га тенг 
булсин. У  хрлда бу цаторнинг кисмий йириндиси

$ „ ( * ) = / (  0) + f- ^ x  + f̂ p - x « +  . . . +

учун

lim Sn (х) = f{x ) (Y  х £ (— г, г))
П—юс

булади. Ундан эса V  х £ (— г, г) учун

lim [f (х) — Sn (х)] =  lim rn (x) =  0
П —>00 П  —► GO

булиши келиб чикади.
Е т а р л и  лиги.  V  х € (— г> г) Да lim гп (х) = 0  булсин. У  хрлда

Л—► оо

lim [/(х)—  S„ (х)] = 0  булиб, ундан эса
л—* 00

lim S„ (х) = / ( х )
ГС—>х

булиши келиб чикади. Бу эса (14.48) к;атор (— г, г) да якинлашувчи 
б\'либ, унинг йириндиси / (л:) га тенг булишини, яъни

f W  =  f(0) +  ^ X  + M x 3 +  . . .  + J ^ M xn + . . .  (*}
1! 2! rt!

эканлигини билдиради. Теорема исбот булди.
Одатда (*) муносабат уринли булса, f (х) функция Тейлор катори- 

га ёйилган деб аталади.
14.24-теорема. Агар / (х) функция (— г, г) (г >  0) ораликда да

ражали, каторга ёйилган булса:

f (х) =  а0 +  а,х + а2ха +  . . . + апхп+  . . . , (14.50)

бу цатор /(х) функциянинг Тейлор цатори булади.
И с б о т .  14.21-теорема ва унинг натижасига кура (14.50) даража

ли цатор (— г, г) ораликда исталган марта (хадлаб) дифференциалла
нувчи булиб,

f  (х) := 1 -ах +  2а2х + 3а3х2 +  . . .  +  п ап хп~1 +  . . . 

f"  (х) =  1-2-а2 +  2-3а3х 4- . . .  Л-п-{п — \)апхп~2 +  . . .

Г '(х )  =  1-2-3-а3+  . . . +п(п— \){п — 2)апхп~3+  . . .

/<">(х) =  1-2-3 . . . (п-\)пап +  . . . ,

булади. Кейинги тенгликларда х =  0 деб цуйидагиларни топамиз: 

_____и г ъ  „ 0) „  _ Г ( 0) „ / " ' (0 )  _____f (n)(0)



/(*)  =  /(0) + Ш *  + М х* +  . . .  + f ^ l xn +  . . .
I! 21 nl

Бу эса теоремани исботлайди.

М и с о л .  Ушбу

__1_

е х2 , агар х ф  0 булса,

0, агар х =  0 булса

функцияни к;арайлик. Бу функция (— оо, -f- оо) да барча тартибдаги .хосилаларга 
эга:

Натижада (14.50) каторнинг куриниши куйидагича булади:

а) х ф  0 булганда

™~(г + £)
__1_

/(n)w = p j i ) e

бунда Р  (и) —  и нинг рационал функцияси. Бу

__1_

/W w  =  е *' ( „=  1, 2, . . . )•

муносабатнинг тугрилиги математик индукция методи ёрдамида курсатилади.
б) х =  0 булсин. Берилган функция х =  0 ну^гада барча таргибдаги ^осилалар- 

га эга булиб, улар нолга тенг булади:

/<") (0) =  0 (л= 1, 2, . . . ).

^а^ицатан ^ам,

{' (0) =  lim -  • ~ !  (° '- =  lim -  • е х* =  0, / '(0) =  0,
X—* 0 X X

__ I

/ "  (0) =  lim — —--  ̂ - =  lim — • f  (х) — lim — • —  e x ‘ — 0, f”  (0) =  0,
x—>o x *->o x X-+0 x x2

(0) =  lim i p ( i ) r « i f l ,
x *-»o x \ x j

Умумий хрлда, 0) =  0 ( n = l ,  2, . . . )  булилини математик индукция мгтоди 
ёрдамида курсатиш мумкин.
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Демак, берилган функциянинг х =  0 нуцтадаги барча тартибдаги ^осилалари 
нолга тенг экан.

Бу функциянинг х =  0 нуцтадаги Тейлор ^атори

0 0 0

0 + ~ir* + i r * 2 + - "  + ^ r  * " + • • •

булиб, унинг йдаиндиси 0 га тенг.

Келтирилган мисолдан куринадики, бирор оралиада исталган тар
тибдаги хосила га эга булган баъзи функцияларнинг Тейлор ^атори шу 
ораликда к;аралаётган функцияга я^инлашмаслиги мумкин экан.

Куйида функциянинг Тейлор катори га ёйилишининг етарли шарти
ни ифодаловчи теоремани келтирамиз.

14.25-тео рем  a. f(x) функция бирор (— г, г) оралщда исталган 
тартибдаги %осилага эга булсин. Агар шундай узгармас М  >  0 сони 
мавжуд брлсаки, барча х £ (— г, г) щмда барча п — 0,1,2,  . . . учун

| (*) [ <  М

тенгсизлик бажарилса, у холда (— г, г) оралщда f (х) функция Тей- 
лор каторига ёйилади, яъни

ОО

f ^ - ^ r ^ xn- f ^  + L ^ x + r ^ L x i+ ■ ■ • (14.50) 
/2—0 ‘ '

И с б о т .  f(x) функция учун Тейлор формуласи

/ ( * )  =  / ( 0) + ^ - х  + ^ х * +  . . . + £ £ ® х *  + га (х)

ни ёзиб, уиинг Лагранж куринишидаги к,олдик< ^ади

rn (х) =  -1-— -9 хп+‘ (0 <  0 <  1) 
п («+1)! v ’

ни олайлик. У  холда

\гп{х)\--= ^  хп+[ < М  - -'1+1 ■-(*£ (— г, г))
1 п (л +  1)! ( n + l) i  v v ”

булади. Агар

hm — С--- =  о
п-*оо (п +  1) I

булишини эътиборга олсак, у хрлда

lim гп(х) =  0 х £ ( — г, г)
п-+оО

эканлигини аниклаймиз. Бу эса (14.50) муносабатнинг уринли булиши
ни билдиради. Теорема исбот булди.

2. Э л е м е н т а р  фу  н к ци я  л арн ин г Тей л о р  ^ а т о р л а р и .  1°, 
f(x )~ ex ф у н к ц и я н и н г  Тейлор цатори .  Маълумки, f{x) — ех 
функциянинг (ихтиёрий чекли I— а,а] (а >  0) оралиадаги) Тейлор фор
муласи

е̂ 1 + ^  + ^ + . . . + 4 - + г „ ( х )



(0 <  е <  1)

(гарант, 1-цисм, б-боб, 7-§). Х,ар бир х £ [ — а. а] (а >  0) да еЬх <  е° 
булишини эътиборга олсак, унда

ап+'
I Гп (X ) I <  ------ с а
1 “ 1 (Л+1)!

эканлиги келиб чикади ва я->-оо да у нолга интилади. Демак, ихти
ёрий чекли х да

ОО

*  хп ,  , X_____ X2 , , хп .

е =  =  1 + 7 7 + Т Т +  • ' ' + Т Г + ' ’ '
п= 0

булади.
2°. /(х) — sinx ф у н к ц и я н и н г  Тейлор к,атори.  Маълумки, 

f(x) =  sinx функциянинг (ихтиёрий чекли [— а, а] ( а >  0) оралиадаги) 
Тейлор формуласи

sin* = 11 ■- т + §  -  "  - + ( _  1,"~' w

булади. Бу формула к,олди^ хадининг Лагранж куринишидан фойдала
ниб (каралсин, 1-^исм, б-боб, 7-§)-\/-х£]— fl. «1 (а>0)Тучун

„2/1+1

^ „ т п г
булишини топамиз. Ундан

lim г2п (х) == 0
п—>00

булиши келиб чикади. Демак, у-х учун

оо
„2п-1 .

булиб, унинг колди^ хади эса Лагранж курин ишида куйидагича була
ди:

sinx  = ^ У ^ (—  — —  =  х ~  т г  +  -9г
X

(2/1— 1)! "  3! ' 5!
Л — 1

Y2n— I

+  (— I)"-1 — ------h • . •
V ’ (2/1-1)!

булади.
3°. f (х) =  cos х ф у н к ц и я н и н г  Тейлор  ^ а т о ри. Бу функция

нинг Тейлор формуласи

v2 v4 уб y2tl
cos* =  1 —  + —  — + . . . + ( — Ц" +  r» W

^олди^ хадининг Лагранж куринишидан фойдаланиб (каралсин, 1- кием, 

б-боб, 7-§) У * £ [ — а, а] ( а > 0 )  учун



булишини топамиз. Ундан
lim г2п (х) =  О
П—>с©

булиши келиб чикади. Демак, V  * учун 

cos х =  V  ( -  1)" _ £ l  =  1 — —  +  —  -  . . . + (— 1)" j f l  +  . . .
(2 п) ! 2! 4! V (2 „)!

л = 0

4°. /(х) =  1п(1+х) ф у н к ц и я н и н г  Тейлор цатори .  Маълум- 
ки, бу функциянинг Тейлор формуласи цуйидагича б\'лади:]

1п(1+х) =  х - 4 + 4 “ Т - + •• • + ( “ 1 )п~х~ + г п{х).2 3 4 п

Бу формулада х £ [О, 1] да гп(х) колдик хадни Лагранж куринишида 

куйидагича ёзиб
. , (- 1)п xn+1 r (*) = ---1 ,

(П+ i)(!
унинг учун

М * ) К - П  (14-51)n-f 1

булишини, х£  [— а, 01 (0 <  о <  1) булганда эса гп(х) колдик; хадни 

Коши куринишида куйидагича ёзиб

га(х) =  ( - 1 ) "  %л+1 (1 ~ -1)"-+1 (0 <  et <  1),
(1 + 0,*)"+'

унинг учун
«л+1

\rn M l <  flTH (14.52)

булишини курган эдик (1-к;исм, 6-боб, 7-§).
(14.51) ва (14.52) муносабатлардан lirarn (x) =  0 булишини топа-

Л—>сс
миз. Демак, ¥ * £ ( — 1. И да

П= 1

+  (— l)"-1 ~  + . . . (14.53)

булади.
Шуни таъкидлаш лозимки, 1;i (1 +  х) функция (— 1, + оо) оралик

да берилган булса хам бу функциянинг Тейлор катори — (14.53) му- 
носабат (— 1, +1] ярим интервалда уринлидир.

5°. f(x) =  (1 + х)а ф у н к ц и я н и н г  Тейлор ц а т ори.  Бу функ
циянинг Тейлор формуласи

(1 + * )“ =  1 + ^ - х + ^ г "-х* + . . .  + 

« ( а —- 1) . . , ( а  —  п +  1)
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булиб (каралсин, 1- к,исм, б-боб, 7-§), унинг колди^ хади Коши кури- 
нишида куйидагича булади:

гп{х) =  а ( а ~-1) • ‘ (1 +Gx)g~"~1 (1 — 0)|,х"+1 ( О < 0 <  1).

Уни ушбу

•Г (х) =  fo— !)(« — 2) • '  • [ (« - ,1) - ^ а х (1  + 9 х)*~1(- 
л W  я! U + 0 х)

куринишида ёзиб оламиз.

Агар — 1 <  jc <  1 булганда: биринчидан, lim —  (а — 1) (ос— 2) . .
П->» п\

. [(а — 1] — (п — 1)] хп =  О, 
чунки бу якинлашувчи

1 « ( « — !)■• ■ («— «+ 1)

Л =1
каторнинг умумий хади (бу каторнинг якинлашувчилиги Даламбер

аломатига кура курсатилади), иккинчидан, |ах|(1— |х|)' 

+  0 х)а~Х <  \а х\ (1 + W)00-1 ва нихрят, учинчидан

а —1
<  ах(1

п

1 + Qx
<

1 +  0л:

<  1 булганлигидан lim г п (х) = 0  булиши келиб чикади.
fl—+:о

Демак, \х\ <  1 да

a i \ Ct 1 т ^  ^  ^  1) о I I
+  х ) = \ +  —  х +  • 2! Х ‘ +  . . .  +

« ( « — ') • • • («  — » +  1) хп 
п!

булади.

10- §. Ф ун кц и я н и  купх;ад билан яцинлаш тириш

Маълумки, функция математик анализ курсида урганиладиган асо- 
сий объект. Купгина масалалар эса, функцияни х,исоблаш (берилган 
нуктада к,ийматини топиш) билан борли^. Функциянинг мураккаб бу
лиши бундай хисоблашларда катта цийинчиликлар тугдиради. Натижа
да функцияни унга Караганда содда ва хисоблашга ^улай булган 
функция билан якинлаштириш — та^рибий ифодалаш масаласи юзага 
келади.

Функциянинг даражали каторга ёйилишидан, уни та^рибий х,исоб- 
лашда кенг фойдаланилади. Бунда функцияни даражали катор ^исмий 
йириндиси билан алмаштирилиб, функциянинг берилган ну^тадаги кий- 
матини топиш купхаднинг шу ну^тадаги ^ийматини хисоблашга кел- 
тирилади. Даражали i^arop тузилишига кура содда булиши, унинг пие
мий йириндиси эса оддий купхад эканлиги функциянинг берилган нук;- 
тадаги кийматини эффектив хисоблай олиниши мумкинлигига олиб 

келади.
Шуни хам таъкидлаш лозимки, бундай имконият фак;ат «яхши» 

функциялар учун, яъни исталган тартибдаги хосилаларга эга булган 
ва маълум шартни каноатлантирган (каранг 14.23-теорема) функция, 
лар учун мавжуд булади. Ихтиёрий узлуксиз функция берилган булса
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уни бирор купхад ёрдамида такрибий хисоблаш мумкин булармикан 
деган савол тугилади. Яъни функцияни купхад билан такрибан алмаш
тириш имкониятини аналитик функциялар синфидан узлуксиз функция
лар синфига умумлаштириш масаласи пайдо булади.

1885 йилда машхур немис математиги К. Вейерштрасс томонидан 
узлуксиз функцияни кугщад билан яцинлаштириш мумкин лиги курса- 
тилди. Бу факт цуйида келтириладиган теорема оркали ифодаланади.

14.26-т е о р е м а  (Вейерштрасс  т ео ре ма с и ) .  Агар f(x) функ
ция [0,1] сегментда берилган ва узлуксиз булса, у %олда шундай

Рп (х) =  а0 + ахх +  агх? + . . . . +  апхп 

купхадлар топиладики

lim sup |/ (х) — Рп (*)| =  0]
Л->00 0<*<1

булади*.
Бу теореманинг турлича исботлари мавжуд булиб, биз унинг Берн

штейн купхадлари ёрдамидаги исботини келтирамиз.
14.10-таъриф.  f(x) функция [0, 1] сегментда берилган булсин. 

Ушбу

п

а д  ^) =  2 / ( т ) с "х* { 1 “ х Г (14.54)

k=0

куп\ад f(x) нинг Бернштейн купхади деб аталади.
Бернштейн купхади л-даражали купхад булиб, унинг коэффициент-

ларн f(x) функциянинг —  (k — 0, 1, 2 , .......... п) нуцталардаги кий-
п

матлари оркали ифодаланади. Масалан, л =  1, п — 2, п =  3 булганда 

BAf, x) =  f(0) + \f(\)-f(0)]x,

В Д  x )= f(0 ) +
2 f ( т )- 2 ; (0)]х + [; (0) “  2 f ( т ) + f (1}

В Д  *) =  /(0) + 3/(т )_3/(0)]X +

+ 3 / f f x2-f

3/(0) -

- / ( 0 )

6 , ( т ) +

булади.

14.27-теорема (Бернштейн те оре ма с и ) .  Агар f (х) 
ция [0, 1] сегментда берилган ва узлуксиз булса, у %олда

lim sup |/(х) — Bn(f, х)\ = 0
п->х 0<дг<1

булади.
Аввало битта лемма исботлаймиз.

функ-

*Функция берилган ва узлуксиз булган оралиц ихтиёрий сегментдан иборат бул
ган ^олда теореманинг исботи 183-бетда келтирилади.
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14.1. Лемма .  Ушбу

2  C lx K(\-x)n~k=  1, (14.55)
fc=0

^  (i-  —  x j  Ск хк (1 — x ) n~ k =  x(In~1"  (0 <  X <  1) (14.56)

fe=0

айниятлар уринлидир.
И с б о т .  Маълумки, V  a, b £R  учун

(а+Ь)я =  2  afe bn~k.
fe=0

Бу айниятда a =  я, 6 = 1 — х ( 0 < л ; < 1 )  деб олинса, ундан

2  xfe (1 — =  [x -h (1 — x)]re =  1

булиши келиб чицади.
(14.56) айниятни исботлаш учун ушбу

2  JL c kn хк (1 -  x)n-\ ^  £  С\ хк (1 -  х)п~к 

fe= 0  fc=o

йириндиларни хисоблаймиз.
Агар

п к Я  ( в —  1 ) . . . ( « — f e + 1 )

СП “  й 

эканлигини эътиборга олсак, у хрлда

k £ k  _  k п (п — 1) . . . (п — k +  1) _ (я — 1) (п — 2 ) . . . (ft — fe +  1) __

k\ (к —  1 ) !

>fe-l 
'п-1’=  с* J. (14.57)

V  i c * „  /  (I - * ) “-* =  V - * ) - *  =  V c f ,  /  (1 -

fc=0 fc=l fc=l

_  *)»-* =  x ^  c * : ; / - 1 (i -  x)',_I~(*~I)= * [ * + ( ! -  x)f-1 -  x.

fe=i

булишини топамиз. Энди

n

fc=l

йигиндини ^исоблаймиз. 
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^  Ckn xk (1 -  x)n-* =  2  “  C- 'i %k (1 ~  x)" ' k
A=0 k=0

=  V j  ± = j c * : 1, xk (\ -xf-k +  2 ]  c kn:\%k (i - * )"- *  =  

ft=0 *=1

=  ^ * 22 ]  c k~ixk-2( i - X)n-2~ ^ + 1  x 2 3 c ; / - 1 (i -  

ft=2 fc=l

— x)"-1- (ft_1) =  -5-=̂ - x2[x + {\— X )in~ 2 + —  X [x +  (1 — x)]n-l =
n n

=  X2 _|_ *U - * ) _
П

Бу хамда юкоридаги (14.56) ва (14.57) муносабатлардан фойдаланиб, 
куйидагини топамиз:

2 3  [ ~ ~ xJ Cn * ^  ~ х)П~к ==х2+ х(Х~ х) — 2х2 + х2 =  --(1 —*}- . 
А—О

Лемма исбот булди.
Бу леммадан куйидаги натижа келиб чикади.
14.3- на тижа .  Ихтиёрий х£[0, 1] ва n £N  учун

(14-58)
*-0

булади.

^а^ихатан хам, ихтиёрий х£[0, 1] учун д: (1 — х) <  —  булиб,
4

(14.56) муносабатдан (14.58) тенгсизликнинг уринли булиши келиб чи- 
Пади.

Бе рнштейн т е о р е м а с и н и н г  исботи .  Юкоридаги (14.54) ва 
(14.55) муносабатларга кура

П

Ba(f, * ) - / ( * )  = 2 ] [ f ( ^ ) - f ( * )\ c kn xk ( l~ x )n-k (14.59)

А=0

булади.

f(x) функция [0, 1] сегментда узлуксиз. Демак, Кантор теоремаси
га асосан у шу сегментда текис узлуксиз булади, яъни Ye >  0 олин
ганда хам, шундай б > 0  топиладики, Y  х', х"£[0, 1] учун \х' —

— Л  <  8 булганда |/ (х") — / (х')| <  ~  тенгсизлик бажарилади.

Юкоридаги (14.59) йигинди k нинг k — 0, 1, 2, . . . , п ^ийматла- 
ри буйича йигилган. Бу йигиндининг хадларини k нинг

k < 6  [0, 1})х 
п
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тенгсизликни цаноатлантирувчи кийматлари буйича ^амда k нинг

- - х | > 6  (дс€ Ю, 1])

тенгсизликнинг каноатлантирувчи кийматлари буйича ажратиб, улардан 

ушбу

■fix)
k / ,  s n — fe

c n X (1 — x) ,

k:---* <a
I n

S  ['
fe :--- x\ >&

I я I

Ckn xk {\-x)n~k—  fix)

ларни хрсил киламиз. Равшанки,

ft

Bn{f, x ) - f (x )= Ckn xk ( l- x )
П—k

ft;-- X ■< 6

- f ix ) CnXn { l — x)

k: — — x >  § 
I n I

n—fe (14.60)

булади.

Энди кейинги тенгликнинг унг томонидаги йигиндиларнинг хар би- 
рини алохида-алохдца бахрлаймиз.

И 2  Kf)-
к : ---- х\ < § к : ----х\ < 6

k: — —х\ <6
I п

fe=0

S  ^ ( 7 ) - / w j d x fe( i - x r

ft: — -*| V6
ГС |

< 2 M  ^  c£xfe( l — x)"- *, (14.61)

k :---* >5

бунда M =  max |/(x)|. 
0<;*< 1
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А г а р --- х
п

k \2 |
б булганда (--- х ) • —  >  1 булишини эътиборга

п } б2

олсак, у хрлда

V  Скхк( \-xf-
б2

к : --- л: >б
п I

/г.----*|>8
I п

xY С кпхк ( i — x)n~k <

n—k

булади. Юкорида келтирилган лемманинг натижасидан фойдаланиб, 
куйидагини топамиз:

j 4 п б»

Демак,

к : ----->б
I п )

к: I— -  х\ >8 
л I

м

2п&
(14.62)

Натижада (14.60), (14.61) ва (14.62) муносабатлардэн

\Bn(f, *)-/(x)|<-i-e + -^- (VxeiO, 1])

булиши келиб чикади. Агар п ни п >

2 п б2 

М

2б2п

|5„(/, х ) - / ( х ) | < |  + - | = 8

килиб олинса, у хрлда

булади. Бундан эса

lim sup |Вп (/, x) — f (х)| =  0
п—>00 0<*<1

булиши келиб чикади. Теорема исбот булди.
Энди f{x) функция [а, Ь] сегментда берилган ва узлуксиз булсин. 

Куйидаги
1 а

t = ----д:-------
b — а Ь — а

чизикли алмаштириш [а, Ь] сегментни [0, 1] сегментга акслантиради. 
Бу алмаштиришдан фойдаланиб, ушбу

Ф(/) = f ( a  + (b — a)t) (14.63)

функцияни хосил киламиз. Бу ср (/) функция [0, 1] сегментда берилган 
ва шу сегментда узлуксиз булади. У хрлда Бернштейн теоремасига 
к5'ра

lim sup |£п(ф, i) — ф(/ )|=0 (14.64)
Ti—*оо О ' ' . / ^ l
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булади, бунда

ft

(14.63) вз (14.64) муносабатлардан

булиши келиб чикади, бунда

ПП
х — a ln —k 

b — а

пп

4 4  \ П ) {Ь- а)п

Шундай ^илиб, каралаётган орали^ \а, Ь] сегментдан иборат булган 
холдэ куйидаги теорема (Вейерштрасс теоремаси) га келамиз.

14.28-теорема ( В ейе ршт ра с с  тео ремас и) .  Агар f{x) функ
ция [а, Ь\ сегментда берилган ва узлуксиз булса, у хрлда

Гарчи Вейерштрасс теоремаси f(x) функцияни Bn(f, х) куп^ад би

лан якинлаштириш мумкинлигини ифодаласа-да, якинлашиш хатолиги

ни бахолаш имконини аниклаб бермайди. Кейинги урганишлар rn(f, л:) 

нинг нолга интилиш тартиби, я^инлашгириладиган f(x) функциянинг 
узлуксиз модулига (1- кием, 5-боб, 9-§ га каранг) боглик эканлигини 
курсатади.

14.29-теорема. Агар f (х) функция [0, 1] сегментда анщланган 
ва узлуксиз булиб, Bn(f, х) эса унинг Бернштейн куп%ади булса, 

у хрлда

булади, бунда со(6) — f(x) функциянинг узлуксизлик модули. 
И с б о т .  (14.59) форму ладан фойдаланиб, куйидагини топамиз.

булади.

Г„(А  х) = f (x )— Bn(f, х)

(14.65)

П

IВп(/, х) -  f (х)\ <  [/ (А )  _ f (,)| c knx (1 — х)п-\



хоссасига кура

<  СО
п

k
----X
П

j  =  (О {^у tl 

V n  + 1

у п

Vn

~  х\с " * (1 ~  x)n~k + 1
fe= 0

(Ош
булиб, натижада 

i В Д  x )- f(x )  |<  

булади.

П

Энди V  j— — х Скпхк (I — х)п~к йигиндини

*=0
П

V  1^  — х K c ^ x fe(l — x)n“ fe КС* xk(l — x)n~k

k=a

куринишда ёзиб, унга Коши — Буняковский тенгсизлигини (каралсин, 
12-боб, 1-§) кУллаймиз:

П

2  Нг “ 1  V c *xk(1- *)"- *  V c knxk(\-xY~
k—0

1 / 2  c knxk{ l-xy
У b=r\

f  X ( l - x )  _ L _

V  n ^  2 Vn

-  — x] Cknxk ~ x )n~k 

тя? - n ' '  *=o

fl—k -

Демак,

iвЛ х ) - т  +

Теорема исбот булди,
Хусусан, f(x) функция 10, 1] ораликда /' (х) хосилага эга булиб, 

V* £10 ,  1] учун |/' (х)|< М (М — const) булсин. У хрлда, Лагранж 
теоремасидан фойдаланиб куйидагини топамиз:

м У

*=.-0

*=0

----X
п

Cknxk{ \-x)n-k^

Сп xk (1— x)n_fc< - ^ =
2 y п
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sup |Bn (f, х ) - / ( х ) | < — -  
0<*< 1 2 У п

булади.

15-БОБ

М Е ТР И К Ф А З О Л А Р

Юцоридаги баёнимиздан маълумки, математик анализнинг биз урганган барча 
асосий тушунчалари (лимит, узлуксизлик, ^осила, интеграл, яцинлашувчилик ва 
хоказо) турли тупламлар (R , Rm, С [а, Ь\ ва ^оказо) элементлари кетма-кетлигида 
лимитга утиш амали ор^али таърифланади. Бу амал ^ар бир тупламда узига х ос ки- 

ритилган эди. Масалан,
1) R да {д:„} : xlt х2, . . . ,  хп, . . . (хп £R , п — 1, 2, . . .) кетма-кетлик берил

ган булсин. Унинг лимити ^уйидагича таърифланар эди:
V в >  О сон олинганда ^ам, шундай п0 € N топилсаки, барча п > п 0 учун

| хп —  а | <  е (а € R)

тенгсизлик бажарилса, у хрлда а сон {*„} кетма- кетликнинг лимити дейилади.

2) R m да берилган {хп}:

*<», х™, . . .  , х(п\ . . . (*<"> =  ( х ^ ,  х(” ...........W ) t R m, п =  1, 2_______ )

кетма- кетлик лимити ^уйидагича таърифланар эди:
V 8 > 0  сон олинганда д;ам, шундай п0 6 .V топилсаки, барча п >  п0 учун

V [х (р  -  а &  +  (4 "> -  а2)2 +  . . . +  (*£> -  amf  <  е

(a =  (alt а2............am) ^ R m)

тенгсизлик бажарилса, у з^олда а ну^та кетма-кетликнинг лимити деб ата
лади.

3) С [а; Ь] да {/„ (*)}: ft (х), f2 М . • • • . fn(x).............. (/« W 6

6 С [а, Ь], / г = 1 , 2 ,  . . .) 

функционал кетма- кетлик берилган булсин. Бу функционал кетма- кетликнинг лимити 

^уйидагича таърифланар эди:
V е >  0 сон олинганда ^ам, шундай п0 6 N топилсаки, барча п >  п0 учун

sup | fn (х) — f (х) | <  е
а<х<Ь

тенгсизлик бажарилса, у д̂ олда f (х) функция {/„ (х)} функционал кетма- кетлик
нинг лимити ({/ (дс)} функционал кетма-кетлик f (х) га текис я^инлашади), деб ата

лади.
Агар \хп —  а[ мик,дор R  даги хп ва а (хп £ /? , а 6 R, п — 1, 2, . . .) ну^талар 

орасидаги масофа— р (*„, а) (1-^исм, 1-боб. Ю-§),

V  (х?>-а1)2 +  (4n>-atf+  . . .  +  (хпт -  amf  ( х ^  e R m, гг =  1, 2, . . .) 

мивдор Rm даги хп ва а нуцталар орасидаги масофа р (хп, а) (12- боб 1- §), д а̂мда

sup | fn (х) — f(x)\
a*cx<b

мтуюр эса С [а, 6] нинг fn (х) (п =  1, 2, . . .) ва f (х) элементлари |орасидаги 

масофа — р  (/„ (х), /  (х)) (1-крсм. 5-боб, 11-§) эканлигини эътиборга олсак, R, R m,

Демак, бу хрлда
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С  [а, b] тупламларда, уларнинг элементларидан тузилган кетма- кетликнинг лимити 
м а с о ф а  т у ш у н ч а с и г а  асосланганлигини курамиз.

Бир томондан R, Rm, С [а, Ь] тупламларнинг турли табиатдаги элементлардан 
ташкил топганлиги, иккинчи томондан эса уларда лимитга утиш амалининг фа^ат ма- 
софага асосланишдек умумийликка эга булиши, табиий равишда бу тупламларни уму
мий ^олда ^арашга, яъни ихтиёрий туплам элементлари орасида масофа тушунчасини 
киритиб, урганишга олиб келади.

1 - §. М е т р и к  ф азо

Е  — ихтиёрий туплам булсин. Бу тупламнинг узини узига турри (Декарт) купайт-
маси

E X  Е — {(*, у) : х £Е , у g Е)

(даралсин, 1-^исм, 1-боб, 1-§) ни олайлик.
Маълумки. дастлабки тушукчалар ^аторида ихтиёрий А тупламни В тупламга 

акслантириш

f:A - + B

тушунчаси келтирилган эди (1-цисм, 1 - боб, 3- §).
Энди А =  Е X  Е, В  — R_|_ (R ^ — барча манфий булмаган ^а^и^ий сонлар туп- 

лами) деб ушбу

р : £ Х  £ - > R + (p =  p (х, у)) (15.1)

акслантиришни ^арайлик.

15.1 - т а ъ р и ф. Агар р : Е X Е-*- R j_  акслантириш учун

1°. V х, у £ Е учун р (х, у ) ^ 0  (р (х, у) =  0 муносабат х =  у булгандагина ба - 
жарилади.

2°. у х .  у £ Е  учун р (х, у) =  р [у, х) (симметриклик),
3°. У х , у, г £ Е  учун р (*, } ) < р  (х, г) +  р (г, у) (учбурчак тенгсизлиги) шарт- 

лар бажарялса, у ^олда бу р акслантириш масофа (метрика), Е туплам эса метрик 
фазо деб аталади. Метрик фазо (Е , р) каби белгиланади. 1 ° — 3°- шартлар метрик 
фазо аксаомалари дейилади. Метрик фазо элементларини шу фазо нукталари ^ам деб 
аталади.

М и с о л л а р .  1. R тупламни олайлик. р акслантириш куйидагича ани^ланса,

р (х, у)—\х — у\ (V х, yeR),
1-^исм, 2-боб, 10-§ да исботланганга кура бу р (х, у) учун 1° —  3°-шартлар бажа
рилади. Демак, р (х, у) — масофа ва (R, р) — метрик фазо.

2. Rm тупламни олайлик, р (х, у) акслантириш куйидагича ани^лансин:

Р (*> У) — У (У 1 — -*i)2 (У2 — *2)2 +  • ■ • +  (Ут — хт )2

V 2  (у* ~~ х^ 2
k=\

Ю^орида, 12-боб, 1-§ да бу р (х, у) учун 1э — 3°- шартларнинг бажарилиши кур- 
сатилган эди. Демак, р — масофа, (R m, р) — метрик фазо.

3. С  [а, Ь] тупламни курайлик. р акслантириш куйидагича булсин;

р (х, у ) =  max \x(t) — y (t) | (V  х (О. y { t)£C  [а, Ь]),

бу р (х, у) ю^оридаги 1° — 3°-шартларни цаноатлантиради (^аралсин. 1-цисм, 5- 

боб, 11-§). Демак, ^аралаётган р — масофа, (С [а, Ь], р) эса метрик фазо.
4. с — барча якинлашувчи кетма- кетликлар (сонлар кетма- кетликлари) туплами 

булсин. р акслантириш ушбу

р {х, у) =  sup \хп — уп \,х =  (дгх, хг, . . . , хп, . . .) € с, у =  (уь у.г, . . . ,  уп, . . .) е с 
п
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куринишда берилсин. 1-кисм, 3-боб, 4-§ да исботланганга кура бу р (х, у) учун 
1° — 3°-шартлар бажарилади. Демак, р— масофа, (с, р) — метрик фазо.

5. т  — барча чегараланган кетма-кетликлар (сонлар кетма-кетликлари) туплами 
булсин. р акслантириш 4- мисолдагидек цуйидагича берилсин:

р (*, у) =  sup \хп — уп \ {х =  (xlt х2, ■ ■ • , хп , . . .) 6 т ,
п

У =  (Уъ Уг............Уп> ■ ■ ■) 6 т).

Бу акслантириш учун 1° — 3°-шартларнинг бажарилишини курсатиш цийин эмас. 
Аввало р (х , у) ;>  0 булиши равшандир. Агар р (х, у) =  sup | хп — уп | =  0 булса,

П
ундан V п 6 Л' учун —  уп , яъни х =  у булиши келиб чи^ади. Аксинча, агар

х =  у, яъни V п 6 N учун =  уп булса, ундан р (дг, г/) =  sup \хп — уп \ = 0  экани
п

келиб чикади.
Иккинчидан р (х,у) =  р (у , х), чунки р (х, у) — sup | хп — уп j =  sup \уп — х п \ =

п п
=  р (у, х). Энди х =  (xlt х2, . . . , хп, . . .) 6 т , у = (у 1, у2, ■ ■ уп, ■ ■ ■) 6 т  ва г =  
=  (гг. г2, . . . , гп . . .) 6 тп булсин. Абсолют ^иймат хоссасига кура

I хп ~  2п К  I х п ~  Уп I +  I Уп ~ гп 1 ( "  £ 'V)

булади. Бундан эса

I *л —  гп К  SUP I -  </„ I +  SUP I Уп ~  гп I

sup | хп — гп К  sup \хп — уп | +  sup \уп -
п п п

эканлиги келиб читали. Ани?; юк,ори чегара хоссасига кура 

булади. Бундан,
р (х, г ) <  р (х, у) +  р (у, г).

Демак, р — масофа, (ш, р) — метрик фазо.
(Е, р) метрик фазо берилган. Ег туплам Е нинг к,исм туплами, яъни Е г cz Е  

булсин. У  хрлда Е1 хам Е  да киритилган метрика буйича метрик фазо булади: 
(Ёх, р). Бу метрик фазо таърифилан келиб чицади. Мисол келтирамиз. Равшанки, 
барча рационал сонлар туплами Q барча ^акикий сонлар туплами R нинг кием туп
лами: Q С; R. (R, р) метрик фазо эди. (Q , р) хам R  да киритилган метрика буйича 
метрик фазо булади.

У^увчининг эътиборини яна битта фактга жалб этамиз. Агар F туплам берилган 
булиб, р : F  X  F-+R^_ акслантиришлар турлича киритилиб, уларнинг хар бири 1°— 3е- 

шартларни бажарса, натижада турли метрик фазолар хосил булади. Мисол карайлик. 

Биз кжорида С [а, Ь] туплам берилганда ушбу

р (х, у) =  max | х (t) — у (t)! (х (/), у (0 6 С [а, 6]) 
a<t<b

акслантиришни аншугаб, унинг 1° —  3°-шартларни бажаришини курсатдик ва нати

жада (С [а. Ь], р) метрик фазога эга булдик.
Энди худди шу С [а, Ь\ туплам берилганда р2 акслантиришни ^уйидагича ани^- 

лаймиз: ______________________

Pi (х, у) =  ^ I  [х (0 -  у (01* dt. (15.2)
а

Бу p i (х , у) нинг 1° —  3°-шартларни бажаришини курсатамиз.
(15.2) муносабатдан ^ар доим рх (х, г /)>  0 экани куринади. Arap у  t 6 [а, Ь] да 

х (0 =  У (0 булса, ундан

г '

Pi (•*. у) =  | /  J [х (0 — у (OP dt =  0

булиши келиб чик,ади. Аксинча, агар 
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/и

I  [х ( t ) - y  (t)]i dt =  0
f a

булса, ундан V 16 [a, b] учун x (t) ■— у (t) булиши келиб чикади. Шуни исботлай- 
миз.

Тескарисини фараз ^илайлик. Бирор t0 (t0£(a, b)) ну^тада л: (/0) ф  у (t0), 
яъни, масалан, х (t0) — у (/„) >  0 булсин. У  .%олда узлуксиз функциянинг локал хос- 
сасига кура (даралсин, 1-цисм, 5-боб, 7- §) t0 ну^танинг етарлича кичик U8 (t0) 

атрофи (U6 (t0) cz [a, b\) топиладики, Y t £ U 6 (t0) учун x (t) — у ( t ) >  0 булади. 

У  >;олда
b

J  [X ( t ) - y  №  d t >  0
a

булиб, бу p j (x, y) =  0 деб олинишига зид булиб ^олади. Демак, у  t £ Га; Ь] учун 
А'" (0 =  у (t) булади.

Иккинчидан, p j (х, у) — р х (у, х) булади, чунки

Pi (х, у) =  Л / Г [х (t) — у (012 dt = 1 / ^ 1  [У V) ~  х (/)]* dt =  р х (у, х).
* а '  'а

Коши — Буняковский тенгсизлиги

b b ь
[f / (t) g  (t) dt]* <  J  /2 {t) dt j  {t) dt

a J a a

дан (каралсин, 1-^исм. 9-боб, 7-§) фойдаланиб куйидагини топамиз: 

ъ ь ь ь

j' \f (0 +  г  № 12 л  =  J  /2 (t) dt +  2 j  / (t) g (t) dt +  l  gz (t) d t<

b f~ b b b 

I* (t)dt +  2 J /  j 7 2 (0 * J ' g * ( 0 ^  +  j' g2 « ) *  =

= 1 ] / l  f2 w dt +  | / " . f  £2 (О л
Демак,

* -I /  b ~ж /
( [/ (0 + г  (012 1 /  J f2 (t) dt +  I /  J  g* (/) dt
л ' a * a

булади. Бу тенгсизликда

f(t) =  x(() — z (t), g (f) =  z (t) — y (t) (z ( t )e c  [a; 6]) 

деб олинса, у ^олда

Л /  J  [х (t) -  у (012 dt <  У  J  [х (t) -  z (t)]* dt +
' fl ’ n

+  V  I  [г ( t ) - y  w i2 dt,

Pi (x, y) < p x, (x, z) +  px (г. у)
булиши келиб чикади.
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Демак, pi акслантириш масофа. (С [а, Ь]. pj) эса метрик фазо булади. Шундай 
цилиб С [о; 6] туплам берилганда куйидаги

р (х, у) =  шах \х {t)~  у (0 |
a<t<b

ва

Pi (*> «/) =  ! /  J [х (0 — г/ (OP dt
' а

акслантиришларнинг хар бири масофа эканлигини курсатиб, натижада иккита турли 

(С [а, 6], р) ва (С [а, Ь], р х) метрик фазоларга эга булдик.
Энди метрик фазодаги баъзи бир тупламларни таърифлаймиз. (Е , р) метрик фазо 

берилган булсин. Бу фазода бирор а (а £Е )  элемент олайлик.
15 . 2-таъриф.  Ушбу

{х е Е  : р (х, а) <  } ({х £ Е : р (х, а) <  /•}) (г >  0)

туплам (£ , р) метрик фазодаги очик шар {шар) деб аталади. а нукта шар маркази, 
г >  0 эса шар радиуси дейилади.

15 . 3-таъриф.  Маркази а нуцтада, радиуси е ( в > 0 )  булган очик шар

UE (а) — [х 6 Е  : р (х , а) <  е}

а нуктанинг атрофи (в- атрофи) дейилади.
Хусусан, (Л, р) метрик фазода a (a £R )  нуктанинг атрофи (царалсин, 1-^исм, 

З-боб, 2- §)

Ue (а) =  {х 6 £! : р (х, а) — | х — а | <  е} =  (а — е, а +  е)

интервални, (Rm. р) фазода а (а =  (aj, о2, . . . а,„) 6 ^?т ) нуктанинг атрофи

UE (a) =  { x £ R m : р (де, а) =  у  (xj — a r f  +  (х2 — а2)2 +  . . . +  (х„, — от )2 <  к}

эса 12-боб, 1-§ да киритилган сферик атрофии билдиради.
О —  (Е, р) метрик фазодаги бирор туплам булсин. Бу тупламда бирор х0 нуь;- 

тани олайлик. Агар х0 (x0£G ) нуктанинг шундай U s (х0) (е >  0) атрофи мавжуд 

булсаки,
U£ (х0) с  G

булса, у хрлда х0 нукта G тупламнинг ички нуцтаси дейилади.
15 . 4-таъриф.  G тупламнинг х,ар бир ну^таси унинг ички ну^таси булса, бун* 

дай туплам очиц. туплам деб аталади.
Масалан, (Е. р) метрик фазодаги ^ар цандай очи^ шар

А =  (х 6 Е  : р (х , а) <  г) ( а £Е , г >  0)

очи^ туплам булади (солиштиринг: 12-боб, 1-§).
F — (Е. р) метрик фазодаги бирор туплам булсин; F с  Е, х0 эса Е  га тегишли 

бирор ну^та: х0 6 Е. Агар х0 (х0£Е )  нуктанинг исталган U&(x0) атрофида F туп

ламнинг х0 дан фар^ли камида бигта ну^таси топилса, х0 нукта F тупламнинг ли
мит нщтаси деб аталади. Бунда хп лимит ну^та F тупламга тегишли булиши хам, 
тегишли булмаслиги ^ам мумкин.

F тупламнинг барча лимит ну^таларидан ташкил топган туплам F тупламнинг 
%осилавий туплами дейилади ва F' каби белгиланади.

Ушбу F U F ' туплам F тупламнинг ёпилмаси деб аталади ва у F каби белги

ланади: F =  F U F ’ .
15 . 5-таъриф.  Агар F (F cz Е) тупламнинг барча лимит ну^талари шу тупламга 

тегишли булса, .яъни F' cr F  булса, F ёпщ туплам деб аталади.

Равшанки, F ёпик туплам булса, F U F' =  F =  F булади.
Масалан, (Е, р) метрик фазодаги шар

В  =  {х 6 Е : р (х, а) ^  г] (ad Е, г >  0)

ёпиц туплам булади.
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М — (Е, р) метрик фазодаги бирор туплам булсин.
15 . 6-таъриф.  Агар (Е, р) метрик фазода шундай шар

В =  {х 6 Е ; р (х, а) ^  г) (а £ Е , г >  0)

топилсаки, М cz В булса, у >;олда М чегараланган туплам. деб аталади. Акс ^олда, 
яъни ^ар ^андай В шар олинганда ^ам, шундай х £ М  мавжуд булсаки, х(Е В б\'лса, 
М  тупламни чегараланмаган тралам дейилади.

Масалан, (Rm, р) метрик фазода шар, параллелепипед, симплекслар (каралсин,
12-боб, 1-§) чегараланган тупламлар булади.

Ш у метрик фазода ушбу

М  >  {х =  (хх, х2, . . . , хт ) g Rm : Xi >  0, хг >  0.............хт :>  0}
туплам чегараланмаган туплам булади.

2- §. М е т р и к  ф азо д а ке тм а -кетл и к  ва унинг лимити

Бирор (Е , р) метрик фазо берилган булсин. / ^ар бир натурал п (п (Е N) сонга. 
Е нинг бирор муайян хп (хп £Е )  ну^тасини мос ь;уювчи акслантириш булсин:

f : N Е  ёки га -> хп (га б N, хп £Е).

Бу / : N -*■ Е акслантиришнинг тасвирлари (образлари) дан тузилган

хг, хг, . . . , хп, . . . (хп£Е ,  га =  1, 2, . . .) (15.3)

туплам (£, р) метрик фазода кетма- кетлик деб аталади ва у {хп} каби белгиланади.
(15.3) кетма-кетликнинг бирор пх номерли хп ^адини, сунгра номери пг дан 

катта булган п2 номерли хПг ^адини ва ^оказо, шу усул билан (15.3) кетма-кетлик

нинг ^адларини олиб, улардан ушбу

хпг хп2’ • • хпк< ■ ■ («1 <  «2 <  • • • <  пк <  . . . (15.4)

кетма-кетликни хосил ^иламиз.

Одатда (15.4) кетма-кетлик (15.3) кетма-кетликнинг щсмий кетма- кетлиги деб 

аталади ва {xnk} каби белгиланади.

Энди (Е , р) метрик фазода

хг, х%, ■ • ., хп, . . .  (хп £Е , п =  1, 2, . . .) (15.3)

кетма- кетликнинг лимити тушунчасини киритамиз.
(Е, р) метрик фазода (15.3) кетма-кетлик берилган булсин, а нукта Е  га те- 

гишли нукта булсин: а £ Е .
15 . 7-таъриф.  Агар v e > 0 c o H  олинганда хам, шундай ra0g/V топилсаки. 

барча га >  п0 учун р (хп, а ) < е  тенгсизлик бажарилса, яъни lim  р (хп, а) =  0 бул-
П—¥ оо

са, а ну^та {хп} кетма-кетликнинг лимити деб аталади ва lim  хп — а ёки хп-*-а-
t i —*  со

каби белгиланади.
Ю^орида келтирилган таърифга эквивалент булган цуйидаги таърифни ^ам бе- 

риш мумкин.
15 . 8-таъриф.  Агар а ну^танинг ихтиёрий Us (а) (V  s > 0 )  атрофи олинганда 

>;ам, (15.3) кетма-кетликнинг бирор з^адидан бошлаб, кейинги барча ^адлари шу ат- 
рофга тегишли булса, а ну^та (15.3) кетма-кетликнинг лимити деб аталади.

Агар (15.3) кетма-кетлик лимитга эга булса, у ящнлашувчи кетма-кетлик 
дейилади. Одатда бундай я^инлашиш масофа буйича яцинлаишш деб аталади.

М и с о л  л ар .  1. (Е , р) метрик фазо берилган булсин. V х0£ Е  ну^тани олиб, 
ушбу

*о> *о> • • •» %о, • • •
кетма-кетликни з^осил ^иламиз. Равшанки, бу якинлашувчи кетма-кетлик булади.
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2. (Е, р) метрик фазо берилган булиб, бу фазо хеч булмаганда иккита турли 
ну^таларга эга булсин. Бу нуцталарни х0 ва хг билан белгилаб (x0=jbxi, x0dE  
Xi 6 Е).

Х 0, X i ,  Х0. Х г, . . .  , Х„,  X ,. . . .

кетма-кетликни тузамиз. Бу кетма-кетлик якинлашувчи эмас.
3. (Q, р) метрик фазода куйидаги

. 1 1  -1 
1, 2> 3 > • ■ ->я • ■ • >

1 \пК)'ИГ-К)’...К)
кетма-кетликларни ^арайлик. Бу кетма-кетликларнинг биринчиси j — | нинг лимити

О га тенг (0 6 Q)• Демак, (Q, р) метрик фазодаги j — j  кетма- кетлик якинлашувчи 

булади.

Иккинчи кетма-кетлик •! ( 1 4-— ] нинг лимити е га тенг:

lim
/2~»а> \ ТХ ,

(каралсин, 1-кисм, З-боб, 8-§). Биро^ e £ Q .  Демак, (Q, р) метрик фазода { ( 1+
1 \п)

-)- —  > кетма- кетлик якинлашувчи эмас.

Энди, хусусий холларда, (£ , р) метрик фазо сифатида (R , р), (Rm, р) ва 
(С [а, £>], р) фазоларни олиб, бу фазоларда кетма-кетликнинг масофа буйича якин
лашувчилиги тушунчасини изохлаб утамиз.

(R, р) метрик фазодаги {хп}:

X] , хг, ■ . ., хп, . . .  (хп £ R, п =  1, 2, . . .)

кетма-кетлик ха^икий сонлар кетма-кетлиги булиб, унинг масофа буйича я^инла- 
шиши, 1-^исм, 3-бобда урганилган сонлар кетма-кетлигининг я^инлашишидан ибо

рат.

(Rm , р) метрик фазодаги {х(л>}:

х(1), х(2>, • . ., х(п), . . . (*<">€ £ т , я = 1, 2 , . . . )

кетма-кетлик Rm тупламнинг х ^  =  (х\пК х(2п\ . . ., xffi) { п ~  1, 2, . . .,) нуктала- 

ридан иборат кетма- кетлик булиб, унинг масофа буйича я^инлашиши координаталар 
буйича яь;инлашишни билдиради (каралсин 12- боб, 2- §).

(С [а, Ь], р) метрик фазодаги’ h  (х). /2 (*).............f„ (х), . ■ . , /„ (х) 6 С [а,Ь]\
п — 1, 2, . . . кетма-кетлик функционал кетма-кетлик булиб, унинг масофа буйича 
я^инлашиши 14-бобда батафсил урганилган текис я^инлашишни ифодалайди.

Энди метрик фазода якинлашувчи кетма- кетликларнинг хоссаларини келтира-
миз.

1°. Агар (Е , р) метрик фазода {хп} кетма-кетлик якинлашувчи булса, бу кет
ма- кетликнинг лимити битта булади.

И с б о т .  {хп} (хп £Е , п — 1,2. . . .) кетма-кетлик якинлашувчи булиб, унинг 

лимити иккита: а ва Ь (а 6 Е, b 6 Е) булсин:

lim  р (хп, а) =  0, lim  р (хп, Ь) =  О,
П—>/Х>  ̂ *оО

яъни V е > 0  сон олинганда хам шундай п0 6 N топиладики, v  п > п 0 да р ( х „ ,о ) <  
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<  — . шунингдек шу е > 0  учун шундай n0£ N  топиладики, V п >  п0 да

£ _  _ 
р (*„, Ь) <  — булади. Агар я„ =  шах (я, п0 ) дейилса, унда V п >  п0 да бир вактда

р (хп, о ) <  — , р (х„, Ь ) < — булади. Масофа таърифидаги 3°-шартдан, яъни уч-

бурчак тенгсизлигидан фойдаланиб топамиз:

Р (a, b )s ^p  {а, * „> + Р  (.*„, Ъ).

Демак, V £ > 0  ва у  п >  п0 учун р  (а, Ь )< е  булиб, ундан р (а, 6) =  0 булиши 
келиб чицади. Масофа таърифидаги 1°-шартга кура а ----- Ь булади.

2°. Агар (Е, р) метрик фазода \хп) кетма-кетлик якинлашувчи булиб,

8

lim  хп =  а (а ЕЕ)

Л1Л\Л 1/PTŴ l. UATnuriJ f v J

JI-* 00

булса, у долда бу кетма- кетликнинг ^ар ^андай кисмий кетма-кетлиги (хп̂  } (пг 

С  п2<  ■ ■ . <  гг* <  . . .) ^ам якинлашувчи булади ва lim  хПк =  а.
>оо

И с б о т .  {хп} кетма-кетлик якинлашувчи булиб, унинг лимити а га тенг бул

син; lim  хп — а. Бу \хп) кетма-кетликнинг {хп }: хп , х , . . . . . ^исмий 
л-»оо я I i  к

кетма- кетлигини олайлик.
Модомики хп а экан, унда У к >  0 сон олинганда хам шундай п0 6 Л' топила

дики, у  п > п „  учун р (хп, а) С е  булади. k-+ оо да оо булишидан m £ N  то

пиладики, пт > п в булади. Демак, k~>m=> tik >  /г„ =>- р (х а ) <  е. Бу эса

lim  = о  эканлигини билдиради. ftk

3- §. К о ш и  теор ем аси . Тупиц м е тр и к  ф азо

Биз юкорида R  даги (1 - кием, З-боб, 10-§), Rm даги (12-боб, 2-§), С  [а, Ь\ 
даги (14-боб, 2-§) кетма-кетликларнинг якинлашувчи булишлари учун уларнинг 
фундаментал булишлари зарур ва етарли эканлигини (Коши теоремасини) куриб ут- 
дик. Математик анализнинг бу муз^им теоремаси и х т и ё р и й  метрик фазо учун хам 
уринли буладими деган савол тугилади. Аввало, фундаментал кетма- кетлик тушун- 
часини киритайлик.

(£ , р) — ихтиёрий метрик фазо, {*„):

хъ х2, , хп, . . . [хп £  £ ,  п =  1, 2 , . . .)

—  ундаги бирор кетма- кетлик булсин.

15 . 9-таъриф.  Агар у е > 0 с о н  олинганда ^ам шундай n0£ N  топилсаки, 

У « > Л о ва V ni >  п0 лар учун р (хп, хт } <  8 булса, {хп} фундаментал кетма- 

кетлик дейилади.

R , Rm, С [а, b] фазолардаги фундаментал ва фундаментал булмаган кетма- кет- 
ликларга мисолларни биз юкорида курган эдик. Яна битта мисол сифатида (Q, р) 
метрик фазодаги

( 1 + l ) ’ ( 1 + l ) ’ - " ’ ( 1 + i ) " - -  (15'5)

кетма-кетликни келтирайлик. Q cz R  булгани сабабли (15.5) ни R  даги кетма-кетлик 
деб ^араш ^ам мумкин. R  да бу кетма- кетлик якинлашувчи, яъни

/ 1 \п
lim  I 1 +  '
П~>со V ^ /

Коши теоремасига кура 1 -\- — j  | кетма- кетлик фундаменталдир. Q да киритилган
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масофа R  даги р (х, у) — j х — у | масофанинг айнан узи бч лгани учун j/ l+ ~ ~ ')  1
IV я /  j

кетма- кетлик (Q. р) да ?;ам фундаменталдир.
Ихтиёрий (£ , р) метрик фазо берилган булсин. Уидаги барча якинлашувчи кет

ма- кетликлар тупламини /, (Е), барча фундаментал кетма- кетликлар тупламини 
Ф  (£) деб белгилайлик.

Юцорида биз келтирган Коши теоремаси R, Rm, С [а, Ь) лар учун £ (£ )= Ф (£ )  
эканини билдиради.

15.1-те о р е м а. Ихтиёрий (£ , р ,  метрик фазо учун L (£) с  Ф  (£), яъни хар 
кандай якинлашувчи кетма- кетликлар фундамешпал булади.

И с б о т .  ^акикатан хам, [хп) (хп £Е .  я — 1,2,  . . .) якинлашувчи булиб,

lim  хп — а (а £Е )
П-+ оо

булсин. Яъни V е >  0 сон олинганда хам, шундай п0 £ N топиладики, у  п > п а 
учун

Р ( V  « ) <  J

тенгсизлик бажарилсин. Масофа таърифидаги 3°- шартдан фойдаланиб, V п > п 0 ва

V т  >  п0 лар учун

Р (хп, Х т ) <  р (хп, а) +  р (а, хт ) <  +  — =  е

булишини топамиз. Бу эса, {хп} нинг фундаментал кетма-кетлик эканини билдиради. 

Теорема исбот булди.
Аммо Ф  (£) с :  L (Е) муносабат, яъни >̂ ар ^андай фундаментал кетма- кетлик

нинг якинлашувчи булиши ихтиёрий метрик фазо учун тугри булавермайди. Бош- 
кача айтганда, шундай метрик фазо ва унда шундай фундаментал кетма-кетлик то
пиладики, у якинлашувчи булмайди.

Мисол сифатида (Q, р) фазони ва ундаги (15.5) кетма-кетликни карашимиз мум- 
кин. Бу кетма- кетлик, курсатганимиздек, фундаментал булса- да, якинлашувчи эмас. 
Яна бир мисол келтирайлик.

(С [0; 1], р) метрик фазода цуйидаги [хп\\

1, х, х2, . . ., хп, . . .

кетма- кетликни олайлик. Бу фундаментал кетма- кетлик булади. \акнцатак ^ам,

1
Ч  в >  0 сонга кура п„ =  —  деб олинса, унда \ п >  п0, 'г т > п „  учун

е2
1 1 

р2 (хп, хт ) =  j' (xn — xmf  d x =  [х^п +  х2т — 2хп+т ] dx =

I) о
1 1 1 1 1 1 2

= ----- (----- — 2 ------ < ---+ —  гС — • — <  е*
2/г 4-1 2m-fl rt +  m + 1  2п 2т  2 п0

ва демак,
р (хп, хт ) < е

булади.

Бирок бу {хп} кетма-кетлик (С [0, 1], р) метрик фазода якинлашувчи эмас 

(чунки
„ ( 0, агар 0 ^  х <  1 б\'лса,

/ (дг) =  lim  х — \ ^
п̂ -со I  агаР д: =  1 оулса

булиб, f (х) £  С  [а, 6]).
Шундай цилиб, баъзи бир метрик фазоларда хар ^андай фундаментал кетма- 

кетлик якинлашувчи булар экан, баъзи бир метрик фазоларда хар кандай фундамен

тал кетма-кетлик ^ам якинлашувчи булавермас экан. _
15.10-таъ риф. (£ , р) метрик фазо берилган булсин. Агар бу фазода Ф (Е) <— 

cr L (£) булса, яъни х,ар цандай (хп) фундаментал кетма- кетлик якинлашувчи бул

са, ( £ ,  р) гпули  ̂ метрик фазо деб аталади.
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М и с о л л а р .  Юкорида, 1-§ да келтирилган (R , р), (Rm, р), (С [а, Ь), р), (т, р\ 
(с, р) метрик фазолар тули^ метрик фазолар булади.

(R, р) фазонинг тулицлиги 1-1̂исм, 3-боб, 10-§ да келтирилган теоремадан, 
{Rm, р) фозонинг тули^лиги 12-боб, 2-§ да келтирилган теоремадан (С [а, Ь\, р) 
метрик фазонинг т^ли^лиги эса 14-боб, 2-§ да келтирилган теоремадан келиб чи- 
цади.

Энди (т , р) метрик фазонинг туликлигини курсатамиз. Бу метрик фазода 

{хп) {хп =-■ . •■)£"*) кетма-кетлик фундаментал кетма-кетлик

булсин. Фундаменталлик таърифидан: У е > 0  сон олинганда хам, шундай n0€*V то
пиладики, V п > п 0, У р > п а учун

Р (хп, Хр) <  8,

яъни

Р (*„. хр) =  sup I р ™ -  t p  I <  s 

булади. Демак, У k £ N хамда V n > n 0, V p >  n0 учун

булади. Бундан =  • • ■ > ■ • •) сонлар кетма-кетлигининг фунда

ментал кетма-кетлик экани келиб чикади. Унда Коши теоремасига мувофи^ (1-^исм, 
3- боб, 10- §) бу кетма- кетлик якинлашувчи булади;

lim  l f  =  l k { Y k e N ) .  (15.6)
«. «. <- Я—+зО

Энди х =  ( j j ,  s-2..........S/;, • . ■) нинг т  тупламга тегишли булишини курсата

миз.

Аввало, хп £ т  эканлигидан шундай М п сон мавжудки, у  k £ N учун 

|<">| < М „  ( « = 1.2, . . . )  

булади. Иккинчи томондан {хп\ нинг фундаменталлигидан топамиз:

у  е >  0 олинганда хам шундай щ  £ N топиладики, у  п >  п0 ва У р > п 0 учун 
у  k £ N да

(15-7)

булади. Юцоридаги тенгсизликлардан у  п >  пй учун

лЧ + 1- е < 6(*) < л Ч +1 +  е (15-7)

муносабатларга эга буламиз. Бу тенгсизликлардан, я-»- °о да у  k £ N  учун

^ V l ~ e< l</VV . +e
келиб чицади. Демак, х ~ ( | 1( s2, • • •> £*>'• • •) кетма-кетлик чегараланган экан, 
яъни х £ т .

Ю^оридаги (15.7) муносабатдан п > п 0 булганда sup 1 — l k I <  е эканлиги
k

келиб чицади. Бу эса s(xn, х )С  е булишини ифодалайди. Демак, lim  р  (хп, х) =  О,
/2~+со

яъни {хп} кетма- кетлик якинлашувчи.

Шундай ^илиб, (т , р) метрик фазодаги ихтиёрий {хп} фундаментал кетма- кет

ликнинг якинлашувчи булишини курсатдик. Демак, (т , р) — тулиц метрик фазо. 

Худди шунга ухшаш (с, р) метрик фазонинг тулшушги курсатилади.
Юкорида келтирилган мисоллар (Q, р) ва (С [0, 1], Pi) метрик фазоларнинг 

тули^ эмаслигини курсатади. 15.1-теорема ^амда тули^ метрик фазо таърифидан 
куйидаги теоремага келамиз.

15.2- т е о р е м а (К о ш и т е о р е м а с и ) .  (Е, р) тули$ метрик фазо булсин. 

Бу фазода Ф  (Е) =  L (£ ), яъни {хп} (хп £Е , п ~  1, 2, . . . )  кетма- кетликнинг 

якинлашувчи булиши учун унинг фундаментал бЦлиши. зарур ва етарли.
Тули^ метрик фазоларда R даги ичма-ич жойлашган сегментлар принципи (1- 

цисм, 3-боб, 8-§), R m даги ичма-ич жойлашган шарлар принципи (12-боб, 2-§)каби 
принцип уринли булади.
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(£ , р) метрик фазо берилган булсин. Марказлари хп (хп £ £ ,  п — 1,2, . . .) нук;- 

таларда. радиуслари гп (гп 6 п = 1,2 , . . .) булган ушбу

5 1 =  S l (л-,. г1)={х£Е\ р (х, Х х Х М ,
5 2 =  S2 (*2, r 2) =  {*££: р (х, х2) <  г2) ,

r,i ) =  I *  € £ :  Р (х, хп ) <  /•„ },

шарлар кетма-кетлиги {S„ } берилган булсин. Агар бу кетма-кетлик учун ь,уйидаги

=> S2=> . . .  =i Sn => . . . 

муносабат уринли булса, у ^олда {Sn } — нчма-ич жойлашган шарлар кетма-кетли

ги деб аталади.
15 . 3-тео рема .  (Е , р) —  mt/лик; метрик фазо булсин. Бу фазода {Sn J ичма- 

ич жойлашган шарлар кетма-кетлиги булсин. Агар п — оо да шар радиусларидан 
иборат {гп } кетма-кетликнинг лимити ноль булса, яъни

lim  гп = 0 ,
N--►00

у %олда барча шарларга тегишли булган х„ (х0£Е) ну^та мавжуд ва ягонадир.
Бу теоремнинг исботи 12- боб. 2- § да келтирилган Rm даги ичма- ич жойлашган 

шарлар ^а^идаги теореманинг исботига ухшашдир.

4 - §. Больцано —  Вейерш трасс тео р ем аси . К о м п акт  м е тр и к  ф азо л ар
Биз юкорида R  даги (1-к,исм, 3-боб, 9-§), R m даги (12-боб, 2-§) >;ар ^андай 

чегараланган кетма- кетликдан якинлашувчи к,исмий кетма- кетлик ажратиш мумкин- 
лигини (Больцано— Вейерштрасс теоремасини) куриб утдик. Математик анализнинг бу 
му>;им теоремаси и х т и ё р и й  метрик фазо учун ?̂ ам уринли буладими деган савол 
тугилади.

Аввало. ушбу бобнинг 1- § ида ихтиёрий метрик фазода берилган тупламнинг 
чегараланганлиги тушунчаси билан танишганимизни эслатиб утамиз.

Биз, шунингдек, ихтиёрий якинлашувчи кетма- кетлик чегараланган туплам таш- 
кил цилишини з̂ ам курган эдик. Юкорида айтилганига кура, (/?, р), Rm, р) метрик 
фазолар да ^ар цандай чегараланган кетма-кетликдан якинлашувчи ^исмий кетма-кет
лик ажратиш мумкин, яъни бу метрик фазоларда Больцано — Вейерштрасс теоремаси 
уринли булади.

Биро^ бу )̂ ол >\амм® метрик фазоларда >;ам уринли булавермайди. Масалан, 
(т , р) метрик фазони олайлик. Бу фазода ушбу

(1, 0, 0, 0, . . .  ), (О, I, 0, 0, . . . ), (О, 0, 1, 0, . (15.8)
кетма- кетликни ^арайлик. Бу кетма- кетликнинг барча хадлари куйидаги 

[x£m:s (х, 0) ^  1} (0 =  (0, 0, 0 , . . . )) 
шарда жойлашгандир. Демак, (15.8) кетма- кетлик чегараланган. Айни пайтда бу
(15.8) кетма-кетликдан якинлашувчи ^исмий кетма-кетлик ажратиб булмайди. Чунки
(15.8) кетма-кетликнинг ихтиёрий икки хк ва хп (к ф п )  элементлири орасидаги масо

фа j;ap доим

Р (хк, хп ) = Х № п)
булади.

Демак, баъзи бир метрик фазоларда, ундаги ихтиёрий чегараланган кетма-кет
ликдан як,инлашувчи цисмий кетма-кетлик ажратиш мумкин (масалан, (R , р), R'n ,p )  
фазолар), баъзи бир метрик фазоларда эса, ундаги >̂ ар кандай чегараланган кетма- 
кетликдан х;ам якинлашувчи к̂ исмий кетма- кетлик ажратиб булавермас экаи (маса

лан, (т , р) метрик фазо).
15.11-т аъ  р иф . (£ , р) — ихтиёрий метрик фазо. Агар бу фазодаги ^ар ^андай 

чегараланган {хп } ( * „ ( ;£ , п =  1, 2, . . .  ) кетма-кетликдан якинлашувчи {хПк}

(xnkZE. k =  1, 2, . . . ; <  ft2 <  . • . <  nk <  . . .) цисмий кетма-кетлик ажратиш

мумкин булса, (£ , р) компакт метрик фазо деб аталади. Акс ^олда, яъни (£ , р) 
да шундай чегараланган кетма- кетлик топилсаки, ундан якинлашувчи цисмий кетма- 
кетлик ажритиб олиш мумкин булмаса, (£ . р) компакт булмаган фазо дейилади.

Шундай ь^илиб, юцоридаги R, R m фазолар компакт фазолардир. (т, р) фазо 

компакт булмаган фазодир.
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16 - Б О Б

Х О С М А С  И Н ТЕГРА ЛЛ А Р

Биз 1-кисмнинг 9-бобида [а, Ь] ораликда берилган / (х) функция
нинг Риман интеграли тушунчасини киритдик ва батафсил ургандик. 
Интегралнинг баёнида ораликнинг чеклилиги ва функциянинг чегара- 
ланганлиги бевосита иштирок этди. Биз курдикки, ушбу таъриф маъ- 
носида интегралланувчи функциялар синфи анча кенг экан.

Хуш, [<2,+ °°) (ёки (— оо, а], ёки (— оо, + оо)) ораливда берилган 
f(x) функциянинг интеграли ёки [а, Ь] да берилган, аммо чегаралан
маган f(x) функциянинг интеграли тушунчаларини хам киритиб булар- 
микан? Яъни аввалги интеграл тушунчасини маълум маъноларда умум- 
лаштириш имконияти бормикан деган савол тугилади. Албатта, умум- 
лаштириш шундай булиши керакки, натижада Риман интегралининг 
асосий хоссалари уз кучини саклаб ^олсин.

Биз ушбу бобда ана шундай умумлашган (ёки хосмас) интеграл- 
ларини киритамиз ва урганамиз.

1- §. Чегаралари чексиз хосм ас интеграллар

1. Ч е г а р а л а р и  ч е к с и з  х о с м а с  и нте гр ал  т у ш у н ч а е и .  
Бирор f(x) функция [о,+ оо) ораликда берилган булиб, бу оралик
нинг исталган [a, t] ( а < / < +  оо) кисмида интегралланувчи (царалсин,
1-кисм, 9-боб), яъни ихтиёрий t (/> а) учун ушбу

t

J  f (х) dx
а

интеграл мавжуд булсин. Бу интеграл, царалаётган функция х,амда 
олинган t га боглик булиб, тайин f \x) учун у факат t узгарувчининг 
функцияси булади:

\f(x)dx=F(t). (16.1)
V

Натижада (16.1) муносабат билан аншутанган F (t) ( /€(« ,+ <»)) функ
цияга эга буламиз.

16.1-таъриф .  Агар t-^ + oo да F (t) функциянинг лимити мавжуд 
булса, бу лимит f(x) функциянинг [а,+ оо) ораликдаги хосмас интег
рали деб аталади ва у

-j-CO

j f(x)dx
а

каби белгиланади. Демак,

-{-со t

С / (х) dx =  lim F(t) — lim \f(x)dx, (16.2)
a  / -r * -f -o o  /  > -J -o o  Q

16.2- т а ъ p и ф. Arap t +  оо да F (t) функциянинг лимити мав
жуд булиб, у чекли булса, (16.2) хосмас интеграл якинлашувчи дейи-
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лади, f(x) эса чексиз [а, +<») ораликда интегралланувчи функция 
деб аталади.

Агар да F(t) функциянинг лимити чексиз булса, (16.2)
интеграл узоцлашувчи деб аталади.

функциянинг (— оо, а] ва (— оо, -f-°°) ораликлар буйича хосмас 
интеграллари хам юкрри даги каби таърифланади.

f(x) функция (— оо, а] ораликда берилган булиб, бу ораликнииг 
исталган [т, а] (— оо< т < а) кисмида интегралланувчи, яъни

а

| f (х) dx—Ф(т)
X

интеграл мавжуд булсин.
16.3-таъриф. т —*■ — оо да Ф(т) функциянинг лимити lim Ф(т)

X —► — оо

мавжуд булса, бу лимит f (%) функциянинг (— оо, а] ораликдаги хос
мас интеграли деб аталади ва у

а

j  / (X) dx
—Х>

каби белгиланади. Демак,
а а

f f(x)dx =  НтФ(т) =  lim ff{x)dx (16.3)
T-+-JO T-,-coxJ

16.4-таъриф. Агар т->-- оо да Ф(т) функциянинг лимити мав
жуд булиб, у чекли булса, (16.3) интеграл якинлашувчи дейилади, 
f(x) эса чексиз ( — оо, а ] ораликда интегралланувчи функция деб 

аталади.
Агар т->-- оо да Ф  (т) функциянинг лимити чексиз булса, (16.3)

интеграл узоцлашувчи деб аталади.
f(x) функция (— оо, оо) ораливда берилган булиб, бу ораликнинг 

исталган [т, t] (—• оо <  т <  t <  +  оо) кисмида интегралланувчи, яъни

t

\f(x)dx =  ф (т, I)
X

интеграл мавжуд булсин.
16.5-таъриф. "%->-- оо, t-^+oo да oJ)(t, t) функциянинг лимити

Нтг|з(т, t)
Х—>— оо  

t—►-}-'7*3
мавжуд булса, бу лимит / (х) функциянинг чексиз (— оо, +  °°) ора
ликдаги хосмас интеграли деб аталади ва у

J  fix) dx

каби белгиланади. Демак,



16.6-таъриф. Агар т-> — сю, t->- + °° да "ф(т- t) функциянинг 
лимити мавжуд булиб, у чекли булса, (16.4) интеграл якинлашувчи 
дейилади, f(x) эса чексиз (— оо, +<») ораликда интегралланувчи 
функция деб аталади.

Агар т-э— оо , t->- -4 - с» да i[: (т, t) функциянинг лимити чексиз 
булса, (16.4) интеграл узоклашувчи деб аталади.

Аник* интеграл хоссасига кура у а  6 R учун
t  a  t

\f{x)dx— \f (х) dx +  j  / (_r) dx
X T  a

—{- CO

булишини эътиборгз олсак, у хрлда [ f(x)dx нинг мавжуд булиши
—  оо

a -f*00

j  f(x)dx ва [ f(x)dx интегралларнинг хар бирининг алохида-алохида
—со а

мавжуд булишидан келиб чикади. Бинобарин, уни куйидагича хам 
аниклаш мумкин булади:

-}-сО О оо

j  f(x)dx =  j  f{x)dx+  J  / (x) dx (Y  a £R )
1— со ~~oO Cl

16.1-эслатма. Юкорида [a, -f- oo) ((— oo, a]i (— oo, -f оо)) да 
берилган / (x) функциянинг хосмас интеграли тушунчаси F (t) (Ф (т),
■ф(т, t) нинг ('t-э-- °°, +  °°) да лимити мавжуд булган
холлар учун киритилди ва унинг якинлашувчи ёки узо^лашувчилиги 
таърифланди. Маълумки, F (t) (Ф (т), чр (т, t)) нинг /-> +  оо (т->— оо,

оо) даги лимита мавжуд булмаган хрл хам булиши мумкин. Бу 
хрлда биз шартли равишда / (х) нинг хосмас интеграли

—f-op / О -}-сО

j  f(x)dx I f f(x)dx, j  f{x)dx
a \—со —со

узоклашувчи деб кабул киламиз
Шундай килиб, хосмас интеграл тушунчаси аввал урганилган Ри

ман интеграли тушунчасидан яна бир марта лимитгг, утиш амаали орка- 
ли юзага келар экан. К,улайлик учун куйида биз купинча «хосмас ин
теграл» дейиш урнига «интеграл» деб кетэверамиз.

М и с о л л а р .  1. Ушбу

4*00

j  e-edx 

О

интегрални царайлик. Таърифига кура

“КсО t

f  e~xdx =  lim  f
J t^+ccJ

булиб,
t

F(0= j'e - -

c~x dx

e-x
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t
lim  fe=*dx =  1

<-* + OO0

булади. Демак, берилган хосмас интеграл якинлашувчи ва

4-оо
J  e~xdx =  1.

о

2. К,уйидаги

0 jр dx

булганлигидан эса

J 1 +х*
--ОО

интегрални царайлик. Хосмас интеграл таърифига кура

г dx , .  г dx п 
----- =  1 lm  ------ =  lim  (—  arctg т) =  —

Jco 1 +  *2 T->-oatJ 1 +  *5 т— оо 2

булади. Демак, интеграл якинлашувчи ва

0 dx п

J 1 + х* 2 ’

3. Ушбу

+00 
С dx

/ =  --- (a >  0. c t > 0 )  (16.5)
J xa

a

интегрални яцинлашувчиликка текширинг. Равшанки, [a, t\ (а >  0) ораликда / (ж) =
t

= ---  функция узлуксиз булиб, I ---  мавжуд булади. К,уйидаги ^олларни ^а-

xa J ха
а

райлик:
а) a  >  1 булсин. Бу ^олда 

t
«• С dx \‘ I /Л—ос, 1—dv 1 1—а 
lim  \--- =  l i m ------ (г —  а ) = ------а

t-++ooJ ха  I —  а  а  —  1

булади. Демак, а  >■ 1 булганда берилган интеграл якинлашувчи булиб,

+f = —Ц -  а 1~а

а Ха  “ - 1

булади.
б) a <  1 ва а  =  1 булганда эса, мос равишда

lim  Г-^i- =  lim

а
х- - —  1 -  a

t

lim  Г ■ =  lim  (In I —  In a) — +  oo
<-*+aoJ X <-»-|-oo 

a

булади. Демак, a  ^  1 булганда берилган интеграл узо^лашувчи булади. 
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+»
Г -^L  (а >  0, а  >  О)

J  ха  
а

хосмас интеграл а  >  1 булганда якинлашувчи, О <  а  1 булганда эса узок,лашув- 
чи булади.

4. Ушбу

J  cos xdx
о

хосмас интеграл, юк,оридаги келишувимизга кура узоцлашувчидир, чунки t + оо  да

Шундай килиб

функция лимитга эга эмас.

-foo t

Ю^орида j  f(x)dx хосмас интеграл F (t) =  j  f (x)dx интегралнинг
а. a

^-v-foo даги лимити сифатида таърифланди. Сунгра бу хосмас интег
рал мавжуд (мавжуд эмас) дейилиши урнига хосмас интеграл якинла
шувчи (узоклашуБчи) дейилди. Бундай дейилишининг боиси, бир то
мондан, хосмас интегралнинг лимитга утиш амали билан таърифланиши 
булса, иккинчи томондан унинг, каторлар билан ухшашлигидир. Маъ-

оо п

лумки, 2 а* катор F(n) ак кисмий йигиндининг п—>~ + оо даги 
*=i

лимити сифатида таърифланиб, бу

оо п

=  lim F(n) — lim ^  at
k= l  n~*+oo n->-foo £= |

лимит чекли булганда катор якинлашувчи, чексиз булганда ёки мав
жуд булмаганда эса катор узоклашувчи деб аталар эди.

Биз куйида хосмас интегралларнинг турли хоссаларини урганар 
эканмиз, уларни, асосан, f(x) функциянинг [а, +оо] оралик буйича

-f-oo а

олинган j- f{x)dx интеграли учун келтирамиз. Бу хоссаларни J f(x)dx
а  — оо

+?°
ёки | / (x)dx каби хосмас интеграллар учун ^ам тегишлича баён этиш

—  00
мумкин. Бу ишни китобхоннинг узига ^авола киламиз.

2. Як инлашу вчи  х о с м а с  интегралларнинг  х о с с а  л а- 
ри. Риман интегралини умумлаштиришдан ^осил килинган якинлашув
чи хосмас интеграллар з̂ ам шу Риман интеграли хоссалари сингари 
хоссаларга эга.

/(х) функция \а, +оо) ораликда берилган булсин.
+ 0 0

1°. Агар f(x) функциянинг [а, +оо) орали^ буйича j  f(x)dx ин-
а
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теграли якинлашувчи булса, бу функциянинг [b, + о о ) (а<С. Ь) оралик;
- f  ОО

буйича j  f(x)dx интеграли хам якинлашувчи булади ва аксинча. 
ь

Бунда
4 "  СО Ь 4 * 0 0

\/ (х) dx =  j / (х) dx +  U  (x) dx (16.6)
a a b

булади.
И с б о т .  Аниц интеграл хоссасига кура

\ f (x)dx — j / (х) dx + j f(x)dx ( a < / < o o )  (16.7)
a a b

булади.
4“ CO

f f(x)dx интеграл якинлашувчи, яъни
О

-boo *

j f (x) dx =  lim j / (x) dx
a *4“oo a

лимит мавжуд ва чекли булсин. Юкоридаги (16.7) муносабатни ушбу 

t t ь
j  / (х) dx =  J  / (х) dx —  ̂/ (х) dx
b a a

куринишда ёзиб, /-»- +  оо да лимитга утиб куйидагини топамиз:

t
lim Г f (х) dx =  lim Г f (х) dx — Г /  (х) dx — Г /  (х) dx — Г /  (х) dx. 

t^+ooj f->+ooJ J J J
b a a a a

+oo

Бундан эса J  f(x)dx интегралнинг якинлашувчи ва

b
+ 0 0  -boo b

j  f (x) dx =  i' f (x) dx — J  } (x) dx,
b

яъни
+oo

J  / (x) dx =  j  / (x) dx +  j  / (x) dx
a a b

эканлиги келиб чикади.
+ 00

Худди шунга ухшаш j* f(x)dx интегралнинг якинлашувчи булиши-
ь

Ч"00

дан f f(x)dx интегралнинг х,ам якинлашувчи хамда (16.6) формула-

а
нинг уринли булиши курсатилади.

+  0 0  “Т О О

2° Агар J  f(x)dx интеграл якинлашувчи булса, у хрлда J  cf(x)dx
а а
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интеграл хам .якинлашувчи булиб,
"ТОО

cf(x)dx =  с j" f(x)dx

булади, бунда с =  const.
3°. Агар х£{а, + 00) да f{x )>  0 булса, бу функциянинг хос

мас интеграли

j  f(x)dx > 0
и

булади.
Энди f(x) функция билан бир к,аторда g(x) функция х^м [а, +оо) 

Ораликда берилган булсин.
+ 00 -ЬОО

4°. Агар j  f(x)dx ва j g(x)dx интеграллар якинлашувчи булса,
а

-boo

у ^олда f [f(x)±g(x)}dx  интеграл .^ам якинлашувчи булиб,

а
+  оо "boo 4~ 00

[ [f(x) ± g(x)] =  J f(x)dx±  j  g(x)dx
a . a  a

булади.
16.1-натижа. Агар /, (.v), f, (,t), (x) функцияларнинг хар

"TOO

бири [а, +  oo) ораликда берилган булиб, j  fk(х)dx (/г =  1, 2, . . . , n)

a

интеграллар якинлашувчи булса, у хрлда
-boo

J  [Cifi(x) + С^2(х,+ . . . +  cn fn(x) ] dx (Ck =  const, k =  1, 2, . . . n)
a

интеграл хам якинлашувчи булиб,
-boc + 0 0

j  [Cifi(x) + c2f2(x)+ . . . + c j n(x)]dx =  cl j  f ^ d x - h
a a
-roo + 00

+  C2 j  f2(x)dx +  . . . +  Cn j  f n (x) dx булади

a a
5°. Агар \f x£[a, + 00) учун f(x )<g (x )  тенгсизлик уринли

4*00 “boo

булиб, J  f(x)dx ва j  g (x) dx интеграллар якинлашувчи, булса, у

-ОО “Ь  ОО

j  /  (х) dx <  | g (xjdx

а а

булади.
Юкорида келтирилган 2° — 5°- хоссалар хосмас интеграл ва унинг 

якинлашувчилиги таърифларидан бевосита келиб чицади.

203

а

^олда
“boo “f



У  рта ^иймат ^ а ^ и д а г и  т е о р е м а .  f(x) ва g (х) функциялар 
[а, +  оо) ораликда берилган булсин. Шунингдек /(х) функция шу ора
ликда чегараланган, яъни шундай т  ва М узгармас сонлар мавжудки, 
Y x £  [а, +  оо ) учун

т  <  / (х) <  М

булиб, g(x) функция эса [а, 4- °° ) да уз ишорасини узгартирмасин 
яъни Y  х 6 [а, 4- ° ° ) учун ^ар доим g (х) >  0 ёки g(x) <  0 булсин.

-|-СО

6° Агар ff(x)g(x)dx ва \ g(x)dx интеграллар якинлашувчи
а а

булса, у хрлда шундай узгармас и (т <  и <  /VI) сон топиладики,
- j -o o

f/(x)g(x)dx =  |л. j g (x)dx  (16.8)
а а

тенглик уринли булади.
И с б о т .  Юкорида келтирилган g(x) функция [а, +  оо ) ораликда 

манфий булмасин: g(x) >  0( V  х£[а, 4- °° )). У  ^олда

mg (х) <  / (х) g (х) <  Mg (х)

булиб, унда эса (Риман интегралининг тегишли хоссасига кура) 
t t t 

т  [ g (x) ̂ х <  j  / (x) g (x) dx <  M J g (x) dx булишини топамиз. Кейинги,
'a a a

тенгсизликларда t-*~ +  оо да лимитга утсак,

-}-оо - f " ° °  -J-oo

m fg (x)dx< f / (x) g (x) dx <  M  fg (x)dx (16.9)
a a a

эканлиги келиб чикади.
Икки холни карайлик:

- |-о о

а) J g (х) dx =  0 булсин. У  холда
а

-J- оо

j  f(x)g(x)dx =  0
а

булиб, бунда ц деб т  <  ^ <  М  тенгсизликларни каноатлантирувчи 

ихтиёрий сонни олиш мумкин.
- |- о о

б) j g ( x ) d x > 0  булсин. Бу ^олда (16.9) тенгсизликлзрдан
а

4 - 0 о

I  f (х) g (х) dx 

m <  _£ 

+f  g{x)dx 
a

булиши келиб чикади. Агар
-[ -с о

] f (x)g (*) dx

м  =  — ---------------------
+CO

J g (x) dx
a
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деб олсак, унда
+ Г О

J  f(x) g (х) dx =  n j  g (x) dx
a a

булади.
[a, 4- °° ) ораликда g(x) <  0 булганда (16.8) формула худди шунга 

ухшаш исботланади. Бу 6°-хосса урта циймат %щидаги теорема деб 
хам юритилади.

2 - § .  Ч егаралари чексиз хосм ас интегралларнинг якинлаш увчилиги

+°°
Энди [а, +  оо ) ораликда берилган f(x) функция j  f (x)dx хосмас

а

интегралининг якинлашувчилиги шартини топиш билан шугулланамиз.
-f-20

Маълумки, J f(x)dx интегралнинг якинлашувчилиги °° да
а

F (0 =  /  /  (х) dx (t >  а)
а

функциянинг чекли лимитга эга булиши билан таърифланар эди. Бино-
-j-o o

барин, j  / (х) dx интегралнинг якинлашувчилиги шарти, +  оо да
а

F(i) функцияниг чекли лимитга эга булиши шартидан иборат. Биз 
функциянинг чекли лимитга эга булиши хакидаги теоремани дастлаб 
монотон функция, сунг ихтиёрий функция учун келтирган эдик 
(1-1рсм, 4-боб. 5-§, 6-§).

Аввало [а, + оо ) ораликда берилган хамда \fx£ \а, +  оо) да f(x)> 
>  0 булган функция хосмас интегралининг якинлашувчилигини ифо- 
далайдиган теоремани келтиргмиз.

1. Манфи й б у л м а г а н  ф у н к ц и я  х о с м а с  и н т е г р а л и 
нинг  я к и н л а ш у в ч и л и г и .  f{x) функция [а, -foo) ораликда берил
ган булиб, ¥ х£[а,  + о о )  да f ( x ) ^ 0  булсин. Бу f (х) функцияни [а, 
+  оо) ораликнинг исталган [a, t] (а <  t <  + оо ) кисмида интегралла
нувчи деб карайлик. Унда а <  ^  <  t2 <  -f- оо лар учун

F ik) =  \f М  dx =  j  / {x) dx + J f (x) dx =  F (tL) +
a a ti

+ f  f{x)dx>F(t1) 
и

булади. Демак, f (x )>  0 булганда F(t) функция усувчи булар экан. 
Бинобарин, ^ - > + о о  да F(t) хамма ва^т лимитга (чекли ёки чексиз) 
эга булади.

Монотон функциянинг лимити ^акидаги 4.4-теоремадан (1- кием,
-{-(X)

4-боб, 5-§) фойдаланиб, (' f(x)dx интегралнинг якинлашувчилиги
а

шартини ифодалайдиган ^уйидаги теоремага келамиз.
-(-о о

16.1-теорема. / (х) (/ (х) >  0) функция хосмас интеграли [ f(x) dx
а
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нинг якинлашувчи булиши учун, [Fit)} нинг юкрридан чегараланган, 
яъни Y  t £ (а, + оо ) учун

t
F (0 == I / (*) dx (С =  const)

а
б£/лиши зарур ва етарли.

Одатда бу теорема f(x )(f(x )> 0 )  функция хосмас интеграли
-4-rv

( f(x)dx нинг якинлашувчилик критерийси деб аталади.
а

Яна уша теоремага асосан куйидаги натижани айга оламиз.
t

16.2-натижа.  Агар { F (0} =  { \f{x)dx ) туплам юкрридан чега-
а

-|-СО

раланмаган булса, у хрлда f(x)dx хосмас интеграл узоклашувчи
а

булади.
2. Манфий б у л м а г а н  ф у н к ц и я л а р  х о с м а с  и н т е г р а л 

лар  и ни т а к  к о с  л аш К а К и Д а т е о р е м а л а р .
16.2-т е орема .  f(x) ва g (х) функциялар [а, +  °° ) ораликда бе

рилган булиб, +  оо ) да

0 < f(x )< g (x )  (16.10)
—|— СО 4“

булсин. У холда \ g(x) dx якинлашувчи булса, \ f(x)dx хам яцин-
а а

—j- 00
лашувчи булади, f(x)dx узоклашувчи булса, f g(x)dx хам узоц-

а а

лсииувчи булади.
4-00

И с б о т .  [ g (x)dx интеграл якинлашувчи булсин. Унда 16.1-тео-
а

t

ремага кура { G ( / ) ) = {  [ g(x)dx } туплам юкрридан чегараланган, яъни
а

G (/) =  j' g(x) dx<  С (С — const)
а

булади. (16.10) муносабатга асосан V  t учун (/ € (а, +  оо ))

F(t) — f f(x)dx j g (x)dx =  G(i) <  С
a a

-j-CQ

булиб, ундан яна 16.1-теоремага кура f f(x)dx интегралнинг якин-
а

лашувчилиги келиб чикади.
-J-co

Энди |' (х) dx интеграл узоклашувчи булсин. У  холда {F (()} =
а

t

=  { \t(x)dx} юкрридан чегараланмаган булиб,
а

J fix) dx <  J g (x) dx
a a
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тенгсизликдан эса {G(0 =  { [g (x)dx} нинг хам юкоридан чегараланма-
а

-f-oo

ганлигини топамиз. Демак, юкорида келтирилган натижага кура, ('g(x) dx
а

интеграл — узоклашувчи. Теорема исбот булди.
16.3-теорема, [а, +  ° ° ) да g (х) манфий булмаган функциялар

f
берилган булсин. х -*■ +  оо да нисбатнинг лимити k булсин:

1 • / М и lim =  k.
X-> + cog(x)

4-00 -)-00 

Агар k <  +  оо ва [ g(x) dx интеграл якинлашувчи булса, J [(х) dx
а а

+ 09
интеграл %ам якинлашувчи булади. Агар £ > 0  ва j g (x)dx интег-

а
Н- Со

рал узоклашувчи булса, [ f(x)dx интеграл узоклашувчи бдлади.
а

+ 0 0

И с б о т .  | g (*) dx интеграл якинлашувчи булиб, k <  -f оо бул-
а

син. Лимит таърифига кура, Ye >  0 олинганда ^ам, шундай t0 (t0 >  а) 
топиладики, барча x^>t0 учун

Р ! < е ,
I g(x) |

яъни

(k — e )g (x )< f(x )< (k  + e)g(x) (16.11)

булади.
+ Со оэ

Шартга кура (' g (х) dx интеграл якинлашувчи. У  хрлда j' (/г -f
а а

+ в) g (х) dx интеграл хам якинлашувчи булади. (16.11] тенгсизликни
-j- оо

эътиборга олиб, сунг 16.2-теоремадан фойдаланиб, f f(x) dx интеграл-
а

нинг я^инлашувчилигини топамиз.
4 -  с о

Энди С g (х) dx интеграл узоклашувчи булиб, k >  О булсин. Агар
а

k >  kL >  0 тенгсизликни каноатлантирувчи kL сон олинса хам, шундай 
t'Q (t'Q >  а) топиладики, барча х учун

булади. Демак, х >  Г. да



+ 0 5

булиб, ундан 16.2-теоремага асосан f f{x)dx интегралнинг узокла-
а

шувчилиги келиб чикади. Теорема тулик исбот булди.
16.3-натижа. 16.3-теорема шартларида агар 0 < £ <  + булса,

-J-oo -j-00
у хрлда j / (х) dx ва f g (x)dx интеграллар бир вацтда ёки я^инла-

а а
шувчи, ёки узоклашувчи булади.

Одатда, бирор (мураккаброк*) хосмас интегралнинг якинлашувчилиги 
ха к и да аввалдан якинлашувчилиги ёки узоцлашувчилиги маълум бул
ган хосмас интеграл билан солиштириб хулоса чицарилади. Хусусан,

+°° dx
текширилаётган f f(x)dx ( / (х )>  0)) интегрални j’ —  (а > 0 , а  >  О,

а а х

каралсин, (16.5)) интеграл билан солиштириб куйидаги аломатларни 
хосил киламиз.

\°. Агар х нинг етарли катта кийматларида (х >  х0 >  а)

X
булса, у хрлда V х >  х0 учун ф (х) <  с <  +  оо ва а  >  1 булганда
-{-оо

J f(x)dx интеграл якинлашувчи, ф (х ) >  б- >  О ва а  <  1 булганда
а
со

(' f(x)dx интеграл узоклашувчи булади.
О

И с б о т .  Аргумент х нинг етарли катта кийматларида 

/М  =  ^  ( х > х 0) 

булиб, ф (х) <  с <  +  оо ва а  >  1 булсин. У  хрлда

+“  dx
булиб, а > 1  да J —  интегралнинг якинлашувчилигига хамда 16.2-

а х
“|“00

теоремага асосланиб, f f(x)dx интегралнинг якинлашувчи булишини
а

топамиз.

Агар ф ( х ) > £ > 0  ва а  <  1 булса, унда Г — интегралнинг
а X

-j-DO

узоцлашувчилигини эътиборга олиб, яна 16.2-теоремага кура f f(x)dx
а

интегралнинг узо^лашувчилигини топамиз. 1°-аломат исбот булди.

2°. Агар лг-> +  00 да /(я) функция —  га нисбатан ос(а>0) тар-
X

+°°
тибли чексиз кичик булса, у ^олда ( f(x)dx интеграл ос>  1 булган-

а

да якинлашувчи, а  <  1 булганда эса узоклашувчи булади.
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Бу аломатнинг туррилиги ю^орида келтирилган 16.2-теорема дан 

ундаги g (х) функцияни деб олинишидан келиб чикади.

М и с о л л а р .  1. Ушбу

-f -o o

f e~X' dx J
О

нтегрални царайлик. Равшанки, ихтиёрий х >  1

е~х‘ *£ —

-foo 1 + оо +СО

улади. Агар Г е-*' d x = i е~х' dx + J е~х‘ dx ^а.чда J £1 интегралниниг

О О 1 1 хг
цинлашувчилигини эътиборга олсак, унда 1 - аломатга кура берилган интегралнинг 
кинлашувчи эканини топамиз.

2. К,уйидаги

I хУх2 х

штегрални ^арайлик. Бу интеграл остидаги функция учун

1 1 1sS-гтг, Х> 1

dx

х/х* + х хь.5/3 3 г----Г  5/3

!улиб, юк,орида келтирилган аломатга кура берилган интеграл якинлашувчи булади.

3. Ихтиёрий ф у н к ц и я  х о с м а с  и н т е г р а л н и н г  якинла- 
□ увчилиги.  Биз [а, +  оо) ораликда берилган f{x) функциянинг

-foo

uy оралик буйича олинган J f{x)dx хосмас интегралини
а

F(t) =  J f(x)dx
а

функция /-> + оо да чекли лимитга эга булган хрлда якинлашувчи
-f-oo

□.еб атадик. Демак, j  / (х) dx хосмас интегралнинг якинлашувчилиги
а

'ушунчаси, биз аввал урганган тушунча — функциянинг чекли лимити 
)ркали ифодаланди. Бинобарин, бу интегралнинг якинлашувчилик шар- 
:и F (t) функциянинг /-*■ 4- даги чекли лимити мавжуд булиши 
цартидан иборат булади.

Мазкур курснинг 1- кием, 4- боб, 6- § ида келтирилган теоремадан 
Коши теоремасидан) фойдаланиб, куйидаги теоремага келамиз.

16.4-те о р е м  а (Коши те оре ма си ) .  куйидаги хосмас интеграл

j  f(x)dx
а
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нинг якинлашувчи булиши учун, Y e > 0  сон, олинганда хам, шундай 
tn (t0 >  а) сони топилиб, ? >  ia, t" >  t0 булган ихтиёрий t', t" ла,f 
учун.

\F(n~F(t')\ =  \t\f(x)dx\<B 
г

гпенгсизликнинг бажарилиши зарур ва етарли.
Бу теорема назарий ахамиятга эга булган мухим теорема булиб 

ундан хосмас интегралларнинг якинлашувчилигини аниклашда фойда- 
ланиш кийин булади (аввалги Коши критерийлари сингари).

-г-'Х.'

16.5-те о рем  а. Агар j' j / (х) | dx интеграл якинлашувчи булса
а

4*оо
у цолда J f(x)dx интеграл хам якинлашувчи булади.

а

И с б о т .  Шартга кура \\f(x)\dx интеграл якинлашувчи. 16.4
а

теоремага асосан, Y  е >  О олинганда хам, шундай tn(tn >  а) топилади 

ки, t’ > t 0, t" >  t') булганда j' j / (x) [ dx <  в тенгсизлик бажарилади 

Аммо
г t ’

| \ f(x)dx\ <  \\f(x)\dx 
f  v

тенгсизликни эътиборга олсак, у хрлда

| | f{x) dx | <  е 
v

булишини топамиз.
Шундай килиб, Y  е >  0 сон олинганда хам, шундай t0 (t0 >  а) то 

пиладики, t" >  /0, t' >  t0 булганда

1 | f(x)dx j <  s
У

булади. Бундан 16.4-теоремага асосан (' f(x) dx интегралнинг я^инла
а

шувчилигини топамиз. Теорема исбот булди.
оо

16.2-э с латма.  j' | f(x) dx интегралнинг узоклашувчи булишидаь
а

+ 00
j  f{x) dx интегралнинг узоклашувчи булиши хар доим келиб чикавер
а

_|_оо _|_0О

майди, яъни баъзи функциялар учун f | f(x) | dx узоклашувчи, [ f(x) d.
а  а

эса якинлашувчи булади.
Масалан, ушбу

+ Г (-1 )М 
•! и
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интеграл яцинлашувчи, аммо

4-°° г _
■f ( ~ l ) w dx =  f *  

.! [x]

эса узоклашувчидир.
; со

16.7-та ър иф .  Агар [\f(x)\dx интеграл якинлашувчи булса,
а

+ 00
у хрлда [ / (х) dx абсолют якиилашувчи интеграл деб аталади, / (х)

а

функция яса [а, -{-<») ораликда абсолют интегралланувчи функция 
дейилади.

+”
16.8-таъ риф.  Агар j f(x)dx интеграл якинлашувчи булиб,

а
Ь с о  - f o o

J ]f(x)\dx интеграл узоклашувчи булса, у ^олда j' f{x)dx шартли
а а

якинлашувчи интеграл дейилади.
"hoo

Шундай килиб, j' / (х) dx хосмас интегрални якинлашувчиликка
а

гекшириш куйидаги тартибда олиб борилиши мумкин:
"Ьсо

Y  х£\а, +  оо ) да / ( х ) > 0  булсин. Бу ^олда \f(x)dx интеграл
ен

тенг якинлашувчи (узоклашувчи) лигини 2-§ да келтирилган аломат- 
пардан фойдаланиб топиш мумкин. Бош ка холла рда / (х) функциянинг

/ (х) | абсолют кийматининг [а, + оо ) орали^ буйича j \f(x) dx интег-
'd

залиии караймиз. Равшанки, кейинги интегралга нисбатан яна 2-§ даги
+ 0°

ьпоматларни к,уллаш мумкин. Агар бирор аломатга кура j | f(x)dx ин-
а

гегралнинг якинлашувчилиги топилса, унда 16-5-теоремага кура бе- 
+ 00

жлган ) f(x) dx интегралнинг хам якинлашувчилиги (хатто абсолют
а

жинлашувчилиги) топилган булади.
“ГСО

Агар бирор аломатга кура | | f(x)dx интегралнинг узоклашувчи-
а

"К  СО

шгини аницласак, айтиш мумкинки, j / (х) dx ёки узоклашувчи бу-
а

иди, ёки шартли якинлашувчи булади ва буни аниклаш ^ушимча 
■ахлил ^илишни талаб этади.

Пировардида, хосмас интегралларнинг я^инлашувчилигини ани^лэш- 
щ куп ^улланадиган аломатлардан бирини келтирамиз.

16.6-тео  р ема  ( Д и р и х л е  аломати) .  f(x) ва g(x) функциялар 
а, + оо ) ораликда берилган булиб, улар куйидаги шартларни ба- 
карсин;
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1) f (x) функция [q, +  оо) ораликда узлуксиз ва унинг шу оралщ 
даги бошлангичи F (х) (F' (х) =  f (х)) функцияси чегараланган,

2) g (х) функция [а, +  сю) ораликда g' (х) хрсилага эга ва у уз
луксиз функция,

3) g (х) функция [а, +  с») да камаювчи,
4) lim g (х) =  0.

X-b+tt
У холда

+ СО
J f W  g (х) dx
а

интеграл якинлашувчи булади.
И с б о т .  Узлуксиз f (х) ва g (х) функцияларнинг купайтмаси 

f (х) g (х) функция хам [а, + оо) ораликда узлуксиз булгани учун, бу 
f{x)g{x) функция исталган \а, t\ (t >  а) ораликда интегралланувчи 
булади, яъни ^

ф (0  =  f f(x)g(x)dx  (16.12)
а

интеграл мавжуд.
^-v+oo да ср (/) функциянинг чекли лимитга эга булишини курсата- 

миз. Теореманинг 1-ва 2-шартларидан фойдаланиб, (16.12) интеграл
ни булаклаб хисоблаймиз. 

t t t t 

\ f{x)g(x)dx=  f g (x) d F (x) =  g (x) F (x) | — j  F (x) g (x) dx. (16.13)

a a a a

Унг томондаги биринчи кушилувчи учун ушбу

| £ ( 0 ^ ( 0 ( < л ^ ( 0  (м  =  sup | f ( 0 l <  + «>) 

тенгсизликка эга буламиз. Ундан, г->- + оо  да£( / )~>0 булишини 
эътиборга олсак,

lim g{t) F(t) =  0
Оо

булиши келиб чикади.

Энди унг томондаги иккинчи f F (х) g1 (х) dx хадни караймиз. Мо-

а

домики, g (х) функция [а, + °°) ораликда узлуксиз дифференциалла- 
нувчи хамда шу ораликда камаювчи экан, унда V  х £ [а, +  о о )  да 

g' (х) <  0 булиб,

t t t 

j  F ix) ■ g' (x) | dx <  M j* | g’ (x) | dx =  — M J  g' (x) dx =
a a a

=  M [g(a) — g(t)] <  Mg (a) (g (t)>  0) 

булади. Шундай килиб, t узгарувчининг барча t >  а кийматларида

f 1 F (х) ■ g' (х) | dx



интеграл (t узгарувчининг функцияси) юкоридан чегараланган. У  ^ол- 

да ушбу бобнинг 2-§ ида келтирилган теоремага кура Г F (х) g' (х) dx
а

интеграл якинлашувчи (хатто абсолют якинлашувчи) булади. Декак,

t
l im  Г F [х) g' (х) dx

г?
лимит мавжуд ва чекли.

Юкрридаги (16.13) тенгликда /-> +  оо да лимитга утиб, ушбу

г
lim  f f (x )g [х) dx

а
4-°°

лимитнинг мавжуд хамда чекли булишини топамиз. Бу эса J  f(x)g(x)dx
а

интегралнинг якинлашувчилигини билдиради. Теорема исбот булди.

М и с о  л. Ушбу
Н" со
С sin хJ dx (а >
1

интегрални ^арайлик. Бу интегралдаги f (х) =  sin х, g (x )=  — — ( а > 0 )  функция

лар юкорида келтирилган теореманинг барча шартларини ^аноатлантиради:

1) /  (■*) =  s'n *  функция [1, +  оо) ораликда узлуксиз ва бошлангич функцияси 
F (х) =  —  cos х чегараланган,

1 а
2) ё (х) =  —  функция [I, + ° ° )  ораликда g (х) =  —  - 1+ct ^осилага эга в а

у узлуксиз,

3) g (х) =  ( а  > 0) функция [1, +  оо) ораликда камаювчи,

1
4) lim  g (x) =  lim  —— =  0

булади. Демак, Дирихле аломатига кура берилган интеграл якинлашувчи.

3 - § .  Ч егараси чексиз хосм ас интегралларнинг и^соблаш
ь

Чекли [а, Ь\ оралик буйича олинган J / [х) dx Риман интеграли

а

Ньютон — Лейбниц формуласи ёрдамида, ёки булаклаб, ёки узгарувчи- 
ларни алмаштириб, ёки бошка усуллар билан хисобланар эди.

Энди якинлашувчи ушбу

/  =  j  f(x)dx
а

хосмас интегрални ^исоблаш талаб этилсин.
1. Н ь ю т о н  — Лейбниц ф о р м у л а с и .  Фараз ^илайлик, f (х) 

функция [а, +  оо) ораликда узлуксиз булсин. Маълумки, бу хрлда
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f (x) функция шу ораликда Ф  (х) (Ф' (х) =  f (х), х Р [а, + оо)) бошлан
гич функцияга эга булади. х —- + оо да Ф  (х) функциянинг лимита 
мавжуд ва чекли булса, бу лимитни Ф  (х) бошлангич функциянинг 
+  оо даги ^иймати деб кабул киламиз, яъни

lim Ф  (х) =  Ф  (+ оо).

Хосмас интеграл таърифи хамда Ньютон — Лейбниц формуласидан 
фойдаланиб ^уйидагини топамиз:

+  t

Г f(x )dx =  lim f/(.v)dx =  l im 1Ф (t) — Ф  (a)] =
J t—t-i-'-n J
a a

=  Ф  (-f- оо) — Ф  (a) =  Ф  (x) !+0°. (16.14)
k

Бу эса юкоридаги келишувга кура бошлангич функцияга эга булган 
/ (х) функция хосмас интеграли учун Ньютон — Лейбннц формуласи 
уринли булишини курсатади.

М и с о л .  Ушбу

—  dx 
х

ора-
1 1  Г 2

хосмас интегрални карайлик. Равшанки, f (х) =  —  sin —  функция I — , +  с»
X 2 X [_л

лицда узлуксиз булиб, унинг бошлангич функцияси ф  (х) =  cos —  булади. Демак,
X

(16.14) формулага кура
+ X
р 1 1 1 j-t-oo
1 —  sin — dx, =  cos — =  1.

,1 А'2 X X I s

2 —
—  я
я

Баъзан, берилган / хосмас интеграл узгарувчиларни алмаштириб 
ёки булаклаб интеграллаш натижасида хисобланади.

2. Б у л а к л а б  и н т е г р а л л а ш  у с у  ли. и (х) ва v (х) функция
ларнинг хар бири [а, +  оо) ораликда берилган хамда узлуксиз и' (х) 
ва v’ (л;) хосилаларга эга булсин.

Н-  Со

Агар [ v(x)du(x) интеграл якинлашувчи хамда ушбу

а

lim и (t) =  и (~Ь оо), lim v (t) =  v (+■ °°)
t

+ CO
лимитлар мавжуд ва чекли булса, у хрлда | и (х) dv (х) интеграл

а

якинлашувчи булиб,
+  оо Н" ос

\ и (х) dv (х) — и (х) v(x)\~^*— J  v (х) du (х) (16.15)

а а

булади.
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>^акикатан хам, 1-кисм, 9-боб, 10-§ да келтирилган формулага 
кура  ̂ ^

f и (х) du (х) =  и (x)v (х) jf — j  — (х) du(x) =  [и \t) v (t) —
a °  a

t

— u(a)v (a)] — j" v [x) du (x)
a

булиб, бу тенгликда +  оо да лимитга утиб, куйидагини топамиз: 
/  ’  t

lim Г и (х) dv (х) =  lim  [и (t) v (t) — и (a) v (а)}— lim f v (х) du (х)
t-+ a-» J ^4-»> t-*4-к J

' a 1 a

(16-16)
+co

Шартга кура f v (x) d и (%) интеграл якинлашувчи ^амда lim  [ l (/) v {t)—  
J /̂ >4-=o
a

— u(a)v (a)] лимит мавжуд ва чекли эканлигини эътиборга олсак, унда
“Ь сс

16.16) муносабатдан j" и (х) dv (х) интегралнинг якинлашувчилиги хам-

а

га (16.15) формуланинг уринли булиши келиб чикади.
М и с о л. К,уйидаги

+ ^
| хе~х dx
о

интегрални ^исоблайлик. Агар и (* )= * , dv (х) =  е~х dx дейилса, унда и (x)v(x) |у'00 =

"Ь  Zr> +  СО

~  х(— е~х) 1+- — lim  (— хе~х) =  0, ) v(x)du(x ) ~ —  | e~x dx = — 1 булиб,

о о
16.15) формулага кура

оо + с о  4~со

j u (x )d v (x )=  | хеГ~х dx =  —  хе~х \^°°— J  (— e~x) d x ~ l
о о о

;улади. Демак,

+ СС
j хе~х dx =  1.
о

16.3-эслатма. Юкоридаги (16.15) формулани келтириб чикариш-
"Ьсо

щ v(x)du(x) интегралнинг якинлашувчилиги хамда lim  u(t)v(t) ли-
J /_xJ-CC
а 1

литнинг мавжуд ва чекли булиши талаб этилди.
+  СО ос

Агар j  и (х) а о (х) , j" v(x)du(x) интегралларнинг якинлашувчили-

0 а
■и х.амда lim и (/) v (t) лимитнинг мавжуд ва чекли булиши каби учта

Ьактдан исталган иккитаси уринли булса, у холда уларнинг учинчиси 
;амда (16.15) формула уринли булади.

3. У з г а р у в ч и л а р н и  а л м а ш т и р и ш  усули .  / (х) функция
а, + оо) ораликда берилган булсин. Куйидаги

+ 00
/  =  Г / (х) dx
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интегрални карайлик. Бу интегралда х =  ср(г) дейлик, бунда ср (г 
функция куйидаги шартларни бажарсин:

1) ф(г) функция [а, +  оо) оралицда берилган, ф'(г) хосилага эг; 
ва бу ^осила узлуксиз,

2) ф(г) функция [а, +  оо) ораликда ^атъий усувчи,
3) ф(а) =  а, ф(+  оо) =  lim ф(г( =  +  00 булсин.

г-»+°°

"t®
У хщда Г /(ф (г)) ф'(г) dz интеграл якинлашувчи булса, унда

а

"г00Г f (х) dx хам якинлашувчи ва

а

j  f{x)dx=\ f (ф (г)) • ф' (г) dz (16.17;

а а

булади.
Ихтиёрий г(а <  z <  +  оо) нук,тани олиб, унга мос ф(г) =  t ну^та 

ни топамиз. [a, t) ораликда 1-^исм, 9-боб, 2-§ да келтирилган фор 
мулага кура

j  /  (х) dx =  J  / ( ф (г)) • ф' (г) dz

а а

булади. Бу муносабатда t->~ +  оо да (бунда г =  ф-1 (/)-*- +  °°) ли
митга утиб куйидагини топамиз:

t Ч- 00
1 im f /  (х) dx =  Г /  (ф (г)) ф' (г) dz.

t - *  4 .0 0  J  J
1 a a

+ 0O
Бу эса Г f(x)dx  интегралнинг яцинлашувчилигини ^амда (16.17)

а

формуланинг уринли булишини курсатади.
“Н оо

16.4- эс л атма. | f (х) dx якинлашувчи булсин. Бу интегралда

* =  ф (г) (16.18)
булиб, (16.18) функция юцоридаги шартларни бажарсин. У *олда

J f (Ф (2)) ф' (г)dz
а

интеграл з̂ ам якинлашувчи булиб,

f  f (x)dx=\ /(ф (г))ф ' (z)dz
а а

булади.

М и с о л .  Ушбу



интегрални царайлик. Равшанки, бу интеграл якинлашувчи. Уни ^исоблайлик. Ав- 

вало бу интегралда х— —  алмаштириш ^иламиз. Натижада

+ С- ,  .
гг dz

+ 00 ^+ 2
булиб, (16.19) ва (16.20) тенгликлардан

+ 0

'■  I г+-
(16.20)

булиши келиб чицади. Кейинги интегралда

У +  VУ* +  4 

Х 2 

алмаштиришни бажариб, цуйидагини топамиз: 

+ 0 0

да

~ К - )

, 1 С dy 1 у

~  2 J 2 + г /* 2 V"2" 3rCtg У"2
__оо

Демак,

+«

2 / 2 '

с

1
dx

1 + 2 У"2'
о

4. Ч ег а р а си  чексиз  булган х о с м а с  интегралларнй 
*ам баъзан (аниц интеграл сингари) интеграл йигиндининг ли
мити сифатида  ^и с обл аш  мумкин булади.

/ (х) функция [а, + оо) ораликда (а >  0) берилган булиб, к;уйида- 
ги шартларни бажарсин:

1) [а, + оо) да f (х) функция интегралланувчи,
2) [а, + °°) да f{x) функция камаювчи ва V  * £ [а, + °°) учун 

/ (v) >  0.
У ^о лда

f f(x)dx =  lim h ^  f  (а + kh) (16.21)
a ĥ ° S>

булади.
Исботлайлик, [a, -f- 00) орали^ни [a, a + h], [a + h, a-f-2/i], . . . , 

[a-f kh, a + kh -f- h], . . .  (h >  0) оралицларга ажратайлик. Л >  a 
булсин. Функциянинг мусбатлигидан

f - - j ]  Г-1[ h J a+kh+h A I ft J a+Wi+A

2  I  f(x)dx<  j' f(x )dx< t 2  j* f(x)dx (16.22)
i = 0  a-i-kh. a k= 0  a+kh

тенгсизликларни ёза оламиз. Функциянинг камаювчи эканлигидан
Y  х £ [a + kh, a -f kh + h] учун

f (a -f kk + h) <  / (x) <  f (a + kh)
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булади. Шундан фойдалансак, (16.22) ни куйидагича ёзиш мумкин:

и-- < т
У  hf (а +  kh + h) <  ( / (х) dx <  hf (а + kh). (16.23)

k — О а  к = О
+ О0

Шартга кура, | { (л) dx якинлашувчи. Функциянинг мусбатлигидан

а

Y  А >  а учун
■А +со
j  / (х) dx<  j  f (х) dx.
а а

Бу тенгсизликдан ва (16.23) дан V  Л > а ,  V  ^ > 0  учун

f - 1 - 1 -boo La J
j  / ( x ) d x >  2  hf(a + kh)— hf(a).

a fc=0

Бундан эса

J  / {x) dx >  ^  hf (a -f kh) — hf (a)
a

Сулади. Шундай килиб, V  / (« + kh) катор якинлашувчи булар экан.

f r= 0

Буни эътиборга олсак, / (х) нинг мусбатлигидан ва (16.22) муносабат
нинг унг томонидаги тенгсизликдан

•*4 с»

j ’ / (х) dx <  V  hf (а + kh)
a k—0

ни хосил киламиз. Бу тенгсизликнинг ихтиёрий .4 >  а учун тугри 
эканлигидан

[ f (х) dx <  h ^  / (а + ^)- 
й ft=0

Демак,

Л V  f {а kh) — h / (а) <  j" / (х) dx <  h ̂  / (а + kh)
/г=0 a k~Q

экан. Бу ерда ft-»- 0 да лимитга утсак (16.21) формулани хосил к.ила- 

миз.

М и с о л. Ушбу
4*сО
j хе~х dx 

!
интегрални карайлик. Равшанки, бу интеграл яцинлашувчи. [1, 4- оо) ораликда эса 

f (х) =  хе~х функция камаювчи хамда У *  6 [ 1 > +  °°) учун f (х) =  хе~х >  0 дир. 
Юкорида келтирилган (16.21) формуладан фойдаланиб куйидагини топамиз:

I хе~х d x =  lim  4  У ( 1  +  kh) е~ =  е 1 ] jm

■! ^ 0  А-о k=0 А= О
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= е- 1 lim  h -— -f- l im  - r~ 1 =  e 1 1 +  lim  e 1 (— r^—— 'j 1 =
л-> о 1 - 0  (I — e )2 j ft^o \ e ‘ — 1 / J

=  e—1 (1 +  l) =  2e~l .
Демак,

+■
xe x dx =  2e *.

l
16.5-эс латма.  Ю кор ида келтирилган (16.21) формула f (х) функ

ция х узгарувчининг бирор хи (х0 >> а) кийматидан бошлаб камаювчи 
булганда хам уринли булишини курсатиш мумкин.

5. Ч е г а р а с и  ч е к с и з  х о с м а с  и н т е г р а л л а р н и н г  бо ш 
кийматлари.  f (х) функция (— оо, +  оо) ораликда берилган булиб,
бу ораликнинг исталган \t', t\ (— оо < f  < 4 -  00) кисмида интег-

t
ралланувчи булсин: F(t', t) =  j’ f(x)dx.

г
Маълумки, f (х) функциянинг (— оо, +  оо) орати^ буйича хосмас 

интеграли ушбу
+ Оо t

I / (x) dx =  lim F (t’, t) =  lim \ f(x) dx
J t' ,_00 _соOn * * Af

— <->+<» 
лимит билан аникланар эди. t', t узгарувчилар бир-бирига боглик бул
маган хрлда /' —>—  оо, /->-}- оо да F (/', /) функция чекли лимитга

+ 00
эга булса, [ f (х) dx хосмас интеграл якинлашувчи деб аталар эди.

__1 Со

V
Равшанки, / (х) dx интеграл якинлашувчи булса, яъни ихтиерии

__оо

равишда — оо,  ̂ + оо да F (t\ t) функция чекли лимитга эга 
булса, у холла бу функция t' =  — / булиб, t -*■ + оо булганда хам, 
чекли лимитга эга (интеграл якинлашувчи) булаверади. Бирок F(t', t) =

=   ̂ / (х) dx функция, t' =  — t булиб, /-*• +  оо да чекли лимитга эга

i
со

булишидан j" f(x) dx хосмас интегралнинг якинлашувчи булиши ке-
__оо

либ чикавермайди.
М н с о л .  Ушбу

f sin х dx 
f

t
интеграл учун / ' =  —  t булса, равшанки, у  t >  0 учун J  sin xdx =  0 ва демак,

t
lim  I sin х dx  =  О

+  Х

булади. Биро^ f sin xdx интеграл якинлашувчи эмас.
_00

16.9-таъ риф .  Агар t' =  — t булиб, /->-4-00 да F(t', t) =
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t

— J  f(x)dx функциянинг лимити мавжуд ва чекли булса, у хрлда 

/'+ 00

J  / (х) dx хосмас интеграл бош киймат маъносида якинлашувчи
__Со

дейилиб,

lim \ f (х) dx

+00
лимит эса"1 J  f (х) dx хосмас интегралнинг бош киймати деб аталади.

__ со

+ 00
Одатда j  / (х) dx хосмас интегралнинг бош киймати

__со

+ со

V. p. j  / (х) dx
_оо

каби белгиланади. Демак,
+ о о  ^

v. р. Г f (х) dx =  lim \ f(x)dx.
J o  ' ^ + ” J

Бунда v. p. белги французча «valeur principiale» «бош киймат» сузла- 
рининг дастлабки х,арфларини ифодалайди.

+̂да
Шундай килиб, | f (х) dx хосмас интеграл якинлашувчи булса, у

+ 00
бош киймат маъносида ^ам якинлашувчи булади. Биро^ j  f(x)dx хос-

__ оо

мае интегралнинг бош киймат маъносида якинлашувчи булишидан 
унинг якинлашувчи булиши хар доим хам келиб чикавермайди.

6. Ч е г а р а с и  ч е к с и з  х о с м а с  и н т е г р а л л а р н и  такрибий 
х и с о б л а ш .  f(x) функция [а, +  °°) ораликда берилган ва узлуксиз 
булиб,

+ 00

/ =  j  f{x)dx (16.24)

а
интеграл якинлашувчи булсин.

Куп лолларда бундай интегрални аник хисоблаш цийин булиб, уни 
такрибий ^исоблашга тугри келади.

(16.24) хосмас интегрални такрибий ^исоблаш хос интегрални — 
ани^ интегрални такрибий хисоблашга келтирилади. Аник интегрални 
хисоблашда, бизга маълум формулалар (тугри туртбурчаклар, трапеция, 
Симпсон формулалари (каралсин 1- кием, 9-боб, 11- §)) дан фойдалани- 
лади.

Таърифга кура

lim f / (х)dx =  f / (х) dx
-LOO J J

a a
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лимит мавжуд ва чекли, яъни у  е > 0  олинганда хам, шундай in( а <  
<  <  о о )  топиладики, t  >  t{) да

+ 00 t
j j  / (x) dx —  [ / (x) dx <  e (16.25)

a a

булади. Arap

*J / (x) dx =  /  (x) dx —  j- /  (x) dx
t a a

эканлигини эътиборга олсак, унда юкоридаги (16.25) тенгсизлик ушбу

I J f(x)dx  | <  е 
t

куринишни олади.

Натижада берилган /  интегрални тацрибий ифодаловчи куйидаги 

формулага келамиз:

j  /  (х) dx ж  | /  (х) dx. (16.26)
а а

Бу та^рибий формуланинг хатолиги

| f / ( x ) d x | < e  
‘t

булади.
М и с о л .  Ушбу

+ 00 
j e~%t dx
О

интегрални царайлик. Бу интеграл якинлашувчидир. Уни [0, а[ (а >  0) оралщ 

буйича J е~х* ^х интеграл билан алмштириб ушбу

0 а
j  e~x‘ dx ж  j  е~х‘ dx (а >  0) (16.27)
о о

та^рибий формулага келамиз. (16.27) формуланинг хатолиги
4- со а  4-оо

j  е~х dx~ f  e~xt dx =  J e x* dx
0 0 a

учун куйидаги батога эга буламиз:
+ °° I + ° °  1 + 50 . 1 Г 1+ 00 I
f Г * ’ dx <  —  Г «  “ ** d x = i ~  ( d {х2) =  —  =  —  е~а\

а а  а 2а а 2а [ 2а

Энди а = 1 ,  а =  2, а — 3 булган ^олларни ^арайлик. а =  1 булсин. Бу ^олда

j  е~х' dx я? г е хг dx

о о
булиб, бу та^рибий формуланинг хатолиги

~J e~x* dx — j  e~xi dx — j  e *’ 0,1839 
о о 0

булади.
a =  2 булсин. Бу ^олда

j  e~x* dx w  j' e~x* dx 

о
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булиб, бу такрибий формуланинг хатолиги учун ушбу
4-ОО О !со
Л- —Л* ... *2 . Л. — Х 2 ,j' е х* dx — j  е 'х2 dx =  Г <? "*z dx ■< 0,00458
О

бахога эга буламиз.
а — 3 булсин. Бу холда

о о

О о
булиб, унинг хатолиги

о о з
булади.

4 - §. Ч егарал анм аган  ф ункциянинг хосм ас интеграллари

1. М а х с у с  н у ^ т а .  f(x) функция X  (X  сг R) тупламда берилган 

булсин. Бирор x0(x0£R ) нуктани олиб, унинг ушбу

Us(x0) = {x :x E R ;  х0 —  6 < х < х 0 +6 ;  х ф х 0} ( б > 0 )  

атрофини (1-^исм, 118, 122-бетлар) карайлик.

16.10-таъриф.  Агар х0 нуктанинг хар кандай (/§ (х0) атрофи олин

ганда хам L/g (х0) П X  ф  0  тупламда f{x) функция чегараланмаган 

булса, х0 нукта f(x) функциянинг махсус нуцтаси деб аталади.

1
М и с о л л а р .  1. [а, Ь] ярим интервалда ушбу / (дг) = ----- функциями ка-

Ь — х

райлик. Ь нукта бу функциянинг махсус нуктаси булади, чунки [a, b) f] i/’g (к) туп

ламда берилган функция чегараланмагандир.

2. ( а,  /;] ярим интегралда / (дг) = ----- функция берилган булсин. Равшанк i
х — а

бу функция (a, i)] П b'g(a) тупламда чегараланмаган. Демак, а махсус ну^та.

3. (а, Ь) интервалда ушбу f(x) =  ----- тг—----~о~ ( a > 0 ,  Р >  0) функцчя-
{х — a) (b — xyJ

ни карайлик, а ва b ну^талар бу функциянинг махсус ну^талари булади, чунки бг- 

рилган функция (а, Ь) П ва («, Ь) Л U^ (Ь) тупламларда чегараланмагандир.

4 . Ушбу /(*) = — — - функция Я\{— 1,0, 1} тупламда берилган. Равшан

ки, бу функция — 1, 0 , 1 ну^талар атрофида чегараланмаган. Демак, — 1, 0 , 1 

махсус ну^талар булади.

2. Ч е г а р а л а н м а г а н  ф у н к ц и я н и н г  х о с м а с  и н т е г р а л и  

т у ш у н ч а с и .  Мазкур курснинг 1-кием, 9-бобида математик анализ- 

нинг асосий тушунчаларидан бири— функциянинг [а, Ь] оралик буйича 
аник интеграли (Риман интеграли) тушунчаси киритилди ва уни батаф- 

сил урганилди. Унда функциянинг интегралланувчи булиши функция

нинг чегараланган булишини такозо этади.
Энди чекли [a, b] ораликда чегараланмаган функциялар учун интег

рал тушунчасини киритамиз ва уни урганамиз.
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f(x) функция \a, b) ярим интервалда берилган булиб, Ь нукта шу 
функциянинг махсус нуцтаси булсин. Бу функция [а, Ь) ярим интер- 
валнинг исталган [a, t\ (a<^t< tb ) к,исмида интегралланувчи (1- кием, 

9-боб, 2-§), яъни ихтиёрий t учун ушбу

j f (х) dx
а

иитеграл мавжуд булсин. Бу интеграл, равшанки, каралаётган функ

цияга ва олинган t га боглик булади. Агар f(x) ни тайинлаб олсак, 
каралаётган интеграл факат t узгарувчининг функцияси булади:

[ / (х) dx =  F (t) (a< .t< ib } .
а

Натижада (а, Ь) интервалда берилган F (t) функцияга эга буламиз.
16.11-таъриф.  Агар t-^-b— 0 да F(t) функциянинг лимити

lim  F(t)
t-̂ a-ь

мавжуд булса, бу лимит (чегараланмаган) f(x) функциянинг [а, Ь) буйи
ча хосмас интеграли деб аталади ва у

j  f(x)dx
а

каби белгиланади. Демак

Г f (х) dx =  lim  F (t) =  lim  Г f {x) dx. (16.28)
i  /->6-0 t-*b-0 a

16.12-т а ъ р и ф .  Arap /->- b —  0 да F(t) функциянинг лимити мав
жуд булиб, у чекли булса, (16.28) хосмас интеграл якинлашувчи дейи

лади, }(х) эса [а, Ь) да интегралланувчи функция дейилади
Агар t-*-b — О да F (/) функциянинг лимити чексиз булса, (16.28) 

интеграл узоклашувчи деб аталади.
Худди юкоридагидек, а нукта f(x) функциянинг махсус ну^таси 

булганда (а, Ь] оралик буйича хосмас интеграл, а  ва b нукталар функ

циянинг махсус нукталари булганда (а, Ь) оралик буйича хосмас интег
рал таърифланади.

f{x) функция (а, Ь\ ярим интервалда берилган булиб, а нуцта шу 

функциянинг махсус нуктаси булсин. Бу fix) функция (а, Ь] ярим ин- 

тервалнинг исталган \t, b\ (а <  t <  b) кисмида интегралланувчи, яъни 

ихтиёрий / (а <  / <  £>) учун ушбу

\f(x)dx =  <S(t) (16.29)

t

интеграл мавжуд булсин.
16.13-т а ъ р и ф .  Агар *->-а +  0 да Ф (0  функциянинг

lim  Ф(/)
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лимити мавжуд булса, бу лимит (чегараланмаган) f(x) функциянинг 
(а, Ь] буйича хосмас интеграли деб аталади ва

/  /  М  dx
а

каби белгиланади. Демак,

ь ъ
f / (х) dx == lim  Г / (х) dx =  1 im Ф  (t). (16.30)
i  <-*а+0 j <->а+0

16.14-таъриф.  Arap t-*-a + 0 да Ф (/) функциянинг лимити мав-
ь

жуд булиб, у чекли булса, §f(x)dx  интеграл якинлашувчи деб атала-
а

ди, f(x) эса (а, Ь] да интегралланувчи функция дейилади.
Агар / ‘-►а +  0 да Ф (/) функциянинг лимити чексиз булса (16.30) 

интеграл узоклашувчи деб аталади.

/ (х) функция (а, Ь) интервалда берилган булиб, а ва Ъ ну^тэлар 
шу функциянинг махсус ну^талари булсин. Шунингдек, f (х) функция 

(а, Ь) интервалнинг исталган [т, /] (а <  т} <  t <  b) киемида интеграл
ланувчи, яъни

J / (х) dx — ф (т, /) (16.31)
Т

интеграл мавжуд булсин.
16.15-т а ъ р и ф .  т-»-а +  0, t-*-b — 0 да ф(т, t) функциянинг

lim  ф ( т ,  t)
т->а+0 
t~>b~ 0

лимити мавжуд булса, бу лимит (чегараланмаган) / (х) функциянинг 

(а, Ь) буйича хосмас интеграли деб аталади ва у

[ f(x)dx
а

каби белгиланади. Демак,

ь t
\f(x)dx — Wm Г f(x)dx  =  lim  ф (т, /). (16.32)
a T— V  T—

t->b- 0 t-+b— 0

16.16-т а ъ ри ф .  Arap T->a +  0, t->b  —  0 да ф(т, t) функциянинг 

лимити мавжуд булиб, у чекли булса, (16.32) интеграл якинлашувчи 
дейилади, f(x) эса (а, Ь) да интегралланувчи функция деб аталади.

Агар т-^-а +  О, t-^~b —  0 да ф(т, t) функциянинг лимити чексиз 
булса, (16.32) интеграл узоклашувчи деб аталади.

съ сг, . . .  , cn (ci £(a, b), i =  1, 2, . . . , п) ну^талар f(x) функ

циянинг махсус ну^талари булган хрлда хам / (х) нинг (а, Ь) буйича 

хосмас интеграли ю^оридагидек таърифланади. Соддалик учун а , b 
хамда с (а <  с <  Ь) махсус ну^талар булган хрлда, хосмас интеграл 

таърифини келтирамиз. / (х) функция (а, 6)\{с) тупламнинг исталган
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[т, t] (а <  т <  t <  с) хамда \и, v\ (с <  и <  v <  b) кисмларида интеграл
ланувчи, Яъни

.............  г 7»
J' / (х) dx =  Ср (т, t), |‘ / (х) dx =  ф (ы, и) (16.32)
Т W

интеграллар мавжуд булсин.

16.17-таъриф.  Агар т -^ а  +  О, с — 0 хамда гг-^-с +  О, и->- 
—► Ъ — О да ф (т, /) -j- ч|з (и, v) функциянинг

t v
lim  [ф(т, t) + ^>(u, и)] =  lim  [ Г / (х) dx +  (' / (х) dx]

Т-Ю + 0 Т->О+0 т Ы
t— — 0 t-*c— О

«-►с+О  w-+c-fO
О u~*b—О

лимити мавжуд булса, бу лимит (чегараланмаган) / (х) функциянинг 
(а, Ь) буйича хосмас интеграли деб аталади ва у

\f(x)dx
а

каби белгиланади. Демак,

Г / (х) dx =  lim  [ Г /  (х) dx+  f /  (х) dx]. (16.34)
£«+0 х

16.18-таъриф.  Агар а +  0, *->- с —  0 ^амда « - > с  +  0, y-v
—  0 да ф(т, t) -f ij-y (и, v) функциянинг лимити мавжуд булиб,

у чекли булса, (16.34) интеграл якинлашувчи дейилади, /(х) эса (а, Ъ) 
да интегралланувчи функция дейилади.

Агар т-> а +  О, t-*-c — 0 х.амда и-*■ с +  0, v ->Ь — 0 да ф (т, t) +  
+  ф(ы, у )  функциянинг лимити чексиз булса, (16.34) интеграл узоц- 
Л2:иувчи деб аталади.

16.6-эслатма.  Ю^орида махсус н у ^ т а с и  а (ёки Ь, ёки а ва Ь) 
булган /  (х) функциянинг (а, Ь] (ёки [а, Ь)), ёки оралик буйича хосмас ин
теграли тушунчаси F  (/) нинг 0 (ёки Ф(/) нинг t-+b— 0, ёки 

Ф(т, t) нинг т-»-а +  0, t~*-b —  0) да лимити мавжуд булган доллар 
учун киритилди ва унинг якинлашувчи ёки узоклашувчилиги таъриф- 

ланди. Маълумки, F (t) нинг /-*-а4-0 (ёки Ф(/) нинг t-+-b —  0, ёки 
Ф(т,  /) нинг т—- я 4- 0, t —*b  —  0) даги лимити мавжуд булмаган хол 

булиши мумкин. Бу хрлда биз шартли равишда /(х) нинг хосмас ин

теграли

j f(x)dx
а

узоклашувчи деб кабул киламиз.

Шундай килиб, чегараланмаган функция хосмас интеграли тушун

часи аввал урганилган Риман интеграли тушунчасидан яна бир мар

та лимитга утиш амали ор^али юзага келар экан. К,улайлик учун 

куйида купинча «хосмас интеграл» дейиш урнига интеграл деб кетаве- 

рамиз.
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М и с о л л а р .  I. (О, 1) ярим интервалда f (х) — —;=■ функциям» царайлик.
V X

Равшанки, х — 0 ну1\та бу функциянинг махсус нуктасидир. Берилган функция ик- 
гиёрий [t, l j  (О <  / С  I) орали^ буйича интегралланувчи

1

Ф ( / )  =

t

У  г;олда

I  Т Т - 2" - * л')■

lim Ф  (t) =  lim 2 (1 — ]К  ̂ ) =  2

I
С dx

булади. Демак, J  "у-— интеграл якинлашувчи ва у 2 га тенг.

о
1

2 . Ушбу \ —  хосмас интеграл узоклашувчи булади, чунки
J х
О

I
С dx I

lim Ф  (/) =  lim  I —  =  lim  [In х\, =  -f- оо. 
f-»+o t->+o J  x e-,+о 

t

1
c dx .

3. Ушбу I — ■ - интегрални ^араилик. Равшанки, x =  0 ва х =  I нуц-
J  V x d - x )

талар махсус нукталардир, Хосмас интеграл таърифига кура 

1 !

( — — dx---  — lim  Г -- -------- =  lim [arsin (2 х — 1) 1̂ . =
J  V x ( l- x )  T-+0J V x ( l- x )  w + 0

к n
=  lim [arsin (2 t — 1) — arsin (2 т — 1)] =  —— -r ~Z~ =  я 

т-*+о 2 z
/->1-0

булади. Демак, берилган хосмас интеграл якинлашувчи ва

Г ------g ---  - я .
J /х{\— х)

4. Ушбу
Ь Ь
Г dx С- dx

7i =  1 ----- Г  (а >  0)’ Г* =  I ----- а [а >  0>
J  (х — a) J  (Ь — х)
а а

интегралларни царайлик. Хосмас интеграл таърифидан фойдаланиб куйидагини топа-

Ь- J l ______,,-m [(*______
1 — а

миз:

Г — — — =  lim [ ! * = < £ ?
J  (х — a) t->a+О J  (х — а) L 1 — а
а i

— -—  [Ь — а)1-“ — (t — дг)1-®], ( я ф  1). 
1 — а

— lim
^а+0
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Бу лимит а <  1 булганда чекли, демак 1± хосмас интеграл якинлашувчи, а > 1  
булганда эса чексиз булиб, унда 1Х хосмас интеграл узоклашувчи булади. а  =  1 бул
ганда

ь ь
f  dx Г dx
I ----- =  lim  \ ----- =  lim  (In [х — a)] ?

J  х — a t -.0+0 J  x — a t~>a+u
a t

булиб, / х интеграл узок.ллшувчидир.
Демак,

Ь
С dx

и>01
а

хосмас интеграл а  < ; 1 булганда якинлашувчи, а  1 булганда узоклашувчи булади. 
Худди шунга ухшаш курсатиш мумкинки,

ь
С dx 

12 =  --- ~-г- {а >  0)
J (Ь - х )а
а

хосмас интеграл а <  1 булганда якинлашувчи, 1 булганда узоклашувчи булади.

Биз куйида хосмас интегралларнинг турли хоссаларини урганар

эканмиз, уларни, асосан махсус нуктаси b булган / (х) функциянинг
ь

[а, Ь) оралик буйича олинган Г / (х) dx интеграли учун келтирамиз. Бу
а

хоссэларни махсус нуктаси а (ёки а ва Ъ) булган функциянинг мос 
равишда (а, Ь] ёки (а, Ь)) оралик буйича олинган хосмас интеграллари 
учун хам тегишлича баён этиш мумкин.

3. Я к и н л а ш у в ч и  х о с м а с  и н т е г р а л л а р н и н г  х о с с а л а 
ри.  f(x) функция \а, Ь) да берилган булиб, b шу f(x) функциянинг 

махсус нуктаси булсин. Бу функция исталган [a, t\ (а •< / <  Ь) да ин
тегралланувчи булсин.

ь
1°. Агар f(x) функциянинг [а, Ь) оралик буйича \ f (x)dx интеграли

а
якинлашувчи булса, бу функциянинг [с, Ь] (а<^с<^Ь) оран и к буйича
ь
jjf(x)dx  интеграли хам якинлашувчи булади ва аксинча. Бунда
С

[ f(x)dx =  j  /  (х) dx +  j  f (x) dx (16.35)
a a с

булади.

И с б о т .  Аник интеграл хоссасига кура

J  / (*) dx =  J  / (х) dx +  J  / (х) dx (а <  / <  Ь) {*)
а а с

булади.
ъ
j' f(x)dx  интеграл якинлашувчи, яъни
а

b t 

\ f{x)dx =  lim  Г / (х) dx
a t-yb-0 Ja
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лимит мавжуд ва чекли булсин. Юкоридаги (*) тенгликни куйидагича 
ёзамиз:

t t с

Г f (х) dx =  (7 (х) dx — С / (х) dx.
с а а

Кейинги тенгликда t-*b  —  0 да лимитга утиб куйидагини топамиз:

t t с Ь с

lim  Г f(x) dx =  lim  Г f (х) dx —  f f(x) dx =  \ f(x) dx —  f f(x) dx.
t-yb—0 'c i~*b~ 0 a a a a

b

Бундан \f(x)dx интегралнинг якинлашувчи ва
с

f /  (х) dx =  j1 / (х) dx +  f / (х) dx
а а  с

эканлиги келиб чикади.
ь

Худди шунга ухшаш \ [(х) dx интегралнинг якинлашувчи булиши-
С

Ь

дан \f{x)dx интегралнинг хам якинлашувчи хамда (16.35) формуланинг
а

уринли булиши курсатилади.

Куйида келтириладиган 2° — 5°-хоссалар хосмас интеграл ва унинг 
якинлашувчилиги таърифларидан бевосита келиб чикади.

а b
2°. Агар f /  (х) dx интеграл якинлашувчи булса, у хрлда | cf(x)dx

а а
интеграл хам якинлашувчи булиб,

ь ь
f cf (х) dx — с j  (х) dx
а а

булади, бунда с =  const.
а

3°. Агар \f(x)dx интеграл якинлашувчи булиб, У  х £  [а, Ь) да
а

[ (х) : ■ О булса, у хрлда

\ f(x)dx >  О
а

булади.
Энди f(x) функция билан бир каторда g (х) функция з̂ ам [а, Ь) да

берилган булиб, b эса бу функцияларнинг махсус нуктаси булсин.
b ь

4° Агар f /  (х) dx ва (' g (х) dx интеграллар якинлашувчи булса, у
а а

Ь

холда j  [f (х) ± g (х)] dx интеграл хам якинлашувчи булиб,
а

I [/ (х) ± g (х)] dx == | f (х) dx ± j' g  (х) dx
а а а

булади.
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16 .4-натижа .  /, (х), /’2(х), . . .  , fn(х) функцияларнинг хдр бири 

[а, Ь) да берилган булиб, b эса бу функцияларнинг махсус нуктаси
Ь

булсин. Агар j' fk (х) dx (k - 1, 2 , . . .  , ft) интеграллар якинлашувчи
а

булса, у холда

J [ 1̂А (х) +  c2f2 (х) +  . . . +  сп fn (х)] dx
а

интеграл х,ам якинлашувчи булиб,

J \cJ i  (х) +  c j 2 (х) +  . . .  + cn fn (х)] dx =  ct f /, (х) dx +  с2 (' /2 (х) dx +
а  а а

Ъ __ _
+  . . .  +  сп f fn(x)dxci =  const, i =  1, п.

а

булади.
• ь ъ

5° Агар Г /  (х) dx ва [[g(x)dx  интеграллар якинлашувчи булиб,
а а

у х  6 \а, Ь) да / (x )< g (x )  тенгсизлик уринли булса, у хрлда

ь ь
j  / (х) dx <  \ g (х) dx
а а

булади.
Юкоридаги /(х) ва g(x) функциялар куйидаги шартларни хам ба- 

жарсин:
1) /(х) функция [а, Ь) да чегараланган, яъни шундай т  ва М  уз

гармас сонлар мавжудки, Vx£ [ a ,  b) да rri <  /(х) <  М;
2) g(x) функция \а, Ь) да уз ишорасини узгартирмасин, яъни барча

х ( х £  \а, Ь) ларда g  (х) >  0 ёки g(x) <  0.
- ь ь

6°. Агар J  f{x)g{x)dx ва g (х) dx интеграллар якинлашувчи булса,
а а

у хрлда шундай узгармас р (т  <  М) сон топиладики,

b ь

\f(x)g(x)dx =  ц \ g (х)dx
а а

тенглик уринли булади.

Бу хосса ушбу бобнинг 1- § да келтирилган 6°- хосса исботи каби 

исботланади. Одатда бу хосса у р т а  киймат х а к и д а г и  т е о р е м а  

деб юритилади.

5- §. Ч егараланм аган  ф ункц ия  хосм ас интегралининг  
яцинлаш увчилиги

f(x) функция \а, Ь) ярим интервалда берилган булиб, Ь шу функ

циянинг махсус нуктаси булсин. Бу функция хосмас интегралининг 

якинлашувчилиги шартини топиш билан шурулланамиз.
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ь

Биз юкррида j' f(x)dx  хосмас интегралнинг якинлашувчилиги ( —*■
а

-+■ b — 0 да

F (i) =  j' f (х) dx (а <  / <  Ь)
а

функциянинг чекли лимитга эга булиши билан таърифланишшш кур-
ь

дик. Бинобарин, \f(x)dx интегралнинг якинлашувчилиги шарти, t-*-
а

— — 0 да F (/) функциянинг чекли лимитга эга булиши шартидан 
иборат.

1-кием, 4-боб, 5-§, 6-§ даги функциянинг чекли лимитга эга бу-
ь

лиши хакидаги теоремалардан фойдаланиб, f f(x)dx хосмас интеграл-
а

нинг якинлашувчилиги шартини ифодаловчи теоремаларни келтирампз.
1. М а н ф и й б у л м а г а и ф у н к ц и я  х о с м а с  и н т е г р а л и н и н г  

я Kj и н л а ш у в ч и л и г и. / (х) функция [а, b) ярим интервалда берилган 
булиб, b эса шу функциянинг махсус нуцтаси булсин.

Бу функция [а, Ь) ораликда манфий булмасин (Y«G[a ,  b) учун 
/ (х) >  0) ва ораликнинг исталган [a, t\ кисмида (а <  t <  Ь) интеграл

ланувчи булсин. У  холда а <  fj <  t2 <  b лар учун

F (У  =  f /  (*) dx =  F (tx) +  f / (x) dx >  F (tL)
a  r t

булади. Демак, / (x) >  0 булганда F (l) функция усувчи булар экан. 

Бинобарин, t-*-b —  0 да F (/) хамма вакт лимитга (чекли ёки чексиз) 
эга булади. Монотон функция лимити хакидаги теоремадан фойдала-

ь

ниб (^аралсин, 1- кием, 4-боб, 5-§) j7 (х)ах интегралнинг як,инлашув-
а

чилиги шартини ифодалайдиган куйидаги теоремага келамиз.
ь

16.7- т е о р  ем а. [а, Ь) да манфий булмаган f (х) функция j f(x)dx
О

хосмас интегралининг якинлашувчи булиши учун, {F(t)) нинг юкори
даги чегараланган, яъни y-t£(a, b) учун

t
F (t) =  \f(x) dx <  с (с =  const)

а

булиши зарур ва етарли.
ь

Одатда бу теорема fix) if ix) >  0) функция j f{x)dx хосмас инте-
а

гралининг якинлашувчилиги критерийси деб аталади.

Яна уша теоремага асосан куйидаги натижани айта оламиз.

16.5-н а т и ж а .  Агар [F (/)• =  {jf(x)dx} туплам ю^оридан чегара-
а
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ланмаган булса, у хрлда j  / (я) dx хосмас интеграл узоклашувчи бу-
а

лади.
М а н ф и й  б ул м а г а н ф у н к ц и я л а р  х о с м а с  и нт е г р а л л а -  

р и н и  т а ^ ц о с л а ш  д а к и д а  т е о р е м а л а р .
16.8-т е о р е м  a. f(x) ва g (х) функциялар [а, Ь) да берилган булиб, 

b эса бу функцияларнинг махсус нуктаси ва V  х £ \а, Ь) да

О < f{ x ) ^ g (x )  (16.36)

булсин. У  холда:

j' g (х) dx якинлашувчи булса, j  f(x)dx хам якинлашувчи булади,
а а
Ъ Ъ

j  f(x)dx узоклашувчи булса, j' g(x)dx хам узоклашувчи булади.
а а

Ь
И с б о т .  j g(x)dx якинлашувчи булсин. Унда 16.7-теоремага кура

а
t

{G (/)} =  { J g (х) dx} (а <  i <  Ь) туплам юкоридан чегараланган:
а

G (0 — С ё (х) dx <  С (С =  const)
а

булади. (16.36) муносабатга асосан

F (t) =  j1 / (х) dx <  f g (х) dx =-- G (t) <  С
a a

b

булиб, ундан яна 16.7-теоремага кура \f(x)dx интегралнинг якинла-
а

шувчилиги келиб чикади. 
ъ

Энди j'f(x)dx интеграл узоклашувчи булсин. У  хрлда {F (/)} =
а

t

=  1 ^f(x)dx) юкоридан чегараланмаган булиб,
а

i t 

\f(x)dx <  \ g(x)dx
а а

тенгсизликдан эса

{G (/)} =  i ( g (х) dx}
а

нинг хам юкоридан чегараланмаганлигини топамиз. Демак, юкорида
ь

келтирилган натижага кура J' g(x)dx интеграл узоклашувчи. Теорема
а

исбот булди.
16.9-теор ем а. [а, Ь) да f (х) ва g (х) манфий булмаган функция-

f  ( * )
лар берилган. х-*-Ь —  0 да — нисбатнинг лимити k булсин:

е W
lim  - М = * .

g(x)
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ь ь
Агар k. <  -i - оо ва \ g(x)dx интеграл якинлашувчи булса, j' f(x)dx

а а
интеграл хам якинлашувчи булади.

Ь Ь
Агар k >  0 ва \g(x)dx интеграл узоклашувчи булса, {f (х )dx ин-

а а
тег рал хам узоклашувчи булади.

Бу теореманинг исботи ушбу бобнинг 2-§ ида келтирилган 16.3- 
теореманинг исботи кабидир. Уни исботлашни укувчига хавола этамиз.

Юкорида келтирилган теоремалардан куйидаги натижа келиб чика

ди.
16.6-натижа.  16.9-теорема шартларида агар 0 < 6 <  -4-оо булса,

ь ь
у холда j f(x)dx  ва {g(x)dx интеграллар бир вактда ёки якинлашув-

а а
чи, ёки узоклашувчи булади. 

ь
Бирор \f(x)dx i}(x) >  0, \fx£[a, b)) хосмас интеграл берилган

а
ь dx

булсин. Бу интегрални 1 ----- ^  интеграл билан солиштириб, куйи-
а № х)

даги аломагларни топамиз.
1°. Агар х нинг h га етарлича я кин кийматларида

Дх) - фГл:). (а >  0)
' (b — xf- V

b

булса, у хрлда <р (х) <  с <  + ° °  ва а  <  1 булганда j f(x) dx интеграл
а

b

якинлашувчи, <р (х) >  с >  0 ва а  >  1 булганда \f(х) dx интеграл узок

лашувчи булади.

2°. Агар х-+- b —  0 да f(x) функция ----  га нисбатан а ( а > 0 )
Ь — х

Ь
тартибли чексиз катта булса, у хрлда \ f (х) dx интеграл а < ] 1  бул-

а

ганда якинлашувчи, а  >  1 булганда эса узоклашувчи булади.

Бу аломатларнинг исботи хам ушбу бобнинг 2-§ ида келтирилган 

аломатларнннг исботи кабидир.

М и сол  лар .  1. Ушбу

и dx

у 1 — X
о ’

интегрални царайлик. Бунда интеграл остидаги функция

cos х ф (х)

f {х) =  =  (I — х)1/4
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булади. Равшанки, V х 6 [О, 1) учун ф (х) — cos2 х <  1 ва а  =  —  <  1. Демак,
4:

юкоридаги !°- аломатга кура берилгаи интеграл якинлашувчи булади.
2, куйидаги

I
С х dx

интегрални царайлик.

Игл
-►—О V

I — X

У I — х

а̂мда

dxь*) 1 I — х
О Ь

интегралнинг якинлашувчилигини эътиборга олиб, 16.6- натижага асосланиб берилган 
интегралнинг якинлашувчилигини топамиз.

2. И х т и ё р и й  ф у н к ц и я  х о с м а с  и н т е г р а л и н и н г  я к и н 

л а ш у в ч и л и г и .  f  (х) функция \а, Ь) ярим интервалда берилган булиб, 
b ну^та / (дг) функциянинг махсус нуктаси булсин.

Маълумки, t-^-b —  0 да

F{t)=\ f{x)dx
а

b
функция чекли лимитга эга булса, у хрлда f f(x)dx хосмас интеграл

а
Ь

якинлашувчи деб аталар эди. Демак (' f{x)dx хосмас интегралнинг
а

якинлашувчилиги тушунчаси хам функциянинг чекли лимитга эга бу- 
лиши оркали ифодаланади. Функциянинг чекли лимитга эга булиши 

хакидаги теоремадан (1-кисм, 4-боб, 6-§) фойдаланиб куйидаги теоре
мага келамиз.

16.10-т е о  р е м  а. ( Ко ши  т е о  р е  мае  и). Т̂ уйидаги

j  f (х) dx
а

хосмас интегралнинг (Ь —  махсус ну^та) якинлашувчи булиши учун, 
у е > 0 сон олинганда %ам, шундай 6 >  0 топилиб, b — b < t '< b ,  
b —  6 <  t" <  b тенгсизликларни каноатлантирувчи t' ва t" лар учун

|F(r)-F(f)| =  |f /(x)dx|<e 
t'

тгнгсизликнинг бажарилиши зарур ва етарли.
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Бу теорема мухим назарий ахамиятга эга булган теорема. Бирок 
ундан амалда— хосмас интегралларнинг якинлашувчилигини аниклашда 

фойдаланиш кийин булади.
Ь

16.11 - т ео  р е м а. Агар j  | / (х) | dx интеграл якинлашувчи булса, у
а

Ь
%олда \f(x)dx интеграл %ам якинлашувчи булади.

а
Бу теореманинг исботи ушбу бобнинг 2-§ идаги 16.5-теореманинг 

исботи кабидир.
О

16.7- э с л ат м a. ^\f(x)\dx интегралнинг узоклашувчи булишидан 

ь а
Гf(x)dx интегралнинг узоклашувчи булиши хар доим келиб чикавермайди. 
а г' 1 1

Г г _  п Ь - JМ и с о л. Ушбу ( — 1) .
о I

dx интеграл якинлашувчи, аммо

( -  I)11- *

1
dx =  J  ---- dx интеграл эса узоклашувчидир.

1—х

16.9-таъриф.  Агар §\f(x)\dx интеграл якинлашувчи булса, у

ь а
холда j'/ (х)dx абсолют якинлашувчи интеграл деб аталади. / (х)

а
функция эса [а, Ь] да абсолют интегралланувчи функция деб агалади. 

ь ь
Агар §f(x)dx  интеграл якинлашувчи булиб, \\f(x)\dx интеграл

а а
b

узоклашувчи булса, у холда \f(x)dx шартли якинлашувчи интеграл
а

деб аталади.
Бирор f(x) функция [а, Ь) да берилган булиб, Ъ эса шу функция

нинг махсус нуктаси булсин, Бу f{x) функция \ f(x)\ абсолют кийма- 
ь

тининг \а, Ъ) буйича \\f(x)\dx интегралини царайлик. Кейинги интег-
а

ралга нисбатан 6-§ даги аломатларни куллаш мумкин. Агар бирор ало- 
ь

матга кура I' | f(x) \ dx интегралнинг якилашувчилиги топилса, унда
а

Ь
16.11-теоремага асосан берилган \f(x)dx интегралнинг хам якинла-

а
шучилиги (хатто абсолют якинлашувчилиги) топилган булади.

ь
Агар бирор аломатга кура \ \f(x)\dx интегралнинг узоклашувчили

а
Ь

гини аиикласак, айтиш мумкинки, |’ j(x) dx ёки узоклашувчи булади,
а

ёки шартли якинлашувчи булади ва буни аниклаш цушимча текщириш- 

ни талаб этади.
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6- §. Ч егараланм аган ф ункция хосм ас интегралини х,исоблаш

Биз аввалги параграфларда функция хосмас интегралининг якинла- 
шувчилигини ургандик. Энди якинлашувчи хосмас интегралларни хи
соблаш билан шугулланамиз.

Бирор f(x) функция [а, Ь) да берилган булиб, b эса шу функция
нинг махсус нуктаси булсин. Бу функциянинг хосмас интеграли

ь

I  ---- J /(х) dx
а

якинлашувчи, уни ^исоблэш талаб этилсин.
1. Н ь ю т о н — Л е йб н иц  ф о р м у л а с и .  Фараз кшгашшк, 

функция [а, V) да узлуксиз булсин. Маълумки, бу холда f(x) функция 
шу ораликда Ф(х) (Ф'(х) — f(x), х£\а, b)) бошлангич функцияга эга бу

лади. х—*~Ь— 0 да Ф(а') функциянинг лимити мавжуд ва чекли булса, 

бу лимитни Ф(х) бошлангич функциянинг b нукта да г и киймати деб 

Кабул циламиз:

ПшФ(х) =  Ф  (Ь).
х-*Ь—О

Хосмас интеграл таъриф:! хамда Ньютон — Лейбниц формуласидан 

фойдаланиб куйидагини топамиз:

Г f{x) dx =  lim f fix) dx =  lim [Ф(/)— Ф(а) ] =  Ф(Ь)—Ф(а) == Ф(х) |*
'a t->b—0 „ f ->b—0

Бу эса, юкоридаги келишув асосида, бошлангич функцияга эга булган 

fix) функция хосмас интеграли учун Ньютон — Лейбниц формуласи 
уринли булишини курсатади.

Берилган хосмас интеграл узгарувчиларни алмаштириб ёки булаклаб 
интеграллаш натижасида хисобланиши мумкин.

Биз ушбу бобнинг 3- § ида чегаралари чексиз хосмас ингегралларда 
узгарувчиларни алмаштириш ва булаклаб интеграллаш усулларини кел- 

тирган эдик. Худди шу усуллар чегараланмаган функция хосмас интег- 
ралларида хам мавжуддир. Уларни исботсиз келтирамиз.

2. Б у л а к л а б и нте г р а  л л а ш у с у л и. и(х) ва vix) функциялар

нинг >̂ ар бири [а, Ь) да берилган булиб, шу ораликда узлуксиз и’(х) 
ва v'(x) .^осилаларга эга булсин. b нукта эса v{x)-u\x) камДа u{x)v'(x)
функцияларнинг махсус нукталари.

ь
Агар j" и (x)du (л.) интеграл якинлашувчи ^амда ушбу

а

lim  u(t)vit) 
t^b—о

ь
лимит мавжуд ва чекли булса, у :-;олда \ и (х) dv (х) интеграл якинла-

а

шувчи булиб,

b ь
J и (х) du (х) =  гфс) и(х) \ba —  j' v (х) du{x) (1 б .37)
а а
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Мисол.  Ушбу

булади, бунда

и (Ь) • v (b) — 1 im u(f)v(t). 
t->b— о

(х + I) dx

.! x — 112 
с

1
интегрални карайлик. Агар и (х) =  х +  1, dv (х) — v - dx деб олсак, унда

V ( х— I )2

3 Ии (х) ■ v (х) jI — (х + !) 3 (х — 1) jo — 3,

9
I  v(x)du{x) =  .S’ 3 (х— 1) dx = y ( . Y —  l )4/ 3 |J =
о 0 4 lu 4

булиб, (16.37) формулага кура

l 1 (дг +  1) dx

u (x) dv (x) =  j  '^ (jc— 1)3 =  3 — ( — ~r\ =  —

о 0

булади. Демак,

1 (•* +  1) dx 21

4 ! 4

f - f ( x - l )  4

0

16.8-эслатма.  Юкоридаги (16.37) формулани келшриб чи^аришда
ь

j v(x)du{x) интегралнинг якинлашувчилиги хамда lim  [«(/)• v (?)] лимит-
а )->Ь—О
нинг мавжуд ва чекли булиши талаб эчилди. 

ь ь
Агар ] u(x)dv(x), J  v{x)du(x) интегралларнинг якинлашувчилиги хам-

а а

да lim  [и (/) v (t) ] лимитнинг мавжуд ва чекли булиши каби учта факт- 
t-*b—о

дан исталган иккитаси уринли булса, унда уларнинг учинчиси хамда 

(16.37) формула уринли булади.

3. У з г а р у в ч и л а р н и  а л м а ш т и р и ш  у с у  л и. f(x) функция 

[а,Ь) да берилган булиб, b эса шу функциянинг махсус нукгаси булсин. 
Куйидаги

ь

i f(x)dx
а

хосмас интегрални карайлик. Бу интегралда х — ц> (г) дейлик, бунда 

Ф(а) функция [сс,Р) ораликда ф'(г) > 0  хосилага эга ва у узлуксиз .хам-
Р

да ф (а) =  о, ф(Р) =  Ь. Arap j / (ф (z)) • ф'(г) аг интеграл якинлашув-
а
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чи булса, у ^олда j f{x)dx интеграл хам якинлашувчи булиб,
а

ь Р.
j f{ x )d x =  J f ( 4>{z))4 '{z)dz
a a.

булади.

16.9-эслаша. J f(x)dx  интеграл якинлашувчи булсин. Бу интег-
а

ралда х =  ср (г) булиб, у юкоридаги шартларни бажарсин. У  холда 
Р

J / (ф (г)) ф ' (2) dz итеграл хам якинлашувчи булиб,
GC

Р
j f(x)dx=  j f (ф (г) ф' (г) dz
а а

булади.

М и с о л. Ушбу

р dx

1 J  (1 +  * )  у х
о

интегралда х =  (р (г) =  г2 алмаштириш бажарамиз. Равшанки, бу х =  г2 функция 
(О, 1] ораликда х ' — 2г > 0  ^осилага эга ва у узлуксиз з̂ амда ф (0) =  0 , ф (1) =  1. 
Интегрални хисоблаймиз:

р 2dz я л

1 =  ] Г + ?  =  2arctg2 !о = 2Т  =  ¥ '
о

4. Ч е г а р а л а н м а г а н  ф у н к ц и я л а р  х о с м а с  и н т е г р а л л а 
ри  н и хам баъзан (ани^ интеграл сингари) и н т е г р а л  йигинди- 
н инг  лимити  с и ф а т и д а  ^ и с о б л а ш  мумкин булади.

/(х) функция [а, Ь) да берилган булиб, b ну^та шу функциянинг 
махсус нуктаси булсин. Бу функция куйидаги шаргларни бажарсин:

1) [а, Ь) да f{x) функция интегралланувчи,

2) [а, Ь) да f (х) функция усувчи ва у  *€  [а , Ь) учун f (х) >• 0.
У  холда

Ь п — 1

f f{x)dx =  l i m — - ^ f [ a +  -{b — a)] (6.38)
n £ 0 n

булади.

Бу (16.38) муносабатнинг исботи ушбу бобнинг 4-§ ида исботлан- 

ган (16.21) муносабатнинг исботи кабидир.

Ч е г а р а л а н м а г а н  ф у н к ц и я  х о с м а с  и н т е г р а л и н и н г  

б о ш  ц ийма 1 и. f{x) функция [а, Ь) интервалда берилган булиб, 

с ( а < с < 6 )  эса шу функциянинг махсус нуктаси булсин.



Маълумки, т с — 0, t~*- 6 -}~ О да, яъни ц =  с —  т-»-0, 1] ' = / —

— с —̂  О да ушбу

х Ь с —т] Ь

F (x ,t)=  \f(x)dx+ ]f(x)ax =  \ f(x)dx+  j f (x) dx=F0(r],iY)
a i  a  С f- л '

функциянинг лимити мавжуд булса, бу лимит чегараланмаган функ
циянинг хосмас интеграли деб аталар эди:

Ь с— г\ Ъ

\f(x) dx =  lim F0 (11, г]') =  lim  [ j f(x)dx+  I f(x)dx],
a V n  V i ?  a c+ r i'

Tl'~*0 T|'-0
b

Агар бу лимит чекли булса, j  /  (х) dx хосмас интеграл якинлашувчи
а

дейилар эди.
ь

Равшанки, §f(x )dx  хосмас интеграл якинлашувчи булса, яъни их-
а

тиёрий равишда г] —>0, г|'—- 0 да Fn (г|, if ) функция чекли лимитга 

эга булса, у хрлда т) =  т)' ва rj— да хам бу функция чекли лимитга 
эга —  интеграл якинлашувчи булаверади.

Бирок 11') функциянинг г| =  х\' булиб, т]“->0 да чекли лимит

га эга булишидан \jf(x)dx хосмас интегралнинг якинлашувчи булиши
а

хар доим келиб чикавермайди.

М и с о л. Ушбу
ъ
С dx
\------  (я <  с <.Ь)

J  х — с
а

хосмас интегрални к,арайлик. Равшанки,

с— л Ь
Г dx С dx Ь — с 11

М * ) .  Ч ' ) =  \ ------+  \ ----- =  1п------+  1п—  (13.39)
J  х — с J  х — с с — а 1]'
а с+л'

булади.
d — с

т] =  г)' ва г) О да Fa (т), т)') I n -----  булади.
с — а

Биро^ ихтиёрий равишда ц - 0 , i|' - 0 да (16.39) муносабатдан куринадики, 
F(i (г|, ц') функция аниц лимитга эга булмайди.

16.20-таъриф.  Агар т] =  т)' ва т)^-0 да т1/) функциянинг
ь

лимити мавжуд ва чекли булса, у хрлда \f(x)dx хосмас интеграл бош

циймат маъносида якинлашувчи дейилиб,

lim  F0 (т), г\)
ч-о

ъ

лимит эса §f(x)dx  хосмас интегралнинг бош киймати деб аталади ва
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b

v. p. j" f(x) dx
a

&

v. p. \f{x)dx =  lim  F0(t], i]).
a

b

Шундай килиб, j  f(x)dx хосмас интеграл якинлгшувчи булса, у
а

Ь

бош киймат маъносида хам якинлашувчи булади. Бирок j"f(x)dx хос-
а

мае интегралнинг бош киймат маъносида якинлашувчи булишидан 

унинг якинлашувчи булиши хар доим келиб чи^авермайди.
5. Ч  е г а р а л а н м а г а н  ф у н к ц и я  х о с м а с  и н т е г р а л и н и  

т а ^ р и б и й  ^ и с о б л а ш .  f(x) функция [а, Ь) да берилган вэ b шу 
функциянинг махсус нуктаси, бу функция [а, Ь) да узлуксиз булиб,

ь
/  =  $f(x)dx

а

интеграл якинлашувчи булсин. Куп ^олларда бундай интегрални аник 
хисоблаш кийин булиб, уни такрибий х,исоблашга тугри келади.

Хосмас интегралнинг якинлашувчилиги таърифига асосан 

ь t
\f(x)dx =  ]im \f(x)dx

a °' a

лимит мавжуд ва чекли, яъни -у е >  0 олинганда хам шундай б >  О 
топиладики, b— б < /  < 6  тенгсизликни каноатлантирувчи барча t ларда 

b t ь

j J7 (х) dx — \ f(x) dx | =  11 / (x) dx J <  e
a a t

булади.
Натижада берилган /  интегрални такрибий ифодэловчи куйидаги 

b t

j /  (х) dx » \f (x) dx (b— 6<7<fr)
a a

формулага келамиз. Бу такрибий формуланинг хатолиги

ь

U f(x) dx j <  8 
t

булади.

Шундай килиб, хосмас интегрални такрибий хисоблаш — аник ин
тегрални такрибий хисоблаш га келтирилади. Аник интегрални такри

бий хисоблашда эса, бизга маълум формулалар (тугри туртбурчаклар, 

трапеция, Симпсон формулалари, ^аралсин, I- кием, 9-боб, 11-§)дан 

фойдаланилади.

каби белгиланади. Демак,
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7 - §. У м у м и й  хол

Ушбу параграфда чегараланмаган f (х) функциянинг чексиз оралиц 
буйича хосмас интеграли тушунчасн келтирилади.

Соддалик учун, (a,-foo) ораликда берилган /(.х) функция шу ора- 

лицда битта а махсус нуктзга эга булсин. Бу функция исталган чек
ли [t, т] ( a < /< x < - fo о) ораликда интегралланувчи, яъни ушбу

X

j  f(x)dx (16.40)
t

интеграл мавжуд булсин.
т узгарувчининг хар бир тайин кийматида (/ <  т <  -j- оо) (16.40) 

интеграл t га боглик булади:

X

$f(x)dx =  Fx(t).
t

Маълумки, агар t-*-a+ 0 да

lim FМ)
1-rCt+ 0

лимити мавжуд булса, бу лимит f (х) функциянинг (а, т] оралик бу

йича хосмас интеграли деб а!алиб, у

X

f /  (х) dx
а

каби белгиланар эди. Демак,
X X

\f(x)dx =  lim/\.(i!) =  lim  \f{x)dx. (16.41)
 ̂ t~*a-j-0 j

}\аралаётган / (x) функциянинг (а, т] ( а < т < ; + ° ° )  оралик буйича
X

хосмас интеграли [ f{x)dx мавжуд булсин. Равшанки, бу интеграя т га
а

боглик булади.

j / ( * ) d x  =  ф (т).
а

Агар т-»- +  оо да ф (х) функциянинг лимити

lim  ф(т)
00

мавжуд булса, бу лимит f(x) функциянинг (а, +  оо) оралик буйича 

хосмас интерали деб аталиб, у

+ 00 
j  f(*)dx
а

каби белгиланади. Демак,

Г f{x)dx =  Н тф (г) =  lim  Гf{x)dx. (16.42)
а Х̂+ОО 1-Ч.+0О а
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+00 Т т

|' f(x)dx =  lim \f(x)dx =  lim lim  \ f(x)dx (16.43)
a T-̂ +co -n т-»+ со (->+0 j

булади.
+ Oo

Arap (16.43) лимит мавжуд булиб, у чекли булса, f f(x)dx хос-
а

мае интеграл якинлашувчи дейилиб, / (х) эса (а, — оо) ораликда ин
тегралланувчи деб аталади.

+ ос

Агар (16.43) лимит мавжуд булиб, у чексиз булса, |’ f(x)dx хос-
а

мае интеграл узоклашувчи деб аталади.

16.10-э с л а т м а .  Агар (16.43) лимит мавжуд булмаса, бу холда
-J- ОО

шартли равншда / (х) функциянинг \f(x)dx хосмас интеграли узок -
а

лашувчи деб кабул килинчди.

Умуман, юкоридагидек, fix) функция (а, +  оо) / j с , , с2, . . . , сп} 

(а < £ , • < .+  i =  1, 2 . . . , п) тупламда берилган, сг с0, . . . , сп 

эса шу функциянинг махсус нукталари булган х.олда хам f(x) функ
циянинг (а , +  оо) оралик буйича хосмас интегралини таърифлаш ва 
уни урганиш мумкин.

Биз ушбу бобнинг 1 —  8- параграфларида функциянинг чексиз ора
лик буйича хосмас интегралининг хамда чегараланмаган функциянинг 
хосмас интегралининг якинлашувчилиги шарти, якинлашувчи интеграл

ларнинг хоссалари, уларни хисоблаш билан шугулланган эдик. Худди 

шунга ухшаш масалаларни 9-§ да келтирилган интегралларга нисбатан 
айтиб, уларни урганиш мумкин.

М и с о л  л ар.  1. Ушбу + 00

Юкоридаги (16.41) ва (16.42) муносабатларга кура

xa- xe~*dx (16.44)
о

хосмас интегрални ^арайлик. а <  1 ^ийматларда, * =  О ну^та интеграл остидаги 
функциянинг махсус нуцтаси булади (чунки, х +  0 да интеграл остидагн функция 
чексизга интилади). Демак, бу .^олда (16.44) интеграл хам чексиз орали^ буйича 
олинган хосмас интеграл, хам чегараланмаган функциянинг хосмас интеграли экан. 
Бу интегрални икки киемга:

+ 00 1 +О0

[ ха~ 1 е~'х dx=  | ха~1 е~х dx-{- f ха~1 е~хdx
О 0 ']

ажратиб, уларнинг ^ар бирини ало^ида-ало^ида як^инлашувчиликка 'текширамиз. 
Биринчи

\xa-Xe~xdx
О

интегралда, интеграл остидаги функция учун

~  1) 

тенгсизликлар уринли булади.
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f - L

Ушбу

интеграл 1 — а <  1, яъни а > 0  да якинлашувчи, 1 — 1, яъни а ^ О  да узок
лашувчи (^аралсин, 5- §).

5-§ да келтирилган та^ослаш хацидаги 16.8-теоремага кура

i

( ха~ 1 ех dx

'о

интеграл а >  0 да якинлашувчи, а 0 да эса узоклашувчи.
-{-ОО

Энди ) л: ' -1  е~х dx интегрални якинлашувчиликка текширамиз.
1

Равшанки,

е-х х «+ 1 
lim  --------- =  lim ----  =  0 .

Х-*~f-gO  ̂ ^

+‘°0 1
Ушбу \ —  dx интеграл якинлашувчи булганлигидан, 2-§ да келтирилган 16.3- 

J хг 
I

+ ОО
натижага кура j х°~ ‘ е ~х dx интеграл ^ам якинлашувчидир. Шундай килиб, 

I+ 00

j xQ~ 1 е~х dx интеграл а нинг ихтиёрий [кийматида якинлашувчи. Натижада бе- 
i

рил га н J  х а * е ^ х dx интегралнинг а >  0 да якинлашувчи булишини топамиз..
о
Ушбу

1

( V - i ( l  - х )®-1 dx (16.45)
О

интегрални царайлик. Интеграл остидаги функция учун
1) а <  1, 1 булганда х — 0 махсус нуцта,
2) 1, b <  1 булганда х =  1 махсус нукта,
3) а с  1, b <  1 булганда х =  0 ва х =  1 ну^талар махсус нукталари булади, 

бинобарин (16.45) интеграл чегараланмаган функциянинг хосмас интегралидир.
Берилган интегрални якинлашувчиликка текшириш учун уни куйидагича ёзис 

оламиз:

I 2 I

I* (1 — jc)ft- i dx=  I’ дг1- 1 (1 — х)ь~ 1  dx-j- f  xa~ l (1 - x ) b- i dx.

0 0 J_
2

Бу тенгликнинг унг томонидаги ĵ ap бир интегралда, интеграл остидаги функциянинг 
купи билан бнтта махсус нуктаси булади.

Равшанки,

lim (1 - * ) * - ! =  I, lim 
*-->0
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х“ ~ 1 (1 — 1 х<‘ - 1  (\— х)Ь- 1
lim --------------  I, lim -------- г-----— 1

Jt->0 X" 1 х-->1 (1 — х)Ь 1

булиб, хосма' интегралларда таккослаш ха^идаги 16.9-теоремага кура

_l_ 1
2 2

j 1 (1 — х)ь~х dx билан | х''~~х dx

О О
хамда

1 1

\ х" " " 1 (1 — л:)6-1 dx билан J  (1 — х)ь~~г dx

2_ 1_
2 2

интеграллар бир ва^тда ёки яцинлашади, ёки узоклашади.
Маълумки, а  >  0 булганда

1/2

( ха~ ! dx

О

интеграл якинлашувчи, Ь >  0 булганда

1

j' (I - x ) b-~l dx
i/2

интеграл якинлашувчи. Демак, а >  0 булганда

1/2

| х 1~ 1 (1 — х)ь~х dx
о

интеграл якинлашувчи булади, Ь >  0 булганда

1
j х 1 (1 — х)ь~~1 dx 

1/2

интеграл якинлашувчи булади.
Шундай 1̂илиб, ^аралаётган

1
j x l~x (1 — x)b~ 1 dx

о

интеграл а >  О ва b >  О булганда, яъни

М  =  {(а, 6) £ Л 2 : а  6 (0, +  оо), 6 £ (0, оо)} 

тупламда якинлашувчи булади.

17- Б О  Б

П А Р А М Е ТР ГА  Б О Г Л И К  И Н ТЕ ГР А Л Л А Р

Мазкур курснинг 12-ва 13-бобларида куп узгарувчили функция

лар ва уларнинг дифференциал хисоби батафсил урганилди. Энди бун- 

дай функцияларнинг интеграл ^исоби билан шугулланамиз. Шуни ай- 

тиш керакки, куп узгарувчили функцияларга нисбатан интеграл тушун

часи турлича булади.
Ушбу бобда куп узгарувчили функциянинг битта узгарувчиси буйи

ча интеграли билан танишамиз ва уни урганамиз.

У  холда
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/ (xt, x2, . . ., xm) функция бирор M  (M cz Rm) тупламда берилган 
булсин. Бу функциянинг битта хк (k — 1, 2, . . ., т) узгарувчисидан 

бошка барча узгарувчиларини узгармас деб хисобласак, у хрлда / (.v,, 
х,, . . . , хт) функция битта хк узгарувчига боглик булган функцияга 

айланади. Унинг шу узгарувчи буйича интеграли (агар у мавжуд бул

са), равшанки хх, х2, . . . ,  хк_ у, хк1 , . . . ,  хт ларга боглик, булади. 

Бундай интеграллар параметрга боглик интеграллар тушунчасига олиб 

келади.
Соддалик учун икки узгарувчили f (х, у) функциянинг битта узга

рувчи буйича интегралини урганамиз.
f (х, у) функция R2 фазодаги бирор

М  =  {(х, у) G R2: а <  х <  b, у £ Е  czR]

тупламда берилган булсин. у узгарувчининг Е (Е cz R) тупламдан олин

ган каР бир тайинланган кийматида / (х, у) функция х узгарувчиси бу
йича [а, 6] оралицда интегралланувчи, яъни

ь

J  f (X, у) dx
а

интеграл мавжуд булсин. Равшанки, бу интеграл у узгарувчининг Е 
тупламдан олинган кийматига боглик булади:

ь

& (У) =  ^ f {х, У) dx. (17.1)

а

Одатда (17.1) интеграл параметрга боглщ интеграл деб аталади, 

у узгарувчи эса параметр дейилади.
Параметрга боглик интегралларда, / (х, у) функциянинг функционал 

хоссаларига (лимити, узлуксизлиги, дифференциалланувчилиги, интег- 
ралланувчилиги ви хрказо) кура Ф  (у) функциянинг тегишли функцио
нал хоссалари урганилади. Бундай хоссаларни урганишда f  (х, у) функ
циянинг у узгарувчиси буйича лимити ва унга интилиши характери 

му^им роль уйнайди.

1- §. Л им ит ф ункция. Текис якинлаш иш . Л им ит ф ункциянинг
узлуксизлиги

f (х, у) функция М =  {(х, y )£R 2:a < :X ^ b ,  у £ Е a  R) тупламда 

берилган, у0 эса Е (Е czR) тупламнинг лимит нуктаси булсин.

х узгарувчининг [а, Ь] ораликдан олинган хар бир тайин киймати

да f (х, у) факат у нинггина функциясига айланади. Агар у-*- ;/0 да бу 

функциянинг лимити мавжуд булса, равшанки, у лимит х узгарувчи

нинг [а, Ь] ораликдан олинган кийматига боглик булади:

lim  f (х, у) =  ф (х, у0) =  ф (х).
У->Уа

17.1-т а ъ р и ф .  Агар у е > 0  олинганда х;ам, У  х£[а, Ь\ учун 

шундай б =  б (е, х) >  0 топилсаки, | у —  у01 <  б тенгсизликни к.а- 

ноатлантирувчи V  у £ Е  учун

I /  {х, У) ф  ( х )  | <  S
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булса, у холда ф (х) функция / (х, у) функциянинг у —  у0 даги лимит 
функцияси дейилади.

/  (х, у) функция М  =  {(х, y )£R 2', х£\а, Ь], г/g £}  тупламда берил
ган булиб, оо эса Е  тупламнинг лимит нуктаси булсин.

17.2-та ъ риф.  Агар Y e > 0  олинганда хам V  х£[а, Ь] учун 
шундай А =  А (е, х) >  0 топилсаки, | у | >  А тенгсизликни каноатлан- 

тирувчи Y  У € Е  учун
I /  (х, у) —  ф (х) I <  е 

булса, у холда ф (х) функция / (х, у) функциянинг г/-> оо даги ли
мит функцияси дейилади.

М и с о л л а р .  1. Ушбу

/ (*. у) =  ху

функцияни М — {(х, ty)£R2: Osgysgl ]  тупламда карайлик. у0 =  1
булсин.

Агар V е >  0 кура, 6 =  е деб олинса, унда \у— i/0 | =  I г/ — 1 J <  6 тенгсиз
ликни каноатлантирувчи V у € [0, 11 ] ва V € [0, 1 ] учун

I f (х, у) — Ф (х) I =  | ху — х I =  | х | • | у — 1 | <  | у — Н  <  s

булади. Демак, у->- 1 да f (х, у) =  ху функциянинг лимит функцияси

Ф (х) =  lim  / (х, у) =  lim ху =  х 
у-* 1 у~* 1

булади.
2 . куйидаги

f (х, у) =  х*

функцияни М =  {(х, у) £ R 2 : 0 ^  х ^  1, 0 sg; г/ 1 | тупламда карайлик. у0 =  О 
булсин.

Агар х — О булса, у холда V У 6 [0, 1] учун

f (0 , у) =  О

булади.
Агар х узгарувчи тайинланган ва х ф О  булса, у холда -у-*- 0 да 

/ (х, у) =  хУ - ^ х ° =  1

булади.
Хаци^атан хам, V 8 > 0  сонга кура б =  logj. (1 — е) ( х > 0 ) д е б  олчнадиган 

булса, унда | у — у0 \ =  \ у — 0 | =  I (/1' <  6 тангсизликни бажарадиган V у g [0 , 1J 
учун

I / (л-, у) -  Ф (х) | =  1 хУ -  1 | =: 1 -  <  1 -  *'°g Л<1-Е) =  1 -  (1 -  е) =  е 

булади.
Демак, у-*- 0 да берилган / (х, у) =  ху функциянинг лимит функциясн

( 1, агар * 6 (0 , 1] булса,
Ф (*) =  1

(_ 0, агар х =  0 булса
га тенг булади.

Юкорида келтирилган мисолларнинг биринчисида, лимит функция 
таърифидаги б — е булиб, у факат е гагина боглик, иккинчигида зса

6 =  lo ^  (1— е) булиб, у берилган в > 0  билан бирга каралаётган х 

нуктага хам боглик эканини курамиз.

Лимит функция таърифидаги б >  0 нинг каралаётган х нукталарга 

боглик булмай факат е >  О гагина богли^ килиб танлаб олиниши мум
кин булган хол мухимдир.
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17.3-таъриф.  М  тупламда берилган / (х, у) функциянинг у~> у0 
даги лимит функцияси ф (х) булсин. У  е >  0 олинганда хам шундай 

6 =  6 (е) > 0  топилсаки, | у —  //„ | <С б тенгсизликни каноатлантирувчи
Y  у £ Е  ва у х £ [ а ,  Ь] учун

I f  (*, У) —  Ф (х) I <  е 

булса, f (х , у) функция уз лимит функцияси ф (х) га [а, Ь] да текис 
якинлашади дейилади.

Акс хрлда якинлашиш нотекис дейилади. Нотекис яцинлашишнинг 

^атъий таърифини келтирайлик.
17.4-таъ  риф.  М  тупламда берилган f (х, у) функциянинг у~*-у0 

даги лимит функцияси ф (х) булсин. у б > 0  олинганда хам шундай 

е0 >  0, х0£[а, b] ва | г/.— у0 | < б  тенгсизликни цаноатлантирувчи у £Е  
топилсаки, ушбу

I f  (х0, Уг) —  Ф (х0) | >  ео 

тенгсизлик уринли булса, у хрлда / (х, у) функция ф (х) га нотекис 
якинлашади дейилади.

М и с о л  л ар.  I. Ушбу

/ (*> у) =  д: sin у

функцияни М  =  {(х, y ) £ R 2; O ^ x ^ l ,  тупламда царайлик. Уо =  ~

булсин. Равшанки, у-+-уд =  — булганда / (х, у) =  х • sin у функциянинг лимити

У з  У з
—-— х га тенг булади. Демак, ф (х) — —-— х.

V s >  0 сонни олайлик. Агар 6 =  е десак, у холда 

ни ^аноатлантирган V у учун ва v х 6 [0 , 1 ] учун

I / {х, у) — Ч> (х)1

У — ' 5 тенгсизлик-

У  3 У з
х ы п у — X =  1x1- s t n y -  — Ix l  sin у—s in y | <

<

х га тскис якинлашади.

тенгсизлик бажарилади. 17.3- таърифга кура. да берилган / (л% у) — х • sin у

Уз~
функция уз лимит функцияси ф (а-) =  —-—

3. Ю^орида келтирилган

f (х, у) =  xv 

функция у —*- О да уз лимит функцияси

1, агар х £ ( 0 , 1] булса,

О, агар х — 0 булса

га нотекис якинлашади.

Ф (х) ■■

^а^икатан ^ам, V 6 > 0  сонни олайлик. Агар е0 = — у1 сифатида 0 < ( /’1< б
4 ’
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тенгсизликларни каноатлантирувчи ихтиёрий уг ии ва х0 =  2 ' !у' деб олсак, у 
хрлда

I / (*о- Уг) — <Р (*о) \ =  \ — tf, 1 =  \ — -7;  =■-■ — >  =  ~̂ -

Бу эса, 17.4-таърифга кура, у - ^ 0  да / (х, у) -- ху функция уз лимит функцияси 
<р (х) га нотекис якинлашишини билдиради.

Энди / (х, г/) функциянинг лимит функцияга эга булиши ва унга 
текис якинлашиши хакидаги теоремани келтирамиз.

/ (х, у) функция 7W =  {(х, у) £ R2: а <  х <  Ь, у £ Е )  тупламда берил
ган булиб, у0 эса Е  ( E c R )  тупламнинг лимит нуктаси булсин.

17.1- т е о р е м  a. f (х, у) функция у-*~у0 да лимит функция ср (х) 
га эга булиши ва унга текис якинлашиши учун у е >  0 олинганда 
хам, х (х £ [а, b]) га боглщ булмаган шундай 6 =  6 (е) >  0 топилиб, 
| у —  у01 ‘С 6, | у’ —  у0 | <С 6 тенгсизликларни каноатлантирувчи у у> 
у’ £ Е  хамда у х£[а, Ь\ учун

\f(x, У)- f { x ,  у’)\<г (17.2)

тенгсизликнинг бажарилиши зарур ва етарли.
И с б о т .  З а р у р л и г и .  / [х, у) функция у ^ - у 0 да ср (х) лимит 

функцияга эга булиб, унга [а, Ь\ да текис якинлашсин. Таърифга ку

ра, у 8 > 0  олинганда хам, га кура шундай 6 =  6 (е) >  0 топила

дики, | у —  г/о К  6 тенгсизликни каноатлантирувчи у у £ Е  хдмда 

У  х£[а, Ь\ учун |/ (дг, у) — ф(х )|< -|  булади. Жумладан \у’—у0|<

<  6 =>- | /  (х, у') — ф (л) | <  — булади. Натижада

| fix , y) — f (х, у') I <  I / (X, у) — ф (х) | +  | / (X, у') —  Ф (х) | <  е

булиб, (17.2) шартнинг бажарилишини топамиз.

Е т а р л и  лиги.  Теоремадаги (17.2) шарт бажарилсин. У  хрлда х- 
узгарувчининг [а, Ь\ ораликда олинган хар бир тайин кийматида / (х, у) 
функция у узгарувчининггина функцияси булиб, у е >  0 олинганда 

Кам, шундай 6 =  6 (е) >  0 топиладики, | у —  у01 <  6, j у' —  у01 <  6 

тенгсизликларни каноатлантирувчи у у, у £ Е  учун

I /  (*, У) — / (*, у')1 <  е (17.2)

булади. Функция лимитининг мавжудлиги хакидаги Коши теоремаси- 

га асосан (каралсин, 1-кисм, 4-боб, 6-§) у-*у0 да / (х, у) функция 

лимитга эга булади. Равшанки, бу лимит тайинланган х (х £ [ct, b]) га 

боглик.. Демак.

lim / (х, у) =  ф (х).
У-*Уа

Шу билан у-*-у0 да /(х , у) функция ф (х) лимит функцияга эга бу
лиши курсатидди.
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Энди у узгарувчини | у —  у01 <  б тенгсизликни каноатлантирадиган 

цийматида тайинлаб, (17.2) тенгсизликда у' -*■ у0 да лимитга утсак, у
хрлда

I /  (х, у) —  Ф (х) | <  е

хосил булади. Бу эса у-+у0 да f (х, у) фунциянингф (у) лимит функ
цияга [а, Ь\ да текис якинлашишини билдиради. Теорема исбот булди.

Энди лимит функциянинг узлуксйзлиги хакидаги теоремани келти- 

райлик. Бу теоремадан келгусида биз фойдаланамиз.
17.2-т е о р е м  а. Агар f (х, у) функция у узгарувчининг Е туп- 

ламдан олинган хар бир щийматида, х узгарувчининг функцияси си
фатида, [a, b1 ораликда узлуксиз булса ва у->-уп да f (х, у) функ
ция ф (х) лимит функцияга [а, Ь] да текис якинлашса, у холда ф (х) 

функция \а, Ь] да узлуксиз булади.
И с б о т .  у0 га интиладиган |уп} кетма- кетликни олайлик (ип£ Е ,  

« =  1 , 2 , . .  .). Шартга кура ^ар бир уп (п =  1 , 2 ,  . . .) да f (х, уп) 

функция х узгарувчининг [а, Ь] оралиедаги узлуксиз функнияси була
ди. Демак, {/ (х, уп)} функционал кетма-кетликнинг хар бир хади [а, b} 

ораликда узлуксиз.
Теореманинг иккинчи шартига кура у е >  О олинганда хам, шун

дай б =  б (е) >  0 топиладики, у * £  [а, Ь\ учун

I у — Уо I <  6 =>-1 f (х, у) — ф (х) I <  е (у £ Е) (17.3)

булади.

Уп~̂ ~Уо дан юкорида олинган б =  б (е) >  0 га кура шундай «„ £ /V 

топиладики, у п >  п0 учун \уп —  г/01 < б  булади. У  хрлда, (17.3) га 

асосан, у с: >  0 олинганда хам шундай п0 £ N топиладики, у п >  п0 
ва у х £ [а, Ь] учун

I /  (х, уп) —  ф (х) | <  в

булади. Бу эса {/ (х, уп)\ функционал кетма-кетлик ф (х) га [а, Ь] да 

текис якинлашувчилигини билдиради. 14- боб, 3- § да келтирилган

14.6-теоремага асосан ф  ( х )  функция [a, b] ораликда узлуксиздир. Те

орема исбот булди.

2 - §. П а р ам етр га  б о гл и к интеграллар

f (х, у) функция

М =  \{х, y )£R 2: х£\а, Ь], y £ E ^ R ]

тупламда берилган булиб, у узгарувчининг Е тупламдан олинган хар 

бир тайин цийматида / (х, у) — х узгарувчининг функцияси сифатида 

[а, b} ораликда интегралланувчи булсин. Яъни у ни узгармас деб хи- 

собланганда

ь

j  /  (х, у) dx
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интеграл мавжуд булсин. Равшанки, бу интегралнинг кинмаги олинган 
у га (параметрга) боглик булади:

ь

Ф  (у) =  \ f (х, у) dx. (17.1)

а

Ми с о л .  Ушбу / (л.% у) =  ыпху функциянинг х узгарувчиси буйича [а. Ь\ даги 
интеграли (бу ерда у Ф  0)

Ь ' b ь

I’ I / , , Г • j  1 С ■ j , ■ cos ay 'Cos by
l i (x, if) dx — \ sin XI/dx — — I sin xi/ d (xi/) = -----------

J  ' J  У J  '  ' у
a a a

булиб, E — l<\{0 } тупламда берилган
1

Ф  (у) =  —  (cos ац — cos by)
У

функииядан иборатдир.

Ушбу параграфда параметрга боглик (17.1) интегралнинг (Ф (г/) — 
функциянинг) функционал хоссаларини урганамиз.

1. И н т е г р а л  б е л г и с и  о с т и  да  л и м ит г а  y i n i u .  f(x, у) 
функция М =  {(х, y )£R 2: х£[а, b], y ^ E c iR )  тупламда берилган бу
либ, уп нукта Е  тупламнинг лимит ну^таси булсин.

13.3-теорема,  / (х, у) функция у нинг Е тупламдан олинган 
хар бир тайин щйматида х нинг функцияси сифатида [а, Ь] ора
ликда узлуксиз булсин. Агар f  (х, у) функция г/-*-у0 да ф (х) лимит 
функцияга эга булса ва унга текис якинлашса, у хрлда

ь ь

lim  [ / (х, у) dx =  \ ф (х) dx (17.4)
у-̂г/о ■

а а

булади.
И с б о т .  Шартга кура / (х, у) функция у-*-у0 да ф (х) лимит функ

цияга эга ва унга текис яцинлашади. Демак, V e > 0  олинганда хам, 
шундай б =  б (е) >  0 топиладики, | у —  | <  6 ни ^аноэтлантирувчи

Y  у £ Е  ва Y  х £ [а, Ь\ учун

| f (х, у) — ф (х) j <  -5-
Ь — а

булади.

Иккинчи томондан, 17.2-теорема га асосан, ф (х) функция [а, b}
[>

ораликда узлуксиз булади. Демак, бу функциянинг интеграли J  ф (x)dx

а

мавжуд.

Натижада
ь ъ ь ь

j  /  (X, у) dx —  I* Ф (х) dx <  j  | f (x, у) —  Ф (x) I dx <  j* dx =  e

a a a a

булиб, ундан
ь b

lim Г / (x, у) dx =  f ф (x) dx
У-*Уь J  J

a a

эканлиги келиб чикади. Теорема исбот булди.
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(17.4) муносабатни куйидагича

ь ь
lim I /  (х, у) dx =  I [lim / (х, y)j dx

У->Уо J J У-’Уо

хам ёзиш мумкин. Бу эса интеграл белгиси остида лимитга утиш мум- 

кинлигини курсатади.

Ми с о  л. Биз М  =  \(х, у) € R 2 : х 6 [0, 1], у € [0, 1]} тупламда берилган

/ I V, у) - x sin у

функциянинг у-+ 0 да <р (х )--О лимит функцияга текис якинлашишини курган эдик: 
lim  jc sin г/ =  0 .
У-+0

Берилган функция у узгарувчининг хар бир тайин кинматида д: узгарувчининг 
[О, 1] ораликдаги узлуксиз функцияси эканлиги равшан. Демак. 17.3-теоремага 
K vpa

1 1 1  

lim 1 / (х, у) dx =  lim \xsinydx— \ [lim д; sin у] dx =  О 

у ' °0 "-'“ о О

булади.

2. И н т е г р а л н и н г  п а р а м е т р  буйича  у з  л у к е  и зли  г и.

17.4-теорема.  Агар / (х, у) функиия

М  =  \ (х, у )£ /?2: х£\а, b], у£[с, d\\

тупламда узлуксиз булса, у щгда
ь

Ф (у) =  ( / (л, у) dx
а

функция [с, d] ораликда узлуксиз булади.
И с б о т .  Ихтиёрий у0£{с, d\ нуктани олайлик . Шартга кура / (х, у] 

функция М  тупламда (тугри туртбурчакда) узлуксиз. Кантор теорема- 

сига кура бу функция М  тупламда текис узлуксиз булади. Унда

Y  е >  0 олинганда хам, шундай б =  б (е) >  0 топиладики,

р ((X, у), (х, у0)) =  I у — у01 <  б 

тенгсизликнн каноатлантирувчи Y  (х, у )£М , {х, у0)£ М  учун

I/  (х, У) — f(x , Уо)|<в 

булади. Бу эса / (х, у) функциянинг у у() да /  (х, у0) лимит функция

га текис якинлашишини билдиради. У  хрлда 17.3-теоремага асосан 

ь ь ь
lim Ф  (у) =  lim  \ f {х, у) dx \ !lim  / (х, у)\ dx =  [fix , y0)dx=<X>(y0)
г/-г/о У->У0 % -а у^у« "

( V  i/o € [С, d])

булади. Демак, Ф  (у) функция у0 нуктада узлуксиз. Теорема исбот 

булии.

д:
М и с с  л. Ушбу / (х, и)= —----—

функция М =  {(х. г/) е R2 ■ Х €[0, 1], г/ € [0. 1]) тупламда ^аралаётган булсин. Рав-
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танки, / (х. у) функция М  да узлуксиздир. Юкоридаги теоремага кура Ф  (у) функ
ция хам [0, 1] да узлуксиз булади. Берилган интегрални хисоблаб топамиз:

1 ,
(' xdx 1 I 1 2 -(— г/2

ф  ('/) - \ — — г т ~ Г 7  1,1 ■ А'2 +  =  7  In  7TZ •>'J  х- +  у- “г 1 2. I 2 I —f— у-
о

3. И н т е г р а л н и  п а р а м е т р  буйича  д и ф ф е р е н ц и а л л а ш .  
Энди параметрга боглик интегрални параметр буйича дифференциаллаш- 
ни караймиз.

17.5-т ео р ем a. f (х, у) функция

М =  \(х, y )£R 2:x£[a, b], у£[с, cl\\

тупламда берилган ва у узгарувчининг [с, d\ ораликдан олинган хар 
бир тайин щйматида х узгарувчининг функцияси сифатида [а, Ь] 
ораликда узлуксиз булсин. Агар f (х, у) функция М тупламда fy {x, У) 

хусусий хосилага эга булиб, у узлуксиз булса, у хрлда Ф  (у) функ
ция хам [с, d\ ораликда Ф ' (у) хосилага эга ва ушбу

Ф ' (У) =  j  /; (х, У) dx (17.5)
а

муносабат уринлидир.
И с б о т .  Шартга ку'ра f (х, у) функция х узгарувчиси буйича [о, Ь\ 

ораликда узлуксиз. Бинобарин

ь

Ф  (у) =  /  (X, У) dx
d
а

интеграл мавжуд.

Энди у  Уо £ [с, d\ нуктани олиб, унга шундай А у (А у ^  0) орттир- 
ма берайликки, у0 +  А у £ lc, d\ булсин. Ф  (у) функциянинг у0 ну^та- 
даги орттирмасини топиб, ушбу

ь
ф  (Уо +  А  у )— Ф  (г/о) _  Г  ?1(х, уп +  Д у) —  f  (х, уа) ^

А у J Л у
а

тенгликни хрсил ^иламиз. Лагранж теоремаси (1-кисм, 6-боб, 6-§) га 
кура (уни куллай олишимиз теорема шартлари билан таъминланган)

----- Уо +  А у ) - /  (X, Уо) =  f . (¥) +  0 д )

А у  у ~

булади, бунда 0 <  0 <  1. 

Натижада

ъ
Ф (г/о т  А у)—Ф О/о)

j  f'y (х, Уо +  А • А у) dx =  J f'y (х, у0) dx +
А у

г

+ j  [fy (*. Уо + 6 • А У) —  fy (х, Уо)1 dx
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булиб, ундан эса

Ф (Уо ^  У) — Ф (Уо)

и

■ j  fy (X, у о) dx

< I' I fy (х, Уо + ®'А У)~Гу (х, У о) I dx <

< С со (Г, А у) dx =  £0 (Гу, д у)-ф— а) (17.6)

булишини топамиз, бунда со (f'y, А у) —  fy (х, у) функциянинг узлуксиз- 

лик модули.
Модомикн, (х, у) функция Д4 тупламда узлуксиз экан, унда Кан

тор теоремасига кура бу функция шу тупламда текис узлуксиз була
ди. У  хрлда мазкур курснинг 12-боб, 4-§ ида келтирилган теоремага 

асосан

lim  со (/ ', А у) =  О
А у—? О

булади.

(17.6) муносабатдан

Ф  (i/o +  А у) — Ф  (г/о)

А*

булиши келиб чикади. Демак,

lim
д А у

= j Гу (X, Уо) d *

Ф ' (Уо) =  j  / ' (*, Уо)

О

Каралаётган у0 нуктэ [с, с/| ораликнинг ихтиёрий нукгаси булганлигини 
эътиборга олсак, унда кейинги тенглик теореманинг исботланганлигини 

курсатади.
(17.5) муносабатни куйидагича х,ам ёзиш мумкин:

О О

~  f  / (х, у) dx =  j  -J- f (x, у) dx.
dy

a a

Бу эса дифференциаллаш амалини интеграл белгиси остига утказиш 

мумкинлнгини курсатади.
Исбог этилган бу 17.5- теорема Ле йб н и ц  к о и д а с и деб аталади.

М и с ол .  Ушбу

f (х, у) In (г/2 sin2 х) 

jx 3 я
функция М  =  {(*, г/) €#2 •' х £

4 4
, 0 <  г/о <  У У\ <  00} тупламда узлук

сиз хамда (  (х, у )=  — хосилага эга ва у хам узлуксиз. Ундан олинган Ф  (у) =
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=  | In (у2 ■ sint x) dx интегрални карайлик. 17.5-теоремага кура ф  (у) функция

я/4
хоснлага эга булиб,

з л/4

Ф ' (У) =  f  (In (у2 sin2 х)) d * =  — =  —

Й/4 У 2 У
булади.

4. И н т е г р а л н и  п а р а м е т р  буйича  и н т е г р а л л а ш .  f (х, у) 
функция М  =  {(х, у)£ R 2: х£[а, Ь], у £ [с, d\} тупламда берилгаи ва шу 
тупламда узлуксиз булсин. У  холда 17.4-теоремага кура

ь

Ф  (У) =  j ‘ /' (х, у) dx (17.1)
а

функция [с, d\ ораликда узлуксиз булади. Бинобарин, бу функциянинг 
[с, d] орали^ буйича интеграли мавжуд.

Демак, f (х, у) функция М  тупламда узлуксиз булса, у холда па
раметрга боглик интегрални параметр буйича [с, d\ ораликда интеграл

лаш мумкин:
d d b 

J  ф  (у) dy=  J  [ j' f (x, y) dx j dy.
с c a

Бу тенгликнинг унг томонида / (х, у) функцияни аввал х узгарувчи 
буйича \а, b] ораликда интеграллаб (бунда у ни узгармас хисоблаб), 
сунг натижани [с, d] ораликда интегралланади.

Баъзан / {х, у) функция М тупламда узлуксиз булган ^олда бу функ
цияни аввал у узгарувчиси буйича [с, d] ораликда интеграллаб (бунда 
х ни узгармас хисоблаб), сунг хосил булган х узгарувчининг функция- 

сини [a, b] ораликда интеграллаш кулай булади. Натижада ушбу

d b Ь d

j* [ [ f (х, у) dxj dy, j ‘ [ j  f (x, y) dy] dx
с a a с

интеграллар хосил булади. Бу интеграллар бир- бирига тенг буладими 
деган савол туриладн. Бу саволга ^уйидаги теорема жавоб беради.

17.6-т ео  рема.  Агар f (х, у) функция М =  {(*, y)£Rг: х£\а, Ь], 
у £ [с, d]} тупламда узлуксиз булса, у холда 

d b b d 

j  [ J  f (X, у) dx] dy =  [ [ f /  (x, y) dy] dx
с a a с

булади.

И с б о т .  V  t £ U\ d\ ну^тани олиб, ^уйидаги 

t ь ь t

Ф (0 =  ' [ J f (x,y) d x ] d y , ^ ( t ) = $ \ ] f  (x, y) dy] dx
с  a a с

штегралларни карайлик. Бу <p (/), ij) (/) функцияларнинг хосилаларини 

хисоблаймиз.

3 Я/4
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Ф  (у) =  j  / (л'> У) dx функция [с, d] ораликда узлуксиз булгани са-

а

бабли 1-кисм; 9-боб, 9-§ да келтирилган 9.9- теоремага асосан

i ь
Ф' (0 =  ( f Ф  (у) dy}' — Ф  (0 =  [ / (х, t) dx (17.7)

с а

булади.
/  (х, г/) функция .V'! тупламда узлуксиз. Яна уша 1- кием, 9- боб, 

9- § даги теоремага кура 

t

( j1 / (х, у) dy) =  / (х, 0 (х —  узгармас)

С

t

булади. Демак, J  /  (х, у) dy функциянинг М  =  {(х, [t)£R2: х£[а, Ь],

С

t £ [с, d] j тупламдаги t буйича хусусий хрсиласи / (х, /) га тенг ва де- 
мгк, узлуксиз. У  хрлда 17.5-теоремага му вскрик

Ь t Ь t ь

(t) =  ( J  [ j  / (*, У) dy J dx)' =  j  [ j 7  (*. у) ^  =  (7 (*> 0 dx (17.8)
а с а с  a

булади.
(17.7) ва (17.8) муносабатлардан

ь
ф' (0 =  Ф'. (О =  j /  (х, t) dx

а

булиши келиб чикади. Демак,
<р (t) =  if; (t) - г С (С —  const).

Бирок t =  с булганда ф (с) =  "ф (с) =  0 булиб, ундан С =  0 булишини 

топамиз. Демак, ф (t) =  (/) булади. Хусусан, t — d булганда ф (d) =  

=  \|з (d) булиб, у теоремзни исботлэйди.

М и с о л .  Параметрга боглщ интегрални параметр [буйича {интеграллашдан фой
даланиб, ушбу

1
Сх° — 

. 1п

. - ■ х
А ~  \ — ----- dx (0 <  a <  Ь)

о
интегрални х,исоблаймиз.

Равшанки, (х >  0)

С , л:*—х"
I ху dy =  -----
J in х
(7

булади. Демак

О 0 а
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Интеграл остидаги f (х, у) =  ху функция М =  { (х, r/)£R2: лг G [0, 1], г/£[а, Ь]} туп
ламда узлуксиздир. У холда 17.6-теоремага кура

Ь I
A — f dy Ч xydx

'а о

булади. Аммо

1

f  xydx
у+  1

г 1 I (>
булганлигидан А =  j  — p-j d y = In a булади. Демак. j  jn _̂ ш - -ш a -|- Г

Ь 1 , , 6 +  1 rr f ^  6+1----- J . -------------- П ........................................... ..........

3- §. П ар ам етр га  б о гл и к  интеграллар (ум ум и й  х;ол)

f(x, У) функция М ={(х , у) 6 R1: х £ [a, b\, у£[с, d\\ тупламда бе
рилган. у узгарувчининг [с, d\ ораликдгн олинган дар бир тайин кий- 
мат ида f(x, у) функция х узгарувчининг функцияси сифатида [а, Ь\ 
ораликда интегралланувчи булсин.

х =  а(у), х =  \\{у) функцияларнинг дар бири [c,d\ да берилган ва

V  y€[c,d\ учун

а <  a ( y ) <  P(y) <  b (17.9)

булсин.

Равшанки, ушбу

т
f Дх, у) dx

oku)

интеграл мавжуд, у узгарувчи (параметр) гз богли^дир:

т
F (У) =  J /(*> у) dx. (17.10)

a'ttO

Бу интеграл ушбу бобнинг 2-§ ида урганилган интегралга Караганда 
умумийрок. Хаки^атан дам, (17.9) да а  (у) =  a, f i(y )= b , (y£[c,d\) 
булганда (17.10) интеграл (17.1) куринишдаги интегралга айланади.

Ушбу параграфда f(x, у) хамда а  (у), р (у) функцияларнинг функ
ционал хоссаларига кура параметрга боглик

т

F(y) =  j f(x ,y)dx
а(У)

интегралнинг хоссаларини урганамиз.

17 .7-теорема . f(x, у) функция М  — { (х ,у )£Я г: х £[а ,  Ь\, у£  
£ [с, d]} тупламда узлуксиз, а  {у) ва (5 (у) функциялрнинг %ар бири 
[с, d\ да узлуксиз ва улар (17.9) шартни каноатлантирсин. У холда

т

Р(У) =  j f (х, у) dx
а(У)

функция хам [с, d] ораликда узлуксиз булади.
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И с б о т .  V  г/0 £ [с, d] нуктани олиб, унга шундай А у(А у^0) орт- 
тирма берайликкн, У<л + Ay £[с, d\ булсин. У  холда

Р ( у 0+ Д ( / )  Р (У о )

F (Уо +  АУ) —  F (Уо) =  1 f(x> Уп +  АУ) dx —  ! /  (х, у„) dx =
aU j^A y i а(Уа)

ЫУе)

=  ' «/о +  Аy ) ~ f  (х, y0)\dx -г
а(у»(

В (г / о + Д  у) а{у0+Ау)

+  j' f (X, г/о +  -^) dx —  j  f (х, у0 +  Ay) dx ( 1 7 . 1  j)
№0) аШ

булади. Бу тенгликнинг унг томонидаги кушилувчиларни бахолаймиз.

/ (х, у) функция М  тупламда узлуксиз, демак, Кантор теоремаси - 
га асосан, текис узлуксиз булади. У  холда Ау-*- 0 да f(x, у0 Ау) 
функция уз лимит функцияси f(x ,y 0) га текис якинлашади (каралсин, 
250-бег) ва 17.3-теоремага кура

Шу)

j,im n J lf(x, У о + b y )— f(x , y0)\dx =  

fHy<)
=  1 lim 1/ (x, y0 + Ay) — f(x, y0)[[dx =  0 (17.12)

a(y) Ay-̂ >0

булади.
(17.11) муносабатдап-Г

Р ( » о + Д & )  aly0+Ay)

f f (x, Уо +  by) dx, [ /  (x, y0 +  Ay) dx
P(ffo) “ (Vo)

интеграллар учун куйидаги бахогз эгамиз:

Шъ+Ау)

|' / (х, Уо +  Ay) dx S
P(i/o)

<ИУо+Ад)

j  fix , Уо +  Ay)dx
а(У*)

бунда M  =  sup ( I / (x, у) | ((x, y) £ M).
Шартга кура а  (у), р(г/) функцияларнинг хар бири lc, d] да узлук

сиз. Демак,

lim  \а(уо +  by) —  а (г/0)1 =  0,
Ау-^0

П то IP (Уо -г А у) —  р (//„)] =  0. (17.14)

Юкоридаги (17.12), (17.13) ва (17.14) муносабатларни эътиборга олиб,

(17.11) тенгликда Дг/->-0 да лимитга утсак, унда

lim [F(y0 +  Ay) — F(y0)J =  0
Д|/-»0

булиши келиб чи^ади. Демак, F (у) функция V  у0 £ [с, d\ да узлуксиз. 

Теорема исбот булди.
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17.8-теорема.  f(x, у) функция М  =  \(х, y)£R~: х£\а, ЭД, ;/£[с, d]} 
тупламда узлуксиз, f'y (х, у) хусусий хосилага эга ва у узлуксиз, а(у) 

Р  (У) функциялар эса а'(у), Р'(*/) хосилаларга эга хамда улар (17.9) 
шартни каноатлантирсин. У  холда

ш
F(y) =  ! f(x,y)dx-

я(у)

функция ]с\ d] ораликда F '(у) хосилага эга ва

IЧУ)
F' (у) =  \ /' {х, y)dx +  р'(г/) • / ( Р(У), У) —  а ’(у) • }{а{у), у) 

а(у)

булади.
И с б о т .  Ч у 0£\с, d] нуктани олиб, унга шундай А у(А у^О ) орт- 

тирма берайликки, у0 +  Ау £ [с, dj булсин.

(17.11)муносабатдан фойдаланиб куйидагини топамиз:

F (уп +  Ли) — F (г/p) С f (х, уо +  А у) — fix, уп) ^  . 1 С ..

Лу  J А у  А у  J ’ Л  '
«(Л) РШ

Щуо+А у)

+Д y)dx— j* f (x ,y0 +  Ay)dx. (17.15)

«(Уо)

}(х, Уо+ Лу) — f(x, г/0)
Дг/-> 0 да ---------

функция уз лимит функцияси f'y(x, у0) га [а, о] ораликда текис якин. 

лашади (к,аралсин, 250-бет). Унда

аЛ о  J  /(я,Уо + А̂ ~ /(зС,Уо) d x =  f fy(x,y0)dx (17.16)

булади.
Энди

а(Уо) о(у0)

Шо+АУ) а{у0+Ау)

Г / (х, Уо + А У) dx, Г / (х, г/0 +  Ду) dx
t o « )  “ (г/о)

интегралларга урта киймат хакидаги теоремани куллаб (каралсин,

1-кисм, 9-боб, 8-§), ушбу

$(Уо4- А:/)
J  /  (х, у о +  д у) dx =  /  (х\ уп +  Д у) [Р (г/0 +  А у) —  р (г/0)1,

(Ну в)
Щуе+Ау)

J /(*. У 0 +  А у) dx =  /(х", г/0 +  А у) [а(у0 +  Ау)~  а  (у0)]
а(уа)

тенгликларни з^осил кдламиз,- бунда х' нукта р(г/0)> Р (Уо +  А у) нукта- 
лар орасида, х" эса а  (у0), а(у0 +  А у) нуцталар орасида жойлашган. 

f(x, у) функциянинг М  тупламда узлуксизлигини, ос (у) ва ?>{у)
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функцияларнинг эса [г , d] ораликда хосилага эга булишини эътиборгэ 
олсак, у холда

Рй/„+лу)

Пт —  I /  (х, уп +  Ay) dx ; -- lim [/ (х', у0 +  А у) X 
лгу—>0 Ay J А-*0

Ыу*)

х  R'/o.+ Ау)-Р(у0) | =  ]jm ^ х ,' ^  +  д ̂  ]jm Р (Уо + Ay)- [ >(»,) =

А у  ! Д у - > о  Д у - . о  Д у

=  / ( Р Ы .  i/o) Р '(i/o).
а(Уо+Ьу)

lim —  Г f(x, у0 А у) dx =  lim
ду—«-о Ay .)

а(гл>)
“ (<'о+Ау) — « ( ( / о )

f{x", у0 +  Ду)х

X ^  =  l im / (л", г/й +  А//) • lim  ̂ о + Ду) -  <*Ы =
Ду ду->о ^  a.v- o Ду

=  / Ыу„), i/о) а '  (//о) (17.17)

эканлиги келиб чикади.

Юкоридаги (17.15) муносабатда, А у- ^0  да лимитга ути б, (17.16) 
ва (17.17) тенгликларни эътиборга олиб ушбуни топамиз:

Ptoo)

Й о  F{lJa+^ f ~ FJy~ =  |  КМ’ у№  +  f (Р (у0) • |У 0/о) -

аШ

—  / > ( У о ) .  Уо)-а'(Уо)-
Демак,

Pi.«o)

F''(Уо) =  j fy (х> У о) dx + f(?> (у0), у0) ■ р'(у0) —  / (а (у0), У0) • а '(у0).
<ВДо)

Модомики, г/0 нукта [с, d] ораликдаги ихтиёрий нукта экан, у хрлда
V  у € [с, d] учун " .

Р '(У) =  Р)' /*(*> */)dx + [ф  (у), у) ■ (У(у) —■ / (а  (у), у) • а ' (у)
«(!/>

булиши равшандир. Бу эса теоремани исботлайди.

Хусусан, а (у)г=« ,  р(у)=-6 булса, бу форму ладан 2-§ да келти

рилган (17.5) формула келиб чщади.

17 .9-георема .  fix, у) функция М ~  {(х, у ) ^ !^  \ х£\а, b] y£[c.d[} 
тупламда узлуксиз, а  (у) ва Р(у) функцияларнинг дар бири [c,d\ да 

узлуксиз ва улар (17.9) шартни ^аноатлантнрсин. У  хрлда F(y) функ

ция [с, d) да интегралланувчи булади.

Бу теоремани исботлашни укувчига давола киламиз.

4- §. П ар ам етр га  боглиц хосм ас интеграллар. И нтеграл нинг  
теки с яцинлаш иш и

Биз мэзкур курснинг 16-бобида хосмас интеграл (чегараси чексиз 

хосмас интеграл, чегараланмаган функциянинг хосмас интеграли) ту- 

т'/нчаси билан танишиб, уни ургандик. Ушбу бобнинг 2-§ ва 3-§ ла- 

рида параметрга боглик интеграллар баён этилди.
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Энди-, умумий хол — параметрга бог лиц хосмас интеграллар билан 

шугулланамиз.
1. П а р а м е т р г а  боглик ,  х о с м а с  и н т е г р а л  т у ш у н ч а с и .  
1°. f(x ,y )  функция М  =  {(х. y )£R 2:x£]a, + 00), y £ E c z R }  туп

ламда берилган. Сунг у узгарувчининг Е  тупламдан олинган хар бир 
тайин кийматида /(х,  у) х узгарувчининг функцияси сифатида [а, +  оо) 

оралиц буйича интегралланувчи, яъни 

+ 00
j /  (х, у) dx ( у £ Е с  R)

а

хосмас интеграл мавжуд ва чекли булсин. Бу интеграл у нинг к.ий- 
матига богликдир:

-{-00

№ =  J  f(x ,y)dx . (17.18)
а

(17.18) интеграл параметрга боглиц чегараси чексиз хосмас интеграл 
деб аталади.

/(х, у) функция М ' =  {(х, y )£ R 2:x £ ( — 00 , a] y £ E c z  R } (M " =  
=  {(*> y)(zR2 -х£(--  оо, -f оо), y £ E c :R } )  тупламда берилган ва у 
узгарувчининг Е  дан олинган хар бир тайин цийматида f{x,y)—х нинг 
функцияси сифатида (— оо, а\ ((— 0 0 , -f оо)) да интегралланувчи булсин. 
Бунда

а + оо
(' / (х, у) dx ( | f(x ,y)dx)

—’оо __'со

интеграл х4ам параметрга боглик, чегараси чексиз [хосмас интеграл деб 
аталади.

2°. /(х , у) функция -~= {(х, y )£R 2:x£ \а, b), у £ Е  cz R} тупламда 

берилган. Сунг у узгарувчининг Е  тупламдан олинган хар бир тайин 
кийматида /(х , у) ни х узгарувчининг функцияси сифатида каралганда 
унинг учун х =  Ъ махсус нукта булсин ва бу функция [а, Ь) ораликда 
интегралланувчи яъни,

/ (х, y)dx (у G Е a  R)
а

хосмас интеграл мавжуд булсин. Равшанки, бу интеграл у нинг кий- 
матига боглик:

Ш  =  Ь(*,У)й х, (17.19)
а

(17.19) интеграл параметрга боглиц, чегараланмаган функциянинг 
хосмас интеграли деб аталади.

f (х, у) функция /И, { х, у) £R2:х £ (а, Ь], у £Е  cz R] тупламда берил

ган ва у узгарувчининг Е  дан олинган хар бир тайин кийматида / (х,у)—х 
нинг функцияси сифатида каралганда, унинг учун х — а  махсус нукта 
булсин. Бу функция (а, Ь] да интегралланувчи булсин. У  хрлда

ь

h  (у) =  l7<X y)d*
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интеграл хам параметрга боглик чегараланмаган функциянинг хос
мас интеграли деб аталади.

3° Умумий хрлда, параметрга боглик чегараланмаган функциянинг 
чегараси чексиз хосмас интеграли тушунчаси хам юкоридагидек кири- 

т и лад и.
f (х, у) функция М 2 =  [ (х, tj) £ R2: х £ (с, -f оо), у £ Е  cz R  | туплам

да берилган. у узгарувчининг Е тупламдан олинган дар бир тайин 

кийматидз f(x, у) ни х узгарувчининг функцияси сифатида ^аралганда 
унинг учун х =  с махсус нукта булсин ва бу функция (с, -j- оо) ора
ликда интегралланувчи (каралсин: 16-боб, 9-§), яъни

+ 00 
I Дх, у) dx
С

чегараланмаган функциянинг чегараси чексиз хосмас интеграли мавжуд 

булсин. Бу интеграл у нинг цийматига богликдир:
-|- Оо

Ш =  J f(x ,y )dx  (17.20)
С

(17.20) интеграл параметрга боглик чегараланмаган функциянинг 
чегараси чексиз хосмас интеграли деб аталади.

Биз юкорида келтирилган (17.18), (17.19), (17.20) интегралларни 

параметрга боглик хосмас интеграллар деб кетаверамиз.

Масалан, 16-бобнинг 1-§.ида каралган

+°°

(а > 0 ,  а  >  0)

а

интеграл, шу бобнинг 5-§ да каралган

t e -  t o  < * > 0)
а а

интеграллар, 16-бобнинг 9-§ да каралган

-fOO
Г (а) =  \ xa~l e~udx

о
интеграллар параметрга богли^ хосмас интеграллардир.

Бу ерда дам асосий масалалардан бири— f(x, у) функциянинг функ
ционал хоссаларига кура, (17.18), (17.19) ва (17.20) параметрга боглии- 
хосмас интегралларнинг функционал хоссаларини урганишдир.

Биз куйида уларнинг турли хоссаларини, асосан,

I  (У) = +Г /(* . У)йх (17.18)
а

интеграл учун келтирамиз. Бу хоссалгрни
ь - f  оо

j /  (х, у) dx, J  f(x,y)dx
а с

каби хосмас интеграллар учун дам тегишлича баён этиш мумкин.
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Параметрга oofjiuk хосмас интегралларни урганишда интегралнинг 
текис яцинлашиши тушунчаси мухим роль уйнайди.

2. И н т е г р а л н и г  т е к и с  я ^ и н л а ш и ш и .  /(.*, у) функция М  =  
=  \(х, t j)£R 2:x£{a, +  оо), y £E czR ]  тупламда берилган. у узгарув
чининг Е  тупламдан олинган хар бир тайин кийматида f(x, у) х узга
рувчининг функцияси сифатида \а, ~  °°) да ингегралланувчи булсин.

Чегараси чексиз хосмас интеграл таърифига кура ихтиёрий [a, f] да 
(а <  / <  -f оо)

F ( t ,y )=  \f{x,y)dx (17.21)
а

интеграл мавжуд ва

I  (у) =  J fix, у) dx =  lim F(t, у). (17.22)
а f=°

Шундай килиб, (17.21) ва (17.22) интеграллар билан аникланган 
F (t, у) ва I  (у) функцияларга эга буламиз ва /  (у) функция F(t, у) 
функциянинг /-> +  оо даги лимит функцияси булади.

17.5-таър нф. Агар t-*- +  оо да F(t, у) функция уз лимиг функ
цияси I  (у) га Е  тупламда текис якинлашса, у хрлда

-1-00

1{у) =  J f(x ,y)dx
а

интеграл Е  тупламда текис якинлашувчи деб аталади.

17.6-таъриф. Агар t->- +  оо да F(t,y ) функция уз лимит функ
цияси 1(у) га Е  да нотекис якинлашса, у хрлда

- f  00

Ну) =  J Кх, У) dx
а

интеграл Е  тупламда нотекис якинлашувчи деб аталади.

Равшанки, f f(x, y)dx интеграл Е  тупламда текис якинлашувчи
а

булса, у шу тупламда якинлашувчи булади.

Шундай ^илиб,
- j-  СО

! /  (х, у) dx
а

интегралнинг Е тупламда текис якинлашувчи булиши куйидагини 

англатади:
+ 00

О )* /(*> y)dx хосмас интеграл у узгаРУвчннинг Е тупламдан
а

олинган хар бир тайин ^ийматида якинлашувчи,

2) Vв >  0 олинганда хам, шундай б =  6(e) >  0 топиладики, Y /  >

>  6 ва Y у £ Е  учун

-J-00
| j  / (дг, у) dx | <  8 

t
булади.
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f f(x ,y)dx  интеграл E тупламда якинлашувчи, аммо у шу туп-
а

ламда нотекис якинлашувчи дегани ^уйидагини англатади:

1) I f(x,y)dx  хосмас интеграл у узгарувчининг Е  тупламдан
С

олинган хар бир тайин цнйматида якинлашувчи.

2) V 6  >  0 олинганда х.ам, шундай е0 >  0, уа £ Е ва t{ >  б тенгсиз- 
ликни цаноатлантирувчи ^  £ [а, +  оо ) топиладики,

I i f(x, ya)dx\ > е „  
ti

булади.

М и с о л .  Ушбу

“Г
i(y) =  | ус~ху dx (у £ Е =  (0, +  оо))

'о

интегрални карайлик. Бу холда

t

F (t, у) =  |' уе~ху dx=\ — с~1у (0 ^  t <  — ос)

О

булиб, у узгарувчининг Е 0, +  оо) туллам.лан олинган хар бир тайин ^ийматида 

lim F (t. у) =  lim (1 — e~ty) =  1
i-.oo <->+°С

булади. Демак, берилган хосмас интеграл якинлашувчи ва

-т-
ЧУ) =1 i цё~ху dx =  1

О

булади.
Энди берилган интегрални текис я^инлашувчиликка текширамиз. 
у £ Е — (0, +  оо) булсин Ихтиёрий катта мусбат S сонни олайлик. Агар в0 =
1 ' 1  

=  — , t0 >  6 тенгсизликни цаноатлантирадиган ихтиёрий ва г/0 — —  деб олсак, 
3 'о

У >;олда

+33 _ i  1
I j УоС~хУо dx ] =  e~iay<s =  с >  —  =  е„

to
булади. Бу эса

-г  оо

„—ХУЩ  == j d*
о

интеграл £  =  (0 , оо) да нотекис якинлашувчи эканини билдиради.
Энди у £ Е' =  [с, оо) a  Е  булсин, бунда с — ихтиёрий мусбат сон. Унда

V Е > 0  олинганда хам ( 0 < е <  1) 6 =  —  In —  дейилса, x t > b  ва V у (; [с,
с е

+  оо ) учун

j уе~ху dx

1 , 1 —с - 1п - 
, Б Е
<  е

262



-L.CO

/(</) =  ' I ye-x«dx
О

интеграл Е ' [с, 4- оо ) да (с >  0) текис якинлашувчи.

Биз курднкки, параметрга боглик хосмас интеграл

/ ( У ) = Т  f(x ,y)dx  (17.18)
а

нинг Е  тупламда текис якинлашувчи булиши, t->- +  оо да F (t,y )  
функцияни лимит функция 1{у) га (у£Е) текис якинлашишидан иборат.

Ушбу бобнинг 1-§ ида у ->•(/„ да f(x, у) функциянинг лимит функ

ция ф(х) га текис якинлашишининг зарурий ва етарли шартинн ифода- 
ловчи 17.1-теоремани келтирдик. Бу теоремадан фойдаланиб, (17.18) 
интегралнинг текис якинлашувчи булишининг зарурий ва етарли шарти 
келтирилади.

f(x, у) функция М  =  ( (х, у) £ R2: х £ [о, +  оо ) у £ Е cz R  } тупламда 

берилган. у узгарувчининг Е  тупламдэн олинган хар бир тайин кнйма- 
тида f(x, у) — х узгарувчининг функциями сифатида [а, 4- оо) да интег
ралланувчи, яъни

-LOO

I  (У) =  I }(x,y)dx (17.18)
а

хосмас интеграл мавжуд булсин.

17.7-та ъ риф.  Агар V e > 0  олинганда дам, у га боглик булма- 
ган шундай б =  б (е) >  0 топилсакн, ?  >  б, t" >  б ни каноатлантирув- 

чи V t', t" ва Ч у £ Е  учун,

t"
I f f(x, y)dx | < 8  
t'

тенгсизлик бажарилса, у хрлда (17.18) хосмас интеграл Е  тупламда 
фундаментал интеграл деб аталади.

СО

17.10-т е о р  ем а (К о ш и те о р ем а с и). Ушбу /  (у) =  J"f(x,tj)dx
а

интегралнинг Е тупламда текис якинлашувчи булиши учун унинг 
Е тупламда фундаментал булиши зарур ва етарли.

Бу теорема назарий адамиятга эга. Ундан амалиётда фойдаланиш 
кийин.

^уйида биз интегралнинг текис якинлашувчилигини таъмпнлайди- 

ган, купинча дулланиладиган аломатларни келтлрамиз.

В е й е р ш т р а с с  а л о м а т и .  f(x ,y) функция М =  {(х, у) £ R 2: 
х£\а, +  оо), y £E aR \  тупламда берилган, у узгарувчининг Е туп- 

ламдан олинган хар бир тайин кийматида /(х , у) функция х узгарувчи
нинг функцияси сифатида [а, -f~ оо) да ингегралланувчи булсин. Агар 
шундай ф (х) функция (х £ [а, +  оо)) топилсаки,

1) Ч х£[а ,  +  оо) ва Y  у £ Е  учун |/(%, у) |<ф (х )  булса,

булади. Демак,

2G3



:

2) [ ф (х) dx хосмас интеграл якинлашувчи булса, у холда

а

I (У) =  f f (-V, //) dx
а

интеграл Е  тупламда текис якинлашувчи булади.
Т:с

И с б о т .  Шартга кура j cp (х) dx якинлашувчи. Унда 16-бобнинг

С

2-§ида келтирилган 16.4- теоремага асосан, V  е >  0 олинганда хам,
v

шундай 6 = 6  (е)>0 топиладики, V  *">6 , V  ^ "> 6  булганда j  ̂q>(x)dx\<

'е
<  £ булади. Иккинчи томондан, 1) шартдан фойдаланиб куйидагини 
топамиз:

r ,

. j f f (х, у) dx I <  f | / (.v, у) I dx <  f cp (x) dx (/' <  I"), 

r 'f ' r
Демак,

j (  f(x, y )dx l<& .

V
"jz

Бу эса | f (x, y) dx хосмас интегралнинг E  тупламда фундаментал эка-

а
~т от.

иини бнлдиради. Юкоридаги 17.10-теоремага асосан j f(x, tj) dx интег-

a
рал E тупламда текис якинлашувчи булади.

М и с о л. Ушбу

COS XI/
---;<
+ -I2

Г cos XI/
I -----; (dx) (у 6 Е =  (— о о , о о ))
J 1-1- X-
о

интегрални карайлик.

Агар <р (,v) функция сифатида ц>(х) =  :---- олинса, v ^олда
\-\-x2

1) V -V 6 [0. “г °°) ва “  У 6 (— ° ° » °°) учуй

cos ху
I / у) i

X*  |

*Т* с-: | рг ^  у

2) | ц. (х) dx =  ! — ;—  интеграл якинлашувчи (царалсин, 10- боб, 1-§) була- 
0 о J  т  х2

дк. Демак, Вейерштрасс аломатига кура берилган интеграл Е =  (— ос., +  оо) да 
текис якинлашувчи булади.

Интегралнинг текис якинлашувчилигинн ашщлашда цул келадиган 

аломатлардан—-Абель ва /Дирихле аломагларини исботсиз келтирамиз.
А б е л ь  а л о м а т и .  f (х, у) ва g (х, у) функциялар М =  {(х, у) £ R2: 

х £ [а, -г оо), у £ Е a  R} тупламда берилган. у узгарувчининг Е туп-
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ламдан олинган хар бир тайин к.ийматида g  (х, у) функция х  нинг 
функцияси сифатида [а, 4- оо) да монотон функция булсин.

Агар

i ‘ f ( х >  у) d X
а

интеграл Е  тупламда текис якинлашувчи ва -у (х. У) € М  учун 

I g (А'- У) i <  с (с ~  const)
булса,

± 1»
f f(x, у) ■ g(x, y) dx

а

интеграл Е  да текис якинлашувчи булади.

М и с о л .  Ушбу
“Ь" С

О

интегрални карайлик. Агар

sin х

Г sin х
е~хи dx (у 6 /Г — [0, +  ос))

—ху/ (дг, у) =  ---- , g (дг, у) =  е
X

-1-эз

деб олинса, Абель аломати шартлари бажарилади. Дакикатан хам, j / (я, у) dx те-
o'

кис якинлашувчи:

Т.0: ^.°° sin х . -я
)■ f ( x , y ) d x =  I ----
0 о х z

(10-боб, 2-§ ва 17-боб, 8-§), g (х, у) ~  е~хи эса у нинг £  =  [0, +  оо) дан олин- 
ггн хар бир тайин цийматида к нинг камаювчи функцияси ва V *  6 [О, -j- оо),

V у d Е =  [0, -+ оо) учун | g (х, у) | =  е~'ху ^  1 булади. Демак, берилган интеграл 
Абель алсматига кура Е =  [О, -j- оо) да текис якинлашувчи.

Д и р и х л е  а л о м а т и .  / (х, у) ва g(x, у) функциялар М  тупламда 

берилган. Агар Y  t >  а  хамда Y  У 6 Е  учун 

t

j j" / (х, у) dx | <  с (с =  const) 

а

булса ва у узгарувчининг Е  дан олинган хар бир тайин цийматида, 

х-*- +  оо да g (х, у) функция уз лимит функцияси ф (г/) =  0 га текис 

якннлашса, у хрлда

\ / (х, у) g (х, у) dx
а

интеграл Е  да текис якинлашувчи булади.

М и с о л .  Ушбу

s in  .V и
I ■---- dx ( { / € £ =  [1, 2 ])

и х
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/  (-*, у) =  s in  л у , g  (х , у )  =  —
X

дейилса, унда у t >  О, V У d[  1, 2] учун

t t

| j / (*> У) dx I =  | I sin x у  d x
0 b

1
булади. x->- -f- оо да g  (x , у )  =  — функция E  тупламда полга текис якинлашади:

1
В (х, у) =-■=---*- 0 .

.V

Демак, берилган интеграл Дирихле алэмати га кура £  =  [1, 2 ] да текис якинлашув- 
чидир.

Чегараланмаган функция хосмас интегралининг текис (нотекис) 
ядинлашувчилиги тушунчаси х>ам юдоридагидек киритилади.

/ (х, у) функция М j =  {(%, у) £ R- :х £ [а, Ь), у £ Е cz R} тупламда 

берилган. у узгарувчининг Е  дан олинган хар бир тайин кийматида 
/ (х, у) ни х узгарувчининг функцияси сифатида каралганда унинг учун 

х =  b махсус нудта булсин ва бу функция [а, Ь) да интегралланувчи 
булсин. Чегараланмаган функция хосмас интеграли таърифига кура 

ихтиёрий [a, t\ да (а <  t <  Ь)

t

Fi ( t ,y ) =  \f(x,y)dx
a

интеграл мавжуд ва

h(y )  =  \f(x, У) dx =  lim  F , (t, y) (17.23)
t-+b—0

a

булади. Демак, 1г (у) функция F, (t, у) функциянинг /->Ь —  0 даги 

лимит функцияси.
17.8-таъриф.  Агар t-+b — 0 да ^  (t, у) функция уз лимит функ

цияси (у) га Е  тупламда текис якинлашса, у долда

ь

f /  (х, У) dx
а

интеграл Е  тупламда текис якинлашувчи деб аталади.

17.9-таъриф.  Агар /->& —  0 да ~FX (t, у) функция уз лимит функ

цияси (у) га Е  тупламда нотекис ядинлашса, у хрлда

ь

С / (X, у) dx
а

интеграл Е  тупламда нотекис якинлашувчи деб аталади.
Бу таърифларни «е —  б» оркали баён этишни укувчига хавола эта- 

миз.

интегрални ^арайлик. Агар

266

cos t
<  2



17.10-таъриф.  Агар у е >  0 олинганда хам, шундай 6 =  б ( е ) > 0  

топилсаки, Ъ —  8 <  t' <  b, b — б <  f ' 6 булган у t', t"  лар ва 
У  у £ Е  учун

|  ̂/ (х, у) dx | <  е

г
тенгсизлик бажарилса, у хрлда (17.23) интеграл Е  тупламда фунда
мент интеграл деб аталади.

ь

17.11-теорема.  | / (х, у) dx интегралнинг Е  тупламда текис

а
якинлашувчи булиши учун унинг Е тупламда фундаментал булиши 
зарур ва етарли.

5- §. П а р ам етр га  б о гл и к хосм ас интегралларда интеграл белгиси  
остида лимитга утиш

1. / (х, у) функция м =  {(х, у) £ R 2: х £  [а, +  о о ) , у £ с :  R} туп

ламда берилган. у0 нукта Е тупламнинг лимит ну^таси булсин.
17.12-теорема,  f (х) функция
1) у узгарувчининг Е дан олинган хар бир тайин кийматида х 

узгарувчининг функцияси сифатида [а, +  о о )  да узлуксиз,
2) У - ^ У о да ихтиёрий [a, t\ [а <  /  <  о о ) ораликда ц> (х) лимит 

функцияга текис якинлашувчи булсин.
Агарда

I (У) =  ~\ f (х, У) dx
а

интеграл Е тупламда текис якинлашувчи булса, у холда у~^~у0 да 
I  (у) функция лимитга эга ва

_5_ _J_
(С О  Т  ОС

lim  I (у) =  l im Г / (х, у) dx =  Г ф (х) dx (17.24)
У-*Уо У~*Уо *} Jа. а

булади.
И с б о т .  Теореманинг 1) ва 2) шартлари хамда ушбу бобнинг 1-§ 

идаги 17.2-теоремадан ф(х) лимит функциянинг [а, +  оо) да узлук
сиз булиши келиб чикади. Демак, ф (х) функция хар бир чекли [a, t\ 
(а<С ^ <  +  °°) ораликда интегралланувчи.

Ф(х) ни [а, + оо) да интегралланувчи эканлигини курсатайлик. 

Теореманинг шартига кура
“Ьэо

I  (У) =  / (х, у) dx
а

интеграл Е  да текис якинлашувчи. Унда 17.10-теоремага асосан, 

У  е > 0  олинганда ^ам, шундай 6 = 8 ( е ) > 0  топиладики, f  >  б, / " >  б 
булган у f ,  t" лар ва у у £ Е  учун

с

\ U ( x , y ) d x \ < e  (17.25)
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булади. / (х, у) функцияга куйилган шартлар 2-§ да келтирилган 17.3- 
теорема шартларининг бажарилишини таъмннлайди. (17.25) тенгликда 
у —v у0 да лимитга утиб куйидагинн топамиз:

t"

j \ ср (л-) dx I <  е. 

v

Бундан эса ф (х) нинг [а, +  °°) да интегралланувчи булиши келиб чи- 
кади (16-боб, 2-§).

Энди
оо “Т- оо

j j  / (х, у) dx — \ ф (х) dx |

а а

айирмани ^уйидагича ёзиб,

+  со  " Г  с о  \ \ п х

j f / (х, у) dx —  j  ф (х) dx ] =  I j  [/ (х, у) — ф (х)1 dx -f [ / (х, у) dx —

a a a t

—  j* ф (х) dx | <  | j /' (х, у) —- ф (х) j dx+ j j /  ([х, y)dx\-r

i a i

+  |~pP (x) d x \ {a< t+  ос) (17.26)

t.

тенгсизликнинг унг томонидаги хар бир кушилувчини бахрлаймиз.
~ЬсО

 ̂ f (х> У) dx интеграл Е да текис якинлашувчи. Демак, ¥  е > 0

а
олинганда хам шундай 8Х =  (<;) >  0 топиладики, барча t >  ва

Y  У € Е  учун

8
l i '  /(X, tj)dx\ <-  (17.27)

t

булади.
+ 00
j  ф (х) dx хосмас интеграл якинлашувчи. Демак, юкоридаги Y  е >

а
>  0 олинганда хам шундай 6, — <52 (е) >  0 топиладики, барча t >  52 

учун

I f°°q>(x)dx | <  f  (17.28)

t 3
булади.

Агар б0 =  max {бх, ё2} деб олкнса, барчэ ? > 6 0 учун (17.27) ва 

(17.28) тенгсизликлар бир йула бажарилади. у ->• уп да f (х, у) функ

ция ф (х) лимит функцияга х.ар бмр [a, t] (жумладан t >  S„) да текис 

якинлашувчи. Демак, Y s > 0  олинганда хам, шундай б' >  0 топи

ладики, | у—у о I < f i '  тенгсизликни цаноатлантирувчи у £ Е  ва Y  x £{a,t] 

( а <  t <  +  0°) учун

I /  (*, У) —  Ф W  I <  — г--  (17.29)
о (г1—0J
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булади. Натижада (17.26), (17.27) (17.28) ва (17.29) тенгсизликларга 
кура

Ч "э с  T o o

j j  / (х , У) dx —  С ф (х) dx J <  е
а а

булади. Бу эса
+ +эс

lim  Г f(x ,y )dx  =  Г ф (х) dx (17.30)
у^у„ j  J

булишини билдиради. Теорема исбот булди.

(17.30) лимит муносабатни куйидагича хам ёзиш мумкин:

"Ь Оо + 0 0

lim  f f (х, у) dx =  С Г lim  f (х, у) 1 dx.
у ^ - уо  £  £  I. у - * уч J

Бу эса 17.12-теореманинг шартлари бажарил ганда параметрга боглиц 
хосмас интегралларда дам интеграл белгиси остида лимитга утиш мум- 
кинлигини курсатади.

2. f (х, у) функция М 1 =  {{х, у) £ R2: х £ [а, Ь), у £ Е  с :  /?} туп

ламда берилган, у0 нукта Е .тупламнинг лимит ну^таси булсин. Шу- 
нингдек, у узгарувчининг Е  дан олинган хар бир тайин кийматида 

f (х, у) ни х узгарувчининг функцияси сифатида ^аралганда унинг учун 
х =  b махсус ну^та булсин.

17.13-т е о р  ем a. f  (х, у) функция
1) у узгарувчининг Е дан олинган хар бир тайин щйматида х 

узгарувчининг функцияси сифатида [а, Ь) да узлуксиз,
2) У~^-Уо да ихтиёрий [а, I) (а <  / <С Ь) ораликда ф (х) лимит 

функцияга текис якинлашувчи булсин.
Агар

ь

Л (у) =  j  / (х- У) dx
а

интеграл Е тупламда текис якинлашувчи булса, у холда у->- у0 да 
1Х (у) функция лимитга эга ва

ь ь ь

lim  1У (у) =  lim  Г f (х, у) dy =  ( [l im f (х, y j]dx=  Гф (х) dx
У-*Уо У -> У в  J  -а  I У~*Уа ' -

булади.

6- §. П а р ам етр га  б о гл и к хосм ас интегралларнинг пар ам етр  
буйича узлуксизлиги

1. f{x, у) функция М  =  {{х, у) £ R2: х £ [а, +  о о ) , у £ [с, d)} туп
ламда берилган.

17.14-те о р е м а .  f  (х, у) функция М  тупламда узлуксиз ва

+ 00

1 (у) =  j  f (х, у) dx
а
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интеграл [с, d] да текис якинлашувчи булсин. У хрлда I  (у) функ
ция [с, d] ораликда узлуксиз булади.

И с б о т .  f (х, у) функциянинг М  тупламда узлуксизлигидан, аввало 
бу функция у узгарувчининг хар бир тайин ^ийматида х нинг узлук
сиз функцияси булиши келиб чикади. Шу билан бирга / (х, у) функ

ция M t =  {(х, у )£  R2: х £ [a, t\, у £ [с, d\} (а <  t<C +  °°) тупламда 

х,гм узлуксиз, демак, шу тупламда текис узлуксиз булади.

V  Уо € Iе’ d] нуктани олайлик. у^~ у0 да f (х, у) функция f (х, у0) 
лимит функцияга [a, if] да текис я^инлашади (каралсин, 250-бет). Агар 
теореманинг иккинчи шартини эъти'юрга олсак, у хрлда / (х, у) функ
ция 17.12-теореманинг барча шартларини бажаришини курамиз. У  хрл

да 17.12-теоремага асосан

"{ "со  "Г- ОО

lim  I  (у) — lim  f f(x, у) dx == f [lim / (x, у) ] dx —
У~*Уч У-+УС -a £  i y—>i/o J

-Гес

=  i’ /  (x, £/o) dx '= /  (tin)
a

булади. Бу эса I  (у) функциянинг [с, d | ораликда узлуксиз эканини 

билдиради. Теорема исбот булди.

2. / (х, у) функция М 2 =  {(*> У) £ R2 '■ х £ [а, Ь), у £ [с, d}} туп
ламда берилган. у узгарувчининг [с, d\ орэлнкдан олинган х;ар бир 
тайин кийматида / (х, у) ни х узгарувчининг функцияси сифатида ка
ралганда унинг учун х =  Ь махсус нукта булсин.

17.15-т е о р е м а. / (х, у) функция ,Mt туаламда узлуксиз ва

ь

h  (У) =  / {х, у) dx
а

интеграл [с, d] да текис якинлашувчи булсин. У  холда 1г (у) функ
ция [с, d\ ораликда узлуксиз булади.

7- §. П а р ам етр га  б о гл и к  хосм ас интегралларни пар ам етр  буйича
диф ф еренциаллаш

1. f{x, у) функция М  =  {(х, у) (: R2: х £ [а, +  *>), у £ [с, d]} туп

ламда берилган.
17.16-т е о р е м  a. f (х, у) функция М тупламда узлуксиз, f y (x, у) 

хусусий хосилага эга ва у %ам узлуксиз хамда у узгарувчининг [с, d ] 
дан олинган хар бир тайин кийматида

-Ь ос

I  (у) =  \ / (*> У) dx
а

интеграл якинлашувчи булсин.
"t00

Агар Г /у (х, у) dx интеграл [с, d] да текис якинлашувчи булса,
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у %олда / (у) функция хам [с, d] ораликда Г  (у) хвсилага эга була
ди ва

+  оо

/' (У) =  j  f'u {x,y)dx  (17.31)
а

муносабат уринлидир.
И с б о т .  V  У о б к , d] нуктани олиб, унга шундай Ау (Ау ^  0) 

орттирма берайликки, у0 +  Ау £ [с, d\ булсин.
I  (у) функциянинг у„ нуктадаги орттирмасини олиб, ушбу

I  (1/0 +  Ау) —  / (i/o) _  С f (х ,у„ +  А у)— j {х, у)

А у J  А у
а

тенгликни хосил ^иламиз. Энди (17.32) тенгликдаги интегралда Аг/->0 

да интеграл белгиси остида лимитга утиш мумкинлигини курсатамиз. 
Лагранж теоремасига кура

/ ( « . » . +а » ) _  f  (д._ Уо-+  в .ду) ( 1 7 .3 3 )
Ау

булади, бунда 0 <  0 <  1.

Шартга кура [у (х, у) функция M t =  {(х, у) € R2: х £ [a, t\ у £ [с, d]} 

( а < / <  +  о о )  тупламда узлуксиз, демак, текис узлуксиз. У  долда

Y  s >  0 олинганда хам, шундай 6 =  б (е) >  0 топиладики, | х" —  х' | <
<  б, | у” —  у' | < б  тенгсизликларни каноатлантирувчи ихтиёрий (х\ 
у') £ М (, (х”, у") £ M t нукталар учун

I f'y (х", у") —  f'y (х\ у') | <  8

булади. Агар х' =  х” =  х, у' =  у0 u " — y0 +  Ay-Q дейилса, унда 
\<у\ Ь булганда

l f y (x, Уо +е-Ду) —  fy (х, у0)| < е  (Y  [а, ф

булади. Юкоридаги (17.33) тенгликдан фойдаланиб куйидагини топа
миз:

f (*, Уо +  Ay) — f (х, у0)

Ау

f (х, у » - г  А  у) —  f (х, г/0) 
А у

цияга текис якинлашишини билдиради 
Теореманинг шартига кура

fa —  {X, Уо) < 8 .
Г ' A /"v / [X, IJn-- <\у) -- / Л', и0) , С' /  Ч

Бу эса Ау-^0  да --- 1--- ---------—  функция fy{x, у0) лимиг функ-

ТОО

'I L  (х, у) dx
У 

а

текис якинлашувчи. Демак, V  е >  0 олинганда хам, шундай б =  

=  б (е) >  0 топиладики, >  t’ б, Г' >  б булган t\ t" ва у  У £ [с. 

учун
г"

I i' f  (х, у) dx I <  е
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булади. Жумладан

t"

I J  f 'y  (-'•> У о +  Ai)  ■ 0) dx  f <  e

булади. (17.33) тенгликка асосан 

t”
f (x, y 0 -4- Ay) —  f (x, t!0) 

Ay
dx < e

булади. Бу эса

*T с

I
/  ( х ,  г/о +  А г / )  — / (х, уп) 

±У
dx

иитегралнинг текис якинлашувчилипщи билдиради.
Натижада 17.12-теоремага кура

ljm У о + ~  f (-v' ^  (' "Г | jm 1 (х’ 'л  + Ау) ~  /- (х’ Уо)
Д(/-»о J  А и .1 д«->() А;/А</

тенглик уринли булади.
Юкоридаги (17.32) тенгликда \у->■ 0 да лимитга утамиз:

Демак,

“1“ О
, .  / ( i / 0 - f A y ) — /  (х /о ) , •
lim  - — —----— =  lim

Д у -+ 0  А  г/ Д ? /^ 0  '

/  r . f ,  !/(, 4 -  A y )  —  f (X, г /о )

Д</
dx

lim
Д1/—.-о

/  (.у , у 0 4 -  А  у )  —  /  ( . г ,  / / 0) 

А у

: UC

d j c = j  Гу (х> Уо) f a 

s' (у в) =  f /1 (*» У о) dx-

dx

Т еорема исбот булди.

(17.31) муносабатни куйидагича хам ёзиш мумкин:

"Т со 

d i*
\ f (х, у) dx =  j

dtj J J

d/ (*, !/) 

дц
dx.

Бу эса теорема шартларида дифференциаллаш амалини интеграл белги- 

си остига утказиш мумкинлигини курсатгди.
2. f{x, у) функция М г =  {(х, у) £ R2: х £  [а, Ъ), у £ [с, d}} туп

ламда берилган. у узгарувчининг lc, d\ дзн олинган хар бир тайин 
кийматида f {х, у) нк х узгарувчининг функцияси сифатида каралганда 

унинг учун х ■— Ь махсус нукта булсин.
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17.17-т е о р ем a. f(x, у) функция тупламда узлуксиз, f'(x, у) 

хусусий хосилага эга ва у хам узлуксиз хамда у узгарувчининг [с, cl[ 
дан олинган х1ар бир тайин кийматида

Ь
h(y)=\ f(x, у) dx

'а

интеграл якинлашувчи булсин.
Агар

ь

j  Гу(х, y)dx
а

интеграл ]с, d] да текис якинлашувчи булса, у холда 1г (у) функция 
Хам [с, d] оралщда /](у) хосилага эга булади ва

ь
(У)= \ fy(x> y)dx

а

муносабат уринлидир.

8 - §. П ар ам етр га  б о гл и к хосм ас интегралларни п ар ам етр  буйича  
интеграллиш

1. f(x, у) функция М  =  {(%, y )£R 2: х£\а, +  оо), [с, d]j туп- 
ламла берилган.

17.18-те о р е м  а. Агар f(x ,y) функция М тупламда узлуксиз ва

4-со

А у ) =  \f{x,y)dx
а

интеграл I/:, d] оралщда текис якинлашувчи булса, у %с-лда I  (у) 
функция [с, d\ да интегралланувчи ва

d d -f-oc -j- со d
J' I  (у) dy =  I [ j /  (x, y) dx] dy =  j' [ j  / (x, y) dy] dx
с с 'а а с

булади.
И с б о т .  Теореманинг шартларидан I(у) функциянинг [с, d] ора

ликда узлуксиз булиши келиб чикади (каралсин, 17.4-теорема) Демак5
1 (у) функция [c, d] да интегралланувчи.

Энди
il -}- 00 -|-СО $

(' [ j’ /  (*. У) dx | dy =  j' [ J  f(x, у) dy \dx
a a a с

тенгликнинг уринли булишини курсатамиз.

Шартга кура

I’ fix, y)dx
а
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интеграл [с, d] да текис якинлашувчи. Демак, Ve >  0 олинган хам 
шундай б =  6(e) >  0 топиладики, Y t^>  6 ва \f-y£[c, d\ учун

_|~ OD

| | f(x,y)dx\<e  (17.34)
t

булади. Мана шундай t буйича

d + ое  й t d +ос

f [ f f (.x, у) dx] dy =  j' [ | fix, y) dx] dy +  J  [ J / (дг, у) dx] dy.
с а с a с t

17.6-теоремага асосан

d t i d  
\ [ j' f ix, у dx dy =  |' [ j' f (x, y) dy] dx

с a a с

булади. Натижада

d t d d + 0 °

I l(y)dy =  I' [ I' f ix, y) dy] dx +  j' [ I /  (x, y) dx] dy
с а с с t

булади. Юкоридаги (17.34) муносабатни эътиборга олиб цуйидагини 
топамиз:

d t d d +oo

| j' Чу) dy —  I" [ I  f ix, y)dy] dx I <  j I \ f {x, y)dx | dy <. в (d — c).
b а с с t

Бу эса

d t d + o o  a

f I(y)dy  =  lim  f [ \f{x, y)dy]dx =  j  [ \ f(x, y)dy]dx
c а с а с

эканини билдиради. Демак,
d. -[-G o  -j -  со d

I' [ j  fix, y) dx\dy =  f [ [f{x, y) dy ] dx.
с  a  a с

Теорема исбот булди.
Энди f(x, у) функция М 2 =  {{х, y )£R 2'.x£ [а, +  оо), у £ [с, +  оо)) 

тупламда берилган булсин.
17.19-т е о  рема.  f(x, у) функция М» тупламда узлуксиз ва

Л-ОС 4-00

J f(x, у) dx, \ f ix, у) dy
а с

интеграллар мос равишда [с, +  оо] ва \а, +  оо ] да текис ящнла- 
шувчи булсин.

Агар
4 -О С  -fO O  4 -О С  - f o e

С [ f | f (х, у) | dx] dy {ёки j" [ \ ) f(x, у) \ dy] dx,
с а а с

интеграл якинлашувчи булса, у холда
4 - 0 0  4 -  0 0  4 - 0 0  4 - 0 0

I [ I f{x,y)dy\dx, \ [ \ f{x,y)dx\ dy
о с  с а
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интеграллар яцинлашувчи ва
4 .О О  4 - 0 0  -Л -со -J-C0

J [ I  f (x ,y )d x )d y =  I [ { / (х, у) dy] dx
с а а с

булади.
Бу теореманинг исботини у  к ,  у  в ч  и  г а  хавола киламиз.

2. f(x, у) функция M-l {(x, y )£ R 2 :х £  \а, b], у£[с, d}\ тупламда 
берилган. у нинг ]с, d] дан олинган дар бир тайин ^ийматида f (х, у) 
ни х узгарувчининг функцияси сифатида кара л ганда унинг учун х = о  
махсус ну^та булсин.

17.20-т е о р е м  a. f(x, у) функция М± тупламда fузлуксиз еа

ь
Ш  =  \ f{x, у) dx

а

интеграл [с, d\ ораликда текис якинлашувчи булса, у холда 1Х (у) 
функция [с, d\ да интегралланувчи ва

d d b о d

j' A  (у) dy =  ( [ j f (x, y)dx}dy I' | j' / (x, y)dy] dx
с с а а с

булади.

M и с о л л ар . 1. Ушбу

J - 0 0

' J 1 т *
о

интегрални карайлик. У  чегараланмаган функциянинг (а <  1 да х — 0 махсус ну^- 
та) чегараси чексиз хосмас интеграли булиб, а параметрга бс№ли^дир:

-{-00

<а~~1
1(a) =  т-—  dx.

J 1 -{- X 
о

Бу интегрални куйидаги икки цнсмга ажратиб,

_foo 1 4-
С уа~{ С уа~1Г  Ya — I (• а — \ р  а — 1

/(<*)= I ^-— dx-г ± — dx =  I1(a) + It (a)
• i j X ,J i j X J  1 “y- X
0 0 i

уларнинг j^ap бирини алохида-алохида яцинлашувчиликка текширамиз.
0 < л : ; < 11 да куйидаги

^ 1 + X
1

тенгсизликлар уринли ва j ха~ 1 dx интеграл а >  0 да якинлашувчи, а ^  0 да узо^-
0

лашувчи (^аралсин, 16-боб, 5-§). 16-бобнинг 6-§ ида келтирилган 16.8-теоремага кура



интеграл а  .■> О да я к т л а ш у т а  а ^ О  да у з о клтиу вчи  булава,  I да ^уйетдагк

1 а— I

2 1 +х-
“Ь 00

тенгсизликлар уринли ва f ха~ 2 Л  интеграл а <  1 да якинлашувчи, а  ^  1 да

узок;лашувчн (каралсин, 16-боб, 1- § ) . 16-бобнинг 2- §  ида келтирилган 16.2-теорема- 
га  кура

/= ( « )=  J + *1

интеграл а  <  1 да якинлашувчи, a  1 да узоклашувчи булади. Шундай килиб, бе
рилган

1(a) =  Г  f ^ d x  
J 1 ~~г х
о

интегралнинг 0 < а <  1 д а  якинлашувчи булишини топамиз.
Энди / (а) интегрални хисоблаймиз.
Равшанки, 0 <  х <  1 да

00
*— ■ =  ( — l)fe xa+k~ l
I +  * JmU < )*=0

булиб, бу цатор [a0, ba] (О < я 0 ^ д : ^ 60 <  1) да текис якинлашувчи булади .
(*) даражали ^аторнинг ^исмий й и ри н д и с и

S„ W = 2  (~ 1)fe x“+k_1 = / ~1'I(1| ^ 7 JC~1k=0

булади. Агар Y n d N  ва У * 6 (0. 1) учун

^  [ 1 - ( - * ) «  |< х „_1
1 +  л:

тенгсизликнинг уринли булишини хамда

1
jV - 'd x  (0 <  а с  1)
V'

интегралнинг я^инлашувчилигиии эътиборга олсак, унда Вейерштрасс аломатига кура
1

интеграл  ̂ Sn (х) dx [п — 1, 2, 3 . . . )  текис якинлашувчи булади. 17.13-теорема- 
о

га  кура
! I

i ! ni j Sn (х) dx — \ [ 1 i m S n (x) j dx, 
b () n—=°
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О fe=\)

яъни

1 -~1 
d x ~  f  Г lim  V !(  -  1 )* xa+k~

J  L n->x> Лшш0 fe=o
dx

f
V ------- dxi  i + *

булади. Б у теигликдан куйидагини топамиз;

Демак,

Агар

1 п — 1 1

/ i ( o ) = J  у Ц —  dx = H im  j (  — i)*fx n+*_1 c/xj =  
0 *=0 0

00 1

S f к x a+ k - 1 d x

k=0 0

00

jm A a + k '
*=0

i J  a +  k k~0

h  (a>

J-'JU
f
J  1 +  -t

dx

интегралда x =  - j~  алмаштиришни бажарсак, у  холда

1 t - a

12 (a) =  J 1 + t d t  =  J  1 + 2“ 

b о
булади. Юкоридаги йул билан

00

у  н о !
ct —  k

k=l

dt

булишини топамиз. Демак,

1  (a) =  /х (о) +  1 г (о)  =

булади.
Агар

у  Y  i z l l *  = i +  ■V  (_D* f j - + -L _ \
2 U a - r k  ^ J a - k  a  2 *  ) U  +  A +  a - * /  
fc=0  &=0 fc=l

b=i
a  - j - £ a  — £/ sin  a  я

(0 <  a <  1)
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булишини (каралснн, 2 1 -боб, 4 -§ )  эътиборга олсак, унда
я

1 (a)
sm  а  тх

эканлиги келиб чикади. Д емак,
-1-00

' Г  Х а ~ { 7Г
\ ^ ------ d x =  — —  (0 <  а  <  I).

J  I -г- х sin  а я
о

2, Ушбу
4-аэ

/=  | IB JL dx~  Г sin ■
J л:д:
о

интегрални карайлик. Б у хосмас ингегралининг якинлашувчи булиши 16-бэбнинг 
2- § ида куррсатилган эдк. Энди берилган интегрални хисоблаймиз. Бунинг учун 
цуйидаги

4 - с о

- a y  S i n x dx/(а) = j*
О

параметрга боглик хосмас интегрални караймиз.
Равшанки,

„„ sin х
f (х, а) =  е~а х -------- (f (О, а) =  1)

х
функция

{(х, а) £/?s :x  6 [О, + ° ° ) ,  о б  [ 0, с]} ( с > 0)
тупламда узлуксиз,

f'a (х, а) =  — ё~ах sin *

хусусий ^осилага эга ва у  хам узлуксиз функция. Куйидаги 
-foC +00

j  Sa (x, a)dx =  — j" в ax sin xdx
0 0 

интеграл эса a ^ a 0 (a0 >  0) да текис якинлашувчи. 17 .16-теоремага кура 
4-оо , -j-oc

/ '(а )=  ^  ̂е~ах )  d x = — 1 e~ax s in dx =  — '
1 +a*

о " о
булади (каралсин, 1-кисм, 8- боб, 2 -§ ) . Демак,

1(a) =  — arctg а  4 - С.

— я  яа  =  -j- оо булганда, / ( -} -< * )  =  булиб, — +  С =  0 яъни С =  —  булади. Де-

мак,
я

1 (а) =  —----- arctg с>,

Б у тенгликда а->- 0 да лимитга утиб куйидагини топамиз:

lim  1 {а)=
11-+ £
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-j- оо

0
булади.

9 - §. Бета ф ункц ия  (I тур  Э йлер интеграли) ва унинг хоссалари

Биз 16-бобнинг 9- § ида ушбу
1
j V - 1 (l — x f~ ] dx (17.35)
о

хосмас интегрални караднк.
Интеграл остидаги функция учун
1) я <  1, b 1 булганда % =  0 махсус ну^та,
2) а >  1, 1 булганда .г =  1 махсус нукта,
3) а <  1. b <  1 булганда х =  0 ва х =  1 нукталар махсус нуцта- 

лар булади.
Бинобарин, (17.35) чегараланмаган функциянинг хосмас ннтеграли- 

дир. Демак, (17.35) интеграл-— параметрга богли^ хосмас интеграл- 
дир. Уша ерда (17.35) хосмас интегралнинг а >  О, 6 >  0 да, яъни

М [= {(a, b)£R2:a £ (0, +  оо), Ь£(0, +  оо)}

тупламда якинлашувчи булиши курсагилди.
1 7 .1 1 -таъ р и ф . (17.35) интеграл бета функция ёки I т у р  Эйлер 

интеграли деб аталади ва В (а, Ь) каби белгиланади, демак
1

В (а, Ъ) =  f х0- 1 (1 — x f - 1 dx (а >  О, b >  0).
о

Шундай килиб В (а,Ь ) функция R2 фазодаги 'М =  {(a, b) £ R2 :а  £(0, 
+  оо), Ь£(0, +  оо)) тупламда берилгандир.

Энди В (а, Ь) функциянинг хоссаларини урганайлик.
1°. (17.35) интеграл

1
b) =  I ха~х (1 — x f - 1 dx 

о
ихтиёрий М 0 =  {{х, b)^R2 :a£  [а0, +  оо), b£[b0, +  со)) а0 >  0, &0> 0) 
тупламда текис якинлашувчи булади.

И с б о т .  Берилган интегрални текис якинлашувчилккка текшириш 
учун уни куйидагича

1 1 1.1 1/2 . 1
| ха (1 — л) dx =  \ ха ( 1 — х) ~ dx -f- )'■ х° ( 1 — х) dx
О 0 1/2

ёзиб оламиз.

Шундай ^нлнб, /(0) =  — , яъни
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Равшанки, а > 0  булганда i ха dx интеграл якинлашувчи, Ь̂ >>
о

булганда Г (1 — х)ь~х dx интеграл якинлашувчи.

1/2 -1

€ (0 , -

Параметр а нинг а >  а0(а0 >  0) кийматлари ва -уЧ» >  О, Y *  £ 
учун

xa~l 1 — x f / s_1 (1 -  x f~ l <  2xa°~l 
булади. Вейерштрасс аломатидан фойдаланиб

lf  xa~l 1 — x f - 1 dx 
о

интегралнинг текис якинлашувчилигини топамиз.
Шукингдек, параметр b нннг b >  Ь0 (Ь0 >  0) кийматлари ва

V х 6 у -  l j  учун

ха~1 (1 _  xf ~ l <  xa~l (1 _  x f ° ~ l <  2(1 — x f ° ~ l

1 0 -1  fr-1булади ва яна Вейерштрасс аломатига кура ха ( 1 — х) dx интег-
1/2

ралнинг текис якинлашувчилиги келиб чикади.

Демак, j xa'_1( l — х) dx интеграл а ап >  0, ва Ь >  Ьп >  0 бул-
О

ганда, яъни
М0 =  {(a, ft)£ ^2 :a £ [a 0, +  оо), b£[b0, +  оо))

тупламда текис якинлашувчи булади.
1 7 .1 - э с л а т м а . В(а,Ь) нинг М  =  {{a, b)£R2 :a £ (0 , -f- оо),

£(0, +  °°)! тупламда нотекис якинлашувчилигини кури т к,ийин эмас.
2°. В (а,Ь ) функция уИ =  {(a, b) £ R2 : а £ (0, +  оо), Ь£(0, +  оо)} 

тупламда узлуксиз функциядир.
З^аци^атан дам ,

В  (a, b) =  \ха~х (1 — x f~ [ dx
о

интегралнинг М0 тупламда текис якинлашувчи булишидан ва интеграл 
остидаги функциянинг у-(а,Ь )£ М  да узлуксизлигидан 17.15-теорема- 
га асосан В (а, b) функция

М  =  {(a, b )£ R -:a£ (0, +  оо), b£ (0, +  оо)}
тупламда узлуксиз булади.

3°. Y (a ,b )£ M  учун В (а, Ь) — В (Ь, а) булади. Дархакикат

В (a, b) =  j xa~l (1 — x f - 1 dx интегралда х =  1 — t алмаштириш бажа-
0
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В(а, Ь)= ('Xя- 1 (1 — x)b' 1 dx =  f tb~l (1 — t)a~x dt =  B (b, a)
о e

булишини топамиз.
4°. B (a ,b ) функция куйидагича хам ифодаланади:

рилса, унда

t a -  i
B (a,b) =  \ ----------J + rd t-  (17.36)’ J  (1-4- tf +b

О V « /

}^а^иг4 атан х.ам, (17.35) интегралда x =  алмаштириш бажарил-

ca, у  х,олда
-j-00

В(а,6)- Гл“-1(1-х)8-‘Л= j ( ^ “''( ‘-Г Ь Г  *
0 nО

J-00
, a — 1

i +  t j  (l + O2

О

булади.
Хусусан, b =  1 — а  (0 <  a <  1) булганда

00

a—I
B =  ( a , l - a ) =  J — d t = ^ —  (17.37)v ’ ' I 1 -f t sin ал

0

булади. (17.37) муносабатдан куйидагини топамиз:

5°. Y '.(а, Ь)£М'(М' =  {(а, Ь ) £ ^ :а £ ( О, + о о ) ,  Ь£(1, +  оо)}) учун

ь — 1
' a  +  b — 1

В(а, Ь) =  - £  -■ 1 -  Б (а, & — 1) (17.38)

булади.
(17.35) интегрални булаклаб интеграллаймиз:

5 (а , Ь) =  |’ ха~* (1 — х)6-1 dx =  1(1 — х)&_1 d (—  j  =  ~  ха(\ —о о \ a j  а

•л I

-  х ? -11’ 4 - b- ^  J Xй (1 -  x)b~2 dx =  ^  [  ха (I -  х)6- 2 dx
о о

(а >  0, 6 >  1).
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Агар
;с" (1 —  xf-2 =  [1 —  (1 —  х)\ (1 — xf-2 =  xa~i (1 —  xf-2 -

— xa~ l — xf-1

эканлигини эътиборга олсак, у хрлда
1 I 1

Г  ха (1 —  xf- 2 dx =  j' ха~’ (1 —  xf-2 dx—  j  xa~ l(1 —  xf-1 dx =  
в ё о

=  B (a, b — 1) — (a, b)
булиб, натижада

В (a, b) — [B (a, b ~  I) — В (a, 6)]
a

булади. Бу тенгликдан эса

В(а, b) =  - ^ - B ( a ,  b -  1) (а >  О, b > \ )
а  - г  b — 1

булишини топамиз.
Худди шунга ухшаш у  (й> £ М" учун

(ЛГ =  {(а, Ь) € R2 :a  € (1, + « > ) , & £  (0, +  «>)})

В(а, Ь) =  В { а — 1, Ь)
а  b — 1

булади.
Хусусан, b = п  (п £ Лг) булганда

В (а, Ь) =  В (а, п) =  ■ ] В (а, п — I)
а  +  п  — 1

булиб, (17.38) формулани такрор куллаб куйидагини топамиз.

В (а, п) =  -^ = ± -  . . .  — В(а,  1).
а~г п — I а п  —  I /г -р I 

1
Равшанки, В (а, 1) =  ( xa~l dx =  Демак, 

J а

В (а, п) = -----------Ь 2  - -  > ~ 1}-------(17.39)
a (a -j- 1) (а -j- 2) . . . (а 4- п —  1)

Агар (17.39) да а  =  т  ( т  f; N) булса, у хрлда
1 -2 . . .  (п — 1) ( л — 1) !  (ш — 1) !В ( т ,  п) =

m (т +  1) . . . (т -j- п —  1) (m -j- п —  1) !

10- §. Гам м а ф ункц ия  (II тур  Э йлер интеграли) ва унинг хоссалари

Биз 16-бобнинг 9 -§  ида куйидаги
+СО
j' Xй- 1 е -х dx (17.40)

6
хосмас интегрални карадик. Бу чегараланмаган функциянинг (а <  1 
Дс. х =  0 махсус ну^та) чексиз орали^ буйича олинган хосмас интегра-
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ли булиши билан бирга а га (параметрга) дам борликдир. Уша ерда 
<17.40) хосмас интегралнинг а >  0 да, (0, +  о о ) да якинлашувчи, 
а <  0 да, яъни (•— оо, 0] да узоклашувчи булиши курсатилди.

17 .1 2 -таъ р и ф . (17.40) интеграл гамма функция ёки II т у р  Эй
лер интеграли деб аталади ва Г (а) каби белгиланади. Демак,

+ эо
Г (а) =  | xa~l е~х dx.

о
Шундай килиб, Г (а) функция (0, +  о о ) да берилгандир. Энди Г (а) 
функциянинг хоссаларини урганайлик.

Г  (17.40) интеграл
"!"■ оз

Г (а) =  J  х0-1 е~х dx

ихтиёрий [а0, Ь0] (0 <  а0 <  Ь0 <  +  оо) ораликда текис якинлашувчи бу
лади.

И с б о т .  (17.40) интегрални куйидаги икки кисмга ажратиб,
+оо 1 +ос

С ха~1 е~х dx =  \ xa~l е~х dx +  f xa~l е~х dx 
о о i

уларнинг хар бирини алохида-алохида текис якинлашувчиликка текши- 
рамиз.

Агар а0 (а0 >  0) сонни олиб, параметр а нинг а >  ап кийматлари 
карался, унда барча х £ (0, 1] учун ха~1 е~х <  булиб, ушбу

бобнинг 4-§ ида келтирилган Вейерштрасс аломатига асосан
1
\ ха- г е~х dx
0

интеграл текис якинлашувчи булади.
Агар Ь0 (Ь0 >  0) сонни олиб, параметр а нинг а <  Ь0 дийматлари 

^араладиган булса, унда барча х >  1 учун
/ h -1-1 1 

ха~1 е~х <  хь°~1 е~х -■;= [ 1— 1 • —\ е I х*
булиб,

1
интегралнинг якинлашувчилигидан, яна Вейерштрасс аломатига кура

+0О
| хя_1 е~х dx
1

интегралнинг текис якинлашувчи булишини топамиз. Шундай килиб,
+ ос

Г (а) =  j  xa__1 е~х dx
I
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интеграл [а0, b0] (0 <  а0 <  Ьп <  -+- оо) да текис якинлашувчи булади.
1 7 . 2 - э с л а т м а .  Г (а) нинг (0, +  оо) да нотекис якинлашувчили- 

гини куриш кийин эмас.
2°. Г (а) функция (0, +  °°) да узлуксиз хгмда барча тартибдаги 

узлуксиз хосилаларга эга ва
Н- ос

Л") (а) =  [  xa~l е~х (In х)п dx (п — 1 , 2 . . . ) .
Ь

И с б о т .  V  а  € (0, +  оо) нуктани олайлик. Унда шундай [а0, Ь0) 
(О <  а„ <  Ь0 <  -+ оо) оралик топиладики, а £ [а0, Ь0] булади.

Равшанки,
4-оо

Г (а) =  j ха~1 е~х dx 
о

интеграл остидаги / (х, а) =  ха_1 е~х функция М =  {(х, а) £ R2', х £ 
£ (О, Ч- оо), а  £ (0, +  оо)} тупламда узлуксиз функциядир. (17.40) 
интеграл .эса (ю^орида исбот этилганга кура) [«„, Ь0] да текис я^ин- 
лашуйчи. У хрлда 17.4-теоремага асосан Г (а) функция [я0, &0] да, 
бинобарин, а нуктада узлуксиз булади.

(17.40) интеграл остидаги / (х, а) =  ха~1 е~х функция 
(х, а) =  ха~~1 е~-х In х 

хосиласйнинг М тупламда узлуксиз функция эканлигини пайкаш ки
йин эмас.

Энди

f fa (х, a) dx =  | ха~1 е~х In х dx
о о

интегрални [аи, Ь0] да текис якинлашувчи булишини курсатамиз.

Ушбу £ х0-1 е~х In x d x  интеграл остидаги xa~l е~х 1пх функция 
о

учун 0 < х <  1 да \ха~х е~х In х | < х а«_ '| In х| тенгсизлик уринли-
Оо

дир. Tj.1!  (х) — х 2 I 1л х | функция 0 <  х <  1 да чегараланганллгидан ва
1 £_» _ j  1 

f х 2 dx интегралнинг я^инлашувчилигидан j  xa,_1 |lnx| dx нинг
О о
хам якинлашувчи булишини ва Вейерштрасс аломатига кура ка-

1
ралаётган J  xa~l е~х In х dx интегралнинг текис якинлашувчиллгнни 

о
топамиз.

Шунга ухшаш куйидаги
+ эс
j" х0-1 е~х In х dx
i

иитегралда, интеграл остидаги xa_1 е~х In х функция учун барча х >

^  1 да ь
х а—1 е-х  ]п х <  xb‘- 1‘ е~х In х <С хь° е~х <  \ “1
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+:о
I dxбулиб, \ — интегралнинг якинлашувчилигидан, яна Вейерштрасс 

JI
+ 3 0

аломатига кура \ xa~l е~х In х dx нинг текис якинлашувчилиги ке-
1

+ос
либ чикадн. Демак, |а0, 60] да j xa~l e~h In х dx интеграл текис

о
якинлашувчи. Унда 17.16-теоремага асосан

/' (а) —  ̂ j" xa_1 е~х dx j 1 =  J  (ха~' е~х)' dx =  j" xa~l е~к In х dx 
о ь о

булади ва Г' (а) [а0, 6<>] да бинобарин, а нуктада узлуксиздир.
Худди шу йул билан Г  (а) функциянинг иккинчи, учинчи ва хока- 

зо тартибдаги хосилаларипинг мавжудлиги, узлуксизлиги хамда 
+ 0 0

Г(п) (а) — | xa~l е~х (In х)п dx («  =  1 , 2 , . . . )
о

булиши курсатилади.
3°. Г (а) функция учун ушбу

Г (а +  1) =  а ■ Г (а) (а >  0)
формула уринли.

Х ^икатан хам ,
+  Со +  оз  .  (X \

Г (а) =  I xa~l е~~х dx =  j е~х d | —
О О  ̂ П

интегрални булаклаб ивтегралласак,

Г (а) =  е~х ■ 

булиб, ундан
а о о

ха 1+  —  е гх dx =  — Г (a - f  1)
J  а а
О

Г (а +  I) =  а -Г (а) (17.41)
булиши келиб чикади.

Бу формула ёрдамида Г (а ~  « )  ни топиш мумкин. Дархакикат,
(17.41) формулани такрор куллаб,

Г (а +  2) =  Г (а +  1 )-{а 1),
Г (а +  3) =  Г (а +  2) ■ (а +  2),

Г (а +  п) — Г (а +  п — 1) (а - f  п — 1) 
булишини, улардан эса

Г  (а-\- п) =  (а +  п — \ ) ( а п  — 2) . . .  (а +  2) (а 4- 1) -а Г (а) 
эканлигини топамиз. Хусусан, а =  1 булганда

Г(п + ! )  =  « ( « — 1) . . .  2-1 - Г (1)
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+ со
булади. Агар Г (1) =  f е~х dx — 1 булишини эътиборга олсак, унда

О
Г (п +  1) =  п\ эканлиги келиб чикади.

Яна (17.41) формуладан ([юйдаланиб Г (2) — Г (1) =  1 булишини то
памиз.

4° Г (а) функциянинг узгариш характери.
Г (а) функция (0, +  оо) ораликда берилган булиб, шу ораликда 

исталган тартибли хосилага эга. Бу функциянинг а — 1 ва а — 2 нукг  
талардаги кийматлари бир- бирига тенг:

Г  (1)1=  Г  (2) = 1.
Г (а) функцияга Ролль теоремасини (царалсин, 1- кием, 6-боб, 6-§) 

татбик кила оламиз, чунки юкорида келтирилган фактлар Ролль теоре
маси шартларининг бажарилишини таъминлайди. Демак, Ролль теоре
масига кура, шундай а* (1 <  а* <  2) топиладики, Г' (а*) — 0 булади.
V  а € (0, +  о о ) да

Г" (а) =  | хa~1 с~х In'2 х r f r >  О
6

булиши сабабли, Г' (а) функция (0, +  °°) ораликда катъий усувчи 
булади. Демак, Г' (а) функция (0, +  оо) да а* ну^тадан бош^а ну^- 
таларда нолга айланмайди, яъни

Со
Г' (а) =  f х0-1 е~к In х ах =  О

о
тенглама (0, +  оо) оралицда а* дан бош^а ечимга эга эмас. У ^олда

О <  а <  а* да Г' (а) <  О, 
а* <  а <  +  да Г' (а) >  О 

булади. Демак, Г (а) функция а* нуктада минимумга эга. Унинг ми
нимум циймати Г (а*) га тенг.

Такрибий хисоблаш усули билан
а* =  1,4616 . . .
Г (а*) =  m in Г (а) =  0,8856 . . . 
булиши топилган.

Г (а) функция а >  а* да усувчи булган- 
лиги сабабли а >  п +  1 (п £ N) булганда 
Г (а) >  Г (га - f  1) =  га! булиб, ундан

lim Г (а) =  +  оо
а-*-»00

булишини топамиз.
Иккинчи томондан, о-> +  0 да Г(а-\-

~  1) ->■ Г (1) =  1 хамда Г (а) =  экан-
а

лигидан lim  Г (а) =  +  °о  келиб чикади.
X 0-*+»

Г {а) функциянинг графиги 16-чизмада 
16 - ч и з м а  тасвирлан ган.
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1 i  - §. Бета ва га м м а  ф ункциялар орасидаги  богланиш

Биз куйида В (а, Ь) ва Г (а) функциялар орасидаги боглаиишни 
ифодалайдиган формулани келтирамиз.

Маълумки, Г (а) функция (0, +  оо) да, В (а, Ь) функция эса R2 
фазодаги М  =  {(a, b) £ R2 : а £ ( 0, - f  о о ) ,  Ь £ (0, +  оо)} тупламда бе
рилган.

1 7 . 2 1 - т е о р е м а .  V  (a, b) £ М учун

В (а, Ь) =  ■Г(“) ' Г(Ь)-  
Г ( а + Ь )

формула уринлидир.

И с б о т .  Ушбу Г (а +  Ъ) =   ̂ xa+6_I е~х dx (а >  О, &>■ 0) гам-
о

ма функцияда узгарувчини куйидагича алмаштирамиз:
x =  ( l + t ) y  (t >  0).

Натижада куйидагига эга буламиз:
I СС

Г (а +  Ь) =  J  (1 +  ^+Ь - 1  . уа+Ь- 1  ^ - (1+/) £/ . ^  ^  _
О

+ OD
=  ( l + t ) a+b f ya+b~{ dy.

0
Кейинги тенгликдан куйидагини топамиз:

Г ( .  +  Ц >  I  e _ ( ,+ ,w

(1 +  t f + b J  у  а у •

Бу тенгликнинг хар икки томонини 1а~1 га купайтириб, натижани (0, 
+  о о ) оралик буйича интеграллаймиз:

+ ОО 1 +СЮ 4*00
Г (а +  Ь>> j  n+t\*+* di =  I  [ J' (1+/>" dy ! /a_1 •n ' ' n л

Агар (17.36) формулага кура
"Hco Q_J
t —Г~— аТГ dt =  В (a , b) 
,) ( 1 + 0  + о

эканини эътиборга олсак, унда

Г (а +  Ь) ■ В (a, b) =  j   ̂ j y a+fc- 1 e~<1+i')-u J â_! a/ (17.42)
o o

булади. Энди (17.42) тенгликнинг унг томонидаги интеграл Г(а)-Г(Ь) 
га тенг булишини исботлаймиз. Унинг учун, зввало бу интегралларда 
интеграллаш тартибини алмаштириш мумкинлигини курсатамиз. Бунинг 
учун 17.19-теорема шартлари бажарилишини курсатишимиз керак. 

Дастлаб a >  1, 6 >  1 булган холни курайлик.
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а >  1, £ >  1 да, яъни {(a, b) £ R 2: а £ (1, -f- ос), & £ (1, -f- оо)} 
тупламда интеграл остидаги

/ (/, у) =  г/°+ь=' g-(l+t)i/

функция V  (t, у) в {(Л «/) € Я2 : t € Ю, +  =»), У Е [0, +  оо)} да уапук- 
сю булиб, /(/, г/) =  г/а+ь_1 а̂_1 е~(1+*,г/> 0  булади.

+  00 " Г  со

Ушбу J  / (t, у) dy — f ta~x y°+i'~! e~(1+i,y dy интеграл / узга- 
о о

рувчининг [0, +  оо) ораликда узлуксиз функцияси булади, чунки

( Уа+Ь~1 ег№ > dy =  Г (а +  Ь)- - ^ ~ г а+ь~- 
о

Ушбу

("/(/, y ) d t  =  J J°ta~1 у а+ь- 1 dt
о о

интеграл г/ узгарувчининг 10, +  оо) ораликдаги узлуксиз функцияси 
булади, чунки

Ч“сс
J  fa—i ya+b—i е—(i+Ой dt =  Г (а) ■ yb~ l е~у
о

ва ни^оят, юкоридаги (17.42) муносабатга кура
~со +20
( [ f dtj^dt
о о

интеграл якинлашувчи.
У холда 17.19-теоремага асосан

(  j | ta~~l ya+b~l e ~ ^ t>y d/J d y
(I о

интеграл хам якинлашувчи булиб,

1  ̂ ta~l ya+b~l <?-(Ж)у dy^dt ~  j  £ j* ta~l ya+b~l e~{l+‘>y dt^dy
о L 0 0 0

булади. Унг томондаги интегрални хисоблайлик:
Ьсо +  оо + « ■  "

\ Г ta~] у а+ь~1 е~(',+1)у d y j dt ~  | | ^a-i уо+ь- i  e-(>+% d/Jdr/=
о "5 o o

+  0 3  + C O

=  I t/a+b_1 j" ta~x e~ty dt\ dy —

+ 0 °_l
=  f y°+b- x e~y ~ ^ ]\  (^ )°_1 e~iy d (ty)]dy =

о ^ o

=  f "  y b~[ e-y ■ Г (a) dy =  Г (a) - Г (b). (17.43)
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Г (а +  Ъ) ■ В (а, Ь) — Г  (а) ■ Г (Ь),
яъни

В  (а, Ь) =  Г- (а)- Г~(Ь)-  (17.44)
Г(а-+ Ь)

булиши келиб чнкадп. Биз бу формулани 1, b >  1 булган хол 
учун исботладик. Энди умумий холни курайлик.

Айтайлик, а >  О, b >  6 булсин. У холда исбот этилган (17.44) 
формула га кура

f l <a + u + i) =  n r i ^ ) (1 7 '45)Г  (a - f  Ь - f  2)

булади.
В (а, Ь) ва Г (а) функцияларнинг хоссаларидан фойдаланиб кунида- 

гини топамиз:

В (а +  1, b +  1) =  — -  В ( а ,Ь + \ )  =  — £—  • В (а, Ъ),
a-\~b - j- I a +  6 4 -  1 a + o

/" (a -j- 1) =  а ■ Г (а), Г  (Ь -Ь 1 ) =  £>■/’ (b), /" (а -j- & +  2) = (a  -К Ъ -f- 
+  1) Г (а +  Ъ +  I) =  (а +  Ь +  1) (а +  Ь) • Г (а +  Ь).

Натижада (17.45) формула цуйидаги

---------- ------------  В (а, Ь) = ---------- а - Г ( а \ - Ь - Г и , ) -------
( а +  Ь) ( а +  Ь-' г  !) {а +  Ь) ( а  +  6 +  1) Г  ( а +  Ь)

куринишга келади. Бу эса (17.44) формула а >  О, Ь >  0 да хам урин
ли эканини билдиради.

1 7 . 1 - н а т и ж а .  Y  a  € (0,1) учун

Г ( а ) Г { \ — а) =  —^ ~  (17.46)
sin а  я

булади.
Хакикатан хам, (17.44) формулада b =- 1 — а (0 <  а <  1) дейилса, 

унда

В {а, 1 -  а) =  ~ a)
Г  (\)

булиб, (17.37) ва / (1) ~ 1 муносабатларга мувофик 

Г (а) ■ Г (\ — а) — — —  (0 <  a  <  1).
sin а  я

Одатда (17.46) формула келтириш формуласи деб аталади.
Хусусан, (17.46) да а =  деб олсак, унда

г ( | ) - К л  о

булишини топамиз.

Натижада (17 .42) ва (17 .43) муносабатЛардан
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1 7 . 2 - н з т и ж а .  Ушбу

Г ( а ) Г ( а + ^  =  ^ т Г ( 2 а )  (а >  0)

формула уринлидир. Шуни исботлаймиз.
(17.44) муносабатда а ----- b деб

В (а, а ) =
Г(а)

булишини топамиз. Сунгра

I
В (а, а) = j' [х(I — x)]a~l dx = j  -i — ( — x f  j

л A *- ' '

1/2 n

П т -П L

2 a —t
d>

l<2 - ’ -  \2 ia—1
=  2 \ I -  — f-i- — x J j dx

и

интеграл да ~  — x =  ~  У  t алмаштиришни бажариб.

1 " ' ' ' a —1 1 — *
- t  2 dt =

o ' - -  J  4

В (a, a) =  2 f [ 1 ( 1  - 0  I 
oJ U  J

i __
i r p  2 ( l - t y - ' d f ^ - ^ B ^ ,  a)2 о

га эга буламиз. Натижада
Г На) _  1 д / 1 \
Г  (2а) '  22a- ‘ ° U ’ /

булади.
Яна (17.44) формулага кура

f f —V r ( a )
В / I ,  a )  =  —^ ----------=  У  л ........L V  (**)

U 1 4 +i) 'Ю
булиб, (**) муносабатдан

Ш .  =  _ J __  .
Г  (2а) 220- 1

'( “+ i )
эканлиги келиб чикади. Демак,

r (« ) . r ( a  +  i ) - ^ =Tr ( 2« ) .

Одатда (17.47) формула Лежандр формуласи деб аталади. 
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18- Б О  Б

К А Р Р А Л И  ИН ТЕГРА ЛЛ АР

«Математик анализ» курсининг 1-кисм, 9 — 10-бобларида функция- 
нинг аник интеграли батафсил }фганилди.

Математика ва фаннинг бошка тармокларид? куп узгарувчили функ
цияларнинг интеграллари билан боглик> масалаларга дуч келамиз (^уйи- 
да, 1- § келтириладиган масала шулар жумласидандир). Бинобарин, 
уларни — каррали интегралларни урганиш вазифаси юзага келади.

Каррали интеграллар назариясида хам, аник; интеграллар назарияси- 
дагидек, интегралнинг мавжудлиги, унинг хоссалари, каррали интеграл
ни хисоблаш, интегралнинг татбиклари урганилади. Бунда аник интег
рал х^идаги  маълумотлардан муттасил фойдалана борилади.

Шуни таъкидлаш лозимки, аник интегралда интеграллаш оралнги 
турри чизик (R — фазо) даги кесмадан иборат булса, каррали интеграл
ларда мос фазодаги сохалар булади. Бундай сохаларнинг турлича бу
лиши каррали интегралларни урганишни бирмунча мураккаблаштиради. 
Ва хатто, кейинрок курамизки, интеграл тушунчасини хам турлича ки- 
ритишни тацозо килади (кейинги бобларга каранг).

К^уйида биз, соддалик учун, икки узгарувчили функцияларнинг ин
теграллари билан танишамиз.

1 - §. И кки  каррал и  интеграл таърифи
Аниц интегралнинг баёнини шу интеграл тушунчасига олиб кела- 

диган масаладан бошлаган эдик. Икки каррали интеграл тушунчасини 
урганишни ,\ам унга олиб келадиган масалани келтиришдан бошлай- 
миз.

1. М а с а л а .  f ix ,  у) функция чегараланган (D) сохада* ((£>) с :  R2) 
берилган, узлуксиз хсамда V  (х, у) £ (D) учун f  (х, у) >  0 булсин. R3 
фазода Oxyz — Декарт координата системасини олайлик. Юкоридан 
z ~  f  (х, у) сирт билан, ён томонидан, ясовчилари Oz ук.ига паралел 
булган цилиндрик сирт хамда пастдан Оху текислигидаги (D) соха 
билан чегараланган (F) жисмни царайлик (17-чнзма). (V) жисмиинг 
хажмини топиш тала б этилсин.

Агар f(x , у) функция (D) да узгар- 
мас булса, f ix ,  у) =  С (С — const), у 
хрлда (V) жисмнинг (цилиндрнинг) х.ажми

V =  С D
га тенг булади, бунда D — (D) соханинг 
юзи.

Агар (D) сохада / (х , у) х ва у  узга- 
рувчиларнинг ихтиёрий узлуксиз функ- 
цияси булса, у хрлда (У) жисмнинг хаж- 
минн топиш учун, аввало (D) сохани эгри
____________  17-чизма

/ = //* Г

* Бу ерда ва келгусида >;амма ва^т функциянинг аниь;ланиш сохаси (D) ни юзга 
эга булган со.^а деб ^исоблаймиз.
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чизиклар билан п  та булакка буламиз: (D) =  (J ( D k) .  Булувчи чизи^-

ларни йуналтирувчи сифатида олиб Oz укига параллел цилиндрик 
сиртлар утказамиз. Натижада (V) жисм п та (Kfc) (к =  1, 2, . . . , п) 
булакларга ажралади. Сунг хар бир (Dk) (k =  1, 2, . . . .  м) да их
тиёрий 1]д.) нукта оламиз. Бу (Dk) да /' (х, у) функцияни узгармас 
ва f  (1к, г)/;) га тенг десак, у  хрлда булакнинг ха жми тахминан

f< a » n k) - D k
булиб, (V') жисмнинг хажми эса тахминан

^ * 2 / ( 5 * .  % ) -О к
к=*\

булади, бунда Dk — (Dk) нинг юзи.
(V) жисмнинг хажмини ифодаловчи бу формула такрибийдир. Чун- 

ки» f  (к , у) ни хар бир (Dk) да узгармас /  (§k, t j , )  деб хисобладик: 
/ (* . У) =  /■ (sfe, V *  агаР (*> У) t  (£>*) булса.

Энди (D) сохани булакларга булиниш сонини шундай орттира бо- 
райликки, бунда хар бир (Dk) (k =  1, 2, . . . , п) булакнинг диаметри 
нолга интила борсин. У хрлда

Ь=1
киймат изланаётган (И) жисмнинг хажмини тобора аникрок ифодалай 
боради деб хисоблаш табиийдир. Демак, масала кжоридаги йиринди- 
нинг лимитини топиш билан хал цилинади. Бундай йигиндининг лими
ти икки каррали интеграл тушунчасига олиб келади.

2. И к к и  к а р р а л и  и н т е г р а л  т а ъ р и ф и .  Икки каррали интег
рални таърифлашдан аввал баъзи бир тушунчалар, жумладан (D) со
ханинг булиниши, функциянинг интеграл йигиндиси тушунчалари билан 
танишамиз.

Бирор чегараланган (D )czR 2 соха берилган булсин. (D) соханинг 
чегарасидаги ихтиёрий икки нуктани бирлаштирувчи ва бутунлай шу 
сохада ётувчи чизикни (эгри чизикни) I чизик деб атаймиз. Равшанки, 
бундай чизиклар (D) сохани булакларга ажратади.

Шунингдек, (О) сохада бутунлай ётувчи ёпик чизикни хам / чизш  ̂
деб караймиз. Бундай чизиклар хам (D) сохани булакларга ажратади. 
Бу сохани булакларга ажратувчи чекли сондаги I чизиклар системаси 
{/: / cz (D )} (D) соханинг булиниши деб аталади ва Р — {1 :1  a  (D) ка
би белгиланади. (D) сохани булакларга ажратувчи >̂ ар бир / чизи^ Р 
булинишнинг булувчи чизиги, (D) соханинг булаги эса Р  булинишнинг 
булаги дейилади. Р булиниш булэклари диаметрининг энг каттаси Р  
булинишнинг диаметри деб аталади ва у  Хр каби белгиланади.

М и с о л :  (D) =  { (дг, у )  } 6 R 2'. О ^  х ^  1, 0 ^  у  ^  1} булсин.
Куйидаги

х =  X; =  —  (г =  0 .  1 , 2 ,  3 ,  4 ) .
1 4

у = « к  = \  (Л = 0 , 1 , 2 , 3 )
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х =  Xi  =  — (1 =  0, 1 . 2 ,  . . п), 
п
к

У ~  У к ~  № =  0, 1. 2, . . . , п)  п
чизик,лар системаси эса шу соханинг бошка Р., булиниши булади. Уларнинг диаметри

5 У  2
/?„=  , Р х = --------га тенг.

12 п

Демак, (D) соха берилган холда, бу сохани турли усуллар билан 
булинишларини тузиш мумкин. Натижада (D) соханинг булинишлари 
туплами хосил булади. Уни £Р =  j/5} каби белгилайлик.

/ (х, у) функция (D) cz R2 сохада берилган булсин. Бу соханинг 
Р £ булинишини ва бу булинишнинг хар бир (Dk) (k =  1, 2, . . , п) 
булагида ихтиёрий d k, г}к) (k =  1, 2, . . . ,  п) нук.тани олайлик. Берил
ган функциянинг (lk, \ )  нуктадаги киймати / (gA, х\,) ни Dk (Dk—(Dk) 
соханинг юзи) га купайтириб, куйидаги

П
а  =  2  ^

k= l
йигиндини тузамиз.

18.1-т а ъ  риф.  Ушбу
П

a =  ^ f  \ ) ' Dk (18.1)
*=i

йигинди, / (х, у) функциянинг интеграл йигиндиси ёки Риман й и гт -  
диси деб аталади.

М и с о л .  I. / (х , у)  =  х - у  функциянинг ( D)  сохадаги интеграл йигандиси 
п  п

О =  У  t  ( l k , r\k > D k = 2  h  ■ Ъ  ■ D k 
fc=l fc=l

булади, бунда
(5*. 4*)€(D*) (A=I,  2. . . . .  Я).

2 . Ушбу
1, агар (дг, у) £ (D)  да х  — рационал сон, у  — рационал сон булса, 

if  (х, у)  =  | 0, агар (х, y ) £ ( D )  да, х  ва  у  ларнинг камида биттаси иррационал сон 
булса.

чизиклар систем аси (D) соханинг Рг булиниши,

функциянинг интеграл йириндиси куйидагича булади:

n ( D, агар барча ва T)fc лар рационал сой булса,
о =  ^  i)> ( lk,  11*) Dk =  j  0, агар барча £/, ёки барча т\к лар иррашюнал сон

Ю^орида келтирилган таърифдан куринадики, / (х, у) функциянинг 
интеграл йипшдиси <т каралаётган / (х, у) функцияга, 0 )  соханинг бу- 
линиш усулига хамда хар бир (Dk) дан олинган t k, \  нукталарга бог
лик булади, яъни

(/, Л*)-
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f (х, у) функция чегараланган (D) cz Р- сохада берилган булсин. 
Бу (В) соханинг шундай

Р„ Р>.............Рт , ■ ■ (18.2)
буликишларини ^араймизки, уларнннг диаметрларидан ташкил топган

кетма-кетлик нолга интплсин: Кр ->-0. Бундай Р , (ni — l, 2, . . .)
1 т  < т

булинищларга нисбатан f (х, у) функциянинг интеграл йигиндисини т у 
замиз.

°гп -  2  / (Sft. \ )  Dk.
&=1

Натижада (D) соханинг (18.2) булинишлэрига мос f  (х, у) функция 
интеграл йириндилари кийматларидан иборат куйидаги

°1» °2' • • ■ ’ ■
кетма- кетлик хосил булади. Бу кетма-кетликнинг хар бир хади (;_, ц,) 
нукталарга боглнк.

18.2-т а ъ р и ф.  Агар (D) соханинг хар кандай (18.2) булинишлар 
кетмз-кетлиги {Рт } олинганда хам, унга мос интеграл йигинди ций- 
матларидан иборат jam( кетма-кетлик, (%k, i},.) нукталарни танлаб олн- 
нишига борлик булмагаи ^олда хамма вакт битта / сонга интилса, бу 
/ га ! йириндининг лимита  деб аталади ва у

J i m o - l i m  =  /
л —

каби белгиланади.
Интеграл йшиндининг лимитини ^уйидагича \.ди таърпфлаш мум

кин.
18 . 3 - таъриф.  Агар V e > 0  сон олинганда ^ам, шундай 6 > 0  

топклсаки, (D) соханинг диаметри кр <  6 булган хар кандай Р були- 
ниши .хамда хар бир (Dk) булакдаги ихтиёрий (|̂ , г]А) лар учун

| сг — / i <  е

текгсизлик бажарилса, у  хрлда / га 0  йириндшшнг лимита  деб ата
лади ва у

lim а= /
хр -°

каби белгиланади.
Энди f  (х, у) функциянинг (D) соха буйича икки каррали интегра

лининг таърифини келтирамиз.
18.4-г аъриф.  Агар Яр -> 0  да f  (х, у) функциянинг интеграл йи

риндиси о чекли лимитга эга булса, / (х, у) функция (D) сохада ин
тегралланувчи (Риман маъносида интегралланувчи) функция дейилади.
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Бу а  никиндннннг чекли лимити I эса / (х, у) функциянинг (D) соха, 
буйича икки каррали интеграли (Риман интеграли) дейилади ва у

j’ I’ / (х, у) dD
ID)

каби белгиланади. Демак,
П

[ [ / ( * .  у) dD =  l im ст =  Jim У  (|fe, rlfe) Dk.
Id) Ьр- ' ° >-p ~-0/;=i

Биринчи пунктда келтирилган (V) жисмнинг хажми / (х, у) функция
нинг (D) соха буйича икки каррали интегралидан иборат экан.

М и с о л. 1. / (х, у )  =  С — const функциянинг (D) соха буйича икки каррали 
интегралини топамиз. Б у функциянинг интеграл й и ри н д и си

П
о = 2 c . D t = C . D  

fc=i
булиб, Хр=> 0 да lim  а  =  С • D булади. Демак,

К р  о

f  f С ■ dD =  С • D.
Ф)

Хусусан, f  (х , у )  =  1 булганда
=  D (18.3)

iD)булади.
2. Ушбу пунктда ■ф (х , г/) функциянинг (D) с :  R2 сохада интеграл й и ри н д и си н и  

толган эдик. Унинг ифодаси хамда интеграл таърифидан бу функциянинг (D) сохада 
интегралланувчи эмаслиги келиб чикади.

18.1- э с л а т м а .  Агар / (х, у) функция (D) сохада чегараланмаган 
булса, у шу сохдда интегралланмайди.

2 - §. Д а р б у  йигиндилари. И кки  кар р ал и  интегралнинг б о ш кача
таърифи

1. Д а р б у  й и г и н д и л а р и .  / (х, у) функция (D )czR 2 сохада бе
рилган булиб, у  шу сохада чегараланган булсин. Демак, шундай уз
гармас т  ва М  сонлар мавжудки, Y  (х, У) € (D) да

т  <  / (х, у) <  М
булади.

(D) соханинг бирор Р  булинишини олайлик. Бу булинишнинг хар 
бир (Dk) (k =  1, 2, . . п) булагида / (х, у) функция чегараланган 
булиб, унинг аник чегаралари

[mk =  inf {/ (х, у ) : (х, у) £ (Dk) !, Mk =  sup j/ (x, у ) : (x, у) £ {D,) \ 

мавжуд булади. Равшанки, у  (х, у) £ (Dj) учун

mk < :f (х, y ) < M k. (18.4)
18.5-т а ъ р и ф .  Ушбу

s =  V f f l A  S  =
fe=l 4=1
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йигинди лар мос равишда Дарбунинг куйи хамда юкори йигиндилари 
деб аталади.

Бу таърифдан, Дарбу йигиндиларининг / (х, у) функцияга з^эмда (D) 
соханинг булинишига боглик эканлиги куринади:

S  =  S P (0 , S  =  (f).

Шунингдек, хар доим 

булади.
Юкоридаги (18.4) тенгсизликдан фойдаланиб куйидагини топамиз:

i  /'(I,. V D k < ^ M kDk.
k=l fc=l ft=l

Демак,
5 P (f) <  a p (/; t k, %) <  S p (/).

Шундай к;илиб, f  (x, у) функциянинг интеграл йигиндиси хар дои м уник г 
Дарбу йигиндилари орзсида булар экан.

Ани^ чегаранинг хоссасига кура
т ^ т к, Мк <  УИ ( 6 = 1 ,  2, . . . , л) 

булади. Натижада ушбу

s =  2 m*D* > m 2  D* =  mD’ k=\ ft=i

S  =  2 M kDk< M ' 2 D k =  M -D  
s=i fe=i

тенгсизликларга келамиз. Демак, У  ; s f ; учун
m - D ^ s ^ S < M D  (18.5)

булади. Бу эса Дарбу йипгадиларининг чегараланганлигини билдиради.
2 . И к к и  к а р р а л и  и н т е г р а л н и н г  б о ш к а ч а т а ъ р и ф и .  

f  (х, у) функция (D) с  R2 сохада берилган булиб, у  шу сохада чега
раланган булсин. (D) соханинг булинишлари туплами У  —■ \Р\ нинг 
хар бир Р  £ г  булинишига нисбатан f (х, у) функциянинг Дарбу йигин
дилари 'sp (/), S p (f) ни тузиб

ISp ф ], {Sp (/)!

туплэмларни караймиз. Бу тупламлар (18.5) га кура чегараланган бу
лади.

1 8 , 6 - т аъриф.  [Sp (/); тупламнинг аник; юкори чегараси f{x, у) 
функциянинг (D) сохадаги куйи икки каррали интеграли (цуйи Ри
ман интеграли) деб аталади ва у

I  =  ^  f  ( * .  У) dD
ш

каби белгиланади.
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ISp (/)) тупламнинг аниц куйи чегараси / (х, у) функциянинг (О) 
сохада юкори икки каррали интеграли (юкори Риман интеграли) деб 
аталади ва у

/ =  J J  f (x ,y)dD
(D)

каби белгиланади. Демак,

- =  I J   ̂ ^  ^О =  sup {s|, / =  f j  f  (x, y) dD =  in f ( 5) .
75} <b)

18.7-т а ъ р и ф .  Агар / (х, г/) функциянинг (D) сохада куйи хамда
юкори икки каррали интеграллари бир-бирига тенг булса, у  хрлда
f  (х, у) функциянинг (D) сохада интегралланувчи деб аталади, улар- 
нинг умумий киймати

1 =  j  j  f  (х, у) dD =  jj"  f  (x, у) dD
Ф) (°>

f  (x, /у) функциянинг (D) сохадаги икки каррали интеграли (Риман, 
интеграли) дейилади ва у

Г f f  (х, у) dD
(»')

каби белгиланади. Демак,
j  j  f (х, у) dD -= j j  / (х, 4 ) dD =  J J  / (X ,  у) dD.
(А) ф) (O)

Агар

j  j / (*, //) dD ф  j  J  / (x, y) dD
(5Г

булса, f (x, г/) функция (D) сохада интегралланмайди деб аталади.
Шундай килиб, / (х, у) функциянинг икки каррали интегралига ик

ки хил таъриф берилди. Бу таърифлар узаро эквивалент таърифлар. У 
1- кием, 9- бобдаги аник интеграл таърифларининг эквивалентлигини ис- 
ботланганидек курсатилади.

3 - §. И кки  каррал и  интегралнинг м авж удлиги

f  (х, у) функциянинг (D) cz R2 соха буйича икки каррали интеграли 
мавжудлиги масаласини караймиз. Бунинг учун аввало (£>) соханинг 
хамда Дарби йигиндиларининг хоссаларини келтирамиз.

(D) соханинг булинишлари хоссалари 1- кием, 9-бобда урганилган 
[а, Ь\ орали^нинг булинишлари хоссалари кабидир. Уларни исботлаш 
деярли бир хил муло.\аза асосида олиб борилиигини эътиборга олиб, 
куйида у  хоссаларии исботсиз келтиришни лозим топдик.

f (х, у) функциянинг Дарбу йириндилари хоссалари хакидаги вазият 
хам худди шундайдир.

1. (D) с о х а б 5Г л и н и ш л а р и н и н г х о с с а л а р и .  Фараз цилай- 
лик, — [Р( — (D) сохй булинишларидан иборат туплам булиб, Pl £ вР 
P., G З' булсин.
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Arap P i булинишнинг хар бир булувчи чизирп Р2 булинишнинг хам 
булувчи чизиги булса, Р2 булиниш Рг ни эргаштиради деб аталади ва 
Рх -z Р., каби белгиланади.

Г . Агар Ру £ -J\ P2£iP, P;t(z^  булиниш лар учун Р, -г Р.2, Р2 -£ Р3 
булса, у  ^олда Рг -£, Р3 булади.

2°. Y -Рхб^,  Ч  булинишлар учун,  шундай P£<f топила
дики, Ру Р, P2~i Р  булади.

2. Д а р б у  й и р и н д и  л а р и  нин г х о с с а л а р и .  / (х, у) функция 
(D) сохада берилган ва чегараланган булсин. (D) соханинг Р  булини
шини олиб, бу булинишга нисбатан / (я, У) функциянинг интеграл ва 
Дарбу йириндиларини тузамиз:

П

°  =  а я (/= 1*. V  =  2

S =  s p  (/) =  2  

Ь=1

S  =  S p (/) -  V  М ,р к.
л= 1

1°. Y e > 0  олинганда хам (с/;, нукталарни (& =  1, 2, . .
п) шундай танлаб олиш мумкинки,

О <  (/) — ор (/) <  е,

шунингдек, '(£л, %) £ (£\) (/г =  1, 2, . . . , п) нукталарни яна шундай 
танлаб олиш мумкинки,

О <  сгР (/) — sp (/) <  е
булади.

Бу хосса Дарбу й№индилари sp (/), S p (/) лар интеграл йиринди 
ор (/) муайян булиниш учун мос равишда аник куйи хамда аник юкрри 
чегара булишини билдиради.

2°. Агар Р} ва Р2 лар (D) соханинг икки булинишлари булиб, 
P i *=* Р2 булса, у  хрлда

M / )< s Pj (/), S P t { f ) < S P i (f)
булади.

Бу хосса (D) соханинг булинишдаги булаклар сони орта борганда 
уларга мос Дарбунинг куйи й и р и н д и с и н и н г  камаймаслиги, кжори йигин- 
дисининг зса ошмаслигини билдиради.

3°. Агар Ру ва Р„ лар (D) соханинг нхтиёрий икки булинишлари 
булиб, sPt (/), S Pi (f) ва sPs (/), S p 3 (/) лар / {x, у) функциянинг шу 
булинишларга нисбатан Дарбу йигиндилари булса, у  хрлда 

sP. (/) <  S p (/), sPi (/) <  S Pt (/)
булади.

Бу хосса, (D) соханинг булинишларига нисбатан тузилган куйи йи- 
риндилар туплами jsp (/)) нинг хар бир элемент» (юкрри йигиндилар
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туплами ISp (У)| нинг хар бир элемента) юк.ори йигиндилар туплами 
\Sp (f) j нинг исталган элементидан (куйи йигиндилар туплами (sp (/)) 
нинг исталган элементидан) катта (кичик) эмаслигини билдиради.

4°. Агар / (х, у) функция (D) сохада берилган ва чегараланган булса, 
у холдз

sup  {Sp (/')} <  i n f  { S p ( Л}
булади.

Бу хосса f  (х, у) функциянинг р у̂йи икки каррали интеграли, унинг 
юкори икки каррали интегралидан катта эмаслигини билдиради:

£ < Г .

5°, Агар / (х, у) функция (D) сохада берилган ва чегараланган 
булса, у  холда у е >  О олинганда хам, шундай 8 >  0 топиладики, 
ф )  соханинг диаметри Хр <  6 булган барча булинишлари учун

S P (/) < 7  +  е (0 <  S p (/) -  7 <  е), 

sp (/) > _ i~  е (0 < _ / -  sp ([) <  6 (18.6)

булади.
Бу хосса f (х, у) функциянинг юкори хамда куйи интеграллари 

Хр -*■ 0 да мос равишда Дарбунинг юкори хамда куйи йигиндиларининг 
лимити эканлигини билдиради:

/ =  lim  S p (/), / =  lim sp (/).
Хр — 0 к р

3. И к к и  к а р р а л и  и н т е г р а л н и н г  м а в ж у д л и г и .  Энди 
икки каррали интегралнинг мавжуд булишининг зарур ва етарли шар- 
тиии (критерийсини) келтирамиз.

1 8 . 1 - т е о р е м а .  / (х, у) функция (D) сохада интегралланувчи бу
лиши учун, у  е >  0 олинганда хам, шундай 0 топилиб, (D) со
ханинг диаметри Хр <  б булган хар кандай Р булинишига нисбатан 
Дарбу йигиндилари

S p ( f ) - s p ( f ) < e  (18.7)

тенгсизликни кансатлантириши зарур ва етарли.
И с б о т .  З а р у р л и г и .  f (х, у) функция (D) сохада интегралла- 

иувчи булсин. Таърифга кура
/=_^= Т  

булади, бунда _
/_= sup {sp (/)), / =  inf {Sp (/)}.

у e >  0 олинганда хам, у  га кура шундай б >  0 топиладики, (D)

соханинг диаметри ХР <  6 булган хар кандай Р  булинишига нисбатан 
Дарбу йигиндилари учун (18.6) муносабатларга кура

S p < I ) - T < ~ ’ ± - s P U ) < J
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S P (Л — sp (/) <  8
булиши келиб чикади.

Е т а р л и л и г и .  V  е >  0 олинганда х;ам, шундай 6 > 0  топилиб, 
(D) соханинг диаметри Кр <  ft булган хар кандай Р  булинишига нис
батан Дарбу йигиндилари учун

S P (/) — sp (/) <  г

булсин. Каралаётган / (х, у) функция (D) сохада чегараланганлиги 
учун, унинг куйи хамда юкори интеграллари

/_= sup {sp (/)}, 7 =  inf {Sp (/)}
м авжуд

булади. Равшанки,

Бу муносабатдан _
О < 7 - l ^ S p ( I ) ~ s p (f) 

булишини топамиз. Демак, V  £ ]> 0 учун

О < 7 — / <  е

булиб, ундан ]̂  — 1 булиши келиб чикади. Бу эса / (х, у) функция
нинг (D) сохада интегралланувчи эканлигини билдпрадп. Теорема исбот 
булди.

Агар / (х , у) функциянинг (DJ (k =  1, 2, . . . , п) со^адаги тебра- 
нишини <лк билан белгиласак, у  х.олда

(/) -  (/) =  2  ^  =  2
k — i  С = 1

булиб, теоремадаги (18.7) шарт ушбу

*=i
яъни

хр *^1
куринишларни олади.

4 - §. Интегралланувчи ф ункциялар синфи

Ушбу параграфда икки каррали интегралнинг мавжудлиги хакидаги 
теоремадан фойдаланиб, маълум синф функцияларнинг интегралланувчи 
булишини курсатамиз.

булиб, ундан
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18.2-т е о р е м  а. Агар f (х, у ) функция чегараланган ёпиц (D) cz /?а 
о х  ада берилган ва узлуксиз булса, у шу сохада интегралланувчи 
булади.

И с б о т .  f (х, у', функция (D) сохада текис узлуксиз булади. У хрл
да Кантор теоремасининг натижасига асосан (12 -боб, 6-§), V e > 0  
олинганда хам, шундай б >  0 топиладики, (£)) соханинг диаметри 
кр <  б булган Р  булиниши олинганда, бу булинишнинг хар бир була- 
гида функциянинг тебраниши булади. Демак, (D) соханинг 'ди
аметри }.р <  б булган хар кандай Р булинишида

(f) — sp (/) =  2 ® A < e 2  Dk ^ E D  
k=i *=i

булиб, ундан
П

lim  У (okDk =  0

булиши келиб чикади. Демак, / (х , у) функция (D) сохада интегралла
нувчи. Теорема исбот булди.

Баъзи бир узиладиган функцияларнинг хам интегралланувчи були
шини курсатишдан аввал ноль юзли чизик тушунчасини эслатиб, битта 
лемма исботлаймиз. R2 текисликда бирор Г  чизик берилган булсин. 
Маълумки, V  е >  О берилганда хам, Г  чизикни шундай купбурчак (Q) 
билан ураш мумкин булсаки, бу купбурчакнинг юзи Q <  е булса, у 
хрлда Г  — ноль юзли чизик деб аталар эди. Масалан, \а, Ь\ ораликда 
аницланган ва узлуксиз у  =  / (х) функция тасвирлаган чизик ноль юзли 
чизиь; булади. Шуни хам айтиш керакки, гарчанд юзаки К араганда хар 
Кандай чизик ноль юзли булиб куринса хам, аслида ундай эмас.

(D) сохада ноль юзли Г  чизик берилган булсин.
18.1- л ем  м а. у  к >  0 олинганда %ам, шундай 8 >  О топиладики, 

(D) соханинг диаметри Хр <  б булган Р  булиниши олинганда б у б у ли - 
нишнинг Г чизик билан умумий нуктага эга булган булаклар и юз- 
ларининг йириндиси е дан кичик булади.

Ис б о т .  Шаргга кура Г  — ноль юзли чизик,. Демак, уни шундай 
(Q) купбурчак билан ураш мумкинки, бу купбурчакнинг юзи Q<e бу
лади.

Г  чизик билан (Q) купбурчак чегараси умумий нуктага эга эмас 
деб, Г  чизик нукталари билан (Q) купбурчак чегараси нукталари ора- 
сидаги масофани карайлик. Бу нукталар орасидаги масофа узининг энг 
кичик кийматига эришади. Биз уни б >  О оркали белгилаймиз. Агар 
(D) соханинг диаметри Хр <  б булган Р  булиниши олинса, равшанки, 
бу булинишининг Г  чизик билан умумий нуктага эга булган булак- 
лари бутунлай (0) купбурчакда жойлашадн. Демак, бундай булаклар 
юзларининг йириндиси е дан кичик булади. Лемма исбот булди.

1 8 . 3 - т е о р е м а .  Агар f (х, у) функция (D) сохада чегараланган ва 
бу соханинг чекли сондаги ноль юзли чизикларида узилишга эга бу
либ, колган барча нукталарида узлуксиз булса, функция (D) сохада 
интегралланувчи булади.

И с б о т .  f  (.х, у) функция (D) сохада чегараланган булиб, у  шу со-
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ханииг факат битта ноль юзли Г  чизш-ида (Г с :  (D)) узилишга эга бу
либ долган барча нукталарда узлуксиз булсин.

Y  s >  0 сонни олиб, Г  чизикни юзи е дан кичик булган (Q) куп- 
бурчак билан урэймиз. Натижада (D) coxa (Q) ва (D)\(Q) сохаларга 
ажралади.

Шартга кура, / (*, у) функция (D)\(Q) да узлуксиз. Демак, V e > 0  
олинганда х;ам шундай 6, >  0 топиладики, диаметри <  й, булган 
[\ булинишнинг х,ар бир булагидаги / (х, у) функциянинг тебрапнши 
cofc<  е булади.

Юкрридаги лемманинг исбот жараёни курсатадики, шу е >  0 га 
кура, шундай б2 > 0  топиладики, (D) соханинг диаметри Кр <  б„ бул
ган булиниши олинса, бу булинишнинг (Q) купбурчак билан умумий 
нуцтага эга булган булаклар юзларининг йириндиси е дан кичик бу
лади.

Энди min |61( 62j =  6 деб, (D) соханинг диаметри Хр <  6 булган Р  
булинишини оламиз. Бу булинишга нисбатан / (х, у) функциянинг Дар- 
бу йдаиндиларини тузиб, куйидаги

айирмани караймиз.
Бу (18.8) йириндининг (Q) купбурчакдан ташкарида жойлашган (Dk) 

булакларга мос хадларидан иборат йигинди

булсин.
(18.8) йириндининг колган барча хадларидан ташкил топган йиринди

Агар / {х, у) функциянинг (D) сохадаги тебранишини Q билан бел- 
гиласак, у  холда

булади. (Q) купбурчакда бутунлай жойлашган Р  булинишнинг булак- 
лари юзларининг йириндиси г дан кичик хамда (Q) купбурчак чегараси 
билан умумий нуцтага э га  булган булаклар юзларининг йириндиси >;ам 
е дан кичик булишини эътиборга олсак, унда

П
Sp  (/) — Sp  (/) =  У  MkDk (18.8)

к

k
булсин. Натижада (18.8) йигинди икки кисмга ажралади:

П
(18.9)

(D)\(Q) сохддаги булакларда со,, <  е булганлигидан

У  сokDk<  Dk ^ s - D (18.10)
к к

булади.

k
k к
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2  Dk <  2 e
k

2  ® A <  2Яе .  (18.11)
k

Натижада^(18.9), (18.10) ва (18.11) муносабатлардан
я
У a>kDk<  е D +  2 Q е =  е (D - f  2Q) 
fc=l

эканлиги келиб чикади. Демак,
П

булишини топамиз. Демак,

Бу эса f  (х , у) функциянинг (D) сохада интегралланувчи булишини бил
диради.

f (х, у) функция (D) соханинг чекли сондаги ноль юзли чизикла- 
рида узилишга эга булиб, колган барча нукталарида узлуксиз булса, 
унинг (D) да интегралланувчи булиши юкоридагидек исбот этилади. 
Теорема исбот булди.

5- §. И кки  каррал и  интегралнинг хоссалари

Куйида / (х, у) функция икки каррали интегралининг хоссаларини 
урганамиз.

Икки каррали интеграл хам аник, интегралнинг хоссалари сингари 
хоссаларга эга . Уларни асосан исботсиз келтирамиз.

1°. f  (х, у) функция (D) сохага ((D) cz R2) интегралланувчи булсин. 
Бу функциянинг (D) сохага тегишли булган ноль юзли L чизикда г и 
(L cz (D)) цийматларинигина (чегараланганлигини саклагаи хрлда) узгар- 
тиришдан хосил булган F (х, у) функция хам (D) сохада интегралла
нувчи булиб,

f [  f (х, у) dD =  f [  F (х, у) dD
(i>) (Ь)

булади.
Ис б о т .  Равшанки, у  (х, у) £(D)\L учун

/ (-*, y) =  F (х, у).
Шартга кура L — ноль юзли чизик. Унда 18.1-леммага асосан, у  е> 0  
олинганда ^ам, шундай б > 0 'топиладики, (D) соханинг диаметри КР<Ь  
булган хар ^андай Р  булиниши олинганда ^ам, бу булинишнинг L чи
зик билан умумий нуктага эга булган булаклари юзларининг йинин- 
диси е дан кичик булади. Шу Р  булинишга нисбатан / (х, у) ва F (х, у) 
функцияларнинг ушбу интеграл йигиндиларини тузамиз:

oP (f) =  2 f £ k, \ ) D k,
fc=i

= 4.) D,.
fc=l
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°р  (/) = 2  / 4 * ) 'D * +  2  / (ь*.
к к

бунда V '  йиринди L чизик билан умумий нуцтага эга булган (Dk) бу-
ft

лаклар буйича олинган, "V эса колган барча хадлардан ташкил топ-
к

ган йигинди.
Худди шунга ухшаш

а р (F) =  V ' F  (|t> ,1(.) Dk +  V "  F (lk, V  Dk. 
k k 

Arap Y  (x, У) £ (D) 1 L -учун / (x, у) F (x, у) эканини эътиборга олсак, 
у  хрлда

I о Р ( / )  —  ор (F) | <  2 '  I /  ~  F  %■) I D k <  м  ■ 2  D k <  ^  6
к k 

булиши келиб чикади, бунда М =  sup | / (х, у) — F (х, у) |, ((х, у) £ (D )\L ). 
Демак,

I °> (/) — ° р (F) <  М  е.
Кейинги тенгсизликда кр — 0 да лимитга утиб куйидагини топамиз:

\ \ f ( x ,y ) d D =  f [ F {x ,y )d D .
Ф) id)

2е. / (x, у) функция (D) сохада берилган булиб, (D) соха ноль юзли 
L чизик билан (D,) ва (Ь2) сохаларга ажралган булсин. Агар / (х, у) 
функция (D) сохада интегралланувчи булса, функция (D,) ва (D2) со- 
халарда хам интегралланувчи булади, ва аксинча, яъни f  (х, у) функция 
(D J ва (Do) сохаларнинг хар бирида интегралланувчи булса, функция 
(D) сохада хам интегралланувчи булади. Бунда

\ j  / (х, у) dD =  \ / (х, у) dD +  \ [ / (х, у) dD.
Id ) id ,) (Ь;>

3°. Агар / (х, у) функция (D) сохада интегралланувчи булса, у  хрл
да с / (х, у) (с =  const) хам шу сохада интегралланувчи ва ушбу

( [  с 7  (х, у) dD =  с j  j  / (х, у) dD
(D) (D)

формула уринли булади.
4°. Агар / (х, у) ва g  (х, у) функциялар (D) сохдда интегралланувчи 

булса, у  хрлда / (х, у) ± g  (х, у) функция хам шу сохада интегралла
нувчи ва ушбу

f j  If (х, y ) ± g  (X, y)\dD =  f f / (x, у) dD ± f f g  (x, y) dD 
(d) id) <£>) 

формула уринли булади.
1 8 . 1 - н а т и ж а .  Агар f t (х, у), /2 (х, у), (х, у) функциялар

нинг хар бири (D) сохада интегралланувчи булса, у  хрлда ушбу 
Ci/i (х, у) +  c2 f2 ( x ,y ) +  . . .  - f  cnf n (х, у) (с- =  const, i =  l , 2 , . .  ., я)

op (/) йигнндини куйидагича икки кием га ажратамиз:
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функция хам шу сохада интегралланувчи ва

j  \ [Ci /1  (х, у) +  с2/2 (х, у) +  . . ■ +  сп[г1 (х, у)} dD
(£>)

Л
Ф )  Ф )  (D)

=  С1 f f /1  (X, У) dD +  с2 j  /2 (.v, у) dD +  . . . +  сп  ̂J  [п (х , у) dD

булади.
5°. Агар / (х, у) функция (D) сох,ада интегралланувчи булиб, 

¥  (х, у) € (D) учун / (х, у ) >  0 булса, у  хрлда
Г f / (х, у) dD >  О 
Ф)

булади.
1 8 . 2 - н а т и ж а .  Агар / (х, у) ва g (х, у) функциялар (D) сохада ин- 

теграчланувчи булиб, у  (х, у) £ (£>) учун

/ («. У ) < 8  (х, у)
булса, у  холда

f J / (*> У) dD <  ! I' ё  (х, у) dD
Ф )  (D)

булади.
6°. Агар / (х, у) функция (D) сохада интегралланувчи булса, у  хрл

да | / (х, у) | функция хам шу сохада интегралланувчи ва
I f |7 (х, у) dD | ^  I [ | / (х, y)\dD
Ф)  Ф )

булади.
7°. У р т а  ^ и й м а т  х а к и д а г и  т е о р е м а л а р .  f  (х, у) функция 

(D) сохада берилган ва у  шу сохада чегараланган булсин. Демак, 
шундай т  ва М узгармас сонлар ( т  — inf {/ (х, у); (х, у) £(£>)!, М — 
=  sup {/ (х,у)-, (х , у) £ (D) \) мавжудки, у  (х, у) € (О) учун

m < f  ( х ,у ) < М
булади.

18.4-т е о  рем  а. Агар / (х, у) функция (D) сохада интегралланувчи 
булса, у холда шундай узгармас и ( т  <  ц <  М) сон мавжудки,

f f / (х, и) dD =
Ф)

булади, бунда D — (D) соханинг юзи.
18 . 3 - на т ижа .  Агар f  (х, у) функция ёпик (D) сохада узлуксиз 

булса, у  хрлда бу сохада шундай (a, b)£(D) ну к, та топиладики,
f I’ / (х, у) dD = /  (a, b) D
Ф)

булади.
18.5-т е о  р е м а .  Агар g  (х, у) функция (D) сохада интегралланувчи 

булиб, у  шу сохада уз ишорасини узгартирмаса ва / (х, у) функция 
(D) свхада узлуксиз булса, у холда шундай (а, Ь) £ (D) нукта топила
дики,

j  f / (х, У) g (х, у) dD =  / (а, Ь) Г | g (х, у) dD 
ф) ф)

булади.
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8°. И н т е г р а л л а ш  с о х, а с и у з г а р у в ч и б у л г а н  и к к и  
к а р р а л и  и н т е г р а л л а р .  f(x, у) функция (D) сохада берилган бу
либ, у шу сохада интегралланувчи булсин. Бу функция, (D) соханинг 
юзга эга булган хар кандай (d) кисмида ((d) с : (D)) хам интегралланув- 
чи булади. Равшанки, ушбу

\\f (х, у) dD 
'(d)

интеграл (d) га бог лик булади.
(D) соханинг юзга эга булган хар бир (d) кисмига юкрридаги ин

тегрални мос к у ям из:

Ф : (d) j"I f(x, у) dD.
Id)

Натижада функция хосил булади. Одатда бу

Ф((<0) =  || fix, у) dD
'(d)

функция соханинг функцияси деб аталади.
(D) сохада бирор (х0, у„) нуктани олайлик. (d) эса шу нуктани уз 

ичига олган ва (d) cz (D) булган соха булсин. Бу соханинг юзи d, диа
метри эса К булсин.

Агар ^ -> 0  да ф<и1>> нисбатиинг лимити lim мавжуд ва чекли 
d x-*o d

булса, бу лимит Ф ((d)) функциянинг (л'й, уп) ну^тадаги сохр. буйича 
хрситси  деб аталади.

Агар f  (x, у) функция (D) сохада узлуксиз булса, у  холда Ф((а')) 
функциянинг (х0, у0) иуктадаги соха буйича хосиласи }(х0, уп) га тенг 
булади.

6- §. И кки  каррал и  интегралларни х,исоблаш

f(x, у) функциянинг (D) сохадаги ((D) с :  R2) икки каррали интег
рали тегишли интеграл йигиндининг маълум маънодаги лимити сифа
тида таърифланди. Бу лимит тушунчаси мураккаб характерга эга бу
либ, уни шу таъриф буйича хисоблаш хатто содда холларда хам анча 
кийин булади.

Агар f(x , у) функциянинг (D) сохада интегралланувчилиги маълум 
булса, унда биламизки, интеграл йигинда (D) соханинг булиниш усу- 
лига хам, хар бир булакда олинган ( lk, т]/;) нук,тзларга ^ам боглик 
булмай, Ар-> 0 да ягона ff (х, y)dD  сонга интилади. Натижада функ-

(D)
циянинг икки каррали интегралини топиш учун бирорта булинишга 
нисбатан интеграл йигиндининг лимитини хисоблаш етарли булади. Бу 
^ол (D) соханинг булинишини хамда (£*, r\i,) нукталарни, интеграл 
йдаиндини ва  унинг лимитини хисоблацгга кулай килиб олиш имконини 
беради.
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f i ху dD
<D)

(D) — ; (х, у )  6 R 2:0 ^  х ^  1, 0 ^  у  1 — х ).
Равшанки, f{x, у )  — ху  функция (D) да узлуксиз. Демак, бу функция (D) сохада 
интегралланувчи.

(D) сохани
I' / / + ! k k -j- i j k I

(Dik) =  | (.V, y ) £ R 2: -----<  v < ---------, —  <  у  < -------- , , —  -—  < 1
[  n n  n n n n  J

(i = 0, 1.2,  . . .  , n — 1, k = 0. J, 2, . . .  , > — 1)
(  i k \

булакларга ажратиб, хар бир (D:k) да (g,- , т]А ) =  — , —  деб караймиз.
\ п п )

У х.олда

М я с о  л.  Ушбу

интегрални хисоблайлик. Бунда

л—1 л—1 л —1 г гг—г—I

■ 2 2 f < £ i .  • !* )% =  2  2  +i=o fc=o i=о L n ,l n2 n 2пг
n -11 v  г (n -  «)*=  .A.| .'Г"1" -  n _  2n n(n I ) ( 2n 1) +  
i=0 2/i2\ 2 62n4 i

n2(n —■ 1 )2 
^  4

булади. Бундан эса
1

lim  о = ----
n ->cc 24

булиши келиб чикали. Демак,

j f x y d D  =  - ^ -
(D) ■

Умуман, куп хрлларда функцияларнинг каррали интегралларини 
таърифга кура хисоблаш кийин булади. Шунинг учун каррали интег- 
ралларни хисоблашнинг амалий жихатдан кулай булган йулларини 
топиш зарурияти тугилади.

Юкорида айтиб утганимиздек. f(x , у) функциянинг каррали интег
рали ва уни хисоблаш (D) сохага боглик.

Аввал, содда холда, (D) сох,а тугри туртбурчак сохадан иборат 
булган хрлда функциянинг каррали интегралини ^исоблаймиз.

1 8 . 6 - т е о р е м а .  f ( x ,y )  функция (D) =  \(х, у) £ R2 :а  <  х <  Ъ,
<  у  <  d ) сохада берилган ва интегралланувчи булсин.

Агар х(х£[а, Ь\) узгарувчининг щ р бир тайин кийматида
d

/(*)= j / (х, y)dy
С

интеграл мавжуд булса, у з;олда ушбу
b d
j  [ [ / ( * ,  y)dy] dx
a с

интеграл хам мавжуд булади ва

f f f  (х, y)dD =  j  [ J  / (x, tj) dy]dx
( D )  a с

булади.
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И с б о т .  (D) со^ани 
(Dik) =  [(дг, y )E R -:x t < x ^ x l4 l , yk < t j< i/ k+l\ (/ =  0, 1, . . .  , n — 1,

k =  0, 1, . . .  , m — 1)

(a =  x0 <  xL <  . . .  < x n =  b, с =  y0 <  y, <  . . . < y m = d )  булаклар- 
га ажратамиз. Бу булинишни /Jmn деб белгилаймиз. Унинг диаметри

Ьрпт =  max V&x-j +  A y l ( Axi =  xi+l -  Xf ,  Ayk =  yk+t — yk\

Модомики, f{x, у) функция (D) сохада интегралланувчи экан, у  шу 
сохада чегараланган булади. Бинобарин, f(x, у) функция ^ар бир (Dik) 
да чегараланган ва демак, у  шу сохада аник юкори хамда аник; куйи 
чегараларига эга булади:

mik =  inf { f(x, у) :(х, у) £ (D^)},

M ik =  sup ! / (л-, у ) : (х, у) £ {Dik)\,

(г =  0, 1, . . .  , п — 1, k =  0, 1, . . . , т  — 1).

Равшанки, У ( х ,  y)£{Du) учун т Ск <  fix , у) <  M ik, хусусан, |г-£ 
£[*;*(•+ J  учун хам tnik< f i l [t у) >  Mik булади. ; Теореманинг^шарти- 
дан фойдаланиб куйидагини топамиз:

Ук f l  ?№+1 Ук+1
.f mikdy <  J fj&i y)dy <  J  Mik dy,

Ук Ук и  Ук

яъни
Ук+ [

т и А У к <  3' /  f t f .  У ) d y  <  M ik> А У к - б У н А а  А у  к =  У к + 1 —  У  It-
Ук

Агар кейинги тенгсизликларни k нинг k =  О, 1, 2, . . .  , m — 1 кий- 
матларида ёзиб, уларни ^адлаб ^ушсак, у  ^олда

т — 1 т —[ ytd_ц} m —1

2  mikAyk ^  2  .! / ( i t-, y )d y <  2  M /feAyfc,
ft=0 ft=0 Ук

ЯЪНИ

m—1 d  m —1

2  <.)' f(h> y)dy = < 2  - Ч 'Л£=Q r k~0
(г =  0, 1, . . .  , я  — 1) булади.

Энди кейинги тенгсизликларни Axi(Axi =  х(-+1 — х^ га купайтириб, 
сунг хадлаб ку'шамиз. Натижада

п —1 т — I л—1 п —1 т —\

2  ( 2  < 2  < 2 1 2  -Ч-i=o *=о 1 = 0  г=о к=о
булади.
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Равшанки,
л —1 т — 1 п —1 m —1 л — 1 т — I

2  ( 2  rn ikAyk ) Axt =  2  2  " V  Av 4  = 2 2  « А  =  si
1=0 *=0 /=0 г=0 /г=0

f ( x , //) функция учун  Д арбунинг ^уйи  йириндиси,
^п—1 т — 1 л _ 1  т — 1

2  ( 2  м ^ у* ) Axi = 2 2  МА  =  5
1 =  0 &=0 1 = 0  А =0

эса Дарбунинг юкори йиншдисидир. Демак,

2 7( У Лх/ ^ 5 - (18.12)
1=0

Шартга кура f(x , у) функция (D) да интегралланувчи. У хрлда Кр 

-> 0 да
s -v  )' I f(x, y)dD , S ->  \ |7(х, у) dD

'(D) '(D)
булади.

(18.12) муносабатдан эса,

2 / ( У - Ал'/
! = 0

йигиндининг лимитга эга булиши ва бу лимит
f )7  (х, y)dD
(О)

га тенг булиши келиб чицади:
П— 1

lim  V  / (h)Ax; =  f Г/(х, y)dD.

Агар
к р п т *= 0  1 ‘  <°>

ва

lim '^i I(li)Axi =  j' I{x)dx 
t=0 «

Й b d 
j  1 (x) dx =  j' [ j 7  {x, y) dy j dx
a a с

эканлигини эътиборга олсак, унда

| J /(х, у) dD =  J  [ J  / (х, у) dy ] dx
(£)) й с

булишини топамиз. Бу эса теоремани исбот лайди.
1 8 . 7 - т е о р е ма .  / (х, у) функция (D) =  j(x, у) £R2 :а  <  х^Ь , с ^ у ^

<  d j сохада берилган ва интегралланувчи булсин. Агар у ( у € [ с ,  dj 
узгарувчининг щ р бир тайин кийматида

ь
Ну) =  \ f(x , y)dx

а
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интеграл мавжуд булса, у холда ушбу
d  Ь
j' j Г / (х, у) dx] dy
с  а

интеграл хам мавжид булади ва
d Ь

(' f / (х, у) dD =  j  j ( / (x, у) dx] dy
(D) с  a

булади.
Бу теореманинг исботи юкрридаги теореманинг исботи кабидир. 
18.6- теорема ва 18.7-теоремалардан куйидаги натижалар келиб 

чикади.
1 8 . 4 - н а т и ж а .  /(х, у) функция (D) сохада берилган ва интеграл

ланувчи булсин. Агар х(х£ [а, Ь}) узгарувчининг хар бир тайин кий-
d

магида \f(x, y)dy  интеграл мавжуд булса, y(y£ [c,d\) узгарувчининг
С

Ь
jqap бир тайин ^ийматида / (х, y)dx интеграл мавжуд булса, у  холда

a
ушбу

[ [ )7(лг, y)dy\dx, \ | :7 (х , y)dx]dy  *(18.13)
а с  с  а

интеграллар хам мавжуд булади ва
Ь d  d  b

Г J  f  (x, y)dD =  j' [ Г f  (x, y) dy] dx =  | [ \ / (x, у ) dx] d y
( D )  а "  с с " a

булади.
1 8 . 5 - н а т и ж а .  Arap f(x , и) функция (D) сохада берилган ва уз

луксиз булса, у >;олда
b d  а  Ь

у  Г f ( г ,  у) dD, \ j j  / (.V, у) dy] dx, i [ j  Цх, у) dx] dy
{ D)  а с с a

интегралларнинг хар бири мазжуд ва улар бир-бирига тенг булади.
(18.13) интеграллар, тузилишига кура, икки аргументли функция- 

дан аввал бир аргумент» буйича (иккинчи аргументини узгармас ^и- 
соблаб туриб), сунг икккнчи аргументи буйича олинган интеграллар- 
дир. Бундай интегралларни такрорий интеграллар деб аташ (такрорий 
лимитлар сингари) табиийдир.

Шундай килиб, каралаётган хрлда каррали интегралларни >̂ исоб- 
лаш такрорий интегралларни хисоблашга келтирилэр экан. Такрорий 
интегрални хисоблаш зса иккита оддий (бир аргументли функциянинг 
интегралини) Риман интегралнни кетма-кет хисоблаш демакдир.

18 .2-эс  л а т  м а. Юкорида келтирилган 18.6-теоремани исботлаш 
жараёнида курдикки, тутри туртбурчак (D) соха, томонлари мос ра- 
вишда Ах{, Ayk булган турри туртбурчак сохалар (D(0) ларга ажратил- 

ди. Равшанки, бу элементар соханинг юзи Dik =  Axl AyQ булади.
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Авв?л айтганимиздек, Ах ни dx га, Ау ни dy га алмаштириш мум- 
кинлигини хамда а'С х <  Ь, с <  у <  d эканини эътиборга олиб, бундан 
буён интегрални ушбу

H i( x y ) ,d D

куринишда ёзиш урнига
Ь d  < d  Ь
( I'/ (х, y)dy dx ёки [ \f(x, у )dxdy
о с  с  а

каби хам ёзнб кетаверамиз. 
М и с о л .  Ушбу

.ff
(D)

(1  - г  * 2  +  t/2)V 2
dx dy

интеграл х,исоблансин, бунда (D) =  \х, у )  £ R2:0  ^  х ^  1, 0 ^ ; / ^  1}. 
Интеграл остидаги

f (х, у) ■■
( 1 + х *  +  Я * )  2

функция (D) содада узлуксиз. Унда |^аралаётган икки каррали интеграл хам,
I

хJ dx

интеграл ,\ам мавжуд. 18.7-теоремага кура
1 1шо о

(1 +** + J,*)*/,
dx dy

интеграл м авж уд булади ва

булади.
Агар

Я
( D )

I

(1 + д * + £*)•/.

xdx

dx dy il l, dx
J  L J  (1 +  *2 +  1/2) 0 o '  J ’

dy

o (1 2 . J

1

( I + * * + 0 * )  d(l +  X* +  ^ )  =

V\ - i -xZ +  y *  |x= 0  V V + J  Vy* +  2 

булишини хисобга олсак, ун да

Я xdx d y Г 1 J = 1
i/2 - 4 -  2  J

dy
{D) (1 + X» + У2)3/2 J L Vlf1 + 1 V y2 + 2

=  ] In (j, +  V f + T )  -  In (y +  i V + 2) ]J  =  In
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эканини топамиз. Демак. 

x'dx d yЯ(D)
(1 - f  Л-2 +  у*)Ч,

=  \п - 2 + V 2
1 + >А з.

Энди (D) соха ушбу
(D) =  {{х, у) £ /?2 : а  <  д:<&. 

Фх(*) <  У <  ф2М } 
куринишда булсин. Бунда ф](х) 
ва ф2(х) [а, 6] да берилган ва уз- 

18-чизма луксиз функциялар (18-чизма).
18. 8- т е о р е м а .  f(x ,y )  функция (D) сохада берилган ва интег

ралланувчи булсин. Агар х(х£[а,Ь\) узгарувчининг \ар бир тайин  
ийматида

Vi(x)
/ (х )=  J' fix, у) dy 

't’.w
интеграл мавжуд булса, у холда ушбу

ь <Pi(jc)
1[ f fix , y)dy]dx
'a 4>i(a:)

интеграл хам мавжуд булади ва
Ь Ф2(*)

f f f  (х, у) dD =  4 [ f f(x,y)dy] dx
(D ) a  <j>,(jc)

булади.
И с б о т .  cp,(x) ва <pjx) функциялар [a, b] да узлуксиз. Вейерштрасс 

теоремасига кура бу функциялар [а, Ь] да узининг энг катта ва энг 
кичик кийматларига эришади. Уларни

min ф^х) =  с, шах ф 2 ( а )  =  d
а < к  СЬ а<х<:Ь

деб белгилайлик. 
Энди

=  { (х, у)  £ R2: а  <  х < Ь, с ^  у  <  d} 

Цх, у) ,  агар (х, у) £ (О) булса,
сохада ушбу

f-(x,y)=,
О, агар (х, у) £ (D,)\(D) булса

функцияни карайлик.
Равшанки, теорема шартларида бу функция (D,) сохада интеграл

ланувчи ва интеграл хоссасига кура
f | Г  (х, y)dD =  I’ /* {.X, y)dD +  Г [' Г  (x,y)dD =
(£>i) (Ь) (b,j\(0)

=  || 7 (x ,y )d D  (18.14)
(О)
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булади. Шунингдек, х(х£[а, Ь]) узгарувчининг хар бир тайин ^нйма- 
тнда

A M  =  J7  {x,y)dy
с

интеграл мавжуд ва
d  Ф,(дг) Фг(*)

Л М  =  I Г  (*. y)dy =  j' /*(х, y)dy +  f f*(x, у) dy +
c с Ф1(̂ )

d  <p,(*)
+  \ f* {x,y)dy =  \ f(x ,y)dy  (18.15)

фг(ДГ) ф,(*)
булади. Унда 18.6- теоремага кура

J  [ J7* (х, y)dy] dx
а  с

интеграл хам мавжуд булади ва

f f f*(x, У)dD =  ([ )' f*(x, y)dy]dx
(D i) a  c

булади.
(18.14) ка (18.15) муносабатдан

b  Фг(ЛГ)

f J  КХ’У)dD =  j ]  Г f(x,y)dy\dx
(D) a  q>\{x)

булиши келиб чикади. Теорема исбот булди.
Энди (D) соха ушбу

(D) =  {(х,у) £R2 : Щ у) <: х <  i|'(i/), с <  у  <  d)

куринишда булсин. Бунда 1|;,(г/) ва г|'2((/) [с, of] да берилган узлуксиз 
функциялар (1 9 -чизма).

18.9-т е о р е м а .  f(x, у) функция (D) сохада берилган ва интег
ралланувчи булсин. Агар y(y£[c,d]) узгарувчининг хар бир тайин 
кийматида

% ) =  С f(x,y)dx 
М )

интеграл мавжуд булса, у хрлда ушбу
d  Ы у)
|[ J  f(x,y)dx]dy

' с  Ц 'Л У )

интеграл хам мавжуд булади ва
d  Ф  г ( У )

^ f(x ,y )d D  =  j ' [  j' f{x,y)dx\dy 
(О) ‘с î(y)

булади.
Бу теореманинг исботи 18 .8 -теореманинг исботи кабидир.
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19- чизма 20- чизма

Фараз к ила й лик, (D) coxa ((D) с= R2) юкорида каралган сохаларнинг 
хар биринннг хусусиятига эга булсин (20-чизма).

1 8 . 6 - н а т и ж а .  /(х, у) функция (D) со^ада берилган ва интеграл
ланувчи булсин. Агар х(х£ [а, Ь\ узгарувчининг хар бир тийин ций- 
мгтида

I' / (х, y)dy  
ч м

интеграл мавжуд булса, у (у £ [с, d\) [ узгарувчининг хар бир тайин 
кийматнда

j  f(x , y)dx

интеграл мавжуд булса, у  холда
ь <р2(х; ti ч,(г/)
j'| [ \ (х, y)dy \dx, j' [ J f(x , y)dx\dy
a <CiU) с

интегра ллар хам мавжуд ва
b q>j(x)

!' j  / (х, у) dD =  I' f ]'/ (х, y)dy \dx=
(D) 'a <j>i(x)

d (̂f/)
=  j [  J f ix , y)dx\dy

с  ^ ( y t

булади.
Бу натижанинг исботи 18.8- 

георема ва 18.9-теоремадан ке- 
либ чикади.

Агар (D) соха 21-чизмада тас- 
вирланган соха булса, у холда 
бу соха юкорида урганилган со- 

21 - чизма халар куринишига келадиган кн-
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либ булакларга ажратилади. Натижада (D) соха буйича икки каррали 
интеграл ажратилган сохалар буйича икки. каррали интеграллар йигин- 
дисига тенг булади. Шундай килиб, биз интеграллаш сохаси (D) нинг 
етарли кенг синфи учун каррали иинтегралларни такрорий интеграл- 
ларга келгириб ^исоблаш мумкинлигини курамиз.

Мисоллар. I . Ушбу

I j e~'J ~ dx d у  
(Ь)

иктегрални ^арайлик, бунда ( D ) {(х, у)  6 R 2'-0 ^  х ^  у ,  0 у ^  1 ;. Бу я;олда 
18.7-теореманинг барча шартлари бажарилади. Уша теоремага кура

1 У
i ) е~ уг dx d y =  I' [ J e~ lJJ dx] du  
(D) 0 0

булади. Б у тенгликнинг унг томонидаги интегралларнн \исоблаб цуйидагиларни то
памиз:

е —У1 dx —У

y e  и d y  =- d{yi )=

Демак,

Я '
(О)

,-yz dx dy=

2 . Ушбу

(О)
ху  dx d y

ннтегрални ^арайлик, бунда (D) — {(*, у) 6 /?3:0 ^  х ^  1, 0 у  ^  1 — х ) . Б у э^ол - 
да 18.6-теореманинг барча шартлари бажарилади. Унда

1
^ x y d x d y  =  j  дс

(D ) о

1 - х -

У ^У dx - i xi 1 — x f  dx — J _  
J  24

булади.
3. Ушбу

I I  I x p у  dx d y  
(D)

ннтегрални царайлик, бунда (D) — {{x, у)  £R'2:0 ^ . x  I, 0 ^  у  ^  1 — х].  Бу з^ол- 
дэ 18.6-теореманинг барча шартлари бажарилади. Уша теоремага кура

_____  1 1 - х  - ______
j  J  J х у  dx d y  =  j 't  I' 1 x -j- у  d y  \ dx 
( D )  об

б)лади. Интегралларни ^исоблаб топамиз:
1 1 - х  1

f[.f ]  x +  y d y dx
, y = l —x

—  \ (X +  у)* ) dx =
* !y=o
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=  { J d — V-V3 ) dx =  — .
() *L̂ 1M

\ [  V *  +  У dx dy =
<£>') 5

Б у келтирилган мисолларда содда функцияларнинг содда соха 
буйича икки каррали интеграллари каралди. Куп холларда содда функ- 
цияларни мураккаб соха буйича, мураккаб функцияларни содда соха 
буйича ва айникса, мураккаб функцияларни мураккаб соха буйича ик
ки каррали интегралларини хисоблашга турри келади. Бундай интеграл- 
ларни хисоблаш эса анча кийин булади.

7 - §. И к к и  каррал и  интегралларда узгарувчиларни ал м аш тириш

/ (х , у) функция (D) сохада ((D) с :  R2) берилган булсин. Бу функ
циянинг икки каррали

 ̂\ ( (х , у) dx dy (18.16)
Ф)

интеграли мавжудлиги маълум булиб, уни хисоблаш талаб этилсин. 
Равшанки, /' (х, у) функция хамда (D) соха мураккаб булса, (18.16) 
интегрални х.исоблаш кийин булади. Купинча, х ва у  узгарувчиларни, 
маълум кои да га кура бсшка узгарувчиларга алмаштириш натижасида 
интеграл остидаги функция хам, интеграллаш сохаси хам соддалашиб, 
икки каррали интегрални хисоблаш осонлашади.

Ушбу параграфда икки каррали интегралларда узгарувчиларни ал
маштириш билан шугулланамиз. Аввало текисликда сохани соха га акс- 
лантириш, эгри чизикли координаталар хамда соханииг юзини эгри чи- 
зикли координаталарда ифодаланишини келтирамиз.

Иккита текислик берилган булсин (22-чизма). Биринчи текисликда 
тугри бурчакли Оху координата системасини ва чегараланган (D) соха
ни карайлик. Бу сох.анинг чегараси д (D) содда, булакли- силлик чи- 
зикдан иборат булсин. Иккинчи текисликда эса тугри бурчакли Ouv

1

Демак,

22- чизм1
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координата системасини ва чегараланган (А) сохаии карайлик. Б у соха- 
нинг чегараси д(Л) хам содда, булакли-силлик чизи^дан нбораг бул 
син.

Ф (и, v ) ва \)з (и, v) лар ( 4 )  со^ада берилган шундай функциялар 
булсиики, улардан тузилган {ф  (и. и), ф  (и, и)} система (А) со^адаги 
(и, о) нуктани (О) сохадаги (х, у) нуктага акслантирсин:

Ва бу акслантиришнинг акеларидан иборат {(х. у)} туплам (D) га те- 
гншли булсин.

Демак, ушбу

снсгема (А) со^ани (D) соха га акслантиради.
Бу акслантириш ^уйидаги шартларни бажарсин:
1а. (18.17) акслантириш узаро бир ^ийматли акслантириш, яъни (А) 

соханинг турли нукталарини (D) соханинг турли нукталарига ахслан- 
тириб, (D) сохадаги хар бир нукта учун (Л) со чада унга мэс келади- 
ган нукта биттагина булсин.

Равшанки, бу хрлда (18.17) система и ва в ларга нисбатан бир 
кийматли ечилади: и =  ф1 (х, у), v =  i|'t (х, у) ва ушбу

система билан акслантириш юкоридагн акслантиришга тескари булиб 
(D) сохани (А) сохага акслантиради. Д емак,

2\ ф (и, у), г|э(м, и) функциялар (А) со ха да, фх(х, у) ва ф1(х, у) 
функциялар (D) сохада узлуксиз ва барча хусусий хосилаларга эга б у 
либ, бу хусусий хосилалар хам узлуксиз булсин.

З3. (18.17) системадаги функцияларнинг хусусий хосилзларидан т у 

зилган ушбу

функционал детерминант (А) сохада нолдан фар^ли (яъни (А) соханинг 
хар бир ну^тасида нолдан фаркли) булсин. Одатда (18.20) детерми-

Бу 2° ва 3°- шартлардан, (А) борламли соха булганда, (18.20) яхо - 
бианнинг шу со^эда уз ишорасини сацлаши келиб чикади.

Х ш ^атан  хам, I (и, v) функция (А) соханинг иккита турли н у к т а - 
ларида турли ишорали цинматларга эга булса, у  xo-W  12-бэбшшг

Ф : (и, г) х, 
ф: (и, v)-+-y.

(18.17)

(18.18)

ф(ф! (х, у), Ы х , у)) =
М5 (Ф1 (х , у), Ы * .  у)) =  у . )

(18.19)

дх дх  
д и d v

(18.20)
д у  ду_ 
д и  d v
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5-§  идаги 12.13-теоремага кура, (А) да шундай (ы0, у0) ну^та топила
дики, / (и0, и0) =  0 булади. Бу эса I (it, v) Ф О булишига зиддир.

3°-шартдан (18.18) системанинг якобиани, яъни ушбу
д а  да  
дх д у  

d v  ди  
дх д у

(18.21)

д и  дх  
дх d v

функционал детерминантнинг хам (D) сохада 
келнб чикади.

^акикатан хам, (18.19) муносабатдан
дх _дх
дх д п

ду _<Н)_
д у  ди
д х _ дх
д у  ди  
д у  _  д у  
дх ди

булишини эътиборга олсак, у  хрлда
D (х, у) D (и, V)

поддан фаркли булиши

ди

д у
ди

ду

д у
d v
дх
dv

ди  д у  
дх ' dv

dv
дх
d v

ду
d v
д у
dv
дх

=  1,

1,

О,

— =  О

булиб,
h  (х, у)

D(u ,  v) D(x,  у )  

D(u,  и)

=  1

Ф  О
D (х, у )  

булишини топамиз.
Демак, (D) богламли соха булганда (18.21) якобиан хам (D) со^а- 

да уз ишорасини саклайди.
Юкоридаги шартлардан яна куйидагилар келиб чикади.
(18.17) акслантириш (Д) соханинг ички нуктасиии (D) соханинг 

ички нуктасига акслантиради. ^аци^атан хам, ошкормас функциянинг 
мавжудлиги хакидаги теоремага кура (18.17) система (х0, у0) нукта- 
'нинг бирор атрофида и ва у ларни х ва у  узгарувчиларнинг функция- 
си сифатида ани^лайди: и =  срх (х, у), и =  г|з, (х, у). Бунда Фл. (лг0, у0)~  
=  и0, грх (х0, г/0) =  £>0 булади. Демак, (х0, у0) (D) соханинг ички нук- 
таси. Бундан (18.17) акслантириш (Д) соханинг чегараси д (Д) ни (D) 
соханинг чегараси д (D) га акслантириши келиб чикади.

Шунингдек, (18.17) акслантириш (Д) сохэдаги силлик (булакли- 
силлик) эгри ЧИЗИК

и =  и it) '
V =  V (t)

ни (D) сохадаги силлик (булакли- силлик) эгри чизи^
х =  ф (u(t), v(t))] 
y =  \p(u(t), v{t)))

га акслантиради.
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(А) сохада и =  и0 тугри чизикни олайлик. (18.17) акслантириш бу 
тугри чизикни (D) сохадаги

эгри чизиеда акслантиради. Худди шундай (А) сохадаги у — и0 тугри 
чизикни (18.17) акслантириш (D) сохадаги

эгри чизивда акслантиради. Одатда, (18.22) ва (18.23) эгри чизикларни 
координат чизиклари ((18.22) ни v координат чиздаи, (18.23) ни эса и 
координат чизига) деб аталади.

Модомики, (18.17) акслантириш узаро бир кийматли акслантириш 
экан, унда (D) соханинг хар бир (х, у) иуктасидан ягона v — коорди
нат чиздаи (и нинг тайин узгармас кишат ига мос булган чизи^), яго
на и — координат чизиги (о нинг тайин узгармас кийматига мос бул
ган чизик.) утади. Демак, (D) соханинг шу (х, у) нуктаси ю кор и да 
айтнлган и ва и лар билан, яъни (А) соханинг (и, v) нук;таси билан 
тула аникланади. Шунинг учун и ва и ларни (D) соха ну^таларинин г 
координаталари деб караш мумкин. (D) соха нукталзринииг бундай 
координаталари эгри чизикли координаталар деб аталади.

Шундай цилиб, и ва v лар бир томондан (А) соха ну^тасинннг Д е 
карт координаталари, иккинчи томондан худди шу а  ва и лар (D) 
соха нуктасининг эгри чизикли координаталари булади.

М и с о л .  Ушбу

системами ^арайлик.
Бу система (Д) = { (и, и) 6 : 0 ^ p < - j - o o ,  0 ^  <р <  2 я} сохани Оху  текис- 

ликка акслантиради. Б у системанинг якобиани

р ва ф лар ([D) со^а ну^таларининг эгри чизикли координаталари булиб, шу со- 
^анинг координат чизиклари эса, маркази (0, 0) ну^тада, радиуси р га тенг уш эу

х2-\- у2 =  р2
айланалардан (v — координат чизиклари) >;амда (0, 0) н у^тадан  чиедан ф = р0 (0 ^  
^ ’р о < 2л) нурлардаи (v  — координат чизш^лар) иборатдир.

Фараз килайлик, ушбу

система (А) сохани (D) со^ага акслантирсин. Бу акслантириш юДори
да ги 1° — 3°- шартларни бажарсин. У  ^олда, (D) соханинг юзи

(18.22)

(18.23)

I (и, v) = cos ф — р sin ф 
sin ф р cos ф

булади.

(18.17)
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i j / (и, v) j du dv =  J j”D =
(D) (Д)

D (x, t/) 
D(u ,  v)

du dv (18.24)

булади.
Бу формуланинг исботи кейинги бобда келтирилади (каранг, 19- 

боб, 3-§).
/ (х, у) функция (О) сохада ((D) cz R~) берилган ва шу сох,ада уз

луксиз булсин. (D) эса содда, булакли-силлик чизик билан чегаралан- 
ган соха булсин. Равшанки, / (х, у) функция (D) сохада интегралла
нувчи булади.

Айтайлнк, ушбу
*  =  <р(ы, i -П (1 8 1 7 )  
у  =  ф (И , V ) )

система (Д) сохани (D) сохага акслантирсин ва бу акслантириш юцори- 
даги 1° — 3°-шартларни бажарсин.

Дар бир булувчи 4»3HFii булакли-силлик булган (Д) соханинг Р А 
булинишини олайлик. (18.17) акслантириш натижасида (D) соханинг 
PD булиниши хосил булади. Бу булинишга нисбатан / (х, у) функция
нинг интеграл йириндиси

° k
*=i

ни тузамиз. Равшанки,
П

lim  <т =  lim  У  / (\к, %)£>* =  f \ f  (х, у) dx dy. (18.25) 
\P d -+ о АргГ >о —{ (оГ

Юкорида келтирилган (18.24) формулага кура

Dk
(Dk )

булади. У рта киймат хакидаги теоремадан фойдаланиб куйидагннн то
памиз:

Dk =  \ l(u k, v l ) \ - \  ((ul, vk) e ( \ ) ) ,  

бунда Ak — (Ak) нинг юзи. Натижада (18.26) йдаинди ушбу

а = ^  f  (»*• ТЬ) ' ! 1 К  Vd  ■ Ak
к— 1

куринишга келади.
(I** т1а) нуктанинг (D J сохадаги ихтиёрий ну^та эканлнгидан фой

даланиб, уни
Ф (ик, Vk) =  1к,
Ч5 (“I  vl) =  %

деб олиш мумкин. У хрлда
П

о = >] / (<р («;, vi), 4' К ,  ь\) | / («*, vl) | • д & 
к= 1

булади.
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Равшанки,
/ (ф (и, v), г)з (и, v)) ■ I/ (и, v) |

функция (А) сохада узлуксиз. Демак, у  шу сохада интегралланувчи. 
У холда

П
lim  <т= Нш V  /(ф (и;, v’k), ^(м*.  v’k)\ I(u ’k, 1#Д* =

— [j" /(ф (ы> у)> ’1: (“ > v))\I(u, v)\ du dv (18.26)
(Л)

булади.
Хр -> 0 да Яро -> 0  булишини эътиборга олиб, (18.25) ва (18.26) 

муносабатлардан

f ( x . y)d x  dy =  [ j  /(ф( « ,  и), г|з(ы» u) ) l^ (« . у) №  dv (18.27)
(D) (А)

булишини топамиз.
Бу икки каррали интегралда узгарувчиларни алмаштириш формула- 

сидир.
У берилган (D) соха буйича ннтегрални хисоблашни (А) соха буйи

ча интегрални хисоблашга келтиради. Агарда (18.27) да унг томондаги 
интегрални хисоблаш енгил булса, бажарилган узгарувчиларни алмаш- 
тириш узини оклайди.

М и с о л .  Ушбу

Г  Г  1 /  f ~ . х2 — Уг dx d y
(У V  1 + х* +  У2

интегрални ^арайлик, бунда
(£>) =  {( дг, у ) < Е № : х *  +  у * <  1, гу >  0}

маркаэи (0, 0) ну^тада, радиуси ) га  тенг булган юкори текисликдаги ярим дойра. 
Берилган интегралда узгарувчиларни ^уйидагича алмаштирамиз:

X =  р  COS ф ,

у  =  р sin ф.
Бу алмаштириш ушбу

(А) =  {(р, ф) 6 Я 2 0  <  ф <  л , 0 <  р <  1}
тугри туртбурчакни (D) сохага акслантиради ва у  1° — 3°- шартларни ^аноатлантира- 
дн. Унда (18.27) формулага кура

Я У  S iZ+p * d«" if ] / S 1',р’ ф) 1
(О) (Д)

булади. Бунда якобиан / (р, ф ) =  р булади. Б у тенгликнинг унг томонидаги интег
рални хисоблаб топамиз:



Демак,

J  J  У  1 +  **> +  yS -....... -  4
an

dx d y  — —  (л — 2)

8 - §. И кки  каррал и  интегрални тацрибий х,исоблаш

/ (*> у) функция (D) сохада ((D) с  R2) берилган ва шу со .чада ин
тегралланувчи, яъни

f [  /' (х,у) dx dy (18.28)
(ГУ)

интеграл мавжуд булсин. Маълум куринишга эга булган (D) сочалар 
учун бундай интегрални хисоблаш б-§ да келтирилди. Равшанки, f  (x,y) 
функция мураккаб булса, шуиннгдек, интеграллаш сохаси мураккаб 
куринишга эга булса, унда (18.28) интегрални хисоблаш анча кийин 
булади ва куп холларда бундай интегрални такрибий хисоблашга тутри 
келади.

Ушбу параграфда (18.28) интегрални такрибий хисоблашни амалга 
оширадиган содда формулалардан бирини келтирамиз.

Айтайлик, / (х, у) функция (D) --- {(х, у) Q R - : а <  х <  1>, с <  у <с d} 
тугри тургбурчакда берилган ва узлуксиз булсин. Унда б- § да келти
рилган формулага кура

ь d
[ f / (х, У) dx dy =  Щ / (х, у) d y jd x  (18.29)

(О} а  с

булади.
Энди

d
С / (х, у) dy (х £ 1а, Ь\)

С

интегралга 1-кисм, 9 -боб, 11 - § даги (9.52) формулани — тугри турт- 
бурчаклар формуласини татбик этиб, ушбу

d  . п —i
d — с

\ f ( x , y ) d y t t ------С У [ ( х , у  , ) ( * Е1 а >Ь] )  (18.30)
CJ " ~  "+ :/

гакрибий формулани хосил киламиз. Сунг

f / (х, У 1 ),) кл- —
dx

k+-
2

интегралга яиа уша (9.53) формулани 1̂ уллаб, куйидаги

[ f (x ,  у , ) d x t t ------  у  f (x  , , у , )  (18.31)
J k4- — т  i 4- — ft Л—fc-f -  m • л 1 + -  к н—

2 ( = °  2 2

такрибий формулага келамиз. 
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m—1 л—1
\ f / (х, у) dx dy ж  {-b~ a )-  -d ~  c] У  V  f  (x , , IJ , ) (18.32)

v  о  tX ttX  л ш и  i  f e  _д_ .—(£)) ( = 0 k—0 2 '2
булиши келиб чикади.

Бу икки каррали интегрални такрибий хисоблаш формуласи, «тугри 
туртбурчаклар» формуласи деб аталади.

Шундай килиб, «турри туртбурчаклар» формуласида, икки каррали 
интеграл махсус тузилган йиринди билан алмаштирилади. Бу йиринди 
&са куйидагича тузилади:

(D) =  {(х, у) £ R2 : а <  л' < Ь, с <  у  <  d\ — турри туртбурчак п т  та 
тенг (Dik) =  {(х, у) £ R2 :x i <  х  <  х[Ч1, yk< y <  y k+l} (i =  0, 1, 2, . . .  ,
т — 1; & =  0, 1, 2, . . . , п — 1) турри туртбурчакларга ажратилади. 
Бунда

, . Ь — а  , I d  — сX: =  а +  i ------ , ук =  С +  k ------ .
т  н

Хар бир (Djk) нинг маркази булган (х , , у  , ) (i — 0, 1, 2, . . . ,
i ~\--- к ---

2 2
т — 1; k - 0, 1 , 2 ,  . . . , п — 1) нуктада / (х, у) функциянинг кийма- 
ти / (х_ j , у  , )  хисобланиб, уни шу (Dik) нинг юзига купайтирн-

1 2 2
лади. Сунгра улар барча i ва k лар (i =  0, 1 , 2 ,  . . . , т  — 1; k — 0, 
1, 2, . . .  , п — 1) буйича йирилади.

Одатда, хар бир такрибий формуланинг хатолиги топилади ёки ба- 
хрланади. Келтирилган (18.32) такрибий формуланинг хатолигини х.ам 
урганиш мумкин.

Натижада (18.29), (18.30) ва (18 .31) муносабатлардан

М и с о л .  Ушбу

ЯJ J  (Х+Г/+1Р 
( О )

dx d y

интегрални ^арайлик, бунда (D) =  {(х, у )  6 R2 : 0 ^  л- ^  1, 0 у  1). Уни так,ри- 
бий з^исоблаймиз. (D) ни ушбу туртта тенг булакка буламиз:

(Аю) = У) 6 R2 0
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Б у булакларнинг марказлари

нукталарда

функциянинг кийматларшш хисоблаб, (18.32) формулага кура

(D)

булишини топамиз. Бу интегралнинг аник циймати эса

d y  =  In 1 -  =  0,287682 . . . 
3

бС'лад!;

9 - §. И кки  карр ап и  интегралнинг баь зи  би р  татбицлари

Ушбу параграфда икки каррали интегралнинг баъзи бир татбик.ла- 
рини келтирамиз.

1. Ж и с м н и н г  х а ж м и  в а  у н и н г  и к к и  к а р р а л и  и н т е г р а л
о р к а  л и и ф о д а л а н и ш и .  jRa фазода бирор чегараланган (V) жисмни 
карайлик. Бу (V) жисмнинг ичига (Л) купёклар жойлашган, уз навба- 
тида (V”) жисм эса (В) купёклар ичида жойлашган булсин. (Л) к упёк- 
лар хажмларини VА билан, (В) купёклар хажмлирини Vв билан белги- 
лайлик. Биз купёкларнинг хажмларп тушунчасини ва уни хисоблаш ни 
(худди текисликдаги купбурчакнинг юзи тушунчаси ва уни хисоблаш 
каби) биламиз деб оламиз. Натижада (I/) жисмнинг ичида жойлашган 
купёклар хамжларидан иборат {VА} туплам, ичига (У) жисм жойлаш
ган купёклар хажмларидан иборат {V'B} тупламлар хосил булади. {V А} 
туплам юкоридан, {VB} туплам цуйидан чегараланганлиги сабабли 
{VA} туплам аник кжори чегарага, {Vв\ туплам эсг аник куйи чега- 
рага эга булади:

1 8 . 8 - т а ъ р и ф.  Агар V — V, яъни sup {VA} =  inf {V в) тенглик

Энди (V) жисм сифатида юкоридан z — / (х, у) сирт билан, ён то- 
монларидан ясовчилари Oz у  к ига параллел булган цилиндрик сирт

su p {V A}=-~V, M { V B} = V .
Равшанки,

V V .

уринли булса, у  хрлда (У) жисм хажмга эга деб аталади ва V —V — V 
микдор (V) жисмнинг цажми дейилади.

Демак,
V =  sup {VA} =  inf {V B}.
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хамда пастдан Оху текислигидаги (D) соха билан чегараланган жисмни 
карайлик.

(D) ёпик соханинг Р  булинишини оламиз. / (х, у) функция (D) да 
узлуксиз булганлиги сабабли, бу функция Р  булинишнинг хар бир 
(Dk) булагида хам узлуксиз б)глиб, унда

inf {/ (х, у) : (х , у) £ (D,)} =  mk, sup {/ (х, у) : (х, у) £ (D,,)} =  М к

(k = ] ,  2,  . . . , п )  ларга эга булади. 
куйидаги

VA =  y i mk Dk
k—\

VB =  2 Mk Dk
k=i

йигиндиларни тузамиз. Бу йнгиидиларнинг биринчиси (V) жисм ичига 
жойлашган купёкнинг хажмини, иккинчиси эса (V) жисмни уз ичига 
олган купёкнинг хажмини ифодалайди.

Равшанки, бу купёклар, демак, уларнинг хажмлари хам / (х, у) 
функцияга хамда (D) соханинг булинишига боглик булади:

УЛ = К  (/)- VB =  VPB V).
(D) соханинг турли булинишлари олинса, уларга нисбатан (К) жисм- 

нинг ичига жойлашган хамда (V) жисмни уз ичига олган турли куп
ёклар ясалади. Натижада бу купёклар хажмларидан иборат цуйидаги

№  К  (/)}
тупламлар хрсил булади. Бунда {VA (/)} туплам юкоридан, {VPB (/)} 
туплам эса куйидан чегараланган булади. Демак, бу тупламларнинг 
аник чегаралари

sup {V* (/)}, in f {VP (/)}

мавжуд. Шартга кура / (х, у) функция (D) ёпик сохада узлуксиз. У  
хрлда Кантор теоремасининг натижасига асосан, Y e > 0  сон олинганда
хам, — сонга кура шундай 6 >  О сон топиладики, (D) соханинг диамет-

ри 'кр <  6 булган хар кандай булиниши Р  учун хар бир (D,) да функ
циянинг тебраниши

M k — mk < ~

булади. Унда
inf n i  (/)} — suр {V'„ (/)}<!/' ш - v '  т -

=  о » <
*=i k=\

< - i y n  = 1 / )  =  е.
^  D k D

к—l
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Демак, (D) соханинг диаметри <  б булган хар кандай булиниши 
олинганда ^ам бу булинишга мос (У) жисмнинг ичига жойлашган хам
да бу (У) ни уз ичига олган купёк хажмлари учун хар доим

О <  inf }VP if)) — sup{l/^(/)}< e

тенгсизлик уринли булади. Бундан эса
inf { VpB(f)} =  sup { Vp (f)\ (18.33)

тенглик келиб чи^ади. Бу тенглик (У) жисм ^ажмга эга булишини 
билдиради.

Энди кжорида урганилган VPA if), VPB (f) йигиндиларни Дарбу йнгин- 
дилари билан такдослаб, VAif) хам VpB(f) йигиндилар / ( х , «/) функ
циянинг (D) сохада мос равишда Дарбунинг цуии хамда кщор и йнгнн - 
дилари эканини топамиз. Шунинг учун ушбу

sup {VpA if)}, inf [VPB if)j

миадорлар f  (x, у) функциянинг куйи хамда юкори икки каррали интег- 
раллари булади, яъни

sup [VpA if)\ = Я  f & y )  dD’ inf iVB (/)} =  Я  f (x >y)*D.
(D) &

Юкррьдаги (18.33) муносабатга кура

j f  f(x, у) dD f  (x, у) dD 
(5> (O)

тенглик уринли экани куринади. Демак .

(•) f(x y)dD =  ^  fix, у ) dD =  jT  fix , y)dD .
( D )  ( D  |

Шундай килиб, бир томондан, каралаёгган (У) жисм ^ажмга э г а  экани 
иккинчи томондан, унинг хажми f  (х, у) функциянинг {D) со^а буйича 
икки каррали интегралига тенг экани исбот этилди. Демак, (V) жисм
нинг хажми учун ушбу

У = ( |  f{ x ,y )d D  (18.34)
Ф)

формула уринли.

М и с о л .  Ушбу
д-г j 2
О.* +  № "Г С2 ^

эллипсонднинг хажми топилсин. Бу эллипсоид г =  О текислнкка 'ннсбатан симмет- 
[ 1Екднр. Юкори кисмшш (г ^  0) у раб турган сирт

булади.
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Ю^орндяги (18.34) формулага кура эллипсоиднинг хажми V:

( О )

булади, бунда

(D) =  \{х, у )  б R* :^~  +  <  1 )■ а2 Ь' )
Иитегралда

х =  а  р cos (р 1 

у  =  b р cos ф] 
алмаштиришни бажарамиз. Бу систёманинг якобиани

a  cos <р Ь sin ф

(18.35)

I (Р. ф)= ■ ао  р
- а  р sin  ф Ь р sin ф

булади. (18.35) система (Д) =  {(р, ф) 6 Л2 ;  0 ^  р <  1, 0 <  ф ^  2 я ]  сохани (D) со- 
х.ага акслантиради. (18.27) формулага кура

J J j/̂ 1 — “ — ] Л —р? a b p d p d t p
(О) (Д)

булади. Демак,
____  1 2я

К — 2 обе J J |Л ] — p2 p cl p  d  cp =  '2 abc  J (J dtp)  У  1 — p2 p dp  =
(A) . 0 0

4 л

3
r  , ---------- 4 л

: 4 r c a 6 c j  К 1 — p2 p d p =  —  f l i c .
0

Шундай килиб, эллипсоиднинг хажми

f4
V =  — л  абс

3
булади.

2. Я с е н  ш а к л н и н г  юзи.  Ушбу бобнинг 1-§ ида (D) соханинг 
юзи куйидаги

D =  (‘ [ dD —• |‘ cf.trfy
(О) (О)

интегралга тенг булишини курдик. Демак, икки каррали интеграл ёр- 
дамида ясен шаклнинг юзини хисоблаш мумкин экан.

Хусусан, соха
(D) \{х, у) £ R'2: а <  х <  Ь, 0 <  г/ <  / (.*))

эгри чизшуш трапециядан иборат булса (/ (х) функция [а, Ь] да узлук
сиз, у холда

b f(x) Ь
D — j  | dxdy =  j [ J  dy | d x=  j / (x) dx

{D) a 0 a
булиб, 1- кием, 10-боб, 2-§ да топилггн формулага келамиз.
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М и с о л .  Ушбу
t/2 + Q2 у2 _|_ *2

х = ---- ; ------, х =  ■——----- - (0 <  а  <  Ь)
2 а 2 Ь

чизицлар билан чегараланган шаклнинг юзи топилсин. Б у чизн^лар параболадан ибо- 
рат (23- чизма). К,уйидаги

I/2 +  а2 ' „ 
л; — — ------ =  О

2 а

У* +  & л л* — ----------- =  О
2Ь

системани ечиб, параболаларнинг кесишган ну^галари

/ 5 Г ) ва { ^ 1 Г ' ~ v “b )
эканини топамиз. К^ралаётган ш акл Ох у  к, ига нисбатан симметрии булишини эъти- 
борга олсак, у  ^олда (D) нинг юзи

булади, бунда

D =  2 j j dx d y  
(D'i)

( _ (2- у 2 -4- ,---- i
(D ^ =  J (*, y )  € « *  : ^ ... -  <  a <  ....  , 0 <  у  <  [ .

Интегрални хисоблаб, куйидагини топамиз:
»*+ь*

V 2fr 

j  j  dx d y  =  j" ^  dx'} d y  ■ 
(£>,) о уг-\-аг

Демак,

2b 2a '- )d y ^ ~ i.b -a )/ a b .

D =  j ' ̂  dx d y  =  — (b—a) \r ab . 
Ф)

3. С и р т н и н г  ю з и  в а  у н и н г  
и к к и  к а р р а л и  и н т е г р а л  орк; э-  
ли и ф о д а л а н и ш и .  Икки каррали 
интеграл ёрдамида сирт юзини хисоб
лаш мумкин. Аввало сиртнинг юзи 
тушунчасини келтирамиз.

Фараз килайлик, z =  f (х,у) функ
ция (D) сохада берилган ва узлуксиз 
булсин. Бу функциянинг графиги 17- 
чизмада тасвирланган (5) сиртдан ибо- 
рат булсин.

(D) соханинг Р булинишини олай- 
лик. Унинг булаклари (D J, (D2), . . .,
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(£>п) булсин. Бу булинишнинг булувчи чюикларнии йуналтирувчилар 
сифатида караб, улар ор^али ясовчилари Oz укига параллел булган ци
линдрик сиртлар утказамиз. Равшанки, бу цилиндрик сиртлар (S) сиртни 
(S j) , (S2), . . . , (Sn) булс кларга ажратадй. Дар бир (Dk) (k — 1, 2, . . ., 
п) да нхтиёрий (£fe, цк) нукта олиб, (S) сиртда унга мос нукта (gfe, 
2t) (zk = f(lk> %) нн топамиз. Сунг (S) сиртгэ шу (1к, цк, г,) нуктада 
уринма текислик утказамиз. Бу уринма текислик билан юкорида ай- 
тилган цилиндрик еиртнинг кесишишидан хреил булган уринма текис
лик кисмини (Тк) билан, унинг юзини эса Тк билан белгилайлик.

Геометриядан маълумки, (Dk) coxa (Tk) нинг ортогонал проекцияси 
булиб,

Dfc =  7 fc|c os v J  (18.36)
булади, бунда yk ~ (S )  сиртга {1к, цк, zk) (zk,= f ( t k , %)) нуктада утка- 
зилган уринма текислик нормзлининг Oz у^и билан ташкил этган бурчак.

Равшанки, кр — 0 да {S ,) (k =  1, 2, . . . ,  п) нинг диаметри хам 
нолга интиладц.

Агар Хр ~>- 0 да

i  тк
А = 1

йигинди чекли лимитга эга булса, бу лимит (S) еиртнинг юзи деб ата
лади. Демак, (5) еиртнинг юзи

5  =  lim  (18.27)

булади.
Юкорида каралаётган z =  f  (х, у) функция (D) сохада f ‘x (х, у), 

f'g (х, у) хусусий хосилаларга эга булиб, бу хусусий хосилалар (D) со
хада узлуксиз булсин. У  хрлда

cosy*

булэди.
(18.36) муносабатдан

Г  =  __1__ пk b. cos у к
булишини топамиз. Демак,

п  п  п

]£ Г‘ “ S  ̂   ̂‘+ (1*' Щ)+Г' (1*' ̂  ( 1 8 - 3 8 )

к= I к=1 ft=1
Тенгликнинг унг томонидаги йигинди

V i  + / ;2 (х, у) -ь !у (х, у)
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функциянинг интеграл йигиндисидир (каран г, 1-§). Бу функция (D) со- 
хада узлуксиз, демак, интегралланувчи. Шунинг учун

l im У, \ 1 + /* (5*. \ )+ h j ■(£*, -DkАр-, 0ft=,

=  I ( V  1 +  fx (х> У)+ fy (Х’ У) dD
"(О)

булади.
Шундай килиб, (18.37) ва (18.38) муносабатлардан

5  =  J J  / \  + f U x ,  у) + f ’, (x ,y)dD  (18.39)
ф)

булиши келиб чш^ади.

М и с о л . Асосининг радиуси г,  баландлиги h  булган доиравий конусшшг ёи 
сирти топилсин.

Бундай конус сиртининг тенгламаси
А -------------г = -  + у*
Г

булади. Ю^оридаги (18.39) формулага кура

S =  J 7  у  1 -\-гх +  г у  dx d y  
\D)

булади, бунда 

Энди

ва

V

(D) =  [(* , +

h х h у
гх г  ,  ,---------- ’ ' у

Vх*+1/  Г >' х - + у 2

~ \ [  1 х2 -+- ^  '1~ Л f  \
V  1 г 2 хъ-\-цг 1 г2 x2-\-ir V+ г х + гу  V 1 Г2 хН-г/2 1 г* Х'1 + 1/2 

экаиини эътиборга олиб, куйидагшш топамиз:

■S =  \ \ \/ 1 +  ~  d x d y =  У  1 + - ^ -  Пу  i + ^
(О) (О)

яг r2Jrh2 .

10- §. У ч  каррал и  интеграл

Ю^орида Риман интеграли тушунчасининг икки узгарувчили функ
ция учун кандай киритилишини курдик ва уни батафсил ургандик. 
Худди шунга ухшаш бу тушунча уч узгарувчили функция учун ,^ам 
киритнлади. Уни урганишда Риман интеграли хамда икки каррали ин-
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тегралда юритилган барча муло^азалар (интеграллаш сохасиннпг були
нишини олиш, булакларда нхтиёрий нукга танлаб олиб, интеграл йи- 
рииди тузиш, тегишлича лимитга утиш ва ^оказо) кайтарилади. Шуни 
эътиборга олиб, ^уйида уч каррали интеграл хакидаги фактларни кел- 
тириш билан чегараланамиз.

1. У ч  к а р р а л и  и н т е г р а л  та ъ р иф  и. / (х, у, z) функция R3 
фазодаги чегараланган (V) сохада берилган булсин. (Бу ерда ва кел- 
гусида ^амма вакт функциянинг берилиш сохаси (V) ни ха ж м га эга 
булган деб караймиз.) (V) соханинг Р  булинишини ва бу булиниш- 
нинг хар бир (Vk) (k =  1, 2, . . п) булагида нхтиёрий (g,., Q  нук- 

тани олайлик. Сунгра куйидаги

iv  и - 17,
к=\

йигиндини тузамиз, бунда Vk — (l/fe) нинг хажми.

Бу йиганди / (х, у, z) функциянинг интеграл йипшдиси ёки Ри- 
ман йитндиси деб аталади.

Энди (V’) соханинг шундай

Р» Р->, . • .,  Рт, • • • (18.40)

булинишларини караймизки, уларнинг диаметрларидан ташкил топган

, hp . . .  ,%р  , . . .
t  !  2 171

кетма- кетлик нолга интилсин: Хр ->- 0. Бундай Рт (т =  1 , 2 , . . . )  бу-

линишларга нисбатан / (х, у , г) функциянинг интеграл йигиндисини ту
замиз:

^  Q 'V k.
k~\

Натижада цуйидаги
a lt а 2, . . . ,  а т , . . .

кетма-кетлик ,%осил булади. Бу кетма-кетликнинг хар бир ади (1к, vjfe, 

Q  ну^таларга богли^.

18.9-таъриф. Агар (V) нинг >̂ ар цандай (18.40) булинишлар кет
ма-кетлиги |Рт \ олинганда хам, унга мос интеграл йигинди ^ийматла- 

ридан иборат \ат) кетма-кетлик (|ft, r\k, Q  нукталарни танлаб олини- 

шига боглиц булмаган хрлда хамма вакт битта /  сонга иитилса, бу / 
сон о йигиндининг лимити деб аталади ва у

lim  а =  lim / {lk, цк< Q -V k =  I
к р -r 0 t.p-r О — *

каби белгиланади.
18.10-таъриф. Агар кр -^0 да f (х, у, г) функциянинг интеграл 

йигиндиси сг чекли лимитга эга булса, / (х, у, г) функция (К) да ин
тегралланувчи (Риман маъносида интегралланувчи) функция дейила
ди. Бу а йигиндининг чекли лимити / эса / (х, у, z) функциянинг (У)
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буйича уч каррали интеграли (Риман интеграли) дейилади ва у

ПТ /  (х> у>z) dv
'(V)

каби белгиланади. Демак,

Г Г Г/  (*. У’ z) ^  =  Ншст =  lim У  / (|fcf Т],г, у .  у
J {v)J хр -'° AP >°k=l

f (x, у, z) функция (У) да ((К) с  R3) берилган булиб, у шу сохада 
чегараланган булсин:

m < f  (х, у, z) <  М  (Y  (*> у, г) £ (I/)).

(V) соханинг булинишлар туплами {Я} нинг хар бир булинишига 
нисбатан f (х, у, г) функциясининг Дарбу йигиидилари

sP (J) =  ^ m kVk, Sp { f ) = ^ M k Vk 
fc=i k=\

ни тузиб, ушбу

{SP (/)}; (/))

тупламларни карайлик. Равшанки, бу тупламлар чегараланган булади.
18.11-таъриф. \sp (/)} тупламнинг ани^ ю^ори чегараси / (х, у, z) 

функциянинг цуйи уч каррали интеграли деб аталади ва у

1 =  JT[ / (х, у, Z) (IV 

(У)

каби белгиланади.
I Sp (/)) тупламнинг аник куйи чегараси / (х, у, г) функциянинг 

юкори уч каррали интеграли деб аталади ва у

1 = !’П7 (*> У> z) dV
' (V)

каби белгиланади.
18.12-таъриф. Агар / (х, у, z) фуркциянинг куйи хамда юкори 

уч каррали интеграллари бир- бирига тенг булса, у х.олда / (х, у, z) 
функция (V) да интегралланувчи деб аталади ва уларнинг умумий 
к.иймати

/ =  fff / (х, у, z) dV =  j |'| / (х, у, г) dV
— ) Ф)

/ (х, у , г) функциянинг уч каррали интеграли (Риман интеграли) 
дейилади.

|'П / (х, У, г) dV =  fff / (х, у, г) dV =  |’j f  / (х, у, z) dV. 
" (У ) i v y  ‘(У)

2. Уч к а р р а л и  и н т е г р а л н и н г  м а в ж у д  ли г и. f (х, у, г) 
функция (V) (((') с  R8) сохада берилган булсин.



18.10- тео р ем а. '/ (х, у, z) функция (V) сохада интегралланувчи 
булиши учун -у е >  0 олинганда хам шундай б >  0 топилиб, (V) со
ланине диаметри Кр <  б булган %ар киндай Р  булинишига нисбатан 

Дарбу йитндилари

SP ( f )- s p (/)< е

тенгсизликни каноатлантириши зарур ва етарли.
3. И н т е г р а л л а н у в ч и  ф у н к ц и я л а р  синфи.  Уч каррали 

интегралнинг мавжудлиги хацидаги теоремадан фойдаланиб, маълум 
синф функцияларининг интегралланувчи булиши курсатилади.

18.11- тео рем  а. Агар f (х, у, г) функция чегараланган ёпщ (У) 
( (V) с : R3) сохада берилган ва узлуксиз булса, у шу сохада интеграл
ланувчи булади.

18.12-т еорем  а. Агар f (х, у, г) функция (V) сохада чегаралан
ган ва бу соханинг чекли сондаг ноль %ажмли сиртларида узилиш- 
га эга булиб, крлган барча нукталарда узлуксиз булса, функция (V) 
да интегралланувчи булади.

4. У ч  к а р р а л и  и н т е г р а л н и н г  х о с с а л а р и .  Уч каррали ин- 
теграллар хам ушбу бобнинг 5- § ида келтирилган икки каррали ин
тегралнинг хоссалари каби хоссаларга эга.

1°. / (х, у, г) функция (V) сохада берилган булиб, (I/) со^а ноль 
з^ажмли (S) сирт билан (Уг) ва (V2) со^аларга ажратилган булсин. Агар 
/ (х, у, г) функция (V) да интегралланувчи булса, функция (уг) ва (У2) 
со^аларда хам интегралланувчи булади, ва аксинча яъни / (х, у, z) 
функция (Уг) ва (V2) со^аларнинг х,ар бирида интегралланувчи булса, 
функция (V) да ^ам интегралланувчи булади. Бунда

f f f  /  (х, У, г) dV =  ПТ f (х, у, z) dV -f fff f (х, у, z) dV 
'&) (Vo \v2)

булади.
2°. Агар / (х, у, z) функция (V) да интегралланувчи булса, у холда 

c-f (х, у, г) (с — const) функция хам шу сохада интегралланувчи ва 
ушбу

fi'J с / (х, у, z) dV =  с ff f  / (х, у, z) dV
"(V)

формула уринли булади.
3°. Агар / (х, у, z) ва g (х, у, z) функциялар (V) да интегралла

нувчи булса, у зушда / (х, у, z) ± g (х, у, г) функция хам шу сохада 
интегралланувчи ва ушбу

fff [/ (х, У, z )± g  (х, у, 2)1 dV =  fff / (х, у, z) dV ± fff g (х, у, z) dV 
"(V) \v) \vj"

формула уринли булади.
4°. Агар f (х, у, z) функция (V) да интегралланувчи булиб, 

¥  (х, у, г) £ (К) учун / (х, у, г) >  0 булса, у з̂ олда

ff f  f(x , у, z) d V >  0 
(V)!

булади.
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5°. Агар f(x, у , г) функция (V) да ингегралланувчи булса, у хрл
да |f(x, у , г)| функция хам шу сохада интегралланувчи ва

|\ГГ/(*. У> г) d V \ ^ [j у, s)\dV
" \v) '\v] '

булади.
6°. Arap f(x, у, z) функция (V) да ингегралланувчи булса, у хрл

да шундай узгармас (л (т<ц <М ) сон мавжудкн,

' (х, и, z) dV — р • У

'(V)

булади, бунда У — (У) соханинг ь̂ исми.
7°. Агар /(х, у, г) функция ёпик (V) сохада узлуксиз булсг, 

хрлда бу сохада шундай (а, Ь, с) £ (У) нук,та топиладики,

(х, у, z)dV =  f(a, b, с)- V

W  
булади.

5. У  ч к а р р а л и  и н т е г р а л л а р  ни . хисоблаш.  f(x, у, г) 
функция (У)={ (х, у, z) 6 (R3'. а <  х <  6, с <  у <; d, е <  г <  /} сохада 
(параллелепипедда) берилган ва узлуксиз булсин. У хрлда

ь <1 I

j  [[/(*, У, z )d V =  ( I J f J / f o  У> z)dz)dy]dx
(V)" а с е

булади.
Энди (У) ((У) с : R3) соха— пастдан г=-ф, (х, у), юцоридан z =  i|)2(x, у 

сиртлар билан, ён томондан эса Oz у к, ига параллел цилиндрик сирг) 
билан чегараланган сох>а булсин. Бу соханинг Оху текисликдаги проек- 
цияси эса (D) булсин.

Агар /(х, у, г) функция шундай (У) сохада узлуксиз булиб, г — 
— (х> У), z=\|32(x, у) функциялар (D) да узлуксиз булса, у .хрлда

j'j'| /(х , у, z)dV =  j j (  j  fix, у, z)dz dx dy

\V) (D) q>,(x,y)

булади. Arap юкоридаги хрлда (D) =  {(x, y) 6 R1 ■ a <  x <  b, фДх) <  
%{x)} булиб, ф, (x) ва ф2(х) функциялар [a, b\ да узлуксиз бул

са, у хрлда
Ь Ф2 (д:) $ г (х, у)

У, г) d v = : §\\ ([ f ix . У, z)dz)dyJdx.
(V) a <pt (д) Чч (дг. У)

6. У ч  к а р р а л и  ин те г ра  л ла р да  у з г а р у в ч и л а р н и  ал- 
маштир иш.  Уч каррали интегралларда узгарувчиларни алмашгириш 
ушбу бобнинг 7-§ да келтирилган икки каррали интеграллардз узга
рувчиларни алмаштириш кабидир. Шуни хисобга олиб, куйида уч кар
рали интегрглларда узгарувчиларни алмаштириш формуласини келтириш 
билан кифояланамиз.

/(х, у, z) функция (10 ((V)c:R3) сохада берилган ва узлуксиз бул
син, (У) соха эса силли^ ёки булаклн-силлик сиртлар билан чегара
ланган булсин.
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система (А) ((А)с:RS) сохани (У) сохага акслантирсин ва бу аксланти
риш 7-§ да келтирилган 1°—3°-шартларни бажарсин. У  холда

i ' f j  f ( x> У> z)dV =  Щ / (ф ( « ,  v, w), ty(u,v,w), %(и, v, да)) \l\dudvdw

V(V) (A)

булади, бунда

дх дх дх

ди dv dw

j  — JhL JhL A*l
du dv dw 

dz dz dz 

du dv dw

7. У ч  к а р р а л и  и н т е г р а л н и н г  ба ъз и  бир татбик;лари.  
Уч каррали интеграл ёрдамида R3 фазодаги жисмнинг хажминн, жисм- 
нинг массасини, инерция моментларини топиш мумкин.

19-БОБ

ЭГРИ ЧИЗИКЛИ ИНТЕГРАЛЛАР

Юкоридаги бобда Римаи интеграли тушунчасини икки узгарувчили 
функция учун кандай киритилишини курдик ва уни ургандик. Шуни 
хам айтиш керакки, куп узгарувчили функциялар учун интеграл ту- 
шунчаси турлича киритилиши мумкин. Бнз ^уйида келтирадиган эгри 
чизикли интеграллар хам конкрет амалий масалалардан пайдо булган- 
дир.

1- §. Биринчи тур эгри чизицли интеграллар

1. Б и р и н ч и  тур  эгри  ч и з ик л и  и н т е гр а л  таърифи .

Текисликда бирор содда АВ* (А = ( а 1, a2) £ R 2, B =  (blt b2) £ R 2) эгри 
чизикни (ёйни) олайлик. Бу эгри чизикда икки йуналишдан бирини 
мусбат йуналкш, иккинчисини манфий йуналиш деб ^абул килайлик 
(24- чизма).

* Айтайлик, х = ф  (t), y = ip (f l функцияларнинг >;ар бири (а, Р)да берилган бул

син. Бу функциялар (а, |3) да <р(/)> ФЧО хосилаларга эга ва улар узлуксиз булиб, 
ф ' 2 (t) +  г|/з (/)>0  булсин.

R3 текисликдаги ушбу

L =  {(*> y)£R2' *= ф (t), y =  y(t), te(a, p)} 
туплам содда эгри чизщ деб аталади. Содда эгри чизи^ узунликка эга булади.



АВ эгри чизикни А дан 
В га 1̂ араб Л0 =  А, Лх, 
А2, . . . , Ап — В (Ak =  (xk , 

yk) 6 АВ, &=0, п,

Л  =  (*<и У о) — iai ’ аз). =  

;= (хп’ Уп) =  (ь>’ ьа)) ну^та- 
лар ёрдамида п та булакка 
буламиз. Бу Ас, А±, . . . ,

Ап пук/га лар системаси АВ 

ёйининг булиниши деб ата-
------ __--- - лади ва v
л й г\2

Р  — {А0, Аи . . .  , Ап}

л каби белгиланади Ak ЛЛ), 

ёй (булиниш ёйлари) узун- 
ликлари A sk (k =  О, 1, 

. . . , п) нинг энг каттаси Р  булишнинг диаметри дейилади ва у 

билан белгиланади:
А,р =  max {AsJ.

ft

Равшанки, АВ эгри чизикни турли усуллар билан исталган сонда бу- 
линишларини тузиш мумкин.

АВ эгри чизикда f(x, у) функция берилган булсин. Бу эгри чи- 
зицнинг

Р  — {Л0, Аъ . . . , Лп} 

булинишини ва унинг х.ар бир Лк Ak+X ёйида ихтиёрий Qk ••= (?А, Л/J 

(Qft=(5fc> \ )£AkAk+v ^= 0 , • • • . « )  нуктз оламиз. Берилган функ

циянинг Qk= ( £ k, %) нуктадаги /(3fc, r]ft) кийматини АкАк+1 нинг &sk 

узунлигига купайтириб куйидаги йигиндини тузамиз:

2  <19Л)
*=0

Энди ЛВ эгри чизикнинг шундай

Л , Р2, . . . ,  Рт. . . .  , (19.2)

булинишлари кетма-кетлигини караймизки, уларнинг мос диаметрлари- 

дан ташкил топган

кетма-кетлик нолга интилсин: А„ 0. Бундай булинишларга нисбатан
г т

(19Л) каби йигиндиларни тузиб, ушбу



кетма-кетликни хосил киламиз. Равшанки, бу кетма-кетликнинг хар 
бир хади Qk= ( l k, vk) нукталарга боглик.

19.1-таърнф. Агар А В эгри чизикнпнг хар кап дай (19.2) куриниш. 
даги булинтнларн кетма-кетлиги {Рт} олинганда хам, унга мос йигнн- 

дилардан иборат {ат} кетма- кетлик (%k, т)А) нукталарнинг танлаб оли- 

нишига борлик булмаган ^олда хамма вакт битта 1 сонга интилса, бу 
сон а  йитндининг лимити деб аталади ва

lim а =  lim У  /(!*> 4 i ) ^ s k =  I  (19.3)

каби белгиланади.
(19.1) йигиндининг лимитини куйидагича хам таърифлаш мумкин.
19.2-таъриф. Агар -у е >  0 сони олинганда хам шундай 6>0  то- 

пилсаки, АВ эгри чизикнинг диаметри Яр< 6  булган хар кандай Р  бу-

линиши учун тузилган о йигинди ихтиёрий (tA, r]t) £ AkAkJ_x нукталарда

|ст — /] <  г

тенгсизликни бажарса, / сон о йитндининг 0 даги лимити деб 

аталади ва (19.3) каби белгиланади.
(19.1) йигинди лимитининг бу таърифлари эквивалент таърифлардир.
19.3-таъ риф . Агар кр-*-0 да о  йигинди четли лимитга эга булса,

у хрлда / (х, у) функция АВ эгри чизик буйича интегралланувчи де
йилади. Бу лимит f(x, у) функциянинг эгри чизик буйича биринчи 
тур эгри чизикли интеграли деб аталади ва у

j7(*. y)dS

АВ

каби белгиланади.
Шундай килиб, киритилган эгри чизикли интеграл тушунчасининг 

узига хоглиги каралаётган икки аргументли функциянинг берилиш co

xae и текгсликдаги бирор А В эгри чизик эканлигидир. Крлган бошка 
мулохазагар (булинишларининг олиниши, булаклардан ихтиёрий нук- 
та танлаб интеграл йигинди тузиш, тегишлича лимитга утиш) юкоридз 
киритилган интеграл тушунчалари сингаридир.

2. У : л у к с из ф у н к ц и я  б и р и н ч и  т у р  э гри  ч и з и к л и  
интегра ли .  Энди биринчи тур эгри чизикли интегралнинг мавжуд 
булишини таъминлайдиган шартни топиш билан шугулланамиз. Юко- 
рида келтирилган 19.3-таърифдан куринадики, биринчи тур эгри чи

зикли интеграл АВ эгри чизикка хамда унда берилган f (х, у) функ
цияга 6о р л и к  булади. Демак, интегралнинг мавжуд булиши шартини

А В эгри чизик ^амда f(x, у) функцияга куйиладиган шартлар оркэли 
топиш керэк булади.
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Фараз ^илайлик, АВ эгри чнзик, ушбу

* =  ( 0 < s < S )  (19.4
y = y (s ))  ■

система билан берилган булсин. Бунда s — AQ ёйининг узунлиги (Q —

=  (х, у)£АВ), S эса АВ нинг узунлиги. f(x, у) функция шу АВ эгри 
чизи^да берилган булсин, Модомики, x=x{s), у — у (s) ( 0< ss g S)  
экан, унда (х, у) =  / (х (s), у (s)) булиб, натижада ушбу

f(x(s), y(s)) =  F(s) (0 <  s <  S) 

мураккаб функцияга эга буламиз.

АВ эгри чизи^нинг Р  =  {А0, AL, , Ап} булинишини ва хар бир 

AkAk + 1 да ихтиёрий Qk ■= (g/;, %,) пуктани олайлик. Дар бир А к нук;та- 

га мос келэдиган ААк нинг узунлиги sk, хар бир Qk ну^тага мос кела- 

диган AQk нинг узунлиги si* дейлик. Равшанки, АкАк+х нинг узунлиги 

S/f-ri — sk — л sk булади.
Натижада Р  булинишга нисбатан тузилган

°  =  2  %>'А sk
k=0

йипшди ушбу

2  / (Sfc, %) ■ A =  У 1 f {x (s*), у (Sp) • Д sk =  2  F (h) • A s, 
fr=0 *=0 fc=0

куринншга келади. Демак,

о V  /' (sj ■ (19.5)
/г=0

Бу й и р и н д и н и  [0, 5] ораликдаги F(s) функциянинг интеграл йириндиси 
(Риман й и р и н д и с и ) эканлигини пайкаш ^ийин эмас (каралсин, 1- к;исм, 
9-боб, 1-§).

Агар f(x, у) функция АВ эгри чизивда узлуксиз булса, у хрлда 
F (х) функция [0, да узлуксиз булади. Демак, бу холда F (s) функ
ция [О, S] да интегралланувчи:

lim У  F(s*k)-Ask — \ F(s)ds. (19.6)
?.р->0 к=0 о

Шундай килиб, (19.5), (19.6) муносабатлардан Яр ->-0 да а  йирин- 

дининг лимита мавжуд булиши ва

S

lim а =  \ F(s)ds
/,Р —о о

эканлигини топамиз. Натижада ^уйвдаги теоремага келамиз.
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19.1-теорема .  Агар /(.г, у) функция АВ эгри чизикда узлуксиз

булса, у холда бу функциянинг АВ эгри чизик буйича биринчи тур  
эгри чизщли интеграли мавжуд булади ва

I / (х, у) as =  j' / (х (s), у (s)) ds

АВ о

булади.
Бу теорема, бир томондан узлуксиз функция биринчи тур эгри чи- 

зицли интегралининг мавжудлигини аниклаб берса, иккинчи томондан 
бу интегралнинг аник интегралга (Риман интегралига) келишини кур- 

сатади.
19.1-эслатма.  Эгри чизикли интеграл тушунчаси билан Риман 

интеграли тушунчасини солиштириб, уларнинг хар иккаласи йигинди- 
нинг лимити сифатида таърифланишини курдик. Айни пайтда бу тушун- 
чаларнинг фаркли томони хам бор. Ушбу

°  =  ^ - As. <19-5> 
*=о

йигиндидаги A sk хар доим мусбат булиб, АВ эгри чизикнинг йунали- 

шига бог лик эмас. Демак,

/ (х, у) ds =  X  / (х, у) ds.
А В В А

3. Б и р и н ч и  тур  э г р и  ч из ик ли  инт е гр а л  л а р н и н г  х о с 
салари .  Юкорида курдикки, узлуксиз функцияларнинг биринчи тур 
эгри чизшуш интеграллари Риман интегралларига келади. Бинобарин, 
эгри чизикли интеграллар хам Риман интеграллари хоссалари каби хос- 
саларга эга булади. Шуни эътиборга олиб, эгри чизикли интеграллар- 
нинг асосий хоссаларини санаб утиш билан кифояланамиз.

(19.4) система билан аникланган АВ эгри чизикда /’ (х, у) функция 
берилган ва узлуксиз.

1°. Агар АВ =  AC -f СВ булса, у холда

J 7  (х, у) ds = J ^  / (х, у) ds + j' / (х, у) ds

А В  АС 'СВ

булади.
2°. Ушбу

j' с j (х, y)ds =  с |’ / (х, у) ds (с =  const)

~АВ \АВ

тенглик уринли.

АВ эгри чизикда /(.*, у) функция билан g (х, у) функция хам берил
ган ва у узлуксиз булсин.

3°. К,уйидаги

J [fix, у) ± g (х, у)} ds =  f fix , y)ds + j g(x, y)ds

А В 'a b  X b

формула уринли булади.
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4°. Arap Y  (х, у)€ АВ да f (х, у) > 0  булса, у ^олда

Г / (х, у) ds >  О

АВ АВ

булади.

6°. Шундай (сх, с2) £ ЛВ нукта топиладики, 

| f(x, y)ds ---- I (cL, c2) S

AB

булади, бунда 5 — АВ нинг узунлиги.
6°. хосса урта киймат хакидаги теорема деб аталади.
4. Б и р и н ч и  тур  э г р и  ч из ик ли  и н т е г р а л л а р н и  ^исоб- 

лаш. Биринчи тур эгри чизикли интеграллар, асосзн Риман интеграл- 
ларига келтирилиб хисобланади. Юкорида келтирилган 19.1-теоремага

кура АВ эгри чизик ушбу

система билан берилганда (бунда s — ёй узунлиги) га f(x, у) функция

шу АВ да узлуксиз булганда эгри чизикли интеграл Риман интегралига 
келди. Демак, бу Риман интегралини хисоблаш натижасида эгри чизик
ли интеграл топилади.

Энди АВ эгри чизик ушбу

система билан (параметрик форма да) берилган булсин. Бунда <р(0, 'МО 
функциялар [а, (3] да ф' (t), i|;' (t) хосилаларга эга ва бу хосилалар шу 
ораликда узлуксиз хамда (cp (a ), iJ;(oc)) —А ва (ф ( (3), 'ф(Б)) =  В булсин.

Равшанки, (19.7) система [а, р] ораликни АВ эгри чизивда акслан-

J + dt

булади (^аралсин, I- кием, 10-боб, 1-§). 
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19.2-теорема. Агар / (х, у) функция АВ да берилган ва узлуксиз 
булса, у %олда

Р ____________________

j  f(x, у) ds =-= j  / (fp (/), гКО) У  ф'2(0 + ф'2(0 dt (19.8)

АВ

булади.
И с бот. [а, р] ораликнинг

Р~= Vo* *i, ■ • • , О  (а  =  * „<  * i <  • • ■ < * „  =  Р)

булинишини олайлик. Бу булинишнинг булувчи нуцталари tk (k =  0, 1,

. . . , п) нинг АВ даги мос аксларини Ak(k =  0, 1, . . . , п) дейлнк. 

Равшанки, бу Ak(k =  0, 1 , . . . , « )  ну^талар АВ эгри чизикнинг

{А0, А ,  . . . , A J

булинишини хосил цилади. Бунда Ak =  (<p(/ft), ф(^)) (k =  0, 1, . . . , п) 

ва АкАк+х нинг узунлиги

/*+ 1 ____________ _

As^=- j  V  ф '2(/) + ф'2(0 dt
tk

булади. У рта киймат хадидаги теоремадан фойдаланиб куйидагипи то
памиз:

A sk =  У  ф'2 (т/;) + г|э'2 (хк) ■ (tk+1 — /ft) =  У  ф'2 (тА) +  1|/2 (т/г) • Д tk,

бунда tk<  i k<  tk+l. Энди ф(тА) =  tk, г|;(тА) =  цк деб оламиз. Равшанки,

(1к> ^ ̂ 4йЛа+1 (/г =  0, 1, 2, . . .  п — 1) булади. АВ эгри чизикнинг 

юкорида айтилган

{Ai, Alt . . . , Лп} 

булинишини ва хар бир АкАк+] да (1к, %) нуктани олиб,

*= о

йигиндини тузамиз. Уни куйидагича хам ёзиш мумкин:

/<**• %>As* =
к~\

=  2  /<ТА  ^ ( ТА» V Ф'2(Т*) + Ф'2( ^  Atk- ( 19‘8)
k—i)

Бу тенгликнинг унг томонидаги йигинди / (ф(/), ^(/))- 1^ф /2(0 +  Ф ^ (0 

функциянинг lot, р! ораликдаги Риман йигиндисидир.
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Шартга кура f(x, у) ва <{' ((), i|:' (/) функциялар узлуксиз. Демак, 

мураккаб функциянинг узлуксизлиги хакидаги теоремага кура / ( ф ( 0 , 

't|) (/)) ва демак, /(ф (0. 440)' ! ф’2(0 функция [а, (3] ораликда

узлуксиз. Демак, бу функция |ос, да интегралланувчи булади. Яънн

И1" 7  , п 2  / ( fр (х )̂> № ) )  I ф '2(т,) + ф '2(^ ) А ^  =
max {Д/;г ; — 0 /г=1

Р ,----------------

== | 7 ( ф ( 0 ,  t ( 0 )  I '  ф ' 2 ( 0  +  ф '2(0 d t .

а

Модомики, х =  ф(0, У =  функциялар [а, Р! да узлуксиз экан,
унда max{A/J-*-0 да Axk-*-0, &.ук-̂>-0 ва демак, Ask-+-0. Бундан 

k
эса Яр —► 0 булиши келиб чикади. (19.8) муносабатдан фойдаланиб ,

Р --------------

l ima =  ‘ / (ф(0, -ф(0) I х ф ' 2 ( 0  + ф ' 2 ( 0  d t
>.Р -о ^

булишини топамиз. Бу эса

f f(x , y ) d s =  Г / (Ф (0. 4 (0 )  V<f>,2(t) +  <p,2(t)dt.

Тв

эканини билдиради. Теорема исбот булди.
Бу теоремадан куйидаги натижалар келиб чикади.

19.1-натижа. АВ эгри чизи^ ушбу

у =  у (х) ( а ^ х ^ Ь ,  у (а) =  А, у ф) =  В)

тенглама билан аникланган булиб, у(х) функция [а, Ь] да ^осилага эга

га у узлуксиз булсин. Агар f(x, у) функция шу АВ да берилган ва 
узлуксиз булса, у хрлда

ь г- - - - -
J / (X, у) ds =  f f (х, !J (х)) у 1 у '2(х) dx (19.9)

А В  а

булади.

19.2-натижа. АВ эгри чизик ушбу

Р =  p((J) ( O o O ^ B j )

тенглама билан (кутб координата системасида) берилган булиб, р(0) 
функция [0О, Sj] да хосилага эга ва у узлуксиз булсин. Агар f (х, у)

функция шу АВ да берилган ва узлуксиз булса, у хрлда

о, -----
| f (х, у) ds =  | / (р cos 0, (> sin 0) у pi -j- р '2 dd  (19.10)

А В  &г

булади.
Бу натижаларни исботлашни укузчига хавола этамнз.
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М и с о л .  Ушбу

J  V x 2 +  y2 ds

АВ

эгри чизикли интеграл хисоблаисин, бунда А В — маркази координата бошида, радиу- 
си г >  0 га тенг булган айлананинг юкори ярим текисликдаги ^исми.

Равшанки, бу АВ эгри чизи^ куйидаги

* =  г cos i\ (о ^  ^  Л) 
у =  г sin t) ^  ^  !

система билан ани^ланади. АВ да / (х, у) =  У х 2 -f у2 =  у' (г cos t)2 +  (г sin t)‘- функ
ция узлуксиз. Демак,

я

J  Y  х2 +  у2 ds =  | У  (г cos t)2 -р (г sin t)2 • Y  {г cos t)'2 +  (г sin г1)'2 dt =

А В  °
л

=  г2 j dt — л /-3

о
булади.

5. Б и р и н ч и  т у р  э г р и  чизикли  и н т е г р а л л а р н и н г  баъ- 
зи бир т а т б и к л а р и. Биринчи тур эгри чизикли интеграллар ёрда- 
мида ёй узунлигини, жискнинг массасини, огирлик марказларини топиш 
мумкин. Куйида биз биринчи тур эгри чизикли интеграллар ёрдамида 
ёй узунлиги кандай хисобланишини курсатамиз.

Текисликда содда АВ эгри чизик. берилган булсин. Бу чизикда

f (х, у) — 1 функцияни карайлик. Равшанки, бу функция А В да узлук
сиз. f (x, у) функциянинг биринчи тур эгри чизик.ли интеграли таъри- 
фидан куйидагини топамиз:

f /(* , у)ds — lim V  /(£&, т^-ДSj=  lim =
А р->0/г=о ХР~*°к= 0

АВ

Демак,

5 =  [ ds. (*)

АВ

М и с о л. Ушбу

х =  x(t) ~  a cos31\ 
у ~  у it) ~  a sin3 tf

система билан берилган АВ чизикнннг узунлиги топилсин. Бу чизик астроидани ифо- 

далайди.
(*) формулага кура астроиданинг узунлиги

5==^rfs

JUi
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булади. Астроида координата уцларига нисбатан симметрик булишини эътиборга 
олиб, ю^орида келтирилгак (19.8) формуладан фойдаланиб р;уйидагини топамиз:

л
г л/2 _______________  7~ ______________________________________

ds =  4 j у  x's(t) -f у 'г (f) dt =  4 ( У(—За cos2 /-sin t(2 + (3a sin2 t cos/)2 dt =  
AB b o

m  ----- я/2 . я/2
f  _ /  9 a2 (‘ I  cos 2 / \ 

4 j у  — sin2 2 / d / = 6 a j  sin =  6 a l — —--- j

о о

=  6 a.
o

2- §. Иккинчи тур эгри чизикли интеграллар

1. И к к и н ч и  ту р  э гр и  чизик ли  и н т е г р а л л а р  таърифи .  

Текисликда бирор содда АВ эгри чизикни карайлик. Бу эгри чизикда 

fix, у) функция берилган булсин. АВ эгри чизикнинг

Я =  {Л0, Аи , Ап}

булинишини ва унинг хар бир AkAk+x (k =  0,1, . . . , п — 1) ёйида их-

тиёрий Qk =  Цк, r)ft) нуктани (Qfc =  (gfct тц) £ X Ak+v & =  0,1, . . .  n — 1) 

олайлик. Берилган функциянинг Qh =  (tk, т]4) нуктадаги f{ lk, r i j  и̂й-

матини АкЛк ,л нинг Ox iOy) укдаги А хк (А ук) проекциясига купайти- 

риб куйидаги йигиндини тузамиз:

=  %>-А yk). (19.11)
6—0 fe=0

Энди АВ эгри чизикнинг шундай

P i ,  P ------ P m, ■■■ (19.12)

булинишлари кегма-кетлигини караймизки, уларнинг диаметрларидан 
ташкил топган мос

^р,’ ^р,’ • • • ’ ^р ' ■ • •

кетма- кетлик нолга интилсин:

Хр -> 0-
г т

Бундай булинишларгэ нисбатан (19.11) каби йириидиларии тузиб ушбу 

ст,, ст2, . . . .  0 ;;!, . . . (tfj, о 2, . . . , а т , . . .)

кетма- кетликни хосил циламиз. Равшанки, бу кетма- кегликнинг хар 
бир хади, хусусан, Цк, т]ь) нукталарга хам бог лик.

19.4-таърнф.  Агар АВ эгри чизикнинг хар к>андай (19.12) кури- 
нишдаги булинишлари кетма- кетлиги {Рт} олинганда хам, унга мос 

йигиндилардан иборат [ст’и} (fст'",}) кетма-кетлик (|fe, i],,) нукталарнинг

((£fe, r)j,)£ AkAkJ_{) танлаб олинишига борли^ булмаган равишда хамма 
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вакт битта Г  сонга (I" сонга) интилса, бу сон а' (о") йигиндининг ли
мити деб аталади ва

lim ст' =  lim 2  (& . Л*)-д xk =  г
кр ~+0 Я р —►О

(lim о" =  lim 2 *  /(5*. Л*) ■■ Д Ук =  П  (19-13)
Xр  —>0 %,р —♦ 0 q

каби белгиланади.
а ' ( о " )  йириндининг бу лимитини куйидагича ^ам таърифлаш мумкин.
19.5-таъ риф . Агар Y e  > 0  олинганда ^ам, шундай 6 > 0  топил-

саки, АВ эгри чизикнинг диаметри Хр <  б булган хар кандай Р  були- 

ниши учун тузилган а'(о") йигинди учун ихтиёрий (£fe, r]fe) ну^таларда

((̂ /г* 1’ & =  0 ,1, . . . , д ■ 1)

la' — /'| <  е (|о" — 1"\ <  г)

тенгсизлик бажарилса, Г  сон (/" сон) а' йириндининг [а" йигиндининг) 
А,р ->0 даги лимити деб аталади ва (19.13) каби белгиланади. 

Йигинди лимитининг бу таърифлари эквивалент таърифлардир.
19.6-таъ риф . Агар да а' йигинди {а" йигинди) чекли ли

митга эга булса, у хрлда / (х, у) функция АВ эгри чизи^ буйича ин

тегралланувчи дейилади. Бу лимит f(x, у) функциянинг АВ эгри чи- 
зи^ буйича иккинчи тур эгри чизикли интеграли деб аталади ва у

[ f (х, у) dx (f f (х, у) dy)

AJ3 AM

каби белгиланади. Демак,

П— 1
J f(x, y)dx =  lim a' = l i m  2  f

о * '? - '»  fi =0

j  f(x, y) dy =  lim a" =  l im £  f i t »  % ) 'А Ук-
'ab  XP ~*0 p ~*0

Шундай к,илиб, АВ эгри чизикда берилган f(x, у) функциядан нккита 
Ох укидаги проекциялар воситасида ва Оу у^идаги проекциялар восита- 
сида олинган иккинчи тур эгри чизикли интеграл тушунчалари кири- 

тилди.

Фараз килайлик, А В эгри чизицда иккита Р (х, у) ва Q (х, у) функ
циялар берилган булиб, f Р(х, y) dx, j Q (х, y)dy лар эса уларнинг

А В  А В

кккинчи тур эгри чизикли интеграллари булсин. Ушбу



йиринди иккинчи тур эгри чизикли интегралнинг умумий куршшши 

деб аталади ва

f Р  (дг, у) dx -г Q (х, у) dy

АВ

каби ёзилади. Демак,

(’ Р(х, y)dx + Q (х, y)dy== f Р(х, y)dx + \'Q(x, y)dy

~AB AB AM

Иккинчи тур эгри чизикли интеграл таърифидан куйидаги натижалар 
келиб чикади.

19.3-натижа. Иккинчи тур эгри чизикли интеграл эгри чизикнинг 
йуналишига боглик булади.

Шуни исботлайлик.

Маълумки, А В эгри чизикда иккита йуналиш (А нуктадан В нук-

тага ва В  нуцтадан А нуктага) олиш мумкин (АВ, ВА, А ф В ).

АВ эгри чизикнинг юкоридаги Р  булинишини олиб, бу булинишга 
нисбатан (19.11) йириндини тузамиз:

П—1

=  2  /  (?А. П*) • А X, [(Д X, =  Хк+] -  Хк).
к О

Айтайлик, Яр 0 да бу йигинди чекли лимитга эга булсин. Демак,

lim V  f ( lk, 11a).a.v/;=  j f{x, у) dx. (19.14)
AP ~*D к 0 -

Энди АВ нинг уша Р  булинишини хамда ^ар бир AhAk х даги уша

(?fc, т]к) нуцталарнн олиб, АВ эгри чизикнинг йуналишини эса В  дан 

А га караб деб ушбу йипшдини тузамиз:

а ' -----2 \)-(ч~ч+\)-
к О

Яр- 0 да бу йигинди чекли лимитга эга булса, у таърифга биноан 

ушбу

|' / (х, у) dx

ЬА

интеграл булади:

_ П— 1
lim о' — lim У  / (£ ^ ) • (хк — хк х) =  Г / (х, y)dx.

кр-> 0 Ар ->0 к 0  ^
В А

Агар

я—I п-~ 1 _
о' =  2  / &к, %) ■ Д хк =  — V  / (th, ig  ■ (хк — хк+]) =  — а'

к - 0 к--- и
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жанлигини эътиборга олсак, у хрлда Хр ->0 да 0 ' йигиндининг чекли 

7имитга эга булишидан о' йигиндининг хам чекли лимитга эга булиши
ва

Игл о
 ̂р —*0

lim o'

тенгликнинг бажарилишини топамиз. Демак,

j  f{x, y)dx =  — f f{x, y)dx.

BA 'AB

Худди шунга ухшаш

J /(*, y)dy =  — J f(x, y)dy

BA AB

булади.

19.4-натижа. AB эгри чизи^ Ox у^ига (Oy у^ига) перпендику
ляр булган тугри чизик; кесмасидан иборат булсин. f{x, у) функция шу 
чизшущ берилган булсин.

У  хрлда

J fix, у) dx ( j  fix, у) dy)

А В АВ

мавжуд булади ва

J fix, y)dx =  0 ([ fix, у )dy =  0).

)Пв 'ав

Бу тенглик бевосита иккинчи тур эгри чизикли интеграл таърифидан 
келиб чикади.

Энди АВ — содда ёпи^ эгри чизи^ булсин, яъни Л ва В ну^талар 
устма- уст тушсин. Бу ёпик чизикни К деб белгилайлнк. Бу содда 
ёпик чизи^да хам икки йуналиш булади. Уларнинг бирини мусбат йу- 
налиш, иккинчисини манфий йуналиш деб кабул килайлик. Шундай 
йуналишни мусбат деб кабул ^иламизки, кузатувчи ёпи^ чизик, буйлаб 

харакат килганда, ёпик чизик 
билан чегараланган соха унга 
нисбатан ^ар доим чап томон- 
да ётсин.

Фараз ^илайлик, К содда 
ёпи^ чизицда f(x, у) функция 
берилган булсин. Бу К чизик- 
да ихтиёрий иккита турли нуц- 
таларни олиб, уларни А ва В 
билан белгилайлик. Натижада

К ёпик чизиц иккита АаВ ва ________________________

ВЬА чизикларга ажралади (25- 
чизма).

25- чизма
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 ̂ / (х, y )dx +  f / (x, у) dx

AaB BbA

интеграл (агар у мавжуд булса) f (x, у) функциянинг К ёпик чизик 
буйича иккинчи тур эгри чизикли интеграли деб аталади ва

 ̂ / (х, у) dx ёки  ̂/ (х, у) dx 

'к к

каби белгиланади. Бунда К ёпик чизикнинг мусбат йуналиши олинган. 
(Бундан буён ёпик чизик буйича олинган интегралларда, ёпиц чизик 
мусбат йуналишда деб караймиз.) Демак,

/ (х, у) dx ~  | / (л, у) dx +  (" / (х, и) dx.

К АаВ ВЬА

Худди шунга ухшаш

[ / (х, у) dy
к

хамда, умумий холда

[ Р (х, y)dx + Q (х, у) dy

к

интеграллар таърифланади.

АВ фазовий эгри чизик булиб, бу чизикда / (х, у, г) функция бе

рилган булсин. Юкоридагидек, f (х, у, z) функциянинг АВ эгри чизик 
буйича иккинчи тур эгри чизикли интеграллари таърифланади ва улар

J  / (х, у, z) dx, [ / (х, у, z) dy, f / (х, у, z) dz

АВ ~АВ АВ

каби белгиланади. Умумий холда АВ да Р (х, у, z), Q (х, у, z) R (х, у, г) 
функциялар берилган булиб, ушбу

j  Р  (х, у, z) dx, J  Q (х, у, z) dy, f R (х, у, z) dz 

ав Тв Тв

интеграллар мавжуд булса, у холда

| Р  (х, у, z) dx + | Q (x, у, г) dy + \ R (x, y, z) dz

A B  Тв Тв

йигинди иккинчи тур эгри чизикли интегралнинг умумий куриниши 
деб аталади ва у

[ Р (х, у , z) dx + Q {х, у, z) dy + R (x, у, z) dz 

Тв

Ушбу
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[ Р (х, у, z) dx + Q (х, у, z) dy + R  (x, у, z) dz =  f P (x, y, z) dx+

AB AB

+ J  Q (x, y, z) dy -f  J  R (x, y, z) dz.

AB AB

2. У з л у к с и з  ф у н к ц и я  и к ки нч и  т у р  э г р и  чизик ли  
интеграли .  Энди иккинчи тур эгри чизикли интегралнинг мавжуд 
булишини таъминлайдиган шартни топиш билан шугулланамиз.

Фараз ^илайлик, АВ эгри чизик ушбу

(19Л5)у = 4  (О J

система билан (параметрик формада) берилган булсин. Бунда ср (/) функ
ция [а, (31 да ф' (0 хосилага эга ва бу хосила шу ораликда узлуксиз, 
4 (0  функция хам [а, Р] да узлуксиз хамда (ф (а ) , 4 (а)) =  А ва (ф((3), 
4 (Р)) =  В булсин.

t параметр а  дан (3 га ^араб узгарганда (х, у) =  (ф (t), 4 (0) ну^та

А дан В га караб АВ ни чиза борсин.

19.3-т е о р е м а .  Агар f {х, у) функция АВ да берилган ва узлук

сиз булса, у холда б у функциянинг АВ эгри чизищ буйича иккинчи 
тур эгри чизщли интеграли

[ / (х, у) dx

А В

мавжуд ва

Р

J / (х, у) dx = (7(Ф (0. 4 Ш -ф' Ф dt 

а в  '*

булади.
И с б о т .  [а, р] орали^нинг

Р  =  {*„. - • • • - U  (® =  (о <  h <  • • • <  L  =  Р)

булинишини олайлик. Бу булинишнинг булувчи нуцталари tk (k — 0, 1,

. . . , п) нинг АВ даги мос аксларини Ak дейлик (k =  0, 1, . . . , п). 

Равшанки, бу Ak нук(талар АВ эгри чизикнинг

{А0, Л|, . . . , Лп}

булинишини хосил хил ад и. Бундан Ak =  (ф(^)- 4 (^)) (& =  0. 1, • . • «) 

булади. Бу булинишга нисбатан (19.11) йигиндини

=  2  f ^ k’ ^ 'Ах* 
fe=0

каби белгиланади. Демак,
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тузамиз. Кейинги тенгликда Axft — AllAk_Ll нинг Ох укдаги проекниясг 

Ajffc =  , —  Хк =  Ф  (tk+ i) —  Ф  (4 )
га тенгдир.

Лагранж теоремасидан фойдаланиб топамиз:

ф (**+,) -  У (О  =  ф' (0.) ■ ('*+> -  '*) =  Ф' (0.) • -Ч (0, £ ['*, **+,1) •

Маълумки, (lk, V e  V t + i  (Лг =  0, 1, . . .  п — 1). Агар бу (%к, i^) 

нуктага аксланувчи нуктани т к  ( т к  f  [ t k ,  t k u l \)  дейилса, унда

Ik =  fP <т*>. % =  Ф (тд) 

булади. Натижада о' йигинди куйидаги куринишга келади:

° ' =  2  / ^  ^  ^  ’ V' (0,) ^ .
fr=0

Энди Х'р — шах {Д t,} -+- 0 да (бу хрлда кр хам колга интилади) о'
к

йигиндининг лимитини топиш максадида унинг ифодасини узгартириб 
куйидагича ёзамиз:

П— 1 П— 1

° ' = y f  (ф (Tt). ^ М  • ф1 (TJ < 4 + 2  i f(p [fp' <0*) —
*=0 *=0

— <p'(T*)i-A/*. (19.16)

Бу тенгликнинг унг томонидаги иккинчи ^ушилувчипи бахолаймнз:
П — I

12  /  (ф (т,Л Ф Ю ) (ф' (Tfc)i • д t k  | <
0

п—1

< 2  ! / (ф (тА), i|> (тА)) I ! ф' (0А) — ф' (тл) j дtk <
ft=l

л—I

<Af V  1ф'(0*)-ф'К)1Д4.
*=0

бунда

М =  шах | / (ф  (0, Ч>(0|-
а</<р

Ф '(0 функция (ci, р| да узлуксиз. У  хрлда Кантор теоремасининг на- 
тижасига кура, V  е >  0 олинганда хам шундай б >  0 топиладики, 
[a, ft] ораликнинг диамзтри 'к'р <  6 булган хар ^андай Р  булиннш учун

| ф' («*) -  ф' К ) ) <  мл ~:~и  (0*. е к,. ^_ ii)

булади. Унда



l,im 2  ^  ̂ V) tfP' (V  —Ф1 (T*)]A {k =  0
Яр—»0 fe=0

булади. Бу муносабатни эътиборга олиб, (19.16) тенгликда А,р ->-0 да 

лимитга утиб ^уйндагини топамиз:

П— 1

lim а' =  lim У  f (ф (т  ), Щ тк)) ф '(т й)Д /й =  
яр-o

Демак,
n-1

Демак,

=  С /(ф(0. 'М0)ф '(0 dt.

f f ix , у) dx =  j  /(ф(/), \t> (0) ф' (t) dt.

A S

Теорема исбот булди.
Энди (19.15) системада ф (/) функция {a, pj да узлуксиз, fi(0 функ

ция эса fa, pi да г|/(0 хосилага эга ва бу хосила шу ораликда узлук
сиз булсин.

19.4-т ео рема.  Агар fix, у) функция АВ да берилган ва узлук

сиз булса, у %олда бу функциянинг АВ эгри чизик буйича олинган 
иккинчи тур эгри чизикли интеграли

f / (*. У) dy

Тв
мавжуд ва

£
Г / (х , у ) dy =  С / (ф  it), гр (/)) \р' it) dt

Тв
булади.

Бу теорема юкоридаги 19.3-теорема каби исботланади.
Бу теоремалар, бир томондан, узлуксиз функция иккинчи тур эгри 

чизикли интегралининг мавжудлигини аниклаб берса, иккинчи томон
дан, бу интеграл аник интеграл (Риман интеграли) оркали ифодалани- 
шини курсатади.

АВ эгри чизик (19.15) система билан берилган булиб, ф (/), ф it) 
функциялар [a, р] да ф' if), ф' (/) ^осилаларга эга ва бу ^осилалар уз
луксиз булсин.

Агар АВ эгри чизикда иккита Р(х, у) ва Q (>:, у) функциялар бе
рилган булиб, улар шу чизикда узлуксиз булса, у холда

(3
\ Р ix, у) dx + Qix, у) dy =  j' Р  [(ф (/), гр (/)) ф' (t) +

Тв *
+ <2(ф(0. 'Ф(О) ty'{t)]dt

булади.
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3. И к к и н ч и  т у р  э г р и  ч из ик ли  и н т е г р а л н и н г  хос сала- 
р и. Юкорида келтирилган теоремалар узлуксиз функцияларнинг иккин
чи тур эгри чизикли интегралларини, бизга маълум булган ани^ интег- 
грал — Риман интегралларига келишини курсатади. Бинобарин, бу эгри 
чизикли интеграллар хам Риман интеграллари хоссалари каби хоссалар- 
га эга булади. Утган параграфда эса худди шундай мулохаза биринчи 
тур эгри чизикли интегралларга нисбатан булган эди. Шуларни эъти- 
борга олиб, иккинчи тур эгри чизикли интегралларнинг хоссаларини 
келтиришни ва тегишли хулосалар чикаришни укувчига ха вола этамиз.

4. И к к и н ч и  т ур  э г р и  ч и з и к л и  и н т е г р а л л а р н и  х и с о б 
лаш. Юкорида келтирилган теоремалар функциянинг иккинчи тур эгри 
чизикли интегралларининг мавжудлигини тасдиклабгина колмасдаи улар- 
ни хисоблаш йулини курсатади. Демак, иккинчи тур эгри чизикли ин
теграллар х,ам, асосан Риман интегралларига келтирилиб хисобланади:

Р

j  f(x, ij)dx =  f /(ф(/), (|- (/)) ф' (/) dt, (19.17)

'а

Р

j  /  (х, у) dy =  j  / (ф (/), Ф (/)) Г  (/) dt, (19.18)

ив “
р

[ Р(х, у) dx + Q (х, y)dy =  j  }Р (ф (/), i|: (/)) ф' (/) +

+ Q (ф(/)» ^(0) ^'(01 dt. (19.19)

Хусусан, АВ эгри чизик

У =  У (х) (а <  х  <  Ь)

тенглама билан аникланган булиб, у (х) функция [а, Ь\ да хосилага эга 
ва у узлуксиз булса, (19.17), (19.19) формулалар куйидаги

ь

\ / (X, у) d x =  [ / (х, у (х)) dx,

А В  °

(19.20)
ь

j  Р  (х, u)dx +  Q (х, у) dy =  \ [Р (х, у (л:)) -f Q (х, у (х)) у’ (x)J dx

'.АВ “

куринишга келади.

Шунингдек, АВ эгри чизик

х =  х (у) (с <  у <  d) 
тенглама билан аникланган булиб, х(у) функция [с, d] ораликда ^оси- 
лага эга ва узлуксиз булса, (19.18) ва (19.19) формулалар куйидаги

j  / (х, y)dy =  J/(jc  {у), у )dy, (19.21)

АВ “
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 ̂ Р (х, y)dx + Q (х, у) dy =  \ [Р(х (у), у) х' (у) +  Q(x (у), у)] dy

А В  С

(19.22)
куринишга келади.

М и с о л л а р .  !. Ушбу

| у2 dx -f- х2 dy 

А В

'—  * z У1
интегрални ^арайлик. Бунда А В ----- J- — = 1  эллипснинг ю^ори ярим текисликда-

ifl Ь2
ги ^исмидан иборат.

Эллипснинг параметрик тенгламаси едйидагнча булади:

х — a cos t, 1 
у — Ь sin t. )

А — (а, 0) ну^тага параметр t нинг / =  0 киймати, В =  (— а, 0) ну^тага эса t --- л 
^иймати мос келиб, t параметр 0 дан л гача узгарганда (х, у) ну^та А дан В  га 
караб эллипснинг говори ярим текисликдаги кисмини чизиб чицади. Р  (х, у) =  у2,

Q (х, у) =  х2 функциялар эса АВ да узлуксиз. (19.9) формуладан фойдаланиб ^уйи- 
дагини топамиз:

л

J  у2 dx -f- х2 dy =  | \b2 sin2 / (— a sin t) -f a2 cos- ib cos t\ dt —

AB  «

* A
=  ab ( (a cos3 t ■— b sin3 Я  dt — — — ab2-

e 3

2. Ушбу

J  3 x2 у dx -f (x3 1) dy

AB

интегрални ^арайлик. Бунда А В эгри чизик:
а) (0,0) ну^тадан чивдан (0,0) ва (1, 1) нуцталарни бирлаштирувчи тутри т зщ  

кесмаси,
б) (0,0) дан чивдан (0,0) ва ( 1, 1) иу^таларни бирлаштирувчи у — х2 парабола- 

нинг ёйи,
в) (0,0) ну^тадан чивдан (0,0), ( 1,0), ( 1, 1) нуцталарни бирлаштирувчи сшшк чи- 

зи^даи иборат.
Юкоридаги (19.20), (19.21) ва (19.22) формулалардаи фойдаланиб ^уйидагиларни 

топамиз:
а) холда

] 1

j  3x2ydx +  (х3 -j- 1) dy — f [Зх2х +  i.v"-- ])}dx =  j (4 x3 -J- 1) dx — 2,

AB  6

б) холда
t 1

j 3x2 t/dx - f (jr3 -j- 1) dy =  [ [3.t2 x2 - I- (xs -j- 1) 2x] dx. — j (5x4- f 2x) dx — 2,

a b  b '0
в) .^олда

J  3x2ydx +  {x3 +  \)dy =  J  3x2ydx +  (л3 +  \)dy+ J  3x2ydx +  (x3 +  1) dy,

AlB . AC CB

бунда AC — (0, 0) ва (1, 0) ну^таларни, СВ — (1, 0) ва (1, 1) ну^таларни бирлашти- 
рувчи TyFpn чизи^ кесмаларидан иборат.
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Равшанки,

AC

Демак,

Зх2 ydx +  (x3 +  1) dy =  0, | 3x2 ydx 4- (x3 -t- 1) dy== f 2 dy =  2.

cb rt

j  2x2 ydx -f (xs +  1) dy =  2.

3- §. Грин формуласи ва унинг татбиклари

Маълумки, Ньютон — Лейбниц формуласи f  (х) функциянинг [я, &] 
оралик буйича олинган аник интегралини шу функция бошланрич функ- 
циясининг оралик чеккалари (чегаралари) даги кийматлари оркали ифо- 
далар эди.

Бирор (D) сохада ((D) с  R-) берилган f [х, у) узлуксиз функциянинг 
икки каррали

\ [ / (х, у) dxdy 

(Ь)

интегралини тегишли функциянинг шу соха чегарасидаги кийматлари 
оркали (аникрори, со^а чегараси буйича олинган згри чизикли интеграл 
оркали) ифодалайдиган формула хам мавжуд. Куйида бу формуланн 
келтирамиз.

1. Г р и н  ф о р м у л а с и .  Ю^оридан у =  %(х) (а ^ х  <  Ь) функция 
графиги, ён томонлардан х =  а, х -- Ь вертикал чнзиклар хамда паст- 
дан у, =  cpj (х) (а <  х <  Ъ) функция графиги билан чегараланган ео^а- 
эгри чизикли трапецияни ^арайлик. Бу со.^ани (D) билан, унинг чега
раси— ёпик чизикни d(D) билан белгилайлик (26-чизма).

Равшанки, АВ —  ф2 (х) функция графиги, ЕС  — ц>1 (х) функция гра
фиги хамда

d(D) =  EC + С В + В А + А Е .

дР (х о)
Р(х, у) функция шу (D) сохада берилган ва узлуксиз б\\либ, —

дУ
хусусий хосилага эга ва 
у х^м (D) да узлуксиз 
булсин. У холда ушбу 

д _ Р ^ _  dxdy

ду
(D)

интеграл мавжуд булади 
ва 18-бобнинг 6-§ идаги 
формулага кура

Я
(D)

dx dy =
ду

Фг (й)

Я !
фл*)

dPJ b l l dy ) dx

ду *}
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булади. Энди 

ч>> (х)
д Р  (х, tj) , п , .

—  dy =  Р(х, у)
J ду

Фг(ДГ)

У Фа W =  Р  (х, ъ  (х)) — Р (х, ф, (х))
y=<tt (*)

булишини эътиборга олнб куйидагини топамиз:

f (■ д Р(̂ ’ У) dx dy = \ Р  (х, ф2 (х)) dx — \ Р  (х, ф! (х)) dx.

Ф ) У а а

Ушбу бобнинг 2-§ идагп (19.20) формулага биноан 

ь ь

|' Р(х, ф2{x))dx=  [ Р(х, у) dx, \ Р (х 1 ф, ((х)) dx == J“ Р(х, у) dx

“ ■ 'АВ 0 ЕС

булади. Демак,

1 1 О Р(х, у) dx dlj =  \ Р(X, у )dx — I Р(х, у) dx =

(D) ду У J .
А В ЕС

. dx.

ВА ЕС

=  — j1 Р  (х, у) dx ■ j Р  (х, у) I

Равшанки,

j  Р  (х, у) dx =  0, j Р  (х, у) dx =  0.

дТз ЕА

Бу тенгликларни .хисобга олиб куйидагини топамиз:

j  f dPiQ,’ dxdy -= — 1 Р  (х, у) dx — | Р (х, у) dy — j* Р (х, у) dx —

D) ~ЕС СВ  'в а

— Г Р  (х, y)dx — — ( \ Р  (х, у) dx -г Г Р  (х, y)dx +  j" Р  (х, у) dx +
<J tJ V bJ

~AE 'e C CIS BA

+ J P(x, y) dx) =  — j  P (x, y) dx.

d(D)
AE

Демак,

j j  dP^ x' y\ dxdy =  — J P  (x, y)dx. (19.23)

<Ь) дУ d (D)

Энди, ю^оридан у =  с, пастдан у =  d чнзи^лар, ён томондан эса 

х =  (у), У =  4'г (у) функциялар графиклари билан чегараланган со
ха— эгри чизикли трапецияни карайлик. Бу сохани (D) билан, унинг

355



Г .

d ---
е А

чегараси— ёпик чизнцни d(D) 
билак белгилайлик (27-чизма).

,  dQ(x, у)
либ, -----— хусусии ^осила-

дх

Q (х, у) функция шу (D) 
сохада берилган, узлуксиз бу-

Щ га эга ва бу хосила (D) да 
узлуксиз булсин. У  холда

с В =  j  Q(x, y)dy (19.24)

d(D)

Я

27- чизма

■*" булади.
Бу формуланинг тугрилиги 

юкоридагидек мулохаза юри- 
тиш билан исботланади.

Энди R2 фазода караладиган (D) соха юкоридаги икки холда царал- 
ган соханинг хар бирининг характерига эга булган соха булсин, д (D) 
эса унинг чегараси булсин. Бу (D) сохада иккита Р  (х, у) ва Q (х, у) 
, й й д Р (х , у) d Q (x ,y )
функциялар берилган, узлуксиз булиб, улар ------ , ----- — хусу-

ду дх

сий хрсилаларга эга хамда бу хосилалар хам (D) да узлуксиз булсин. 
Равшанки, бу холда (19.23) ва (19.24) формулалар уринли булади. 
Уларни хадлаб кушиб ушбуни топамиз:

Бу Грин формуласи деб аталади.
Демак, Грин формуласи соха буйича олинган икки каррали интег

рални шу соха чегараси буйича олинган эгри чизицли интеграл билан 
боглайдиган формула экан.

Биз юкорида Грин формуласини махсус куринишдаги (D) с о л а р  
(эгри чизикли трапециялар) учун келтирдик. Аслида бу формула анча 
кенг синфдгги соха лар учун хам тугри булиб, бу факт у сохаларни 
чекли сондаги эгри чизикли трапециялар йигиндиси сифатида тасвирлаш 
билан исбот килинади.

2. Г р и н  ф о р м у л а с и н и н г  б а ъз и  бир т а т б и ^ л а р и .  1°. 
Ш а к л н и н г  ю з и н и  топиш.  Грин формуласидан фойдаланиб, ясси 
шаклнинг юзини содда функцияларнинг эгри чизикли интеграллари 
ёрдамида хисобланишини курсатиш кийип эмас. З^ацикатан х1ам, (19.25) 
формулада Р  (х, у) — у, Q (х, у) — 0 дейилса, у холда

j  Р (х, y )d x + Q  (х, у) dx =  ^
д Q (х, у) 

дх
dP-(x—^ )d x d y .  (19.25)

ду J

булади. Демак,

D — — | ydx.

д(Ъ)
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Агар (19.25) формулада Р  (х, у) =  0, Q(x, у) =  х дейилса, у хрлда

D  =  )’ xdy (19.26)

Ф )

булади.

(19.25) формулада Р(х, у) =  — 1  у , Q (х, у) =  -1 * деб олинса, (D) 

соханинг юзи

булади.

М и с о л. Ушбу

D — — j  xdy — ydx (19.27)

d(D)

X — Cl COS t 1 /f\ j n \
y ^ b s i n t }  ( 0 < ^ 2 я )

n 1 г
| xdy — ydx ~  ~  j  (a cos tb cos t -f 6 sin ta sin t) dt ~

эллипс билан чегараланган шаклнинг юзи топилсин. (19.26) формулага кура

2Л
г*

D = 2  ’
0(D) О

2Л

— — ab j* (cos2 1 sin2 i) dt =  л ab 

0
булади.

2°. И к к и  к а р р а л и  и н т е г р а л л а р н и  у з г а р у в ч и л а р н и  
а л м а ш т и р и б  х и с о б л а ш .  .Мазкур курснинг 18-боб, 7-§ ида (А) 
сохани (D) сохага акслантирувчи

х 

У

система уша параграфда келтирилган 1° — 3°- шартларни бажарганда 
(D) соханинг юзи

3 ’ } (1928)

D  = I  (и, v) dud-o =  \ ^^\ d u d v  (19.29)
J  J  \D(u,v)\

(А) (Д)

булиши айтилган эди. Грин формуласидан сройдаланиб шу формуланинг 
тугрилигини исботлаймиз.

Аввало (19.26) формуладан фойдаланиб, (D) соханинг юзи

D  =  f xdy (39.30)

булишини топамиз. Фараз килайлик, д (А) параметрик формада ушбу

и =  и 00 (а  ^  ^  в ёки а  >  t >  В) 
v =  v(t) 1

система билан ифодалансин. У  холда куйидаги

х =  ф (u, t)) =  <p(«(0, w(0). 
у =  -ф(и, и) =  (и (/), v(t))
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система (D) соханинг d(D) чегарасини ифодалайди. Бунда параметр- 
нинг узгариш чегарасини шундай танлаб оламизки, t параметр а  дан 
р га (^араб узгарганда д (D) эгри чизик мусбат йуналишда булсин. У  
хрлда (19.30) тенглик ушбу

D

d(D)

ф (u(t), v(t))

| ц> (u, v) d »)• (и, i.')

d(D)

d± u ’ ( t ) + ^ v ' ( t ) } d t
du av i

(19.31)

куринишга келади. 
Агар

f  Ф(м, v)

d(D)

P

=  [ Ф (u(t) ,v(t))

— du + — dv | =  
d и dv i

d u  d v  j

булишини эътиборга олсак, у хрлда

D  — ± Г х — dn -+- x ~ d v
.) du du

(19.32)

(19.33)

d(D)

булишини топамиз. Бу тенгликдаги интеграл белгиси олдига куйилган 
ишорани тушунтирамиз. Юкррида, t параметр а  дан р га к а раб узгар
ганда d(D) эгри чизикнн мусбат йуналишда булишини айтдик. Бу хрл
да <5(А) эгри чизикнииг йуналиши мусбат хам булиши мумкчн, ман- 
фий хам булиши мумкин. Шунинг учун (19.31) ва (19.32) муносабат- 
лар бир-биридан ишора билан фарк к и лад и. Агар d(D) эгри чизикнинг 
мусбат йуналишига о1 (А) эгри чизикнинг хам мусбат йуналиши мос 
келса, унда «+» ишора олинади, акс хрлда эса «—» ишора олинади.

Энди ушбу

f  Р(и, v) du + Q(u, v) d v = [ ^ ( dQ {u’ v) — dP(u' 

а<д» (Д)

Грин формуласида

du du
du dv (19.34)

P ( u , v ) = x ^ ,  Q(u, v) — x^-
du dv

деб олсак, у холда бу формула куйидаги куринишга келади:

Агар

0(A)

x — d u + x  — d v —- 
ди dv

ва

d I — x
dy

u
du\ dvt1

d
(x

dy\

du dv)

дх dy

du dv

J J  |d«\ da) dv\ du)

A l Ydj\ — — ̂
dv \ du) dv

du dv. (19.35)

d_

du

dvdu 

dy\ _dx dy

x

dv du dv

dx dy 

dv du

d2y

dv du ' dudv

D{x, y)

D(u, v)
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эканини эътиборга олсак, унда (19.33), (19.34) ва (19.35) муносабат лар
дан

Г Г D (х, у)
D  =  ± I \ г- du dv

J  J D (u,v)
(Д)

булиши келиб чикади. 
Маълумки,

D (и, v)

якобиан аник ишорали, D  эса маъносига кура мусбат булиши керак. 
Демак, интеграл белгиси олдидаги ишора якобианнинг ишораси билан 
бир хил булиши керак. Шунинг учун

J J  dQ(x,y)D

'(Д)
D (и, v)

du dv

булади. Шуни исботлаш лозим эди.
3°. Э г р и  чизик ли  и н т е г р а л  к; и йм"атининг интеграл- 

лаш йулига бор  лик б ул ма сл иги .  Чегараланган ёпик борламли 
(D) ((D) czR-) сохада иккита Р  (х, у) ва Q (х, у) функциялар берилган

булсин. Бу функциялар (D) сохада узлуксиз ва ®- ’ У) ху
ду дх

сусий хоеилаларга эга ва бу хосилалар хам шу сохада узлуксиз бул
син.

1) Агар (D) сохада
д Р (х ,у ) _  dQ (х, у) (19 36)

ду дх

булса, у холда (D ) сохага тегишли булган хар кандай К ёпик чизщ 
буйича олинган ушбу

| Р  (х, y)dx +  Q (х, у) dy 
к

интеграл нолга тенг булади:

j Р  (х, у ) dx + Q (х, у) dy =  0.
К

И с б о т .  К ёпик. чизик чегараланган гавани (G) дейлик. Равшанки, 
(G) a  (D). Грин формуласига кура

j p  (X, у) dx + Q (х, y)dy =  j  j  -  ^ f ^ d x d y

К <G)

булади. Шартга кура (D) да, демак (G) да

d Р (х, у) _  д Q (х, у) 

ду дх

У  х.олда (19.36) муносабатдан

/ д Q (х, у) дР (х, у)

Я дх ду
W)

dxdy =  0
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С Р  (х, y)dx + Q (a-, y)dy =  0.
к

2) Агар (D) сохага тегишли булган хар кандай К ёпик чизик 
буйича олинган ушбу интеграл

j Р (х, у) dx + Q (х, у) dy =  0
'к

булса, у хрлда куйидаги

J р  (*, У) dx + Q (X , у) dy (АВ CZ (D)) (19.37)

лв

интеграл А ва В нукталарни бирлаштирувчи эгри чизик ка боглик бул- 
майди, яъни (19.37) интеграл циймати интеграллаш йулига богли^ 
булмайди.

И с б о т .  (D) соханинг Л ва В нукталарини бирлаштирувчи ва шу

сохага тегишли булган ихтиёрий иккита Аа В хамда АЬ В эгри чизи^-

ни олайлик. Бу хрлда Аа В ва АЬ В  эгри чизиклар биргаликда (D) со
хага тегишли булган ёпик чизикни ташкил этади. Уни К билан бел- 
гилайлик:

Л' =  ЛаВЬ А .

Шартга кура

f Р (х, у) dx -Ь Q (х, у) dy =  I™ гР(х( у) dx 4- Q (х, у) ау — 0
АаВЬЛ

булади. Интегралнинг хоссасидан [фойдаланиб ушбуни топамиз:

С Р  (.V, у) d x 1- Q (~ у) dx =  ,i ) Р(х, y)dx -f- Q(x, у) dy +
AaBbA ^AaB

+ [ p  (x, y) dx -f Q (x, y) dy =  j\P (.v, y) dx + Q(x, y) dy —
Bb A A a В

— j P(x, y) dx + Q(x, y) dy.
A~b В

Демак,

j_ P(x, y) dx + Q (x, y) dy y) dx -f Q (x, y) dy --= 0.
AaB AaB

Бундан эса

f P(x, y)dx + Q{x, y) dy =  ^  P(x, y)dx + Q(x, y)dy

A a 3  AbB

эканлиги келиб чицадн.
19.2-эслатма. Юкоридаш тасдиц, исбот жараёнидан куринадики,

АВ эгри чизик содда эгри чизиклар тупламидан ихтиёрий олинганда 

уринлидир.
3) Агар ушбу

булади. Демак,



интеграл Л ва В нукталариии бирлзштирувчи эгри чизикка борлик; 
булмаса, яъни интеграл интеграллаш йулига боглик булмаса, у хрлда

Р (х, y)dx + Q (х, у) dy

ифода (D) сохада берилган бирор функциянинг тулик дифференциали 
булади.

И с б о т .  Модомики, (19.37) интеграллаш йулига богли^ эмас экан, 
у хрлда интеграл А — (х0, у0) ва В =  (х,, у,) нук,талар билан бир к,ий- 
матли аникланади. Шунинг учун бу хрлда (19.27) интеграл куйида- 
гича хам ёзилади:

(ХьУ t)

j  Р(х, у) dx +  Q (х, y)dy.

Энди А нуктани тайинлаб, В  ну^та сифатида (D) соханинг ихтиёрий 
(дг, у) нуктасини олиб, ушбу

(х-У)

I Р  (дг, y)dx + Q (X, у) dy

интегрални караймиз. Равшанки, бу интеграл (х, у) га боглик булади:

1г.У)

F {х, у) =  j Р(х, у) dx + Q (х, у) dy.
(*»•№))

Бу функциянинг хусусий хосилаларини хисоблаймиз. (х, у) ну^танинг 
х координатасига шундай Ах орттирма берайликки, (х -j- Ах, у) нукта 
иа (х, у), (х +  Ах, у) нукталарнн бирлзштирувчи тутри чизик кесмаси 
хам (D) сохага тегишли булсин. Натижада F(x, у) функция хам ху- 
суспй орттирмага эга булади:

(х+Ьх,у)

F (х -f Ах, у) — F(x, у) — j‘ Р (х, y)dx +  Q (х, у) dy—
(а'о, Уо)

(х,У) (Х+&Х.У)

~  ( Р  (х, у) dx -f Q(x, у) dy =  ! Р (х, у) dx + Q(x, y)dy =
(i'o. У)о (*, У)

у)

—  j' P (x, y)dx.
(*’, У)

Урта киимат хакидаги теоремадан фойдаланиб 'куйидагини топамиз:

(х+Д*, у)

j Р  (дг, y)dx — Р  (х + 0 • Дх, у) Ах (0 <  0 <  1).
(х, У)

Натижада

+ ^ Р ( х  + д Ах, у)
Дх

буладн. Бундан

lim  F— - == 1 im P(x '+  6 • Ax, у) =  P[x, y)
&x-*Q A x  Ax-*0
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dL^ = P ( x ,  у), 
дх

Худди шунга ухшаш

ду

булиши курсатилади.

Шундай 1̂ илиб,

Р  (х, у) dx+ Q (х, у) dy =  dx + д1-¥±1! dy =  dF (х, у)
их ду

булади.
4) Агар

Р(х, y)dx+Q(x, y)dy (19.38)

ифода (D) сохада берилган бирор функциянинг тулиц дифференциали 
булса, у х.олда

дР (х, у) _  dQ (х, у) 

ду дх

булади.
И сб о т .  Айтайлик, (19.38) ифода (D ) сох,ада берилган F (х, у) 

функциянинг тули!  ̂ дифференциали булсин:

Р  (х, у) dx + Q (х, у) dy =  dF (х, у).

Равшанки,

Р(Х,
дх ду

Кейинги тенгликлардан ушбуни топамиз:

дР (х, у) __d-F (х , у) dQ (х, у) ___д2 F(x. у)

ду dx dy ’ дх ду dx

Шартга кура уУ, лар (D) сохада узлуксиз. Аралаш

хосилаларнинг тенглиги хакидаги теоремага бнноан (каралсин, 13-боб, 

(6-§)
дР (х, у) _  dQ(x, у) 

ду дх

булади.
Шундай ^илиб, Грин формуласидан фойдаланган хрлда, юкоридаги 

1) — 4) тасдиклар орасида

1) => 2) =>* 3) =>■ 4) =4>- 1) 

муносабат борлиги курсатилди.

булади. Дегиак,
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4- §. Биринчи ва иккинчи тур эгри чизицли интеграллар орасидаги
богланиш

Ушбу параграфда биринчи ва иккинчи тур эгри чизикли интеграл
лар орасидаги богланишни ифодаловчи формулаларни келтирамиз.

Текисликда содда силлик АВ эгри чизи^ ушбу

система билан аникланган булсин, бунда s — ёй узунлиги (каралсин, 
ушбу бобнинг 1-§), x(s) ва у (s) функциялар x'(s), y'(s) хосилаларга 
эга хамда бу хосилалар узлуксиз.

Равшанки, бу эгри чизи^ хар бир ну к, та да уринмага эга булади. 
Агар Ох ва Оу уклар билан уринманинг ёй усиши томонига ка раб 
йуналиш орасидаги бурчак мос равишда а  ва р дейилса, унда

х (s) — cos а , у ’ (s) =  cos (3
булади.

Айтайлик, бу АВ эгри чизикда / (х, у) функция берилган ва узлук
сиз булсин. У  .^олда

f / (х, у) dx
АВ

интеграл мавжуд булади ва (19,17) формулага кура 

! f(x, у) dx =  Г/ (х (s), у (s)) • x’(s) ds

АВ  0

тенглик уринли. Бу тенгликнинг унг томонидаги интегрални цуйида- 
гича

s s
f/(x(s), у (s))-x’(s)ds =  C/(x(s), у (s)) cos a  ds
о о

ёзиш мумкин. Ушбу бобнинг 1-§да келтирилган 19.1-теоремадан 
фойдаланиб к.уйидагини топамиз:

s
Гf(x(s), у (s) cos a  ds =  f f(x, у) cos ads.

0 'a b

Натижада юкоридаги тенгликлардан

j f (x, у) dx =  j  f(x, y) cos ads. 
a b  a b

булиши келиб чикади.
Худди шунга ухшаш, тегишли шартларда

[ f х, у) dy — J f(x, у) cos р ds
А.В АВ

ва умумий холда

j Р  (х, у) dx -f Q (х, у) dy =J_ [Я (х, у) cos а  + Q (х, у) cos 0] ds
А В  А Е

булади.
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20- Б О  Б

СИРТ ИНТЕГРАЛЛАРИ

Мазкур курсиинг 18-бобида z =  z(x, у) тенглама аниклаган силлик 
(S) сирт билан танишган эдик. Бунда г(х, у) функция (D) сохада 
((D) с= R2) берилган, узлуксиз ва г'Д.т, у), г'(х,у) хусусий хосилаларга 

эга ^амдл бу хосилалар хам (D) да узлуксиз функция эди. (S) сирт юз- 
га эга булиб, унинг юзи

5 =  (Е>У1 + 2<2 (Х’ ^  + 2yZ (х’ У) dxdy (20.1)

га тенг эканлиги курсатилди.
У тпя бобнинг пировардида R3 фазодаги (V) сохада ((V) cr R3) берил

ган функциянинг уч каррали интеграли билан танишиб, уни ургандик.
Энди R 3 фазодаги (5) сиртда берилган функциянинг интеграли ту- 

шунчаси билан танишамиз. Сирт интеграли тушунчасини киритишдан 
аввал, бу ерда х,ам функция берилиш сохасининг булиниши, булиннш 
булаклари, булинишнииг диаметр» тушунчалари киритилиши керак.

Бу тушунчалар [а, Ь\ орали^нииг булиниши (каралсин, 1-кисм, 
9-боб, 1-§) ва текисликдаги (D) соханинг булиниши (каралсин, 18-боб,
1-§) даги каби киритнлади ва ухшаш хоссаларга эга булади. Шунинг 
учун бу ерда биз бу тушунчаларни киритилган хисоблаб бевоспта баё- 
нимизни сирт интегралининг таърифидан бошлаб 'кетаверамиз.

1- §. Биринчи тур сирт интеграллари

1. Б и р и н ч и  ту р  с и рт и н те г ра л ин ин г та ъ р иф и. / (х, у, г) 
функция (S) сиртда ((5) с: R3) берилган булсин. Бу сиртнинг Р  були
нишини ва бу булинишнинг хар бир (.S,,) булагида (k =  1, 2, . . . п) 

ихтиёрий (£ft, 5а) нуктани олайлик. Берилган функциянинг (H,fr, i],., 

£*) нуктадаги /(£A, t k) кийматини (.S,) нинг Sk юзига купайтириб, 

куйидаги йигиндини тузамиз:

П

°  =  2 / ^ . ,  н )А -  
*•=}

20.1- т а ъ р и ф. Ушбу

°  =  2 / & * ’ у  а  (20-2)
k=i

йигинди / (х, у, г) функциянинг интеграл йириндиси ёки Риман йирин

диси деб аталади.
(S) сиртнинг шундай

P v Р2 . . .  , Р т , . . . (20.3)

булинишларинн караймизки, уларнинг мос диаметрларидан ташкил топ

тан

'W  ^pi’ • • • ’ ^рт’ ■ ■ •
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кетма-кетлик нолга интилсин: %р -*-0. Бундай Р т (/п~  1, 2, . . .) бу-

линишларга нисбатан f(x, у, г) функциянинг интеграл йигипдпларини 
туоамиз. Натижада (S) сиртнинг (20.3) булинишларига мос интеграл 
йигиндилар кийматларидан иборат куйидаги кетма-кетлик хоспл була
ди-.

° V  а 2' ■ ■ ■ ’ ° т '  ■ ■ ■

20.2-таъриф. Агар (5) сиртнинг хар кандай (20.3) булинишлари 
кетма-кетлиги {Рт J олинганда хам, унга мос интеграл йигинди кий

матларидан иборат ( а т } кетма- кетлик, (lk, r)k, £ft) ну^таларни танлаб 

олинишига боглщ булмаган холда, хамма вакт битта / сонга интилса, 
бу 1 а йитндининг лимити деб аталади ва у

П

I i m o = I i m 2 f ( 5 fc, Л*. £fc) A  =  /  (20-4)
А,р  —►О 0

каби белгиланади.
Интеграл йигиндининг лимитини куйидагича хам таърифлаш мум- 

кин.

20.3-таъриф . Агар олинганда ?;ам, шундай б > 0  топил, 
саки, (S) сиртнинг диаметри %р <  6 булган хар кандай булиниши \ам- 

да хар бир (Sk) булакдан олинган ихтнёрий (|ft, rjft, лар учун

(а — /| <  е

тенгсизлик бажарилса, у холда / сони ст йитндининг лимити деб 
аталади ва у (20.4) каби белгиланади.

20.4-та ъ риф.  Агар Хр ~>-0 да f(x, у, г) функциянинг интеграл 

йириндиси а чекли лимнтга эга булса, f(x, у, z) функция (о) сирт 
буйича интегралланувчи (Риман маъносида интегралланувчи) функ
ция деб аталади. Бу йигиндининг чекли лимити /  эса, f(x, у, г) функ
циянинг биринчи тур сирт интеграли дейилади ва у

[ \ f (х, у, г) ds
(S)

каби белгиланади. Демак,

П

f(7(x , y,z)ds — l ima  =  l im  У  f ( lk, тц, Q - S k,
(S) Xp->-0 %р+0~х

2. У з л у к с и з  ф у н к ц и я  б и р и н ч и  тур  с и рт  и нт е г р а л и .  
Энди биринчи тур сирт интегралининг мавжуд булишини таъминлайди- 
ган шартни топиш билан шугулланамиз.

Фараз килайлик R3 фазодаги (S) сирт

z — z (х, у)

тенглама билан берилган булсин. Бунда 2  — z(x, у) функция чегара
ланган ёпик (D) сохада ((D)) с  R2) узлуксиз ва г'х (х, у), z'y (х, у) хоси- 

лаларга эга х,амда бу хосилалар хам (D) да узлуксиз.
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20.1-тео р ем а. Агар f (х, у, г) функция (S) сиртда берилган ва 
узлуксиз булса, у холда бу функциянинг (S) сирт буйича биринчи 
тур сирт интеграли

j j f (х, у, z) ds 
( 5 )

мавжуд ва

J f / (х, y ,z )d s — \ j /' (х, у, г, (х, у)) У 1 + г'Чх, у) +  г'\х, у) dx dy
(S) (D) л y

булади.
И с б о т .  (S) еиртнинг P s булинишини олайлик. Унинг булаклари 

(Sj), (S2), . . . , (Sn) булсин. Бу сирт ва унинг булакларининг О ху 

текисликдаги проекцияси (D) соханинг Р D булинишини ва унинг (D3), 

(D2, . . . , (Dn) булакларини хосил ^илади. Ps булннишга нисбатан 

(20.2) йириндини тузамиз:

°  =  %  Q s k- 
k=\

Маълумки, (%k, t}k, b/) £ (S,j. Бу нукта га аксланувчи нукта rjft) 

булади. Демак, =  z (lk, г},,). (20.1) формулага биноан

Sk =  _[ f |/ 1 + гх\х, у) + z ‘ (х, у) dx dy

(Dk )

булади.
Урта к.иймат ^а^идаги теорема (каралсин, 18-боб, 5-§) дан фойда- 

ланиб топамиз:

S ^ V l + z ' J d l ,  +  Dk ((I,*, гfkK (D k)).

Натижада ст йиринди куйидаги

П

°  *(£*. \))s k =
A==l

=  i  /(5*. %, z ( ik, % ))v  н - г; ( з д ,  + 2;*(e;, %) Dk
k=\

куринишга келади.
Энди Xps~+0 да (бу ^олда kpD~>0 ^ам нолга интилади) о Ahfhh-

дининг лимитини топиш максадида унинг ифодасини узгартириб ёза- 

миз:

°  =  2  / 2 V )  V 1 + г;г(^ , л, + гв% ,  V  z?fe+
А=1
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+ £  /(&*. n*. z{lk, г\ М У1+ г'Ж - +  Л*’ )
ft=i L

— у  1 + (£*, %) + zy\lk, i1a) ] A,. (20.5)

Бу тенгликнинг унг томонидаги иккинчи кушилувчини бахолаймнз:

v  /& ,  Л*. z £ k, %)) 
*=1

V i + zx' g ; ,  ча + г Ж ,  г,;)

- У 1 + г ; в к, % )+ z 'M k, T|fc) D„

6=1
j ] / l  + z * d l , T]*) + zy(%k’

D

бунда

Равшанки,

V  1 + zk\lk, щ) +  Zy\lk, Tfc)

M  =  max | f(x, y, z) |. 

V 1 + z'Xx, y) +  z'\x, y)

k'

функция (D) да узлуксиз, демак, текис узлуксиз. У  хрлда Кантор 
теоремасининг натижасига кура Y e 0 олинганда дам шундай б >  0. 
топиладики, (D ) соханинг диаметри лРд <  б булган хар кандай Р0 бу

линиши учун

1 + - л;) + z'yGl Л*)

л*)+ <*&. л,г) <
M-D

булади. Унда

2  /(ift. Л„ тц)
Й«=1

К 1 + Ж , л Р + Ж , л , )  -

D. < м  _ i _ 2
АШ j ^ l

ва демак,

Him V  /(ё/г, nft, zfgft, г],)) 
*-pD-+°k=i

У 1 +  2Л?/е’ Л*) +  (£*. Л*))

булади.
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(20.5) тенгликнинг унг томонидаги биринчи кушилувчи

2  /(£*. + <Tf,. 4k) Dk
к= 1

эса ______________________

/  (х, у, г (х, у)) у 1 +  z ‘ (.г, у) +  Z* (х, у)

функциянинг интеграл йигандисидир. Бу функция (D) сохада узлук
сиз. Демак, aPd 0 да интеграл йигинди чекли лимитга эга ва

lim  v  / (^ , п А,г ( lk цк)) V 1 +  г;* (£,, г)*) +  г* ( lk, цк) D k =  
'■pD-+°k=i

=  J j /(X, у, z (x, y ))V  1 +  г;2(л-, //) +  z'J (x, y) dxdy
(D)  A 7

булади. Бу муносабатни эътиборга олиб, (20.5) тенгликда Кр  ̂ 0 да 

лимитга утиб топамиз:

lim ст =  lim V) /& •  %  г (|t, П*)) К 1+<’(&*• Ча)+^’ (£*, Л») D k =
Aps -+0 'APS-*° *= 1

=  f I i (x, y, z (x, y ))V  1 +  z"(x, y) +  z ’(x, y) dx dy.
<D)

Демак,

J I f(x, y, z)ds =  f I f(x, y, z(x, y ))V l + z’s(x, y) -f z'\x, y) dxdy.
(5) <£>) x у

Теорема исбот булди.
Бу теорема, бир томондан, узлуксиз функция биринчи тур сирт 

интегралининг мавжудлигини аниклаб берса, иккинчи томондан, бу 
интеграл икки каррали Риман интеграли оркали ифодаланишини курса- 
тади.

20.1-эслатма. (S) сирт х =  х(у, z) (у =  y(z, х)) тенглама билан 
ани^ланган булиб, х — х (у, х) функция (у (г, х) функция) (D) сохада 
((D) czR2) узлуксиз ва хд(у, г), х'г(у,г) хусусий хосилаларга (y'z(z, х), 

y'x(z, х) хусусий хосилаларга) эга хамда бу х.осилалар (D)) да узлуксиз 

булсин.
Агар f(x, у, г) функция шу (5) сиртда берилган ва узлуксиз булса, 

у холда бу функциянинг биринчи тур сирт интеграли

J J / (х, у, z) ds
(S)

мавжуд ва

И  /(*, у,-z) ds =  Я /(*(</> г), у, z) Y\ + xy\y,z)-hx':(y,z) dlJ  dz’ 

( Я  / (X, У, z) ds =  J J  / (x, у (z, x), z )V  1 -f y'2(z, x) + yx(z, x) dzdx)
(S) (£>) '

булади.
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20.2-эс латма.  Биз f(x, у, г) функция биринчи тур сирт интег- 
ралининг мавжудлигини махсус куринишдаги (S) сиртлар (г =  г (х, у), 
х =  х (у, z), у =  у (г, х) тенгламалар билан аникланган сиртлар) учун 
келтирдик. Аслида функция интегралининг мавжудлиги кенг синфдаги 
сиртлар учун турри булади. Жумладан, агар (S) сирт чекли сондаги 
юкорида айтилган сиртлар й и р и н д и с и  сифатида тасвирланган булса, 
унда берилган ва узлуксиз булган / (х, у , г) функциянинг сирт интег
рали мавжуд булади ва у мос икки каррали интеграллар йигандисига 
тенг булади.

3. Б и р и н ч и  ту р  с и р т  и н т е г р а л л а р п н и н г  х о с с а л а р и .  
Юкорида келтирилган теорема узлуксиз функциялар биринчи тур сирт 
интегралларининг икки каррали Риман интегралларига келишини кур
сатади. Бинобарин, бу сирт интеграллар хам икки каррали Риман ин- 
теграллари хоссалари каби хоссаларга эга булади. Икки каррали Ри
ман интегралларининг хоссалари 18-бобнинг 5-§ ида урганилган.

4. Б и р и н ч и  тур  сир т  и н т е г р а л л а р н и  ^ и с о б л а ш .  Ю^о- 
рида келтирилган теорема функция биринчи тур сирт интегралининг 
мавжудлигини тасдицлабгина цолмасдан, уни хисоблаш йулини хам кур
сатади. Демак, биринчи тур сирт интеграллар икки каррали Риман 
интегралларига келтирилиб хисобланади:

J.I /(*> у, z)ds =  I I fix, у, z (х, у)) v  1 + z ‘(x, у) + г'Чх, у) dx су, 
(5 ) Ф) У

Я /  (х, у, z) ds =  f f / (х iy, z), у, z) У I +  x ‘{y, z) + x {y, z) dy dz,
Я г '

(S)

интегрални карайлик. Бунда (5) — x2 +  у2 +  г2 =  г2 сферанинг z =  0 текисликнинг 
юкорида жойлашган ь;иеми.

Равшанки. (S) сирт

булади, бунда (D) =  }(.r, tj) 6 R2:x2 +  у2 г2}.

Энди бу тенгликнинг унг томонидаги икки каррали интегрални ^исоблаймнз:

J J fix , у, z) ds =  I J / ix, у (г, x ) ,z )V i 1 + У Л г-х) + У'Л2’ х) dz dx- (20-6)
(S) Ф)

М и с о л л а р .  1. Ушбу

1 =  I  1 (•*+</ +  г) ds

г =  У  г2 — х2 — у2 

тенглама билан аникланган булиб, бу сиртда берилган

f [х, у, г) =  х +  у +  г

функция узлуксиздир. 20.1 теоремага кура

1 =  И  (■* +  IJ +  У  г2 — х2 — у2 ) V  1 +  z2'x\x, у) +  ?#2 (х, у) dx dy

Vг2—х2—у2 ’

У

У~ 1 у) у̂ у)
У  Г2—'X2—у2

г
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Детк,

! =  f f (x -f у -1- I r- — x- — у2 ) ]/" 1 ~i- z* (x, y) +  z~ (x , u) dx dy 
(D)

=  r f П .f - - + 1 \ dxd'J-J  J  V I r2~ x2- y  
Ф)

Кешшги интегралда узгарувчиларни ал.чаштирамиз:

Натижада
2л г

ЛГ =  р COS \Jj, У =  р sin Г|).

2л г

i  =  r Г С ГГ p K^ ’i: м'п ^ ’ 1 1 p i p  V ^  =  r f  f  Г p J s g - ^ + ^ p r f o V ^
J  \ .1 L j  Г2— p2 J /  J  \ J  ) '  r 2 _ p 2  1
0 0 
2я r

0 0

• j" ^ j* pd p j  dip =  r (cos if -f- sin ip) ch|) j* —^ ^P—  4- г-2п -li- =  я  r3.

о о  о

Демак, берилган интеграл

булади.
3. Ушбу

j 1 (х -f- г/ -!■- z) ds =  л/-3 
(£)

' f х С г/ -j- г )ds 
(Л)

интегрални ^арайлик, бунда (S) — х ~  V b2 — у2 цилиндрик сиртнинг г =  0, z ~  с 
(с >  0) текисликлар орасидаги ь;исми.

Модомики, бу (S) сирт х —~\/ Ь2—у2 куринишда берилган экан, унда интегрални 
хисоблаш учун (20.6) формуладан фойдаланиш лозимдир.

f f f (х, у, z) ds =  f (7  (х (у, г), у, z )V  1 +  х* (у, г)]+ х'г* (у , г) dydz.

(S) Ф )

Бунда (D ) coxa (S) сиртнинг 0//^ текисликдаги проекциясидан иборат:

(D) =  {(у, г) 6 К2:* =  V г =  0 , г =  с] =

=  {{у, z)eR*: — b ^ y s ^ b ,  0 < г < с ) ,

х ~  } Ь2—у2 функциянинг хусусий хосилалари

У
Ху {IJ, ?)

| -Ь2- у 2
, х (у, г) =  О

булади. Демак,

x (y + z )d s=  \ \ \ГЬ2—у2 (г/ +  г) ~\/ \ +  йУйг

Сs> <D)
V ' 1

■Ь] J {у +  z)dy dz 
(D)

булади. Бу тенгликнинг унг томонидаги икки каррали интегрални ^исоблаб топамиз:

Ь с b ^__с

ь [ f  (У +  г) dydz = Ь  У  (  J ( / /  +  г) dz J dy =  b J  ( yz -f- -у-)г=0 dy =

Ф)
V

Я
-b 0

СУ +  4 r  ) аУ
be

-b
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Демак,

f [ .v (у +  2) ds =  ЪЧ*. 

(S)

2- §. Иккинчи тур сирт интеграллари

R3 фазода z =  z (х, у) тенглама билан аникланган (5) снртни ка
райлик. Бунда г (х, у) функция чегараси булакли- силли^ чизикдан ибо- 
рат булган (D) сохада ((D) czR2) берилган, узлуксиз, г'ж (х, у), z'y (х, у) 

хусусий хосилаларга эга хамда бу хосилалар хам узлуксиз. Одатда 
бундай сиртни силлиц сирт дейилади. Силлик; сирт хар бир (х0, у0, г0) 
нуцтасида уринма текисликка эга булади.

Энди (S) сиртда унинг чегараси билан кесишмайдиган К ёпик чи- 
зикни олайлик. (х0, уа, г0) нукта еиртнинг К ёпик чизик билан чега
раланган кисмига тегишли булсин. Бу чизикни Оху текислигига проек- 
циялаймиз. Натижада Оху текислик да хам Кп ёпих чизи^ х°сил була

ди. Мазкур курснинг 19-боб, 2-§ ида текисликдаги ёпик чизикнинг 
мусбат ва манфий йуналишлари киритилган эди. (S) сиртдаги ёпщ чи- 
зи^нинг мусбат ва манфий йуналишлари хам шу сингари киритилади. 
Шуни хам айтиш керакки, йуналишнинг мусбат ёки манфийлигини 
апиклаш харакатланаётган нукта га кай томондан карашга хам боглнк.

Сиртнинг (х0, у0, 20) нуцтасидаги уринма текисликка шу нухтада 
перпендикуляр утказайлик. Бу перпендукулярнинг мусбат йуналиши 
деб шундай йуналиш оламизки, унинг томонидан каралганда шкала 
(К. хамда Кп) ёпи^ чизикларнинг йуналишлари мусбат булади. Унинг 

манфий йуналиши эса шундай йуналишки, у томондан каралганда Ка 

нинг мусбат йуналишига К нинг манфий йуналиши мос келади. Пер
пендукулярнинг мусбат йуналиши буйича олинган бирлик кесма сирт
нинг (х0, у0, z0) ну^тадаги нормали дейилади.

Нормалнинг Ох, Оу ва Oz у^ларининг мусбат йуналишлари билан 
ташкил к ил гаи бурчакларини мос равишда X, (5, у оркали белгиласак,

булади ва улар нормалнинг йуналтирувчи косинуслари дейилади (ка- 
ранг, Г. М. Фихтенгольц, «Математик анализ асослари», II кием).

Исботлаш мумкинки, силлик (S) еиртнинг барча нукталаридаги пер- 
пендукулярларнинг мусбат йуналишлари (нормаллари) бир хил булади. 
Ва, демак, манфий йуналишлари х,ам. Шунга кура, сиртнинг икки то- 
мони хасида тушунча киритилади.

Сиртнинг устки томони деб, унинг шундай томони олинадики, бу 
томондан каралганда иккала (К ва Кп) ёпик чизикларнинг йуналиш

лари мусбат булади.

cos а  =

1
(20.7)cosy =
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Сиртнинг устки томони каралганда Ки билан чегараланган текис 

шаклнинг юзи мусбат ишора билан, пастки томони (иккинчи томони) 
каралганда манфий ишора билан олинади.

1. И к к и н ч и  т ур  с и р т  и н т е г р а л и н и н г т а ъ р иф и. / (х, у, г) 
функция (S) сиртда берилган булсин. Бу сиртнинг маълум бир томо- 
нини олайлик. Сиртнинг Р  булинишини ва бу булинишнинг хар бир 
(Sk) булагида (k =  1, 2, . . ., п) ихтиёрий (|fe, цк, ь,;) ну^та (k =  

=  1, 2, . . . ,  п) олайлик. Берилган функциянинг (|ft, rjfe, £fc) нуцтада- 

ги / (|ft, "П/,, £/;) кийматини (S/t,) нинг Оху текисликдаги проекцияси (Dk) 

нинг юзига купайтириб ^уйидаги йигиндини тузамиз:

°  =  £*)£>*■ (20.8)
fc=i

(S) сиртнинг шундай
P v Р2, . . . .  Pm, . . .  (20.9)

булинишларини караймизки, уларнинг мос диаметрларидан ташкил топ

тан
Хр , Хр , . . ., Хр . . . .

кетма-кетлик нолга интилсин: ХРт~->-0. Бундай Р т (in == 1, 2, . . .)

булинишларга нисбатан / (х, у, г) функциянинг интеграл йигиндилари- 
ни тузамиз. Натижада (S) сиртнинг (20.9) булинишларига мос интег
рал йигиндилар цийматларидан иборат куйидаги

°2> • • • >°т> 1 • ’
кетма- кетлик хосил булади.

20.5-таъриф.  Агар (S) сиртнинг хар кандай (20.9) булинишлари 
кетма-кетлиги ! Рт ! олинганда хам, унга мос интеграл йигинди кий- 

матларидан иборат {от \ кетма-кетлик, (£/;, r\k, 'Qk) нукталарни танлаб 

олинишига боглик булмаган холда хамма вакт битта / сонга интилса, 
бу 1 а  йигиндининг лимити деб аталади ва у

lim о =  lim У  / (gfc, Л*. У  Dk =  7 (20.10)
Яр -О Хр  - о

каби белгиланади.
Интеграл йигиндининг лимитини цуйидагича х,ам таърифлаш мум- 

кин.
20.6- т а ъ р и ф. Агар у  е >  0 олинганда хам, шундай б >  0 топил- 

саки, (S) сиртнинг диаметри Хр <  8 булган хар кандай Р  булиниши 

х,амда хар бир (Sk) булакдан олинган ихтиёрий (5ft. Q  лаР УЧУН

| а  —  / 1 <  е

тенгсизлик бажарилса, у холда /  сони о йигиндининг лимити деб 
аталади ва у (20.10) каби белгиланади.

20.7-таъ риф.  Агар Хр -+0 да / (х, у, г) функциянинг интеграл

йириндиси о  чекли лимитга эга булса, / (х, у, z) функция (S) сирт
нинг танланган томони буйича интегралланувчи функция деб атала-
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ди. Бу йипшдининг чекли лимита / эса, / [х, у, г) функциянинг (S) 
сиртнинг танланган томони буйича иккинчи тур сирт интеграли деб 
аталади ва у

j’|7 (х, у, z) dxdy
(S)

каби белгиланади. Демак,

П

j ( /  (х, у, г) dxdy =  lim о  =  lim У  /  (gA, г]*, у  Dk.

‘U  кр

Функция иккинчи тур сирт интегралининг ^уйидагича

j|7 (х, у, z) dxdy (20.11)
<S)

белгиланишидан, интеграл (S) сиртнинг кайси томони буйича олинган- 
лиги куринмайди. Бинобарин, (20.11) интеграл тугрисида ran борганда, 
хар гал интеграл сиртнинг кайси томони буйича олинаётганлиги айтиб 
борилади.

Равшанки, / (х, у, z) функциянинг (S) сиртнинг бир томони буйича 
олинган иккинчи тур сирт интеграли, функциянинг шу сиртнинг ик- 
кннчи томони буйича олинган иккинчи тур сирт интегралидан фа кат 
пшораси билангина фарк i-.илади.

Юкоридагидек,

|’|’ / (х> У у г) dydz, f|’ / (х, у, z) dzdx
(S) (S)

иккинчи тур сирт интеграллари таърифланади.
Шундай килиб, сиртда берилган / (х, у, z) функциядан учта — Оху 

текисликдаги' проекциялар, Oyz текисликдаги' проекциялар хамда Ozx 
текисликдаги проекциялар воситасида олинган иккинчи тур сирт интег
рали тушунчалари киритилади.

Умумий хрлда, (5) сиртда Р (х, у, z), Q (х, у, z), R  (х, у, г) функ
циялар берилган булиб, ушбу

j'f Р  (х, у, z) dxdy, ff Q (х, у, z) dydz, f |' R (x, y, z) dzdx
\S) (S) (S)

интеграллар мавжуд булса, у хрлда

jT Р  (х, у, z) dxdy + ff Q (x, y, z) dydz +  ff R (x, y, z) dzdx
(S) (S) (S)

йиринди иккинчи тур сирт интегралининг умумий куриниши деб атала
ди ва у

ff Р  (х, у, z) dxdy + Q (х, у, z) dydz + R (х, у, z) dzdx
IS)

каби белгиланади. Демак,

ff Р  (х, у, г) dxdy + Q (х, у, z) dydz -f R (х, у, z) dzdx —
\S)

— ff P (x, у, 2) dxdy + ff Q {x, y, z) dydz + ff R (x, y, z) dzdx. 
is) (S) ’ (.S')
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Энди R3 фазода бирор (V) жисм берилган булсин. Бу жисмни ураб 
турган ёпи^ сирт силлик сирт булиб, уни (S) дейлик. f(x, у, г) функ
ция (V) да берилган. Оху текисликка параллел булган текислик билан 
(I7) ни икки ^исмга ажратамиз: (V7) =  (Kj) + (V)2. Натижада уни ураб 
турган (S) сирт хам (5,) ва (S2) сиртларга ажралади. Ушбу

|' f(x, у , z) dx dy 4- [ f(x, у, z) dx dy (20.12)
(Si) is,)

интеграл (агар у мавжуд булса) f (x ,y ,z ) фуЕНсциянинг ёпиц сирт бу- 
йича иккинчи тур сирт интеграли деб аталади ва

cfcf f(x,y,z)dxdy 

'(S)

каби белгиланади. Бунда (20.12) муносабатдаги биринчи интеграл (5,) 
сиртнинг устки томони, иккинчи интеграл эса (S.,) сиртнинг пастки то- 
мони буйича олинган. Худди шунга ухшаш

фср / (л:, у, z) dy dz, (£({> f (х, у, г) dz dx

\S) (S)

хамда, умумий крлда

Р (х, у, г,) dxdy -f- Q(x, у, z) dy dz -Ь R(x, у, г) dzdx
" ( S )

интеграллар таърифланади.
2. У з л у к с и з  ф у н к ц и я  икк инч и  т у р  сир т  интеграли .  

Фараз ки лай лик, R3 фазода (S) сирт z =  z(x, у) тенглама билан берил
ган булсин. Бунда z =  z(x,y) функция чегараланган ёпик, (D) сохада 
((D) с  R-) узлуксиз ва г'х(х, у), г̂  (х, у) хусусий хосилаларга эга хамда 

бу хрсилалар хам (D) да узлуксиз.
20.2-те оре ма .  Агар f(x ,y , z) функция (S) сиртда берилган ва 

узлуксиз булса, у холда бу функциянинг (5) сирт буйича олинган 
иккинчи тур сирт интеграли

\ \ / (х, у, z) dx dy
(S)

мавжуд ва

\ \ f(x, у, z) dxdy =  И f (x ,y ,z  (х, у)) dxdy 
(Ь) (Ь)

булади.
И с б о т .  (5) сиртнинг Ps булинишини олайлик. Унинг булаклари 

(S„), (S2), • . . , (S„) булсин. Бу сирт ва унинг булакларининг Оху 

текисликдаги проекцяяси (D) нинг PD булинишини ва унинг (DL), (02) 

. . . (Dn) булакларини хосил килади. Ps булинишга нисбатан ушбу 

йигиндини тузамиз:

*  =  (20.8) 
/<=1

Агар (5) сиртнинг устки томони каралаётган булса, у холда барча D,. 

лар мусбат булади.
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Модомики, f(x, у, z) функция z =  z (х, у) снртда берилган зкан, у 
х ва у узгарувчиларнинг куйидаги функциясига айланади: 

fix, у, z) =  f(x, у, z (х, у)).
Бундан эса

Sfe =  г ( lk, % ) (/г =  1,2, . . .  , п) 
булиши келиб чикади. Натижада (20.8) йиринди ушбу

а =  2 / (6 * . Л*, г(1к, \))-Dk
k— 1

куринишга келади. Бу й и р и н д и  f(x ,y ,z (x , у)) функциянинг интеграл 
й и р и н д и с и  (икки каррали интеграл учун интеграл й и р и н д и ) эканини 
пайкаш кийии эмас. Агар f(x ,y , z{x,y)) функциянинг (D) да узлук
сиз эканлигини эътиборга олсак, унда %р — 0 да

2  /1 ^ , *(tk, % №  

йиринди чекли лимитга эга булади ва

lim у  f (ск, )],„ z('Qk, 4 k))Dh =  \ \ f (х, у , z (х, у)) dx dy

Р  D к=

булади. Демак,

lim о =  lim v / (5 * .  Л* Q ' D k
V  -° ХРг

S к=1
П

= Ит У, f Л», 2 (5*. %)) ° к =  f f f (*- У> 2 (*> у)) dxdy.
Хро*°  fc=i Ф,

Бундан эса
/ (х, у, z) dxdy =  I'|' / (х, у, 2 (х, у)) dxdy

(S) (5)

булиши келиб чикади. Теорема исбот булди.
Агар (S) сиртнинг пастки томони каралса, унда барча D k лар ман- 

фий булиб,

J  J f  (х, у, z) dxdy =  — j ) f (х, у, z (х, у)) dxdy
<S) '(D)

булади.

Худди юкоридагидек, тегишли шартларда

)’ [ / (х, у, 2) dydz, J  (’ / (х, у, z) dzdx

\S) (D)

интеграллар мавжуд булади ва

Г/ / (X, У, z) dydz =  |’|7 (X (у, г), у, г) dydz,
(S) да

[’[ / (*, У, г) dzdx — j'f / (л", у (г, д), г) сЫя
( S )  ( О )

булади.

20.1-натижа. Ясовчилари Oz укига параллел булган (S) цилин
дрик сиртни к;арайлик. / (х, у, z) функция шу сиртда берилган булсин. 
У  холда

f)7 (х, у, г) dxdy
(S)
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| f  / (х, у, г) dxdy =  0.

'  ( S )

Худди шунга ухшаш, тегишли шартларда

| | f  (х, у, г) dydz =  0, j j' / ( х ,  у, г) dzdx =  0

"(S) '(S)

булади.
Бу тенгликлар бевосита иккинчи тур сирт интеграллари таърифи- 

дан келиб чикади.
Юкорида келтирилган теоремадан фойдаланиб, иккинчи тур сирт 

интеграллари хам икки каррали Риман интеграллари хоссалари каби 
хоссаларга эга булишини курсатиш ва уларни келтириб чикаришни 
укувчига хавола этамиз.

3. И к к и н ч и  т ур  сир т  и н т е г р а л л а р и н и х и с о б л а ш. Юко- 
рида келтирилган теоремадан фойдаланиб иккинчи тур сирт иитеграл- 
ларини хисоблаш мумкин. Унда иккинчи тур сирт интеграллари икки 
каррали Риман интегралларига келтириб хисобланади:

[ )' / (х, у, z) dxdy =  f ) / (х, у, z (х, у)) dxdy,

‘ (S) ‘ (D)

f [ /  (х, у, г) dydz =  [' ( / (х (у, г), у, z) dydz,

"(S) '(D)

f ) f  (х, у, г) dzdx =  f | f  (х, у (г, х), z), dzdx.

'(S) '(D)

М и с о л. Ушбу

Я ( ^  +  £ + kz) dxdy
(S)

л2 I Г- г2
интегрални карайлик. Бунда (S) — ----|-“— 4-—  =  1 эллипсоиднинг г — 0 те-

п2 Ьг с2
кисликдан пастда жойлашган кисмн булиб, интеграл шу сиртнинг пастки томони бу

йича олинган.
Равшанки, бу (S) сиртнинг тенгламаси вдйидагича булиб,

мавжуд булади ва у нолга тенг:

z — — с

унинг Оху текислигидаги проекциясн

{ х~ 1/2 Л(О) =  |(х. y)ER-: —
эппинсдан иборатдир.

(S) сирт хам, бу сиртда берилган
хг и- 

/ ( * ,  у. z) =  —  +  -- кг

функция хам 20.2-теореманинг шаргларини каноатлантиради. У  хрлда

(S )  ( О )
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булади. Интеграл (S) сиртпинг пастки томони буйича олинганлигк сабабли тенглик- 
нинг унг томонидаги икки каррали интеграл олдига минус ишорасн ^уйилди.

Энди бу

“ И  ( * + 1  - kc v  1 ~  *  ~  k ) ±ыу

1-2 у- Л'4 у ‘
kc I / 1 — — — — — --—. -— I dxdu

V a2 62 a i yz )  J
(D)

iikkh каррали интегрални хнсоблаймиз. Икки каррали интегралда узгарувчиларни

х =  а р cos ф, у =  b р sin ф 

каби алмаштириб куйидагини топамиз:

'-----, \ 2л !Г / /-----*----'•> 2 \ 2Л *

I >v kc у  1 -  ~ Ь- ~ Ь  ~ ^ ) dxdy =  1 [ J {кс ^  |l=pi _ p2> а?Ф=

2л 1

| j^| (kc р ] ' 1— р2 р3) d p j d ф =  2 я  ab I -

i A L

Я

(D) О О

г  Г г  ,-------  1 Г kc ( I — р2)3/ 2 о 4 I
=  a b l  ( £ c p j  1— р2 — р3) dp  йф =  2 яай — — -----— -

6 6 ' *- ' /
/ 1 Лс\

~  2 nab I — —  -j- —  .
I 4 3 )

Демак,

/ х2 У2 \ / kc ! \
(^-  + Т Г + ^ ) ^  =  2яа6 ( т ~ 4  ■

(S)

4. Б ир и н ч и  ва и к к и н ч и тур  с и р т  и н т е г р а л л а р и о р а с и -  
даги бо гланнш.  Биз 19-бобнинг 4-§ да биринчи ва иккинчи тур 
эгри чязикли шлеграллар орасидаги богланишни и {юдалайдиган фор- 
мулаларни келтирган эдик.

Шунга ухшаш, биринчи ва иккинчи тур сирт интеграллари ораси
даги богланишни ифодаловчи формулалар хам мавжуд.

(5) сирт ва унда берилган / (х, у, г) ва Р  (х, у, z), Q (л\ у, г), 
R (х, у, г) функциялар тегишли шартларни каноатлангирганда (карал- 
син, 2-§ нинг 1-пункта) ушбу

j [ / (х, у, z) dydz =  j  \ f (х, у, z) coscc ds,

' (S )5  '(S)

I* | / (x, y, z) dzdx =  f  j /  (x, y, z) cos fids, (20.13)

‘\S) "(S)

f  f  /  (x, У, z) dxdy =  j f  / (x, y, z) cos yds,
'(S) *(S)

умумий холда

[ f P (x, y, z) dydz + Q (x, y, z) dzdx + R  (x, y, z) dxdy =

"\sj

=  | j" [P (x, y, z) cos a  -j~Q (x, y, z) cbs p + R (x, у, г) cos y] ds

'(S)

формулалар уринли булади.
Бу формулаларнинг тутрилигини исботлашни у^увчига хавола этамиз.
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3- §. Стокс формуласи

R3 фазода z =  z (х, у) тенглама билан аникланган силлик (5) сирт 
берилган булсин. Бу еиртнинг чегараси д (S) булакли- силлик эгри чи- 
зик булсин. (S) еиртнинг Оху текисликдаги проекциясини (D ) дейлик. 
Унда д (S) нинг проекцияси д (D) дан иборат булади.

Фараз килайлик, (S) сиртда Р  (дг, г/, г) функция берилган булиб, у 
узлуксиз булсин. Ундан ташцари бу функция (5) да

дР (х , у, г) дР (х , у, z) дР (х, г/, г)

дх ’ ду дг

хусусий хосилаларга эга ва улар узлуксиз булсин.
Ушбу

! р  (х, У, 2) dx

o(S )

эгри чизикли интегрални карайлик (унинг мавжудлиги равшан). Агар 
д (S) чизикнинг (5) сиртда ётишини эътиборга олсак, у хрлда

j Р  (х, у, z) dx =  | Р (х, у, z (х, у)) dx

d{S) d(S)

булади.
Энди Грин формуласидан фойдаланиб ушбуни топамиз:

| Р (х, у, z (X, у)) dx =  —  J j* дР {х' (л' у)) dxdy. 

ар) (Ь)

Равшанки, Р  (х, у, z (х, у)) функциянинг у узгарувчи буйича хусу
сий хосиласи

дР (х , у, 2 (X, у)) дР {X, у, г (х, у)) ^  , 

ду дг у

булади.
Ушбу бобнинг 2-§ идаги (20.7) муносабатлардан

, . , cos Р
г„ (х, у) = ---------
J cos у

булишини эътнборга олсак,

dxdy =  

dxdy

Г Г Г дР (*> у. г (*■ ;/)) _j_ <:'Р (*. у, у)) ,г' ^  у)

J J  L °У ’ dz у
(D)

__ i ’ f  Г дР (V, у, г (х, t/i) дР (х, у, г (х, у)) cos

J J L ду дг cos у
Ф)

булади.
Натижада каралаётган интеграл учун куйидаги тенгликка эга бу- 

ламиз:

378



I' P (x, y, z) dx =  —
diS)

dP (x, у, г (x, у)) дР (x, у, г (х, и)) cos

дгдц
( D )

cos Y
dxdy. (20.14)

2-§ даги 20.2- теоремадан фойдаланиб (20.14) тенгликнинг унг то- 
монидаги икки каррали интегрални иккинчи тур сирт интеграли орка- 
ли_ ифодалаймиз:

( D )

дР (х, у, г (х , у)) дР (г. и, г (х, у)) cos |

ду cos у.
dxdy =

Я[
(S)

дР (х, у, г) дР (х, у, г) cos (5

ду дг cos v
dxdy.

Бу тенглнкнинг унг томонидаги иккинчи тур сирт интегралини, (20.13) 
формулага асосланиб, биринчи тур сирт интегралига келтирамиз:

Я
(S)

дР (х, у. г) дР (дг, у, г) cos |

(S)

ду дг cos у

дР (х, у, г) дР (х, у, г) cos

■dxdy =

-л
ду

дР (х, у, г)

дг cos 7
■cos yds =  (20.15)

, f f  дР (x, y, z) „ , 
cosу d>— —- cos pas.

dy
\S) (S)

Ва ни^оят, яна (20.13) формулалардан фойдаланнб куйидагинн топамиз:

дР (х, у, г) -я дР (х, у, г)| i V, \*2_ у,_ч_ CQ5y Cis

JJ  ду J J  ду
(S) (S)

JJ -р (*’/ ’г) со, Ms = jj
дг

(S) (S)

(20.14), (20.15) ва (20.16) муносабатлардан

dxdy,

dzdx. (20.16)

|  Р (X. у, г) dx -

d(S) (S)

^  dzdx — dxdy 20.17)
ду

булиши келиб чицади.
Худди шундай муло^аза асосида (5) сирт ва унда берилган Q (л:, у, z) , 

R (х, у, z) функциялар тегишли шартларни бажарганда ушбу
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(S)

J  Q (X, у, г) dy =  | [

o(S)

j* 7? (X, ij, z) dz

d(S) IS)

dQ (x, у, г)

dx
dxdy -

dR (x, //, z)

ду
dydz

dQ (x, tj, г) 

дг

dR (x, у. г) 

dx

dydz, 

dzdx (20.18)

формулаларнинг уринли булиши курсатилади. (20.17) ва (20.18) фор
мула ларни хадлаб кушиб цуйидагини топа.миз:

j' Р  (х, у, г) dx-\- Q (х , у, z) dy -f R (x, у, z) dz =

c'(S>

- Я
dQ (x, y, ?)

dx
(s)

dQ (x. у. г)

дг
dydz •

dP (x, у. г)

йу

Г dP ( .y , у, г) 

dz

dxdy -f-
dR (x, у , г)

dy

dR (x, у, z) 

dx
dzdx. (20.19)

Бу Стокс формуласи деб аталади.
20.2-натижа.  Мазкур курснинг 19-боб, 3-§ идаги'Грин формула

си Стокс формуласининг хусусий холидир. Даки^атан хам, (20.19) 
Стокс с}юр.муласида (S) сирт сифатида Оху текисликдаги (D) соха олин- 
са, унда г =  0 булиб, (20.19) формуладан

\ Р (х, у) dx +  Q (х, у) dy =  J  j |
d(D) (D)

dQ (x, y) dP (x, y)

dx dy
dxdy

булиши келиб чикади. Бу Грин формуласидир.
Шундай килиб, Стокс формуласи (5) сирт буйича олинган II тур 

сирт пнтеграли билан шу еиртнинг чегараси буйича олинган эгри чи
зикли интегрални богловчи формуладир.

4- §. Остроградский формуласи

R3 фазода, пастдан г — (х, у) теглама билан аникланган сил
лик (5,) сирт билан, юкоридан г =  Ф2 (х< У) тенглама ёрдамида аник-

.---= ланган силлик; (S2) сир г билан, ён то-
'  '  2 Ч* мондан эса ясовчилари Ог у^ига па-

раллел булган цилиндрик (53) сирт би
лан чегараланган (V) со^ани (жиемни) 
карайлик. Унинг Оху текисликдаги 
проекцияси (D) булиб, бу (О) нинг 
чегараси юкорида айтилган цилиндрик 
еиртнинг йуналтирувчиси сифатида оли- 

' Z=f,(X у) наДи (28- чизма)

(фг (х, У) <  ф2 (х, У), (X, у) € (Щ-

Фараз килайлик, (V) да R (х, у, z) 
функция берилган ва узлуксиз бул-
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син. Бундан ташкари бу функция шу сохадэ

dR (х, у, г)

дг

хусусий хрсилага эга ва бу хосила хам узлуксиз. 
Равшанки, бу хрлда

д а

дR (х, у, г) 

дг
(V)

мавжуд булади ва 18-бобнинг 10-§ ида келтирилган формулага кура

Фг(*.У)

. I  '
( V) Ф )  ф 1 (к,у)

булади.
Агар

<Рг(*> У)

j  — -{Х~ --  dz =  R (х, у, ф 2 (х, у)) —  R (х, у, ф г (х, у))

q>i(*, у)

булишини эътиборга олсак, у хрлда 

<ts(.x,y)I J ( J 9R  ^ д г ’ Z ) d Z) d x d y = = 1 j ̂  У ' У  ̂d x d y  ~
(D) ф1(дг,1/) \D)

— j  ^ R (х, у, фх (х, у)) dxdy (20.21)

Ф)

булади. Бу тенгликнинг унг томонидаги икки каррали интегралларни ,
2-§ даги формулалардан фойдаланнб, сирт интеграллари ор^али ёзамиз:

J J  R (х, у, ф 2 (х, у)) dxdy =  [ J  R (х, у, г) dxdy,

Ф) '(s ,)

j  j R (х, у, фх (х, у)) dxdy =  J  J  R (х, у, z) dxdy. (20.22)

<D) (St)

Келтирилган тенгликлардаги сирт интеграллари сиртнинг устки томони 
буйича олинган. (20.20), (20.21) ва (20.22) муносабатлардан цуйидаги- 
ни топамиз:

j  j  j  dff у, г) __ J  J  ^  ^  y' у _j_

m (s,)

+ [ j  R (x, у, г) dxdy. (20.23)

(Si )

Бу тенгликнинг унг томонидаги иккинчи интеграл (5Х) сиртнинг паст- 
ки томони буйича олинган.
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(S3) сирт ясовчилари Ог укига параллел булган цилиндрик сирт 
булганлигидан

j | R (х, у. г) dxdy =  0 (20.24)

(S2)

булади. (20.23) ва (20.24) муносабатлардан

J i J' dxdydz -■ J j* R (х, у, z) dxdy+ J j /? (x, y, z)dxdy-\-

(V) ~ (S,) (S.)

-f j’ j’ /? (x, y, z) dxdy =  j; R(x , у , z) dxdy 

'is',) J(S)

булиши келиб чикади. Бунда (5 )— ('■) жисмни у раб турувчи сирт. 
Демак,

J J J  9R (Хд/ ’ dxdydz =  ф ф  R (х, у, z) dxdy. (20.25)

<10 <S)

Худди шу йул билан, (У) хамда Р  (х, у, z), Q (х, у, г) лар тегишли 
шартларни каноатлантирганда ^уйидаги

f SI dxdydz = $$ р  (х' У ’ dlJ d z' <20-26)
V )  \s)

Ш  d Q  У ' " г )~  d x d y d Z  =  § §  Q  { Х '  у '  Z )  d Z d X  ( 2 0 ' 2 7 )
<У) (S)

формулаларнииг туррилиги исботланади.
Юкоридаги (20.25), (20.26) ва (20.27) тенгликларни хадлаб кушиб

! дР ( х . ц , г )  , d Q ( x . y , z )  .
х,уиидагини топамиз: I \ -----:--- Н----------- Ь

(Ъ"

4- Х̂’ У' ^  ) dx dydz =  ф ф  Р (х, у , z) dydz + Q {х, у, z) dzdx +
dz

~<Sj

-f R {x, y, z) dxdy.

Бу формула Остроградский формуласи деб аталади.

2 1 - Б О Б  

ФУРЬЕ ЦАТОРЛАРИ

Биз юкорида, курсимиз давомида, мураккаб функдияларни улардан 
соддарок булган функциялар оркали ифодалаш масалаларига бир неча 
марта дуч келдик ва уларни ургандик. Бу с о ха да г и классик масалалар - 
дан бири—-функдияларни даражали каторларга ёйишдан иборат булиб, 
у мазкур курснинг 13-бобида батафсил урганилди.

Агар каралаёгган функциялар даврий функциялар булса, табиийки, 
уларни соддарок даврий функциялар билан ифодалаш лозим булади. )^ар 
бир хади содда даврий функциялар булган функционал ^аторларнн ур- 
ганиш мураккаб даврий функдияларни соддарок даврий функциялар 
билан ифодалаш масаласини г̂ ал этишда му^им роль уйнайди.
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Ушбу бобда, хар бир хади махсус даврий функциялар булган функ
ционал к^п'орлар — Фурье кагорларини урганамиз.

Фурье кагорлари назарияси математик анамазяинг чу кур ва кенг 
урганилган булими булиб, унинг амалий масалаларни хал килишдаги 
роли каттадир. Бу сохада жуда куп илмий изланишлар олиб борилгаи 
ва мухим натижаларга эришилган.

Биз куйида Фурье каторлари назариясининг асосин тушунчалари, 
методлари ва ютуклари билан дастлабки тарзда танишамиз.

1- §. Баъзи мух,им тушунчалар
Ушбу параграфда келгусида керак буладиган баъзи мухим тушунча- 

ларни — функцияларни даврий давом эттириш, гармоникалар х;амда бу- 
лакли- узлуксизлик, булакли- дифференциалланувчилик тушунчаларини 
келтирамиз.

1. Ф у н к ц и я л а р н и  даврий д а во м  этгнриш.  f{x) функция 
а, Ь] ярим интервалда берилган булсин. Бу функция ёрдамида куйи- 
даги

f * (x )= f (x — (b — а)т), x£{a-\-m(b— а), b-\-m(b— а]

(т  =  0, ±1, ± 2 , . . .) (21.1)

функцияни тузамиз. Равшанки, энди f* (х) функция (—-оо, -J-oo) ора- 
лиеда берилган ва даврий функция булади. Унннг даври Т0—Ь — а  га 
тенг. Бу бажарилган жараённи функцияни даврий давом эттириш. 
дейилади.

Агарда берилган f(x) функция (а, Ь] да узлуксиз функция булса ва 

f(a +  0) =  lim f(x) =  f(b)
лг-*а+0

булса, у холда давом эггирилган f*(x) функция (— оо, -f-00) да узлук
сиз булади.

Масалан, / ( * )=  2 | /"x ( l— х) функцияни даврий давом эттиришдан 

хоснл булган функциянинг гра(жги 29-чизмада тасвирлаиган.
Агарда берилган f(x) функция (а, /;| да узлуксиз функция булса ва 

f(a +  0) =  lim }(х)Ф  f(b)

булса, равшанки /*(х) функция х =  а-{-т(Ь — а) (/п =  ±1, ±2, . . ) 
нукталарда узилишга эга булади.

Масалан, ( — 1, 2] оралиеда берилган f (x )~ x 1 функциянн даврий 
давом эттиришдан х.осил булган функциянинг графиги 30-чизмада тас- 
вирланган.
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f{x) функция [а, Ь) ярим интервалда берилган булса, уни даврий 
давом эттириш .хам юкоридаги сингари бажарилади:

/* (х) =  / (х — (b — а) т), х £ [a -f- т  (Ь — а), Ь-\- т(Ь  — а)

(т .—О, ±1, ±2, . . .).

Агарда / (х) функция (а, Ь) да берилган булса, уни (— оо, +оо)/ 
/{а +  т  (Ь — а)\ т  =  0, ± 1 , ± 2, . . . } = •  X* тупламга даврий давом 
эттириш мумкин:

Г  (■*)’=  / (х — (Ь — а) т), х£ (а +  т  (/; — а), Ь + т{Ь — а))

(т  =  О, ± 1 , ± 2 , . .

И з о х .  / (х) функция [а, Ь] да берилган булса, уни (— оо, + оо) 

га, умуман айтганда, икки хил даврий давом эттириш мумкин:

/* (л:) =  f{x — (b — а)т ), %£(а +  т(Ь  — а), Ь +  т(Ь  — а)]

(т  =  0, ± 1, d= 2, . . .),

/** (л:) =  / (х —  (b — а) т), х £ [а m(b —  а), b +  т(Ь  — а))

(ш =  0, ±1, ± 2 , . . .).

21.1-лемма. f{x) функция (а, Ь] оралицда берилган ва у т у  
оралщда интегралланувчи булсин. У  хрлда f{x) ни (— оо, + оо) га 
даврий давом эттиришдан хрсил булган f*(x) функция ихтиёрий 
(а, а+ (Ь—а)] да интегралланувчи булади eaj

а+(Ь—о) Ь

J  f*(x)'dx !=  j  f(x)'dx (*)

ft а

формула уринли булади.
И с бот. Шартга кура 7 (х) функция {а, Ь] да интегралланувчи, 

j*(x) функциянинг тузилишига биноан (каралсин, (21.1) унинг а , а+  
+(Ь—а)] (y - a £R )  да интегралланувчи бх'лишини топамиз.

Ани^ интегралнинг хоссаснга кура

а+(&—а) а Ь а+(Ь—а)

I* f*(x )dx=  [ /* (х) dx + j’ /* (x) dx + | f*l(x)dx (21.2)

a  a  a b
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Т<0-

i

булади. Равшанки, у- х£ (а ,  Ъ] учун /* (х )= /(х). Демак,
ь ь

\ f* (х) dx =  j" / (х) dx.

а а

Энди

ct-f- (Ъ—а)

[ r (x )d x
л‘ь

интегралда х =  у +  (Ь — а) алмаштиришни бажарамиз:

(*+<*>—а) а  а  а

/* (х)dx =  j /* (у +  (Ь — a))dy == (у)Л/ =  — \f*(у)dy.

а а а

Натижада (21.2) тенглик ушбу

а+(Ь—а) Ь

| /* (х) dx =  j  / (х) dx

а  а

куринишга келади. Бу эса 21.1-леммани исботлайди. Бу леммадагн 
(•1=) формула содда геометрик маънога эга: [31- чизмадаги штрихланган 
юзалар бир- бирига тенг.

2. Г а р м о н и к а л а р .  Ушбу

f(x) =  А ■ sin (ад: +  Р) (21.3

функцияни карайлик, бунда А, а , Р — узгармас сонлар. Бу даврий
2я

функция булиб, унинг даврн Т = --  га тенгдир. Хакикатан ^ам,
а

f (л + =  A -sin а  +  pj =  ^  • sin [(ах +  р) + 2л] =

— А • sin (а х + Р) =  / (х).

Бу / (х) = А  ■ sin (а х + Р) функция гармоника деб аталадн.
Гармоникалар математика ва унинг татбикларида, физика ва техни- 

када куп учрайди. Масалан, массаси m га тенг булган М  нуктанинг 
тутри чизиц буйлаб ОМ (ОМ =  s) масофага пропорционал булган F — 
=  — ks куч таъсири остидаги ^аракати (тебранма .^ракати) s =  s (/) ни 
топиш ушбу

25-501

31 - чизма.
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дифференциал тенгламани ечишга келади. Бу тенгламанилг ечимн гар- 
моникадан иборат булади.

гармониканинг графиги, у =  sin х функция графигини Ох ва О у уцлар 
буйича сикиш (чузиш) хамда Ох уки буйича суриш натижасида хрсил 
булади. Масалан, ' :

гармониканинг графигини ясаш жараёни ва унннг графиги 3 2-чизмада 
тасвирланган.

Тригонометриядан маълум булган формуладан фойдаланиб', гармо- 
никани куйидагича ёзиш мумкин:

куришнига келади.

Демак, ^ар ^андай (21.3) гармоника (21.4) куринишда ифодаланади. 
Аксинча, хар кап дай (21.4) куринишдаги функция гармониками 

ифодалайди. Шуни исботлаймиз. f(x) =  a cos а х  4- b since х булиб, а  ва 
b лар узгармас булсин. Уни куйидагича ёзиб оламиз:

а
f(x) =  a cos а  х + cos а х  +

дейилса, у щпда

■ f (x) — А ■ [sin р cos а  х +  cos ji sin а  х] =  A sin (а х. -f- fi)

булишини топамиз. •
Биз юкорида гармоникалар содда даврий функциялар булиб, улар- 

нинг графиклари у =  sin % функция графиги характерига. эга булишини 
курдик.

Аммо бир нечта (турли) гармоникалар йигиндисини олсак, у х^м 
даврий функция булсада, аммо анча мураккаб функция булади, графи- 
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Берилган

/ (х) =  А ■ sin (а х +  Р)

f(x) =  2 -sin (2х. 1)]

(21.4)

Агар



y= s,nX У

y=2s.in(2x+1)
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У
ги эса у =  sin л: функция графиги 
характеридан бир мунча фарк; ^и- 
лади. Масалан, учта турли гар
моникалар:

X я Зя

йигиндисадан иборат ушбу

ф (х) =  — -( sin х -Ь — sin Зх +
л \ 3

33- чизма

функция графигини ^арайдиган булсак, у 33- чизмада тасвирланган бу
либ, у — sin х функция графиги характерига ухшамайди.

3. Б у л а к  л и-узлуксизлик  ва бу лакл и-диффере нциал- 
л а ну в чи ли к .  / (х) функция [а,Ь] ораликда берилган булсин. Маъ- 
лумки, бу функция Y  х£(а, Ь) нуцтада узлуксиз булса, х,амда а ну^- 
тада унгдан, b нуктада чапдан узлуксиз булса, у холда / (х) функция 
[a, bJ сегментда узлуксиз дейилар эди.

Энди / (х) функциянинг [а, Ь] да булакли-узлуксизлиги тушунчаси 
билан танишамиз.

Агар [а, Ь] ораликни шундай

ха[) бир (ak, aki l) k =  0, 1, 2, . . п —  [) да /(х) функция узлуксиз 

булса, хамда х =  ак нукталарда чекли унг f{ak +  0) (k =  0, 1, 2, . . . , 

п — 1) ва чап f(ak — 0) (k — 1, 2, . . . ,  п) лимитларга эга булса, у цол- 

да f(x) функция {а Ь] да булакли-узлуксиз деб аталадн.
Бошкача айтганда, агар / (х) функция [а, Ь\ ораликнинг чекли сон- 

даги нукталаридан бошка барча ну^таларида узлуксиз булса ва шу 
чекли сондаги нук/галардаги узилиши эса биринчи тур узилиш булса, 
функция [а, Ь] да булакли-узлуксиз деб аталади. f(x) функция [а, Ь\ 
да берилган ва узлуксиз булсин. Равшанки, бу функция [а, Ь\ да бу
лакли-узлуксиз булади.

М и с  о л. Ушбу

функциями карайлик. Агар [0, 2] ораликни [0, I] ва [1,21 булакларга ажратсак 
[0, 2] = [ 0 , 1] U [1,2]), у з^олда [0, 1) ва (1,2] булакларда берилган функция уз-

[a<flA, ...........i. « J  (^о =  а. а п. =  ь)

булакларга ажратиш мумкин булсаки,

([а, Ъ] =  [а0, а,] U [alt а̂\ (J . . .  U [an_ v ап\)

jt3, агар 0 ^ л : <  1 булса, 

0, агар х =  1 булса,

— х, агар I <  х ^  2 булса
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луксиз, х — 1 ну^тада эса чеклн унг ва чап 
/ (1 +  0) =  lim  f(x) = — 1, /(1— 0) =  iim  f (х)=  1 

х->1 + 0 0
лимитларга эга булиши топилади. Демак, берил
ган функция [0,2] ораликда булакли-узлуксиз- 
дир (34- чизма).

Агар /(.г) функция (— °o,-f- оо) да 
берилган булиб, унинг исталган чек ли 
fa, Р] к>исмида ([а,Р]с:( — о о , + о о ) ) ,  бу- 
лакли-узлуксиз булса, у ^олда f (х) функ
ция ( — о о , + оо) да булакли-узлуксиз 
деб аталади

Айтайлик. [ (х) функция (а, Ь\ да бе
рилган ва булакли-узлуксиз булсин. Бу 
функцияни (— оо, сю) га даврий давом 
эттиришдан 5̂ осил булган / * (х) функция 
(— оо, +оо) да булакли-узлуксиз булади.

Масалан, f(x)--=x(x£(— я, л] булсин. Бу функцияни (— оо, +°°)га 
даврий давом эттиришдан хосил булган функциянинг графиги 35-чизма- 
да тасвирланган.

Энди булакли-дифференциалланувчилик тушунчаси билан танншамиз, 
/ (х) функция [а, Ь\ да берилган булсин. Маълумки, бу функция 

ул:£ («. Ъ) ну^тада дифференциалланувчк булса, хамда унинг а нукта- 
да ^нг >;осиласи

34- чизма

/' (а + 0)

нуктада чап хосиласи

Г  Ф •0)

= Urn
х~*а - 0

-  11ГП
x--rb—Q

f (х) / (а)

мавжуд ва чекли булса, у хрлда f (х) функция [а, Ь\ сегментда диф
ференциал ланувчи дейилар эди.

Агар [а, Ь\ орали^ни [а, Ъ\ =  [а0, a j  U Ц , а2] U • • • U [a„=м ап] 

буладиган шундай [a0, a,], [a,, ct,\, . . . , [an_ v я„] (а0= а , ап= Ь )  булак- 

ларга ажратиш мумкин булсаки, хар бир (ak, ak+l) да (ft =  0, 1, 2 . . .  ,

<у Л 

(

1

35- чизма
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36- чизма 37- чизма

п — 1) функция дифференциалланувчи булса хамда х =  ак нукталарда

чекли унг /' (ak + 0) (k =  0, 1, 2, . . . , n — 1) ва чап f  (ak --0) (k =  

=  1, 2, . . . , п) }сосилаларга эга булса, у холда /(.*) функция {а, Ь] 
да булакли- дифференциалланувчи деб аталади.

Бошкача айтганда, агар f (х) функция [а, b] оралицнииг чекли сон- 
даги ну^таларидан бош^а барча ну^таларида дифференциалланувчи бул
са ва шу чекли сондаги нукталарда чекли бир томонли хосилаларга 
эга булса, функция [а, Ь\ да булакли- дифференциалланувчи деб ата
лади.

f (х) функция \а, b] да берилган ва дифференциалланувчи булсин. 
Равшанки, бу функция [а, Ь\ да булакли-дифференциалланувчи бу
лади.

М и с о л .  J. Ушбу

функцияни карайлик (36-чизма). Агар [0, 3] [ораликни [0, 1], [1, 2], [2. 3] булак- 
ларга ажратсак, унда [0, 1) (1, 2,) ва (2, 3] ларда / (л:) функция дифференциалла
нувчи булиб, х ~  I, х — 2 нукталарда эса чекли унг ва чап хосилалар

функцияни ^арайлик (37-чизма). Агар [0, 3] ораликни [0, 1], [1, 2], [2, 3] булак- 
ларга ажратсак, унда [0, 1], [1, 2], [2, 3] ларда tp (х) функция дифференциалланув- 
чн булиб, х=\ , х =  2 нукталарда эса чекли унг ва чаи хосилалар

га эга булишини топамиз. Демак, <р (х) функция [0, 3] да булакли- дифференциал
ланувчи.

(
х2, агар 0 ^  х -< 1 булса, 

2 — х, агар 1 х <  2 булса,

х — 2, агар 2 ^  х ^|3 булса

2, агар 1 ^  х <  2 булса,

— (х—З)2, агар 2 ^  х ^  3 булса

/' (1 _  0) =  2, /' (1 + 0) =  0, /' (2 -  0) =  0, /' (2 + 0) =  -  3



Юкорида келтирилган таъриф Еа мисоллардан, \а, Ь] ораликда 6v- 
лакли-дифференциалланувчи функция шу ораликда булакли-узлуксиз 
функция булишини куриш мумкин.

Агар /(.*.) функция (— оо, -4- оо) да берилган булиб, унннг истал- 
ган чекли [а, [3] (fa, fi| cj (— оо, +  оо)) кисмида булакли-дифферен
циалланувчи булса, у холда f (,х) функция (— оо, +  оо) да булакли- 
дифсЬеренциалланувчи деб аталади.

/ (х) функция {а, b] да берилган ва булакли-дифференциалланувчи 
булса, у ни (— оо, -4- оо) га даврий давом эттиришдан хосил булган 
Г  (х) (— оо, -f оо) да булакли-дифференциалланувчи булади.

f (х) функция [а, Ь] да берилган булсин. Агар [а, b] оралицни [а, Ъ\~ 
=  [о0, a j  U [о,, а2] (J • ■ ■ U f ап} буладиган шундай [о0, а {}, 

[ар а21, . . . , [сл_|, ап] (а0 =  а, ап =  Ь) булакларга ажратиш мумкин 

булсаки, х,ар бир \ak, ak+x) да (k =  0, 1, 2, . . . , п —  ]) функция /' (л) 

хосилага эга ва бу хосила узлуксиз булса хамда л: =  пк нукталарда 

чекли унг /'(** +  0) {к =  0, 1,2, . . .  , п — 1) ва чап /' (ak — 0)(k =  

=  1, 2, . . . , п) хосилаларга эга булса, у холда f (х) функция [а, Ь] 

да булакли-силлик деб аталади.
Бошкача айтганда, агар f  (х) функция \а, о] ораликнинг чекли сон- 

даги нукталаридан бошка барча нукталарида /' {х) хрсилага эга ва бу 
хоснла узлуксиз булса х<амда шу чекли сондаги нукталарда чекли бир 
томонли хосилаларга эга булса, функция [а, Ь] да булакли-силлик деб 
аталади.

2- §. Фурье цаторининг таърифи

Биз мазкур курснинг 14-бобида
со

V  ип (х) =  (х) + и2 (х) + ■ • • + и п(х)+  . . .
П=1

функционал каторни батафсил ургандик. Энди хар бир хади

lln{x) =  ап cos пх + bn sin пх (п =  0, 1, 2, . . .  ) 

гармоникадан иборат ушбу

а0 +  "У (ап cos nx + b sin пх) (21.5)
Л—1

хусусий функционал каторни карайлик.
Одатда (21.5) ка тор тригонометрик катар деб аталади.
а0, о,, Ьи а2, Ъ2, . . . сонлар sea тригенометрик щторнинг кезф- 

фициентлари дейилади.
Шундай килиб, тригонометрик катор гарчанд функционал катор 

булса хам (унинг хар бир хади муайян функциялар булганлиги учун) 
уз коэффициентлари aQ, ах, Ьи а2, Ь2, . . . , ап, Ъп, . . . лар билан тула 

аникланади.
(21.5) тригонометрик каторнинг кисмий йигиндиси

П

Тп (х) =  cQ + У  (ak cos kx + b\ sin kx)

k= i
тригонометрик купхад деб аталади.
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1. Ф у р ь е  к , аторининг таърифи.  f (х) функция t— л, л] да 
берилган ва шу ораликда интегралланувчи булсин. У  хрлда

f (х) cos ах, f (х) sin пх (п =  1 , 2 , . . . )

функциялар хам, иккита интегралланувчи функциялар кунайтмаси си- 
фатида (^аралсин, 1- кием, 9-боб, 7-§) 1 — л, л] да интегралланувчи 
булади. Бу функцияларнинг интегралларини хисоблаб, уларни куйида- 
гича белгилайлик:

Я

а0 =  — / (х) dx, 
п J

— Я

Я

а — — f (х) cos nxdx (п =  1, 2, . . . ), (21.6)
Я  J

—Я

я

Ь„ — — \ f (х) sin nxdx (п — 1 , 2 , . . . ) .
П Я J

—  Я

Бу сонлардан фойдаланиб ушбу

т (/; х) =  ~  + 2  (ап cos пх + bn sin пх) (21-7)
П— I

тригонометрик каторни тузамиз.
21.1-таъриф. а,, а {, bt, а2, Ь.,, . . . коэффициентлари (21.6) фэр- 

мулалар билаи аникланган (21.7) тригонометрик катор f (х) функция
нинг Фурье катера деб аталади. alV av bv b.„ ■ . . , an, bn, . . . c o h - 

лар эса f (x) функциянинг Фурье коэфрициешплари дейилади.
Демак, берилган функциянинг Фурье ^аторм шундай тригонометрик 

каторки, унинг коэффициентлари шу функцияга боглик булиб, (21.6) 
формулалар билан аникланади. Шу сабабли (21.7) каторни (унинг 
якинлашувчи ёки узо^лашувчи булишадан ^атъи назар) ушбу к~» бел- 
ги билан куйидагича ёзилади:

оо

/ (.v) ~  Т  (f\ х) =  ^  2  ^  COS пх  +  Ьп sin пх)'
п=1

М и с о л .  Ушбу

f (х) =- еах (— я х <  я, а ф  С)

функциянинг Фурье катори тузилсин.
(21.6) формуладан фойдаланиб, бу фуикциянннг Фурьз коэффициектларини то

памиз:



„ 1 2а
=  (— 1 ) ------- sh ал, (п =  1, 2, 3, . . . )

я  а 2+ я2

я
1 Г . 1 а  sin пх — п cos пх __

Ьп =  — « sin пдс dx = -------------------е01*
я J  л a 2-j- п2

—я

„ 1 1 2 л
=  (— 1 ) ------- sh ал (п =  1, 2, 3, . . . )

л а 2+я2 '

(царанг, 1-^исм, 8-боб, 2-§).
Демак, берилган функциянинг Фурье ^атори

я

—я

еах ~  ^  +  (ап cos ^  +  bn sin пх) =
гг—1

h ал | 1 (— 1)" . 1
--- {— 4- 7, ------  (а cos пх — п sin пх)>
л (2а ^  а 2 +  я2 (v п-1 '

2 sh ал j 1 ^  (— 1)”

п=]

булади.

Фараз килайлик, бирор

со

— + 'У  («„ cos пх + bn sin пх) (21.7)
Л=1

тригонометрии (функционал) катор [— л, я] да якинлашувчи булсин. 
Унинг йигиндисини / (х) деб белгилайлик:

^  ^  (а п cos s in  nx ) =  / W -  (2 1 .8 )

72— 1

Бундан ташкари, (21.7) ни хамда уни cos kx ва sin kx (k =  1, 2, . . .) 
ларга купайтиришдан хосил булган

Г,° cos kx + У] (ял cos пх ■ COS kx - г bn sin пх- cos Ах) =
2 —

/1=1

/ (х) cos kx, (21.9)

— sin kx + V  (дл cos nx ■ sin kx + bn sin nx ■ sin kx) =  /(x) sin kx

П= 1

(/г =  1, 2, 3, . . . )  к,аторларни [— л, л| да хадлаб интеграллаш мум- 
кин булсин.



(21.8) ва (21.9) ларни [— л. щ да интеграллаймиз:
Я  Я

| f (х) dx — | у  +  (art cos пх + sin /zjt)j dx

i
31 o-' ;i, л

=  | ^ -d x  +  ^ ^ a „ j  cos «xdx -f f>n j sin nxdxj =  n a 9,

j* / (x) cos kxdx = |  ~  cos £x+ ^У^(а„ cos nx ■ cos kx -f-

+ bn sin nx ■ cos kx)

n = l

dx =  — cos kx dx +
2 J

— Я

oo

+ 2 ( v
n= l —я —я

я я л

| f(x) sin kxdx =  j ~  sin &х+^jTJ (a„

-It —я n=  I

cos nx cos /«  dx + b sin nx ■ cos kxdx).

cos nx ■ sin kx +

л

+ sin nx ■ sin kx) dx =  J  sin kx dx ■

со Я

-f  ̂an j cos nx ■ sin kx dx -f bn | sin nx ■ sin kx dx j.

n= 1 —я

Агар n Ф  k да

Я  31

J  sin nx sin kx dx =  — J  [cos (n — k) x — cos (n 4- £) xj dx =

sin (/г — А) л: sin (n +  k) x 

n — k n k

я !
• -  =  0

—я 2

ва

шунингдек,

я

я  я

j  sin2 яхяЬ: =  — J  (1 — cos 2 nx) dx =  л,

j cos nx-cos kxdx =■ 0 (n Ф  k), j cos2 nx dx =  л,

—  Я  — Л

Я

j  cos rex-sin kx dx =  0 (n, k — 0, 1, 2, 3, . . .)
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булншшш эътиборга олсак, унда

f  f (x )d x Л  '(In

j” f (x) cos kx dx =  я -ak (ft =  1, 2, 3,

Я

J  / (x) sin kx dx =  л • (ft =  1, 2, 3,

— Я
эканини топамиз. Бу тенгликлардан эса

я

«о =  ~  j / (*) dx,

—Я

f (х) cos kx dx,

• ), 

■)

(21.6)

/ (x) sin ftx dx (ft =  1, 2, 3, . . . )

келиб чикади.
Демак, f (x) функция тригонометрик каторга ёйилган булса ва бу 

^атор учун юкррида айтилган шартлар бажарилган булса, у х.олда бу 
тригонометрик каторнинг коэффициентлари / (х) функция оркали (21.6) 
формулалар билан ифодаланади, яъни f (х) нннг Фурье коэффициент
лари булади. Бинобарин, каторнинг узи f (х) нннг Фурье катори булади.

2. Ж у ф т  ва т о ^  ф у н к ц и я л а р н и н г  Ф у р ь е  ца т о р л а р и .  
Жуфт ва toi  ̂ функцияларнинг Фурье ^аторлари бирмунча содда кури- 
нишга эга булади. Биз ^уйида уларни келтирамиз.

f (х) функция [— л, л] да берилган жуфт функция булсин. У  шу 
[-— л, л] ораливда интегралланувчи булсин. Равшанки, бу ^олда f (х) 
cos пх жуфт функция, f (х) sin пх(п =  1, 2, . . .) эса то^ функция 
булади ва улар [— л, л1 да интегралланувчи булади.

(21.6) формулалардан фойдаланиб, f (х) функциянинг Фурье коэф- 
фициентларини топамиз:

я О

а„ =  — \ f (х) cos пх =  -
Я j

1ЬП

+  I' f (x) cos nx dx

0

l№,sisin nx dx — — 
л

—я 
я

j  f(x) sin nx dx -f- J  / (*) sin nx dx 

о о

j* / (x) cos nx dx -f-

-Я

— J* / (дг) cos nx dx (n =  0, 1,2, . . . ) ,

0
0 it 

J  f(x) sin nx dx +  | /(x) sin nx dx 

о

0 (ra =  1, 2, 3, . . .).
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Демак, жуфт / (х) функциянинг Фурье коэффициентлари 

2 *
ап =  — \f (х) cos пх dx (л =  0, 1, 2, . . . ) ,

Л
О
Ьп =  о (л =  1, 2, 3, . . .) (21.10)

булиб, Фурьг катори эса

/ (х) ~  Г (/; х) =  |  + V  ап cos лх

П— 1
булади.

Энди / (х) функция |_— я, л] да берилган тон> функция булсин ва 
у шу I — л, л| ораликда интегралланувчи булсин. Бу хрлда f(x) cos пх 
ток функция, / (х) sin пх (п =  1, 2, 3, . . .) эса жуфт функция була
ди. (21.6) формулалардан фойдаланиб, / (х) функциянинг Фурье коэф- 
фициентларини топамиз:

я  0 л

ап — | / (х) cos пх dx =  — J  / (х) cos лх dx + j* f (х) cos пх dx =  

' " о

0 (л =  0, 1, 2, . . . ).

— Я
л а

— — j  /(х) cos ИХ dx + j  / (х) cos лх dx

о а
л 0

1
ъ>п =  -i- I /(х) sin лх dx =  ~  [ f  /W  sin + j  /(*) sin

—л ‘ —л 0
я

2 ^
=  —  i / (x) sin nx dx (n — 1, 2, 3, . . .).

Я J
0

Демак, ток f(x) функциянинг Фурье коэффициентлари 

ап =  0 (л =  0, 1, 2, . . .),

/(х) sin пх dx (л =  1, 2, 3, . . . )  (21.11)

булиб, Фурье катори эса

/ (х) «  Т (/; х) =  V  bn sin пх

п— 1
булади.

М и с о л л а р. 1. / (я) =  х2 (— я ^  х ^  л) функциянинг Фурье ^атори ёзилсин. 
(21.10) формулалардан фойдаланиб берилган функциянинг Фурье коэффициентларини 
топамиз:

я

2
х2 dx — — л;2,

О
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я
2 l 2 sin л* л 4 i ;

[ =  — V х2 cos пх dx =  — х2----- — —  \ х sin пх dx =
я  J  л п о пл J

о о 
я

4
( - I f -(/«=1,2,  . . .)■ 

п2

4 Г/ cos пл: \я £'
=  — —  — х------ +  \ cos пх dx

пл 1\ п /о J
О

Дёмак, / (х) =  л2 функциянинг Фурье ^атори ушбу

л2 , V N  4 л2 cos 2х cos Здг \
л2 —  -f- >  (— 1) — cos пл =  — — 4 (cos *  — ----- +  -----— . . . I

3 n2 3 22 ^  32 /
n— 1

куринишида булади.
2. Ушбу

f(x) =  x (— л ^  X С  я) 
ток функциянинг Фурье катори ёзилсин.

(21.11) формулалардан фойдаланиб берилган функциянинг Фурье коэффициепт- 
п л

л 2 I*
+  —  \ cos пх dx =  —  

о пл

я  (* 2
ларини топамиз: £>„ =  — \ a: sin па- rfx =  — —  х cos пх 

п 2 j  пл
О О

2 , 2
— — cos пл =  (— l)n+1 — (п =  1, 2, 3, . . . ). Демак, f (х) ~  х функциянинг Фурье 

п п
катори щгйидагича булади:

оо
V I  . , , л + 1 2 . sin 2а; sin За:

х~  у  . (—  1) + • —  sin пх — 2 (sm х — ----- + ------  —
П 2 3 '

л=1

3. [— /, /] о р а л и к д а б е р и л г а н  ф у н к ц и я н и н г  Ф у р ь е  ка 
тори.  Биз юкорида [— я, л] орали к да берилган функция учун унинг 
Фурье ^атори тушунчасини киритдик. Бун дай тушунчани ихтиёрий 
[— /, /] (I >  0) ораликда берилган функция учун хам киритиш мум- 
кин.

f(x) функция [— /, /] ( / > 0 )  да берилган ва шу ораликда интег- 
ралланувчи булсин.

Равшанки, ушбу

г =  (21.12)

алмаштириш [— I, I] орали^ни [— л, я] ораликка утказади. Агар

fix) =  ) =  Ф(0

дейилса, ф (t) функцияни [— л, л] да берилган ва шу ораликда интег- 
ралланувчи булишини куриш кийин эмас. Бу ф (/) функциянинг Фурье 
катори куйидагича булади:

ОС-

ф (t) ~  Т (ф ; /) =  + V ]  (ап cos nt +  bn sin nt),

n---\

бунда
Я  Я

1 Г ........................  —  ' * 1 Г • - d tan =  — j  ф(/) cos nt dt (n =  0, 1, 2, . . .), bn =  — j  ф (t) sin nt
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(а =  1, 2, 3, . . .).

Ю к о р и д а г и  (2 1 .1 2 ) т енгл икн к  э ъ т и б о р г а  о л с а к , у н д а

/ я  \ а л , V I  / я . . .  я

ф л Т  *  ) ~  7  J L 1 йп C O S n T  *  +  S in  П J X
п=‘

б у л и б , у н и н г  к о эф ф и ц и е н т л ари  эса]
i

ап —  ̂ ф  f-j х | cos п ~  xdx (п =  0 , 1 , 2 , . . . ) ,

I

Ьп — -у- ^ ф ^ - y x j s i n n  —  xdx (п — 1, 2,  3,  . . . )

б ул ад и .

Н а т и ж а д а

f / \ а0 I "V I I ППХ . , . штх 
/  (х ) ~  —  +  >  a .  CO S----- ь  &, s in  —
' 2 Zj\  п i п I

(2 1 .1 3 )

<1=1

га  э г а  б ул ам и з , б у н д а

i

ап — -
л ;

j  / ( x ) c o s  ^  d x  (/г =  0 , 1, 2 , . . . ) ,

(2 1 ,1 4 )

bn =  -7  \ f  w  s in  - у -  (ft =  1, 2 , 3 ,  . . . ) .

-I

(2 1 .1 3 )  н и н г  у н г  т ом он и д аги  т ри гон ом ет ри к  к а т о р н и  [— /, /] д а  б ери л 

ган  /  (х ) нинг Ф у р ь е  к а т о р и  дей илади, (2 1 .1 4 ) Ф у р ь е  к о эф ф и ц и е н т л ари  

дей илади.

М и сол . Ушбу

/' (х) — ех •' — 1 .'X х ! ••

функциянинг Фурье к,атори ёзилсин.
(21.14) формулалардан фойдаланиб берилган функциянинг Фурье-коэффициентла- 

рини топамиз (бунда I =  1);

: ех dx =  е — е *,

1
-1

е cos п я  xdx =
п я  sin п я  х +  cos п п х

1 4- п2 я 2
—1

+1

-1

1 в — в ^
(е cos п л — е~1 cos п я) =  (— 1)" , , (п =  1 , 2 , . . . ) ,

1

е sin п я  =

1 4-п2 я 2

sin п п х — п я  COS я я  дг х

1 4- Ф л2

+1

-1
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rt я  cos п я  _
(е- п я  cos п я  +  с 1 п я  cos п л) =  — ---------- (е 1 — е) =

1 +  п2 я 2 1 +  п2 я2

=  п л (~  —  (е~1 — е) =  ( -  l ) ^ 1 е ~ С пя (я =  1, 2, 3, . . . ).
1 + Л2 Я2 1 + П2 Л2

Лемак, / (х) =  ех функциянинг (—  1 ^  х ^  1) Фурье катори ушбу

V  е - е - 1  ,  V U  ( —  O ' *  ( - l ) n + I
е ------ 4- (е — е—1) >  . -------- cos п я х 4- -------- я/г-stn л я г

2 j £ d  L 1 4- п2 л2 1 +  п2 я2
п=1

куринишда булади.

И з о 5̂. (21.7) формула билан аникланган

оо

Т (f; х) =  — +  (ап cos пх +  bn sin пх) 

п= 1

тригонометрик каторнинг (— оо, +  оо) да берилган 2л даврли функ
ция эканлигини куриш ^ийин эмас:

Т (/; х + 2л) =  Т (/; х).

Агар [— л, л1 да берилган f (х) функцияни (— оо, +  оо) га даврий 
давом эттирсак (^аранг ушбу бобнинг 1-§).

f* (х) =  f{x — 2л т), х £ (— л +  2л т , л+2л т ){т  =  О, ±1, ±2, . . ,), 

у хрлда, равшанки, (—  оо, +  °°) Да
со

/* (х) ~  Т (/*; х) =  — + V  (ап cos пх + bn sin пх)

п~1
булади.

3- §. Л ем м ал ар . Д и ри хл е  интеграли

Функцияларни Фурье i^aiopuFa ёйиш шартларини ани^лаш, ю^орида 
айтиб утганимиздек, Фурье ^аторлари назариясининг му^им масалала- 
ридан бири. Уни хал этувчи теоремани келтиришдан аввал баъзи бир 
фактларни урганамиз.

1. Л е м м а л а р .  К,уйида келтириладиган леммалар Фурье кдторла- 
ри назариясида му^им роль уйнайди.

21.2-лемма,  [а, 61 оралщда берилган ва интегралланувчи ихтиё- 
рий ф (х) функция учун

ь

im Г ср (х) sin рх dx — 0, (21.15)
Р-+  со .) 

а 
Ь

lim Г Ф  (х) cos рх dx =  0 (21.16)
р_).со J 

а
булади.

Исбот. [а, Ь] ораликнинг бирор 

Р  =  {х0, xlt х2, . . . , х„} (а =* х0 <  х, <  х2 <  . . . <  ха =  Ь)
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булинишини олайлик. Интегралнинг хоссасига кура

Ь п 1
j ф (х) sin/7.vdx =  V  j ц>(х) sin pxdx (21.17)

a k~0 Xfr

булади. ф (x) функция [a, b] да чегараланган. Демак,

inf (ф (x); x £ [x k, xft+1l) (k =  0, 1, 2, . . .  ti —  1) 

мавжуд. У  ни т к билан белгилаймиз:

mk =  inf (ф  (x); х£[хк, xA+1]} (k =  0, 1,2, . . ., п — 1).

Энди (21.20) интегрални

Ь я - 1 *k+ 1

I* ф (х) sin pxdx =  ^  f  ^  ^  sin pxdx =  (21.18)
a  fc=0  хк

n-1 xk+l n-1 vA+1

=  V  ) (ф (x) — mk) sin px dx + V  mk j sin px dx — Sj +  S2

k=Q Xfe k—0 xfc

куринишда ёзиб, сунгра хар бир

п-1 хк+1

•S, =  (  (ф (х) — % ) sin px dx,
k=0 xk

*ft+I
5 2 =  V  j sinpxrfx

A=0 -v*

кушилувчини бахрлаймиз.
Агар (ok ф (x) функциянинг [xk, xft+1] (& =  0, 1, . . . n — 1) даги 

тебраниши булса, Sj учун ушбу

I 5 il <  2  f  “ * dx =  (Ax,i =  (21.19)
fez=0 Xfe k—Q

тенгсизликка эга буламиз. Шартга кура ф (х) функция [а, Ь] да ин- 
тегралланувчи. Унда 1- к;исм, 9- боб, 5- § да келтирилган теоремага асо- 
сан, Y e  > 0  олинганда хам, шундай б > 0  топиладики, [а, Ь] оралик- 
нинг диаметри Хр <  <5 булган хар кандай Р  булиниши учун

2 ° v A * * < f -  (21-20)

булади. (21.19) ва (21.20) муносабатлардан

| 5 , | < |  (21.21)

булиши келиб чикади.

400



^  ck+l
Энди S 2 =  >  mk r sin pxdx йдаиндини бахолаймиз. Равшанки,

k~0 xfc 
xk~\-l

cos pxk — cos pxk+lJ j sin px dx 

xk 

2 И
Демак, I S21 <  — ^  I mk I булади. p ни етарли катта килиб олиш хисобига

Р о

(2L22)
' * = °

булади. Натижада (21.18), (21.21) ва (21.22) муносабатлардан етарли 
ь

катта р  лар учун I | <р (х) sin pxdx | <  е булиши келиб чмкадн. Демак,

а
b

lim f ф (х) s'mpxdx =  0. 
я-. J

(21.16) муносабатнинг уринли булиши худди шунга ухшаш курса-
тилади. Лемма исбот булди.

Хусусан, ф (х) функция [а, Ь\ ораликда булакли-узлуксиз булса,
унннг учун лемманинг тасдиги уринли булади.

21.1-эслатма. Леммадаги
b ь

I  ip) =  j* Ф ix) sin Рх dx, (р) =  | ф (х) cos px d x
a a

интегралар, равшанки, параметрга (p — параметр) боглик; интеграллар- 
днр. Мазкур курснинг 17- боб, 5-§ ида биз бундай интегралларнинг 
лимитини интеграл белгиси остида лимитга утиб ^исоблаш ^а^идаги 
теоремада исбот ^илган эдик. Бу теорема шартлари ю^оридаги интег- 
раллар учун бажарилмайди (/?-> оо да интеграл остидаги функциянинг 
лимита мавжуд эмас) ва, демак, ундан фойдалана олмаймиз. Шунинг 
учун ^ам лемма юкррида ало^ида исботланди. Иккинчи томондан, 
лемма параметрга боилиц интегралларнинг лимитини бевосита, интег
рал белгиси остида лимитга утмасдан ^ам, ^исоблаш мумкин эканли- 
гига мисол булади.

Юкоридаги лемма чегараланмаган функциянинг хосмас интеграли 
учун з̂ ам умумлаштирилиши мумкин.

Ф (х) функция [а, Ь) ярим интервалда берилган, Ь ну^та шу функ
циянинг махсус ну^таси булсин.

21,3-лемма,  [а, Ь) да абсолют интегралланувчи ихтиёрий ф (х) 
функция учун



И с бо т. Ихтиёрий т} (0 <  rj <  Ь — а) олиб,
ъ

I" ф (х) sin рх dx

а

интегрални куйидагича ёзиб

Ь Ь—т] Ь

 ̂ ф (х) sinpxdx — \ ф (x) sin pxdx + j  ф (х) sin pxdx, (21.24)

а а Ь—ц

бу тенгликнинг унг томонидаги хар бир кушилувчини ба^олаймиз.
Каралаётган ф (х) функция \а, b — г|) да интегралланувчи булганли- 

ги сабабли юк.орида келтирилган 21.2-леммага кура

Ь—TJ

Jim \ ф (х) sin pxdx =  О
Р~* ОО а

булади. Демак, Y e > 0  олинганда хам, шундай р0 >  0 топиладики, 
барча р  >  р0 учун

Ь — г\

] ф (х) sin рх dx | <  |  (21.25)

U
булади.

Шартга кура ф (х) функция [а, Ь) да абсолют интегралланувчи. 
Таърифга биноан, V  s >  0 олинганда хам, шундай б >  0 топиладики,

О

0 <  I] <  б булганда { I ф (л:) | rfjc <  — булади. Демак,

Ь-х\
ь Ь

| Ф (х) sin рх dx <  j  | ф (х) \dx< (21.26)

Ь—11 ь—и

Юкоридаги (21.24), (21.25) ва (21.26) муносабатлардан етарли катта
ъ

р лар учун || ф (х) s in рх dx | <  е булиши келиб чикади. Демак,

а
b

lim ( Ф (х) sin рх dx =  0. (21.23) муносабатнинг уринли булиши худдн

шунга ухшаш курсатилади. Лемма исбот булди.
Исбот этилган леммалардан мух̂ им натижа келиб чикади.
21.1-натижа. [—л, л) ораликда булакли-узлуксиз ёки шу оралик

да абсолют интегралланувчи / (х) функциянинг Фурье коэффициентла
ри п —>■ оо да нолга интилади:

Л

lim ап =  lim — \ f (х) cos nxdx =  О,
Л —гсо Л —>оо «j

—Л
а

1 im bn =  lim — \ [ (х) sin nxdx =  0.
f t—> qo Л-->оо 21

—  71
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2. Д и р и х л е  и нте гр ал  и. Фруье каторининг яцинлашувчилиги- 
ни урганиш, бу катор кисмий йириндилари кетма- кетлигининг лимити
ни аниклаш демакдир. Шу максадда катор кисмий йири н д и си н и  кулай 
куринишда ёзиб оламиз.

f (х) функция [— и, л) ораликда берилган ва абсолют интегралла
нувчи (хос ёки хосмас маънода) булсин. Бу функциянинг Фурье коэф- 
фициентларини топиб,

cos kt dt (k — О, 1,2, . . .)>

bk — — \ f (/) sin kt dt (k =  1, 2, . . .),
л; j

—я
сунгра топилган коэффициентлар буйича / (х) функциянинг Фурье ка- 
торини тузамиз:

<Х

/ (х) ~  Т (/; х) =  —0 + (ak cos kx + bk sin kx). 

k=l
Энди бу каторнинг ушбу

п

~  + V ]  (ak cos kx + bk sin kx)

ft=i
кисмий йириндисини оламиз. Бу йигиндидаги ak (k =  0, 1,2, . . .) ва 

bk (k =  1, 2, . . .) ларнинг урнига уларнинг ифодаларини куйсак, у холда

Fn (/; л) =  —  Г /  (0 dt -f — ( /  (t) [cosЛ/-cosfee + sin A/-stn£x] d/.
2 л J  <*»'.' я  J

Маълумки,

Демак,

*=1 —я

cos • cos kx + sin kt ■ sin kx =  cos k (t — x).

+ \  cos k (t — x)

k=\

dt.

Интеграл остидаги ифода учун куйидаги муносабат уринли:
t — X

п sin (2/г+ 1) ----

- +  V .  cosk (t — x )=  ---------- —  .
2 t — x

k=l

Хакикатан хам,

2si"f[i+S
П

St
cos ku

1

/I
U , p. . U

s in---Ь >  2sm —
9. Z - J  2

~j- у , | sin ( k -j- -- j й — s in [ k 

a=i
2 J  [ 2

(u — t — x).

cos ku — sin — b
2 2

=  sin | n + — j и
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Бу тенглик ёрдамида Fn (/; х) йиринди ^уйидагича ифодаланади:

t — X

-  т Л ' т

sin (2п +  1) ■

t ■
dt. (21.27)

sin

(21.27) тенгликнинг унг томонидаги интеграл / (х) функциянинг 
Дирихле интеграли деб аталади.

Шундай цилиб, f (х) (функция Фурье каторининг кисмий йириндиси  

F п (/; х) параметрга боглик (21.27) куринишдаги интеграл (Дирихле

интеграли) дан иборат экан.
/ *  (х) функция f (х) функциянинг (— оо , + оо ) га даврий давоми 

булсин. Бинобарин, /* (х) функция (— оо, +  оо) да берилган, 2 п давр- 
ли, [— л, л) да абсолют интегралланувчи функциядир. К,улайлик 
учун биз куйида / (х) функциянинг узини (— оо, +  оо) да берилган, 
2 л даврли, [ — я, л) да абсолют интегралланувчи функция деб хисоб- 
лаймиз ва /* (х) урннга j (л:) ни ёзиб кетаверамиз.

sin (2 я +  1)

Энди Fn (f-, х)
2 я

| / < о t — л:
dt интегралда t= x  +  и

алмаштириш киламиз. Интеграл остидаги функция 2 л даврли функ
ция булганлиги сабабли, бу злмаштириш натижасида интеграллаш 
чегараси узгармасдан ^олади (ушбу бобнинг 1-§ ига ^аралсин). 
Натижада

sin (2п -р 1) —

du

булади. Бу ингегрални ушбу

р п if; x) 2 л
f  / (■« -I- U)

sin (2n 4- 1)

sin I zn -f

du

икки кисмга ажратиб, унг томондаги биринчи интегралда и узгарув- 
чини — и га алмаштирамиз. У ,\олда
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булади. Дирихле интеграли Fп (/; х) нинг бу куринишидан келгусида 

фойдаланилади.
Хусусан, / (х) 1 булса, (21.28) муносабатдан

2 Г sin K i ) и
1 =  — t ■ - du (/г =  1,2, . . .) (21.29)

Я  J U
о 2 sin —

булиши келиб чикади. Хакикатаи хам. бу хрлда

о0 =  2, ак =  Ьк — О (k =  1,2, 3, . . .)

булиб,

M i ;

булади.

4 - §. Ф у р ь е  цаторининг якинлаш увчилиги

Энди берилган / (к) функция кандай шартларни бажарганда, унинг 
Фурье к,атори якинлашувчи булишини топиш билан шурулланамиз.

1. Л о к а л л а ш т и р и ш  п р и н ц  и пи. Ю^орида келтирилган Дирих
ле интеграли

Я

Fn if ’ Х) =  \ f  [/ (x + u )+ f (x  — u)

sin ( ” + y )  “

u
2 sin -

du (21.29)

куйидаги мухим хоссага эга. Ихтиёрнй 6 ( 0 < 6 < л )  сонни олиб,
(21.29) интегрални икки кием га ажратамиз:

e Sin И+ -  и

Fn (/; х) =  -  \ If (x + u) + f (jc-  «)] — ---- —  du +
я  * и

о 2 sin у

1 с . sm Г
—  V [/ (х +  и) + / (х — и)} --------- du.

п , I - и
6 2 sin —

Унг томондаги иккинчи

1 С s i n ( n + j ) «

/2 (л, б) =  -  Г [/ (х + и) + / (х — и)] — -----—  du
я  J  о • “

6 "2

интегралнинг /г-> оо да лимита мавжуд ва нолга тенг. Х^акикатан хам 
берилган f (х) функция I— л, я) да, ва демак, 18, я) да абсолют ин
тегралланувчи булганлигидан
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ф (и) = ---5--  [/ (л: + u )- rf(x  — u)]
и

2 sin —
2

функция хам шу ораликда абсолют интегралланувчи булади (]б, л) да 

sin -j функция чегараланган^ ва 21.3-леммага асосан

я

lim /2 (п, 6) =  lim { ф (и) sin (п f  —) udu =  0.
n —V rp J  \ 2 /

б

Натижада куйидаги теоремага келамиз.
21.1-теорема. Ушбу

sin ( " + ? ) “ ,
---------du

и
в 2 sin —

интегралнинг п->-°о доги лимита] мавжуд Юулгандагина Дирихле 
интегралининг п->- оо даги лимити мавжуд булади ва

lim Fn (/; х) =  lim 1} (п, б).
П *>оо П—> вс

Равшанки, 1Х (п, 6) интегралда / функциянинг [х — б, х +  б] сра- 
ликдаги кийматларигина катнашади.

Шуидай килиб, берилган / (х) функция Фурье каторининг х нук- 
тада якинлашувчи ёки узоклашувчи булиши бу функциянинг шу нукта 
(х — 6, х — б) атрофидаги кийматларигагина бог лик, булар экан. Шу- 
нинг учун келтирилган теорема локаллаштириш принципы деб юрн- 
тилади. Унинг мохиятини куйидагича хам тушунтириш мумкин.

Иккита турли 2 л даврли / (х) ва ф (х) функцияларнинг хар бири 
[— я, л) да абсолют интегралланувчи булсин. Равшанки, бу функция
ларнинг Фурье каторлари хам, умуман айтганда, турлача буладн. 
Бирор х0£ ( — я, л) ва б (0 <  б <  л) учун

/ (х) =  ф (х), агар х 6 [х0 — б, х0 +  б],

/  (х) Ф  ф (х), агар х £  [— л, л)\[х0 — б, х0 +  б]

булса, у хрлда п -> оо да бу функциялер Фурье каторлари кисмий 
йикиндиларининг х0 нуктадаги лимитлари ёки бир вактда мавжуд (бу 
холда улар бир- бирига тенг) булади, ёки улар бир вактда мавжуд бул- 

майди.
Пировардида, укувчиларимнз эътнборини локаллаштириш принципи- 

нннг яна бир мухим томонига жалб килайлик.
Келтирилган теоремадан /, (я, б) интегралнинг п - + о о  даги лимити 

барча б (0 <  б <  я) лар учун бир вактда ёки мавжуд булиши, ёки 
мавжуд булмаслиги келиб чикади.

2. Ф у р ь е  к а т о р и н и н г  я к и н л а ш у в ч и  лиги.
21.2-теорема .  2я  даврли / (х) функция [— я, я] ораликда булак- 

ли-дифференциалланувчи функция булса, у хрлда бу функциянинг 

Фурье катори
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у  + (ak cos kx 4- bk sin kx)

fr=l

[— л, л) да якинлашувчи булади. Унинг йитндиси

Т (/; х) =  у  + ^  (a,; cos kx +  ft* sin kx) =   ̂ + + ̂  ...?)

/e=i
булади (x£[— л, я)).

И сб о т .  (21.29) тенгликнинг хар икки томонини

\ [f(x + 0)+f(x-0)\

га купайтириб ^уйидагини топамиз:

1 2 Г 1 s in (n + ± )u
y l / ( *  + 0 ) ] + / ( x - 0 ) ] = ^  у  [/ (х + 0) + / (х — О)] У— 2!  du.

Я о 2 sin у

(21.30)
(21.28) ва (21.30) муносабэтлардан фойдаланиб ушбу

Fn ( f - x ) - j [ f ( x  +  0) +  f ( x - 0 ) }

айирмани ^уйидагича ёзкш мумкин:

М Г . х ) - ~  I/ (х +  0) - г / (х -  0)1 =  1  | (/ (х +  и) +  f  (х -  и) -

0

'sin

2sin-
2

— f(x  + 0) — f (x — 0)] — -------du.

Arap

— f  [/ (x +  u) — / (x + 0)] — ----—  du — /j (f\ x),
K J «

л sin I n-j-~ I и

о 2 sin 2

sin I rc+~r ] и

f If (x ~ u ) - f  (X — 0)1 — ^---tL-  du =  I 0n (/; x)
n  J  O ■ “

0 2sin
2

деб белгиласак, унда

Fn (/; x ) - j  [/ (x + 0) + f (x -  0)1 -  I ln (/; x) + I 2n (/; я) 

булади.
Энди /1я (/; х) ва /2п (/; х) ларни бахолаймиз. Ихтиёрий б (0 <  б <  

<"л) сонни олиб, 11п (/; х) ни икки цисмга ажратиб ёзайлик:
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Irt

и

(/; X) =  ~n j  [/' (x +  u) —  f ( x  +  0)]

sin ( n + — \u

2sin •

du-

1 s in ( „ + - )a

+ 1  j  [/ (x + u) - /  (x + 0)] — du. (21.31)

Локаллаштириш приндипига асосан

2sin •

sin ( n+ —  ) и

lim - { [f (x +  u) — / (x + 0)] — ------  du — 0
П-*со 2X J  . U

6 2sin —

булади. Демак, V  e > 0  олинганда х.ам, шундай па — п0 (е, б) £ N  то- 

пиладики, Y  п > по УЧУН

-  [ [/ (дс + и ) - / ( *  + 0)]
я j

sin (п+ :2 I«

2sin —
2

du < f  (21.32)

булади.
Энди (21.31) тенгликнинг унг томонидаги биринчи интегрални ба- 

>̂о лай лик. Уни б ни тгнлаб олиш хисобига етарлича кичик кила оли- 
шимиз мумкинлигини курсатайлик.

Шартга кура, / (х) функция [— я, я) да булакли- дифференциалла- 
нувчи. Бинобарин, у х  [х £ [— л, л)) нуктада унинг бир томонли чек
ли хосилалари, хусусан, унг хосиласи

lim М* + ц)-/(*_+°) =  f ( x + о)
и-»+0 и

мавжуд. Демак, шундай >  0 топиладики 0 <  и <  булганда

/ (х +  u) — f (х +  0)

булади.
Шунингдек, шундай б2 >  0 топиладики, 0 <  и <  62 булганда

ж
Sln 2

булади.

Агар б =  min J6lt б2,
2MiMi

(х +  и) — / (х +  0)

<  М2 (М2 =  const)

дейилса, унда ихтиёрий п £ N учун

-—  sin Ira-f — I udu

sin —2
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V

- Чп J
f(x fu ) t(x+ 0). — 2 —  d u < ±_ .M  M„-b< —  (21.36)

sin 4-  2

булади. Натижада (21.31). (21.32) ва (21.33) муносабатлардан, у е >  
>  0 олинганда хам, шундай n0 £N  топиладики, барча п >  nQ учун 
1/]П (/; х) | <  е булиши келиб чикади.

Иккинчи интеграл

j п, sin in  +  —  u 

72„(/; Х) =  — \ If (* — и) —f (X—Oil--- i---- du

0 2 sin —
2

хам худди шунга ухшаш бахрланада ва \I2n(f\x) )<  е булиши топила-

ди. Демак, Y « > 0  олинганда хам, шундай па t  N  топиладики, барча 
п > п 0 учун

I F„(f> х)— ■— \Цх +  0) +[{х — 0)] !<  2е

булади. Бу эса

Пт ,Рп(/; х) =  -i- I (х + °) + fix  -0)3
«-►оо 1

эканнни билдиради.
Шундай килиб, \{х) функциянинг Фурье катори [— я, я] да я^ин-

лашувчи, унинг йигиндиси Т (/; х) эса —  [f{x  -f 0) +  }{х — 0)] га 

тенг:
сс

Т (/; х) =  -f V  (ak cos k x + bk sin kx) =  ~  \f(x + 0) + fix — 0)].
I  2

Дг=1

Теорема исбот булди.
Равшанки, теорема шартларини каноатлантирувчи / {х) функциянинг 

узлуксизлик ну^таларида

Т (/; х) =  + 0) =  / (х)

булади.

х — ± я булганда ушбу бобнинг 1- § ида айтилган ушбу 

/ (я +  0) =  / (— я+0) =  / (я — 0) 

тенг ликлар эътиборга олинса, унда

]jm ^  /(•.__ f(—л+ 0)+ f ( —я— 0) _  /(—я + 0)4-я(я—0)
Л  V  * /  о  о  *

П~>оо * ^

Yr n F  (f ■ я) -  / (я+0)+/(я-0) =  /(-я + 0)+((я-0) 
я-*« " 2 2 

булади. Демак,

Hm Fn(f\ — я) =  limFn(]\ я) =  [/(—я -f 0) -f / (я—0)],
п-* 00 п-*ГХ) 2
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яъни

Т  (/; -  л) =  Т  (/; л) =  у  [/ ( -  л +  0) +  f (л -  0)]

булади.
21.2- н атижа .  Агар 2я даврли f (х) функция [ — я, л] да узлук

сиз, булакли-дифференциалланувчи ва f ( — л) =  f (л) булса, бу функ
циянинг Фурье цатори |— л, л] да якинлашувчи, йитндиси 

T ff\ x)= f(x ) (х€1— л, л])
булади.

М и с о л л ар . I. Ушбу
f (х) =  х2 (х€[— я, я]) 

функциянинг Фурье катори ^уйидагича

я 2 'V 'l  4 я2 cos 2 х

+ 2 u (~ ly coskx^  ~з~ ^ (cosх +
*=]

cos Зх 

■И 32
булишини курган эдик. Равшанки, *2 функция [—я, п] да ораликда 21.5-натижанинг 
шартларини цаноатлантиради. Шу натижага кура, [—я, я] да унинг Фурье ^атори 
якинлашувчи, йигандиси эса х2 га тенг булади. Демак,

„ 2 «о k 4 я2 cos 2х cns Зх

=  Т  + 2  1} ^ C0SА*:= т  ~ 4(cosх ~ 'гГ- + 'IT -  - •  • •)
/е—1 и

(х.е [—я, я]).
2. Ушбу

f (х) =  cos ах (0 <  а <  1) 
функцияни карайлик. Унинг Фурье коэффициентлари

Я

a0 ~  —  t cos axdx — 2 sin a?  , 
я ,i ая

о
я

2 i* 1 (-* 
z =  —  \ cos ax cos nxdx =  —  Г (cos (a +  n) x +  cos (®—n) ■*)}
n я j  я

о о
n 2a sjn а я  , „

=  (— 1 ) -----------n =  1, 2, . . . ,
v ; a2—я2 я

b„ — 0 (re =  1 , 2 . . . ) ,

x)]dx=

булади. Демак, берилган функциянинг Фурье ^атори
ОО2:sin ал , 2а аш ая V ^ ( ~ 1)

cos ах ~ -----  т----------  >  . ----- cos kx
ап л а2~№

k=i
булади. Агар бу f (х) ~  cos ах функция 21.5- натижанинг шартларини бажаришини 

эътиборга олсак, унда
h

sinaii 2as inan  (— >) ,
cos ax = -----+  -------- 7  , V T T  cos **

ая я  о.—к2
/г = 1

булишини топамиз.
Кейинги тенгликдан х — 0 дейилса.

sin а я ± + 2 a V r f l
а аг—k2 J
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1 Ъ Н И

sin а п Х л - v 1 1
k=l

а +  k аУ
i(x)

келиб чикади.
3. К,уйидлги

-х, агар —я  ?С х 0 булса,

О, агар О <  х <  я  булса

функциям ^арайлик. Бу функция ю^оридаги 21.2-теорема шартини каноатлантири- 
лини куриш х,ийин эмас.

Берилган функциянинг Фурье коэффициентларини топиб, Фурье цаторинн ёзамиз:

. . о
Я

ап =  —  Г f (х) dx =  — —  ~  
J  л 2

—я
л 2 '

х cos kx dx =  — —  х sin kx 
k я

ak =  _L  | / (x) cos kx dx =  — _ L  i 
я  J я J

— я —я
о

+  -J- i sin kx dx =  —  (cos kn— cos 0) =  [( — 1)* — If 
kn J  /г2п /ггл

+

Демак,

ak =  j —  araP k ~  T0̂  сон булса,

О, агар k — жуфт сон булса 

Энди bk коэффициентларни ^исоблаймиз:

я о

Ьк =  —  ( f (х) sin kx dx -
я  J

1 С .- I X SI
Я J

■ U J  1 cos kx
sin kx dx =  —  x -----

Я k

1 Г  COS kx д _  c o s  k я __ ( — 1)* 

Я J  k k k

Шундай цилиб, x d ( — я, я) учун

T { f , x ) = * _ 2 . V  С-2! | Ц ^  + V  {_  j)* =  f  Wt
4 я  (2ft— l)2 ja U  k

*=1

г =  +  я  да эса

T{f", - я )  =  7'(/; я) =

fc=i

0 +  о  я

2 2
булади.

4. Ушбу
1, агар — я ^  х <  0 булса,

агар 0 х <  я  булса

функцияни царайлик. Бу функция юцоридаги теореманинг шартларини ^аноатланти- 
ради. Берилган функциянинг Фурье коэффициентларини ^исоблаб, унинг Фурье ка- 
торини топамиз:

/(•*) = Ц
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Л  71

a-о — I / (лг) dx =  -J- I dx — _ L  I dx =  0,
Л ,j л J  n o

—я  — Я  0
n O n

-i- J  / (*) cos nxdx= _ L  J  cos nx dx— j* cos nx dx =  0 (n =  i , 2, . . . ) ,

—n —я 0
я  0 я

Ь- =  —  \ f (x) sin n Jed* =  _L  \ sin n x d x  — _i— \ 
л J  л J  я J

sin nx dx =

Демак,

-п —я о
1 1 2 '■

=  — -- [cos 0 — cos nx ]-j- —  [cos nx — cos 0] =  —  (cos ПЯ — COS 0)=
t in  ПЛ П я

=  — [(-! )"  -  1].
nn

( 0, агар n — жуфт сон булса,

Ь —  ̂  ̂
n I — — , агар n — ток con булса.

(. ял

Шундай цилиб, берилган f (х) функциянинг Фурье катори 

Т (/; х) =
_4_ sin (2п — 1)х ____ 4

л 2п — 1 л
/1=1

булади ва унинг йириндиси

f(x), агар х 6 ( — л, л)\{0] булса, 

/ (-0)  + f.( + 0) ! + ( - ! )

sin За: sin 5х 
sin х+ — —  +  —-—  -(-

Т {f: х) :

2 2 
/ ( - л - 0 ) + Н - л  +  0)

0, агар х =  0 булса,

0, агар х =  — л булса,

f (я — 0) +  /(л +  0)
: 0, агар дг =  я  булса

булади. 38-чизмада }(х) функциянинг ва унинг Фурье каторининг F1(/; х), F2(f; х) 
ва F3 (J; х) ^исмий йигандилари тасвирланган.

5- §. Кисм ий йигиндиларнинг бир  экстрем ал  хоссаси.
Бессель тенгсизлиги

f(x) функция [а, Ь] ораликда берилган. Бу функция ва унинг 
квадрата /2(%) хам шу ораликда интегралланувчи булсин. Одатда бун- 
дай функциялар квадрата билан интегралланувчи деб аталади.

412



Arap f  (х) функция ]а, b\ да квадрата билан интегралланувчи бул
са, у шу ораликда абсолют интегралланувчи булади. Дакикатан хам, 
ушбу

I/WK7  (1 +1Чх)) 

тенгсизлпкдан фоВДа-ланиб
ь

J \{x) \dx 
'а

нинг мавжуд булишини топамиз. Бу эса / (,v) функциянинг [а, b] да 
абсолют интегралланувчи эканини билдиради.

Аммо f(x) функциянинг абсолют интегралланувчи булишидан, унннг 
квадрати билан интегралланувчи булиши .^ар доим келиб чи^авермай- 

дн. Масалан, ушбу

fix) =
V х

функция (0, 1} да интегралланувчи, лекин

Пх) = —
л;

функция эса (0, 1] да интеграланувчи эмас (каралсин, 16-боб, 5- §).
Демак, квадрати билан интегралланувчи функциялар туплами, аб

солют интегралланувчи функциялар тупламининг кисми булади.
/(х)"функция [ —  л, л] да квадрати билан интегралланувчи функ

ция, Тп(х) —  даражаси п дан катта булмаган тригонометрик купхад 

булсин:
П

Тп(Х) =  Y  (ak C0S kx + h  sin kx)-
fc=l

Равшанки, бундай купхадлар хам [ — л, л] да квадрати билан интег
ралланувчи буладилар. Коши — Буняковский тенгсизлнгидан

/ ]  f (x )- T n(x)]*dx (21.34)

— Л

ннтегралнннг хам мавжудлиги келиб чикади. Бу интеграл муайян f(x) 
да а 0, а р (3,, а 2, Р2, . . . , а п, jirt ларга боглик:

Л

/==У(а0, av Rj, а2, Р2, . . .  , а„, (Зя) =  j [f(x) — Tn(x)]2dx.
—  Л

Энди куйидаги масаланн карайлик. Шу коэффициентлар хандай 
танлаб олинганда I  энг кичик цийматга эга булади? Бу масалани хал 
этиш учун юкоридаги (21.34) интегрални хисоблайлик:

j [/ (х) — Тп(х)]2 dx =  |/2(х) dx — 2 j'/ (х) Тп(х) dx + (х) dx (21.35)

— л  —п — Л  — л

/(•*) функция Фурье коэффициенлари учун
Л

=  j  /(*) dx,а о
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(,= —  ^ / (л:) cos kxdx, (k =  1, 2, . . .)

—It 
Я

bk=  ~  J  f (x) sin kxdx (k = 1 ,  2, . . .)

формулалардан фойдалансак,

Я  Я

j f (x) Tn(x) dx =  f /(x) a

k—\

=  Л

(aftcos kx +  f)/; sin /гх)1 dx =

(21.36)

k 1 1 k 
—л

n

у-а0я+  ^ ( а А-а*я + Pft-bft-n) =

fe=i
булади.

Агар
Я  Я  Я

j cos kxdx— \ sin kxdx =  0. j  cos kx - sin kx dx =  0,

— Я —Я —Я
Я  Я

[ sin2 kxdx =  f cos2kxdx =  я
—Я —Я

(^аранг. ушбу бобнинг 2- § ига) эканинн эъгиборга олсак, у хрлда

Гп{х)йх +

п

(a/;cos kx + pftsin kx)

k = \

dx —

^ r + 2 j ( “* + P?
k=l

(21.37)

булади. Ю^оридаги (21.36), (21.35.), (21.37) тенгликлардан фойдаланиб 
^уйидагини топамиз:

т - т п(Х) dx j > ( * ) dx — 2 я

fe=i

+ У ! р л ~Ь я

*=1

п I
7Г Т

/с=1 k= 1

dx —'Я —  4- 2 ^

+  у . ^ + у ^
Jm i
f c = L  k = \

Бу тенглнкдан куринадшш,

л [ + V  (а, - о/ + V  ф6 -  у=
*=1 ft=l



•штеграл

ak = a k, (k =  1, 2, . . . , n),

Pk =-bk, (fe= 1, 2, . . . , n)

булгандагина узининг энг кичик ^ийматига эришади ва у киймат

/2 (х) dx — л _  +

fc=i
булади, яъни:

min 1 [/(х> — Tn(x)]2dx =
a 0 • «1 • Pi - • • • «n ■ Рл - jt

j > W dx —  Л a0 , 
~~2 +

It n

fe=l k=\

bl

Шундай 1̂ илиб, куйидаги теоремани исботладик.
21.3-т е о р  е мa. f (х) функция [ — л, л] да берилган, квадрати

билан интегралланувчи булсин. Даражаси п дан катта б у л маган 
барча тригонометрик купхадлар {Тп(хЦ ичида ушбу

J[ / ( х )- Т п(х)]Чх

интегралга энг кичик циймат берувчи купщд / (х) функция Фурье 
каторининг п-цисмий йириндиси булади:

т т
Т(х)

j  [f(x) — Т{х)}2 dx =  f |j(x) — Fn (/; x)]2 dx

=  j / 2W dx — л
JmJ !
fc=l i*=l

(21.38)

21.3-натижа. Агар f (x) функция [ — л, л] да квадрати билан 
интегралланувчи булса, у хрлда бу функциянинг Фурье коэффициент
лари квадратларидан тузилган

ОО 30V  „2 пя V  U2 Uy ва Оу
k=i fc=i

каторлар якинлашувчи булади ва куйидаги тенгсизлик уринлидир:
9 00 00 Я

т  +  У а* + 5 ] ^ <  f P{x)dx- (2L39)лШШЯк 4ШВВЯ fj
k=\ fe=l

И с б о т .  (21.38) муносабатдан -уя учун



булади. Бу ерда п ни чексизликка интилтириб, келгирилган иатижани 
ва тенгсизликни хосил киламиз.

(21.39) тенгсизлик Бессель тенгсизлиги деб аталадн.

6 - §. Якинлаш увчи Ф у р ь е  катор и  йигиндисининг ф ункцио нал  
хоссалари

Биз мазкур курснинг 14-бобида якинлашувчи функционал катор- 
лар йириндисининг функционал хосссаларини батафсил ургандик. Рав
шанки, берилган функциянинг Фурье катори функционал каторларнинг 
хусусий холидир. Бинобарин, тегншли шартларда Фурье каго]лари 
йириндилари хам 14- бобда келтирилган хоссаларга эга булади. Куйи- 
да уларни нсботсиз келтирамиз.

f (х) функция [ — я, л) да берилган ва унинг Фурье катори

ОС

Т (/; х) =  —  +  !(a„cosпх + Ьп$\ппх) (21.40)
2 лп|

л=1

[ — л, л] да якинлашувчи булсин.
1°. Ф у р ь е  к а т о р и  йириндисининг у з л у к с и з л и г и. 

Агар (21.40) ^атор } — л, я]  да текис якинлашувчи булса, у холда бу 
каторшшг Т (/; х) йириндиси [— л, л] ораликда узлуксиз функция 
булади.

2°. Ф у р ь е  ^ ато ' рни  х а д ла б  и н т е г р а л л а ш .  Агар (21.40) 
катор [— л, л] да текис якинлашувчи булса, у холда (21.40) ка тор 
^адларини интегралларидан тузилган

ъ »  ь ь

 ̂ ап 1| cos nxdx + bn ( sin«xdx'j =
t. V t.' t ' /
a n = l a a

oc
n x , / sin nb — sin na , , cos na — cos tib \

;-----+ 6„ ---------- -)

^атор ( — л) хам якинлашувчи булади ва унинг йириндиси
ь

яъни

* = i  / ; = 1  — Л

jT ( f ;  х) dx

а

со

f  7(/; х) dx =  И  ^- +  У ( а аС<хпх + Ья sinnx)
J j  L 1 * —*

а п=1

Ь °°_ Ь

— || -у \ (ancosnxJr bn s'mnx)dx j.

а

га тенг булади, яъни
ь ь

dx =

П— 1 а
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3°. Ф у р ь е  ^ а т о р и н и  хадлаб д и ф ф е р е н ц и а л л а ш. Агар 
(21.43) ^аторнинг хар бир хадининг хрсилаларидан тузилган

ОО

^  ( — папsin пх + nbn cos пх)
л = !

к а̂тор [j—: я, я] да текис якинлангувчи булса, у хрлда берилган Фурье 
каторииинг йигиндиси Т (/; х)) шу [ — я, л] да Т'([; х) хосилага эга ва

ОС

T’(f; х )=  ^  ( ~  Пап s*n 11х + nbncos пх)
п—1

булади.
Шундай килиб, умумий ^олдагидек f(x) функция Фурье ^атори йи- 

риндисининг функционал хоссаларини урганишда Фурье каторииинг 
текис я^инлашувчи булиши му^им роль уйнаяпти. Бинобарин, Фурье 
каторииинг текис як.инлашувчи булишини таъминлайдиган шартларни 
ани^лаш лозим булади.

Энди шу хдкида теорема келтирамиз.
Ф у р ь е  к а т о р и н и н г  те ки с  я р н л а ш и ш и .  21.4-т е о р е м  а.

/ (х) функция [ — л, л] ораликда берилган, узлуксиз хамда f f —п) =  
=  j (л.) булсин. Агар бу функция [— л, л] ораликда булакли-силлщ 
булса, у холда f(x) функциянинг Фурье катори

ОО

Т (/; х) =  -г (an cos пх + bn sin пх) (21.40)

п~ 1

[ — л, л] ораликда текис якинлашувчи булади.
И с б о т .  Берилган / (х) функция Фурье катори (21.40) нинр хар

бир
ип (х) =  ап cos пх + bn sin пх {п =  1, 2, . . .)

х̂ ади учун
и]п(х) | =  j ап cos nx-rbn sin пх | <  | ап | +  j bn |

(п =  1, 2, . . .) булади.
Энди

СО

Y + S (|c', H ' l&nl)
п= 1

каторнинг якинлашувчи булишини курсатамиз.
Фурье коэффициентлари

Я П

а =  —  i / (х) cos nxdx, b = —  \ f (х) sin nxdx (n =  1, 2, . . .) 
я J я J

— It  —Я

ни карайлик.

Булаклаб интеграллаш коидасига кура
я л

sin пх \ 1 г. , , 1
ап=  —п

j  f(x )d^  5 п n— j =  —  / {х) • —  sin пх

—я
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1 \ f'(x) sin nxdx = ---— ■ —  \ f{x)s\nnx dx, (21.41)
- П Л  . I

К -- - \ f (X) d (Ĉ-^L \ = ---L дх) . _L cos nx
Л J  \ n I л n

— Л  — Л

Л

+ —  \ f'(x)cosnxdx = ---- ( — 1)" [ / (jt) —-/( — я)] +
ЯЛ J  n Jl

+ —  \ f(x) cos nxdx. 
nn J

— Л

Агар / ( — л) =  / (я) шартни эътиборга олсак, у хрлда
Л

Ьп =  —  --у-  ̂ f '(х) cos пх dx (21.42)

—D

булади.
f ’(x) нинг Фурье коэффициентларини ва десак:

я я

1 Г с /  ч , 1
“  i Г(х) cos nxdx, b' =  —  /'(x)sirmxdx (п. =  1, 2, . . .), 
л ,1 п J

—л —л

у хрлда (21.41) ва (21.42) муносабатларга кура

---- ^  К, Ь„= (л =  1, 2, . . .)
булади. Натижада

\а п \+\Ьп \ =  ^ { \ а п \+\Ьп\)

булади.
Агар

<  Т  ( +  ^ ) +  Т  ( +  ^ =  Т  1 +  ) +  i
булишини ^исобга олсак, унда ушбу

K l  + I 4 « i ( < '  + 'C) + ™  <2,АЗ>
'генгсизликка эга буламиз.

Шартга кура /' (х) функция булакли-узлуксиздир. Бинобарин, у 
квадрати билан ингегралланувчидир. Шунинг учун бу функциянинг 
а , Ь'п Фурье квэффициентлари Бессель тенгсизлигини каноатлантира- 

ди, яъни
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булади. Демак,

, 2 ОС

катор якинлашувчи. ^ нда якинлашувчи каторларнинг хоссаларига ку
ра ушбу

каторнинг хар бир хади (21.44) каторнинг мос ^адидан катта эмас. 
Такцослаш теоремасига кура (каралсин, 1-том, 11-боб, 8-§) (21.45) 
катор якинлашувчи, демак,

кртор якинлашувчи булади.
Вейерштрасс аломатидан (14-боб, 2-§) фойдаланиб, (21.40) Фурье 

каторининг [— л, л] да текис якинлашувчи булишини топамиз. Теоре
ма исбот булди.

7 -  §. ф ункц иял арни  тр и го н о м етр и к купх;ад билан якинлаш тириш

Ю^орида, б-§ да курдикки, агар / (х) функция [— л, л] да узлук
сиз, булакли-узлуксиз дифференциалланувчи булса, унинг Фурье нато
ри Т(х) шу ораликда текис якинлашувчи булади, яъии ^исмий йигин- 
дилар кетма-кетлиги {Fn (f\ х)} шу f(x) функцияга текис я^инлашади. 

Текис якинлашувчиликнинг таърифнга биноан, у  Е >0  олинганда хам 
шундай n0£N  топиладики, у-п>п0 учун

булади. Бу эса ю^орида айтилган шартларни цаноатлантирувчи функ
цияларни исталган аникликда Р„(х) тригонометрик купхад билан так- 

рибан алмаштириш мумкннлигини ифодалайди.
Аммо 14- бобда келтирилган Вейерштрасс теоремасига кура ихтиё- 

рий [а, Ь\ да узлуксиз функцияни исталган аникликда алгебраик куп
хад билан такрибан алмаштириш мумкин эди.

Х>

(21.44)

п=  1

кагор адм якинлашувчи булади.
Юк4орида келтирилган (21.46) тенгсизликка мувофи^

со

(21.45)

оо

sup \Fn(f] x )— f(x) [< 8 (21.46)
—ГТСЖЯ



Табшшки, (21.46) уринли булиши учун }'(х) нинг [— л, л] да уз
луксиз булишининг узи етарли булмасмикин, деган савол тугилади. 
Бу саволга жавоб салбийдир. Х,аттоки, узлуксиз функциянинг Фурье 
катори, умуман айтганда, якинлашувчи булмай колиши хам мумкин 
экан (каранг, И. П. Натансон, Конструктивная теория функций, Мос
ква, 1947, 7-боб, 3-§). Демак, Фурье кдгорлари кисмий йнриндила- 
ридан, функцияларнинг бу, кенгрок синфи учун тацрнбпй хисоблаш 
аппаратлари сифатида фойдалана олмас эканмиз. ^уйида бнз [— л, л] 
да узлуксиз ихтиёрий / (х) функция учун шундай тригонометрии куп- 
хадлар {стл (/; х)} кетма-кетлигини тузамизки,

1 im sup | о (/; х) — / {х)} =  О
П~-*оо

булади. Шуни хам таъкидлаймизки, бу тригонометрик купхадлар Фурье 
каторлари кисмий йириндилари ёрдамида осонгина туяилади.

Фейе р  йириндиси.  f(x) функция [ — л, л] ораликда берилган 
ва узлуксиз булсин. Бу функция Фурье каторининг кисмий йириндиси

П

Fп (/; х) =  —  + (ak cos kx + bk sin kx)
2 jhsA

1

дан фойдаланиб, ушбу

°П (/; x) =  —  [F0 (/; x) + x) + Fx (/; x) 4- . . ,-f F x(f\ .v)],
П

F0 (/; *) =  -y  (21.47)

йириндини тузамиз. Одатда (21.47) йиринди f (x) функциянинг Фейер 
йириндиси деб аталади.

/(х) функциянинг Фейер йириндиси ап (/; х) тригонометрик купхад 

булади. Хакикатан х.ам, Фурье катори кисмий йириндиларшшнг ифо- 
далари

Fo(f> х )=  -у,

(/; х) — —  + ау cos х + bj sin х,

F 2([; х) =  - у  +  «j cos х +  bv sin x 4~ й2 cos 2x h, sin 2x,

(/; x) =  у  + flj. cos x + sin x 4- . . . 4- cos (n—  1) x -f 

+  s'n (n — l)x

га кура
a о
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ояф  х) =  fli cos лг -| ^  sin л: + а2 cos 2л: + -̂ - b2 sin 2 х,
Z  О О  О  о

»*(/; х)
а0 _ j _ n  — 1 - ____  - I п— 1^cosx  -f- sin х +  . . . н-- а , cos (п

п п "
П—I

«о j _  (  п —  k

........... " '  "kak cos kx +  -— - bk sin kxj
П

— \)x+— bn_ x sin(/i — l ) x = ^ - + ' %
n 2 \ n

булади.
Агар 3-§ да келтирилган (21.32) тенглик

Fn( 1, х) =  1 (я = 0 , 1, 2, . . .) 

ни эътиборга олсак, унда (21.50) дан

°Vi(l; х )=  \
булиши келиб чикади.

(21.47) муносабатдаги Fk(J; х) (k =  0, 1, 2, . . . п —  1) нинг урнига 

унинг ифодаси (каралсин, (21.28)

(21.48)

Fk(h х)

2 k +  I 
Sin — г-- и

км, — —  | if(x + u) +  f{x~u)] du

ни к̂ уйиб куйидагини топамиз:

п—1 я

^ . и 
2 sin — 

2

2А-(-1 
sin-- -—  и

/г-1 О 2 sin ■

2 пл

Jl1/ (х +  и) +  f О  — и)

sm —

Я

| ~2 «

п- 1

’^ s i n ( 2 £ +  1 ) |

■ du

du =

■I
/(s+ 2fl + f (x-2Q

sin i

Интеграл остидаги йигинди учун

Y .
ft =0

sin (2 & -f 1) t[ dt.

П—1

%  sin (2 k + 1)
ж А  sin t
bo

муносабат уринли. )^акикатан ^ам,
П—1 /1—1

sin t sin (2 k -f 1)/ =  sin t- sin (2& -f- 1)/ =

*==o
П — I

Si[
k= 0

cos 2 kt—cos(2&-r-2)^ =  — (1 — cos 2 nt) =  sin2 nt.

Натижада / (x) функциянинг Фейер йишндиси ушбу
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<*„(/; ■*) =  —  Г \ f (x + 2t) +  f ( x ~ 2 i)
n n  J I

0

куринишни олади. Бу ва юкоридаги (21.48) тенгликдан

' sin nt \21 = _L г 2 ( ^
ия J \ sin t

dt

sin t I
dt (21.49)

(21.50)

булиши келиб чикади.
21.5-теорема (Фейер т ео ре ма с и ) .  /(х) функция [— я, я] 

оралщда берилган, узлуксиз ва / (— я) =  / (л) булсин. У  уолда

lim sup |<xn(/; х) — / (лг)| =  0
П-+00 —Я

булади.
И с б о т .  (21.50) тенгликнинг хар икки томонини f (х) га купайтир- 

сак, у хрлда

/(х) = — f 2/(*)№ £ ) d t
nn  ] \ sin / /

6

булади. Бу ва (21.49) муносабатдан фойдаланиб, ушбуни топамиз:

Л/2

°п (/; x) — f(x) =  —  | 
ПЯ J

2 f(x )

f(x + 2t) +  f(x - 2 t)-

sin nt \2

sin t
dt. (21.51)

Модомики, шартга кура / (x) функция Г— л, л] да узлуксиз экан, 
у Кантор теоремасига биноан текис узлуксиз булади. Демак, V  е >  0 
олинганда хам, шундай 8 — 6(e) > 0  топиладики, \х'— х"\< 26 тенг- 
сизликни каноатлантирувчи V  * х" л] учун

(21.52)

булади. Шу топилгэн б сонни олиб (уни б <  —  деб хисоблаш мум

кин), (21.51) интегрални икки кисмга ажратамиз:

(/; х) — (x) =  Ij (п, б) + /2 (п, б),

бунда

с

/, (я, 6 ) = —  Г [ / (л:+2/)+/(х — 2t)—2 f(x )] (^ ^- 'fd t ,
п я  J  ' J \ sin / /

о
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I  (п. 0) = —  f  \f (x + 2t) + f(x  — 20 — 2 / (x ) lf— -— Vdf.  
я я  J  L J \ sin / /

6

Энди /j(«,  б) ва /а (л, а) интегралларни бахолаймпз. Юкоридаги (21.52)
муносабатнн эътиборга олиб цуйидагини топамиз:

6

я/2

\h (п, б)| <
п п

о

- / M l
sin t j tin

Я О
2

8

[/(х + 2t)-j{x)\ + \f{x-2t) 

е
8 \ / sin \2

sin t
dt ■■

<:
n я  J \ sin t

о

Демак, Y  e >  0 олинганда хам, шундай 6 > 0  топиладики, барча 

п £ N лар учун |/г (п, 6)1 <  — булади.

Энди 1.2(п, 6) интегрални бахолаймиз.

я/2

I/2(«, 6)| < —  f \f(x + 2t) + f ( x - 2 t ) ~  
п я j  

б
Я/2

С ( ^ Y d t ,
\ sin t } п я  J  V sin t I

6

бунда М =  max |/(х)|. Равшанки,
—л<х<л

t £
с Л)
О, —

2
(6 > 0 , д а ( ^ ) !

\ sin t /
si

sin2 б

булади. Натижада /2 (/г, б) учун ушбу |/2(л, б )|<—  4jW

2 М
я я  sin2 б

ti sin2 3 
4 М

бахрга эга буламиз. Агар натура л п сонини п > п 0

килиб олинса, унда
2iW - 8 , г / с\|

— Г—  <  V  ва, демак, /а(я, б)|<
n sm2 6 2

<  — булади.

Шундай килиб, V s > 0  олинганда хам шундай 6 =  8 ( е ) > 0  топи

ладики, Y  t i^N  учун |/д (п, б)] <  - булди. Ва шу s > 0  ва 6 =  6(e)

ларга кура шундай п0 топиладики, Y п > п 0 учун |/2(я, 6)1 <  ~  бул

ди. Бу тасди^ларни бирлаштирсак, Y  е >  0 учун шундай п0 £ N топи
ладики. у п > п 0, у-х£[ — л, л] учун |стп(/; х) — f(x}|<e булади. 

Демак, lim sup |an (/; х) — /(х) =  0. Теорема исбот булди.
П-*оо —Ж *<Я

Натижада, функцияни тригонометрик купхад билан я^инлаштириш 
ха^идаги куйидаги теоремага келамиз.
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21.6-теорема ( Ве й е р шт р а с с  теорема си ) .  Агар / (х) функ
ция [— л, л]да берилган, узлуксиз ва / (— л) =  / (л) булса, у ,\олда 
шундай S>n (х) тригонометрик купхад топиладики,

1 im sup Wn (х) — } (х)1 =  О
П-*сс —Я-СХ-'П

булади.

8 - § . У р тача  якинлаш иш . Ф у р ь е  каторининг уртача якимлаш иш и

Функционал кетма-кетлик ва каторларда текис якинлашиш тушун- 
часи билан бир ^аторда, ундан умумийро^ — уртача якинлашиш тушун- 
часи хам киритилади.

1. У р т а ч а  я к и н л а ш и ш .  [а, Ь] ораликда бирор lfn (x)}:

.........../«(*) . .■• (21.53)

функционал кетма- кетлик ва / (х) (функция берилган булиб, fn (х) (п =  

=  1, 2, . . .) хамда f (х) лар шу ораликда квадрати билан интеграл- 
ланувчн булсин.

21.2-таъриф. Агар

ь
lim |' [/ п (х) — / (х)]2 dx =  О

л->со а

булса у холда (21.53) функционал кетма-кетлик / (х) функцияга [а, Ь] 
да уртача якинлашади деб аталади*.

М и с о л л а р .  1. Ушбу {/„(*)} =  ■ >’■

х, л-2, . . . , хп . . . .  (х 6 10, 1])

функционал кетма- кетлик

1(х)
|0. агар .v6[0. 1) булса. 
(. 1, агар х =  1 булса

фупкцняга [0. 1] да уртача якинлашади. >'акшуттан хам 

in М — / (*)

1 1 1

2 dx =  I (хп — 0)s dx =  Г л2 dx — — L

о с

1
ва, демак, lim  [ ixn — 0]2dx~ 0.

0

*AiiHi^poK айтгянда, киритнлган я^инлашишни, одатда урта квадратик якинлашиш 

деб аталади.
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t
_____  ——  пхг

2. К,уйидаги {7„ (*)} =  {| 2 пх г }:

__ — х2 --L  2хг ------- J7  пх*
2х  е 2 > У~4 х е 2 . • • • >  У  2 м  г , . . . (х £ (0, ] ])

функционал кетма-кетлик /(х) =  0 функцияга [0. 1] да уртача я^инлашмийди, чунки

1 1 ___  -4-'“ *
f[f„ W - / W l * d * =  i lV 2nx е - O p d x  =
о b

i 1 
=  f 2 nx e ~ nx'dx =  f e ~ nx'd  (nx*) =  (1 -  t ~ n), 

e о

l  — nx*

lim  \[У2нхе — О]2 dx =  1 Ф  0.
n->cc' 0

21.7-теорема.  Агар (21.53) функционал кетма-кетлик f (х) га 
[a, b] да текис яцинлашса, шу (21.53) кетма-кетлик / ( а )  га [а, Ь] 
да уртача яцинлашади.

И с б о т .  (21.53) кетма-кетлик / (х) га текис якинлашсин.
Таърифга биноан, Ye > 0  олинганда хам шундай п0 £ N топиладики, 

Y п > я 0 ва У х £{а, b\ учун бир йула

булади. Демак, Y п > п 0 учун

If \fn W  -  / « I 2 dx\ <  j' \ fn (х)| -  / (a),2 dx <

<  I" — —  dx

ь

b — a
a

булади. Бу эса

lim J lfn(x) — f(x)}2dx =  0
n-+so a

зканини билдиради. Демак, {fn(x)\ кетма-кетлик / (x) функцияга [a, b] 

да уртача якинлашади. Теорема исбот булди.
21.2-эслатма. Функционал кетма-кетликнинг {а, Ь\ да уртача 

якинлашишидан, унинг шу ораликда текис я^инлашиши хар доим ке
либ чикавермайди. Масалан, юкорида курдикки ! fn (х) \ =  {хп } кетма- 

кетлик

f(x) =  (0» агар х£  [0, 1) булса,
\1, агар х =  0 булса
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функцияга Ю, 1J да уртача як;инлашади. Биро^ бу функционал кетма- 
кетлик шу / (х) функция га [0,11 да текис я^инлашмайди .(^аралсин, 
14- боб, 2 -§).

Юкорида келтирилган теорема ва эслатма функционал кетма- кет- 
ликларда уртача я^инлашиш текис я^инляшиш тушунчасига Караганда 
кенгрок тушунча эканини курсатади.

21.3-эслатма .  Функционал кетма-кетлик [а, 61 да яцинлашишидаь 
[(а, Ь) нинг хар бир нуктасида я^инлашишидан) унинг шу ораликдг 
уртача якинлашиши келиб чикавермайди. Шунингдек, функционал кет 
ма-кетликнинг [а, b] да уРтача я^инлашишидан, унинг шу ораликдг 
якинлашиши ([а, Ь\ нинг хар бир нуктасида якинлашиши хам кели( 
чицавермайди.

М и с о л .  {fn (х)} ~  2 пхе 
цияга [0, 1] да я^инлашади ([0,

функционал кетма-кетлик /^(л:)=0функ. 

орали^нинг ^ар бир нуктасида я^инлашади):

1 .. .

fn (х) — lim  J 2 пхе =  0 =  / (х).

Бу кет ма-кетликнинг f (х) — 0 функцияга [0, 1] да уртача я^инлашмаслиги курса- 
тилган эди.

Энди бнрор ораликда уртача якинлашадиган, биро^ шу оралицда' я^иилашмая- 
диган функционал кетма-кетликка мисол кьлтирамиз.

[0, 1] орали^ни п та тенг булакка ажратамиз:

[0, 1 ] =  "у 1 Д„ (к),
*=о

бунда

К,уйидаги

(k =  0, 
тузамиз

1. 2 ,

А„ (k) :
k

(k =  0, 1, 2, ti — 1).

<fn (k, x )=  1, arap x £& n (k),

Ф„ (k, x) =  0, arap *6[0,1]\ A„ (k) 

ti— 1) функциялар ёрдамида ушбу функционал кетма-кетликнн

fi (х) =  ф! (0. х),

f, (х) =  ф 2 (0, дг), f3 (х) =  ф 2 ( I , х),

[fi (х) =  ф3 (0, х), /5 (1, х), /„ (л:) =  ф3 (2, х),

{ fin(x){ функционал кетма-кетлик f (х) =  0 функцияга [0, 1] ораликда уртача

я^инлашади. Хакик;атан хам,

1 1
lim j lfm (х) — f [х)]2 dx =  lim | f lt (x) dx =  

m~* 00 q m-+co о

Ri I

\ n. i
=  lim | [ф„ (k, x )]2 dx =  lim j 1 dx =  lim —  = 0 .

m~*20 *q m-* 00 'f, tl

n
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{ fm (*)} функционал кетма-кетлик хадларининг тузилиши ^оидасига кура fm (х) =  

= <рп (k х) булиб, т -*-оо да п-*- оо булади.)

Бу {fm (■*)} функционал кетма-кетлик f ( x )=  0 функцияга [0, 1] орали^нинг 
ар бир ну^тасида яцинлашмайди. Дак;ицатан хам. 'XJ'xg [О, 1J нуцта учун т  нинг 
гксиз куп ^ийматлари топиладики, fm (х) =  1 булади, т  нинг чексиз куп киймат- 
ари топиладики, fm (х) =  0 булади.

Функционал кдгорларда .хам уртача якинлашиш тушунчаси шунга 
хшаш киритилади.

[а, Ъ] ораликда

2  uk (х) — (х) +  и2{и) + ик(х) +  . .  . (21.54)

fe=i
>ункционал катор берилган булсин. Бу катор кисмий йигиндилари

П

5 „ (х )  =  2  ик(х) =  Ul(x) + и2(х) +  . . . +  ип(х)
к— 1

isn иборат {5П (х)} функционал кетма-кетликни ка рай лик.

21.3- та ъриф.  Агар
ь

lim J 15л (х) — 5 (х)\2 dx =  О

а
5улса, у хрлда (21.54) функционал катор S (х) функцияга [а, Ь\ да ур- 
пача якинлашади деб аталади.

2. Ф у р ь е  к а т о р и н и н г  у р т а ч а  я к и н л а ш и ш  и. f (х) функ
ция [—л, л] да берилган, Т (/; х) эса унинг Фурье катори

Т (/; х) — + V  (ак cos kx +  Ьк sin kx) 

ъ=\
булсин.

21.8-теорема .  Агар / (х) функция [— л, л] ораликда узлуксиз ва 
f (—л) =  /(л) булса, унинг Фурье катори [—л, л] да / (х) га уртача 
якинлашади.

И сб о т .  Шартга кура / (х) функция [— л, л] да узлуксиз ва / (—
— л) =  / (я). У  хрлда ушбу бобнинг 7-§ ида келтирилган Вейерштрасс 
теоремасига асосан, у  Е >  0 олинганда .хам, шундай тригонометрик 
купхад £Рп{х) топиладики, У  .г Е I— л, л] учун

\f(x)~JPn (x)\< л [
? 2л

булади. Бу тенгсизликдан фойдаланиб
Л  Л

\ I/ (х) — „ (-'с)]2 dx< j  dx =  г (21.55)

—  Я  — Л

булишини топамиз.
Маълумки, / (л.) функция Фурье каторининг кисмий нигиндиси 

(/; х) учун
Jt Л

f [/(*) — Fn (f',x)]2 dx =  min if (x)~ Tn(x)\z dx (21.56) 

Л  r"W  -Я

427



булади (каралсин, 5- §). Демак, (21.58) ва (21.59) муносабатларга кура
Я  Я

\ [/ (х) — Fn (/; х)\2 dx <  f [/ (х) — Тп (х)\2 dx <  е
— Я  -—Я

(V  х £[ — л, nj)
булади. Бу эса

lim Г [/ (v) — Fn (/; х)]2 dx — О,

п_>’а0 -1л
яъни / (х) функция Фурье катори [— л, л] да уртача якиплашишини 
билдиради. Теорема исбот булди.

Биз утган параграфда [— л, л] ораликда квадрати билан интеграл
ланувчи [ (х) функция учун ушбу

"  я г 2 ”

j  [/ (х) — Fn (/; x f d x =  j  f2 (x) dx— n fL +  ^  ( a\ +  b\

—Я —Я L k^l

тенгликни келтириб чи^арган эдик. Бу тенгликдан куринадики, агар

lim \f3(x)dx— it

п

^ + ^ ( a l  +  4 ) ] j = 0 .

*=1 
яънн

я

—  Г Г- (х) dx =  + ^  ( а\ +bl) (21.57)

"  - Я

булса, у холда
Я

lim \ f{x) — F (/; x)j2 dx =  0
п-*х —л

булади ва, демак, /(х) функциянинг Фурье катори [—л, л] да уртача 
якинлашади.

Шундай килиб, f(x) функция Фурье каторининг [— л, л] да уртача 
якинлашишини курсатиш учун (21.60) тенгликнинг уринли булишини 
курсатиш зарур ва етарли булади. Одатда (21.57) Парсеваль тенглиги 
деб аталади.

9 - §. Ф ун кци ял ар н ин г ор то го нал  системаси. 
У м ум л аш ган  Ф у р ь е  цатояи

1. Ф у н к ц и я л а р н и н г  о р т о г о н а л  с ис те ма си .  ср(х) ва \jr(x) 
функциялар [а, Ь] да берилган ва улар шу ораликда интегралланувчи 
буттсин.

21.4-таъриф. Агар
ь
|' ф (x)-ty(x) dx=0
а

булса, у хрлда ф (х) ва -ф (х) функциялар [а, Ь\ да ортогонал деб ата
лади.
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М и с о  л. tp(x) =  sinx , ijj(x) =  cos х функциялар [— я, я] да ортогонал була
ди, чунки

b гс
j ф (х) 4' (х) dx =  j s;n х . cos х dx — О

а —л
булади,

3
<р (х) =  х, ij>W  =  л'2— 1 функциялар [— !, 1] да ортогонал булади. 5^а^и- 

катан .хам,
ь 1

<р (дс)--ф (х) dx =  J  х Л-2 — l j d x = 0 .

—1 
Энди

Фо W .  Ф 1 W ..............Ф „ М .  • • • (21 .58 )

функцияларнинг хар бири [а. ft] да берилган ва шу ораликда интеграл
ланувчи булсин. Бу (21.58) функциялар системасини {(рп(х)! каби бел- 

гилаймиз.
21.5-таъриф. Агар ф„(х)} функциялар системасинннг исталган 

иккита %  (х) ва срт (х) (k ф  т) функциялари учун

ь

j  Ф/е М  • Фт W  dx =  0 (k ^  т )
a

булса, у зфдда {ц>п(х)\ функциялар системаси [а, Ь] да ортсгонал деб 

аталади.
Одатда, k — m(k =  О, 1 , 2 , . . . )  булганда 

ь
j'<fk (x)dx > 0  (k =  0, 1, 2, . . .  )
а

деб к ара лад и. Бу интегрални Xk каби белгилайлик:

К  =  §4>Kx)dx(k =  °> 1, 2, . . . ).
а

Агар (21.61) система учун

Яд, =  1 (& =  0, 1, 2, . . .  )

булса, {ф „ ( х )} функциялар системаси нормал деб аталади.

Агар (21.58) система учун

Гф . м -ф л * ) ^ - ! ? ’ агар ^ лса’J и  ® {1, агар k — т  булса
а

булса, (фп(х)} функциялар системаси ортонормал деб аталади.

Ми сол  л ар . 1. Ушбу

1, cos х. sinx, cos 2 х , sin 2 х, . . . , cos пх, sinnx, . . .

система (тригонометрик система) [— я , я] да ортогонал булади, чунки k=£m  бул
ганда
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| cos kx-cos mx dx =  0, j sin йх-sin mx dx =  0 
—я —Я

я
булиб, иктиёрий k, т  =  0, I, 2, . . .  булганда j cos foc-sin mx dx — 0 булади (к£

—я
ралсин, ушбу бобнинг 1-§).

2. К,уйидаги

cos х sin Л' cos пх sin пх

Y  2я У  я ’ У~я У п У я

функциялар системаси [— я, я] да ортонормад булади. Бу системанииг [— я, я] дг 
ортогонал булиши равшандир. Унинг шу [— я, я] да нормал булиши эса

j* cos kx J  dx =  J  ( p =  S'n kx  ̂ dx =  I (k =  0, 1 , 2 , . . . )

—я —я

булишидан келиб чи^ади.

3. Ушбу {Рп (х)}\

Р0 (х), Pi (х), . . . , Рп (х), 

функциялар системасини карайлик, бунда

1 dn (x*— 1)"

(21.59)

г! 2п dxn
(га =  0 , 1 , 2 , . . . )

Бу система [— 1, 1] да ортогонал булади. Шуни нсботлайлик. Булаклаб интеграл- 
лаш усулидан фойдаланиб куйидагини топамиз:

1 1

I " *
1л-) Рт (х) dx

к'. т\ 2,!~
—I

' dx(x2-lf

dxK

сГ~\х 2-1 У"

dx‘

к\ т\ 2к+т

dk (х*-\)к <Г~1(х*-\)т j l

dxK dxт-1

“ Г
т— I ,

dxli+l dx'
/и—i dx

Arap x =  ±  1 да

d»‘-l (X2_l f

dx"

булишини эътиборга олсак, у холда 

1IPk О) Рт М dx =
‘ dk+1(x2— О*

к: in ’. 2к^ т dx

dm~2 (*2-1)" 

dxm~2

булади. Бу тенгликнинг унг томонпдагп интегралнм яиа булаклаб интеграллаб, с\нг 
х =  ±  1 да

dm~2 (,V'2-l)m

dx'.т—2
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Зулишини хисобга олиб ^уйидагшш топамиз: 

I 1

р к (х ) Р т  W  =

I d k+2 (x*— \ f
k\m\ 2*+"’ J  

— \  - 1
dx

dm-3(x2_ l ) m 

dxm- 3

Шу жараёвни давом эттира бориб, т  кадамдан кейин куйидаги тенгликка келамиз: 

1
(-1)'

т—1

k ! m! 2л+т dx'k~ m - 1—  1)

f U-2- 1) 

-1

dk+m(x2_
dx

+ 1 да x2 — 1 =  0 ва m >  k учун

dxk+m 

dk+m+1 {x2_ l}

dx

г Pk (x) Pm (x) dx =~- 0

= 0 булишини хисобга олиб

(21.60)

эканлнгини топамиз. Демак, «г>/г булганда (21.60) мукосабат уринлидир.
Худди ю^оридагидек, т  с  к булганда мм (21.60) муносабатнинг уринли буди

ли курсатилади.

Шундай килиб k фгп учун i Р,г (х) Рт (х) dx =  0 булади. Бу sea (21X2) сис-

—1
теманинг [— 1; 1] да ортогонал эканлигини билдирадц.

Одатда Рп (х) — Лежандр купуади деб аталади. Бу кулхад, хусусан п =  0, 1,

2, 3 булганда

Р0 (х) =  1, P i (х) =  х, Р2 (х) =  ~  х2 — 1, Р3 (х) =  х3 — -j х

булади.

(21.61) система берилган булсин. Унинг ёрдамида тузилган ушбу

2  cn4,n (je) =  c0(P o W + ci»<P i W +  cB<PnW+ • • • • (21'61>
п—0

функционал катор {фп (х)} система буйича катор дейилади, en, cv . . .  , 

сп, , узгармас сонлар зса каторнинг коэффициентлари дейилади.

Хусусан, (рп (х) =  ап cos nx + bn sin пх  булганда (21.61) катор 

тригонометрик цаторга айланади.
f (х) функция [а, Ь] ораликда берилган ва шу ораликда интеграл

ланувчи булсин. Равшанки, f  (х) • ф„ (х) (« =  0, 1, 2, . . .) функция 

хам [а, Ь] да интегралланувчи булади. Бу функцияларнннг интеграл- 
ларини х.исоблаб, уни куйидагича белгилаймиз:



2 а п Фя W  =  а оФо ( * )  +  «1Ф 1 ( * )  +  ■ • • +  « „ Ф „ М  +  . • • (21 -6 3 )
ri=0

каторни тузамиз.
21.6-£таъриф. ос0, а х, а 2, . . . , а я, . . . коэффициентлари (21.62) 

формула билан аникланган (21.63) ^атор f (х) функциянинг |ф„ (х)} сис

тема буйича умумлсииган Фурье цатори деб аталади. ос0, а и . . .  , а  , 

. . . сонлар эса умумлсииган Фурье коэффициентлари дейилади.
Одатда, f(x) функция билан унга мос умумлашган Фурье ^атори 

белги оркали ^уйидагича ёзилади:

/ (*) ~  V  а яф„ (х) =  а 0ф0 (х) + (х) +  . . . +  а пуп {х) +  . . .
П О

Бу сонлардан фойдаланиб ушбу
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