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Предисловие

В книге представлены основные методы и результаты, получен-
ные в теории обратных спектральных задач для обыкновенных диф-
ференциальных операторов. Обратные задачи спектрального анализа
заключаются в определении операторов по некоторым их спектральным
характеристикам. Подобные задачи играют фундаментальную роль
в различных разделах математики и имеют много приложений в меха-
нике, физике, электронике, геофизике, метеорологии и других областях
естествознания и техники. Интерес к этой тематике постоянно увели-
чивается благодаря появлению все новых приложений, и в настоящее
время теория обратных задач интенсивно развивается во всем мире.

Наиболее полные результаты в спектральной теории дифференци-
альных операторов и, в частности, в теории обратных задач получены
для дифференциального уравнения Штурма–Лиувилля

−y′′ + q(x)y = λy.

Первые исследования в этой области были выполнены Д. Бернулли,
Даламбером, Эйлером, Лиувиллем и Штурмом в связи с решением
уравнения, описывающего колебания струны. Интенсивное развитие
спектральная теория для различных классов операторов получила в XX
веке. Глубокие идеи здесь принадлежат Бирхгофу, Вейлю, Гильберту,
Нейману, Стеклову, Стоуну и другим математикам. Что касается об-
ратных спектральных задач, то основные результаты и методы здесь
получены во второй половине XX века. Отметим работы Билса, Бор-
га, Гасымова, Крейна, Левитана, Левинсона, Лейбензона, Марченко,
Сахновича, Фаддеева, Хачатряна и др. (см. исторический обзор в
конце книги). Созданные методы позволили решить целый ряд важных
прикладных задач в различных областях естествознания и техники.
Отметим замечательный метод интегрирования нелинейных эволюци-
онных уравнений математической физики, связанный с использованием
обратных спектральных задач на оси (см. [1, 2, 89, 236, 304]). Много
приложений связано также с обратными задачами для дифференци-
альных уравнений на полуоси и на конечном интервале, для систем
дифференциальных уравнений, для дифференциальных уравнений с
особенностями и точками поворота, для задач с последействием, для
дифференциальных уравнений с нелинейной зависимостью от спек-
трального параметра, для дифференциальных уравнений на графах и
для других классов дифференциальных уравнений.

В настоящей книге изложена теория решения обратных спектраль-
ных задач для обыкновенных дифференциальных уравнений. Материал
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книги условно можно разбить на две части. В первой части, состоящей
из гл. 1, 2, исследуется оператор Штурма–Лиувилля ly := −y′′ + q(x)y.
Используя этот оператор в качестве модельного, мы даем достаточно
элементарное и полное введение в теорию обратных задач и описываем
ее основные идеи и методы. Эта часть книги доступна для широко-
го круга читателей — математиков, физиков и инженеров, а также
для студентов старших курсов механико-математических, физических
и технических специальностей. От читателя требуется знание начал
математического анализа и теории линейных обыкновенных дифферен-
циальных уравнений. Существенно более трудными являются обратные
задачи для дифференциальных уравнений высших порядков и для си-
стем дифференциальных уравнений. В гл. 3 излагается теория решения
обратных задач для уравнений произвольного порядка n вида

y(n) +
n−2∑
k=0

pk(x)y(k) = λy,

а гл. 4 посвящена обратным задачам для систем дифференциальных
уравнений:

Q0Y
′(x) +Q(x)Y (x) = ρY (x),

где Y = [yk]k=1,n — вектор-столбец, с произвольным расположением
корней характеристического уравнения.

В книге представлены основные методы решения обратных спек-
тральных задач: метод оператора преобразования, метод спектральных
отображений, метод эталонных моделей, метод Борга и другие. Ме-
тод оператора преобразования сыграл важную роль в спектральной
теории операторов Штурма–Лиувилля (см. монографии [173, 164]).
Но этот метод оказался неудобным для многих важных классов об-
ратных задач, более сложных, чем обратные задачи для оператора
Штурма–Лиувилля. Более универсальным инструментом является ме-
тод спектральных отображений, связанный с развитием метода контур-
ного интеграла. Этот метод позволяет исследовать обратные задачи для
широкого класса операторов. Изложение метода спектральных отобра-
жений является одной из главных целей книги. В частности, основные
результаты гл. 3, 4 получены именно этим методом. Для удобства
читателей метод спектральных отображений сначала излагается в про-
стейшем варианте для операторов Штурма–Лиувилля (см. §§ 1.4, 2.2).
Отметим, что известный в теории обратных задач подход, связанный
с использованием задачи Римана (см., например, [30]), фактически
является частным случаем метода спектральных отображений. Еще
одним методом, применяемым в книге, является так называемый метод
эталонных моделей, в котором строится последовательность модельных
операторов, аппроксимирующая искомый неизвестный оператор. В ме-
тоде Борга, изложенном в § 1.6, обратная задача Штурма–Лиувилля
сводится к решению специального нелинейного интегрального уравне-
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ния, что дает возможность строить локальное решение обратной задачи
и исследовать устойчивость ее решения.

Существует обширная литература, посвященная обратным спек-
тральным задачам. Список литературы в конце книги не претендует
на полноту. В нем приведены лишь монографии, обзоры и наиболее
важные статьи по данной тематике. В конце книги приведен истори-
ческий очерк и дан краткий обзор литературы по теории обратных
спектральных задач.



Гл а в а 1

ОБРАТНЫЕ ЗАДАЧИ ДЛЯ ОПЕРАТОРОВ

ШТУРМА–ЛИУВИЛЛЯ НА КОНЕЧНОМ

ИНТЕРВАЛЕ

В этой главе дается введение в спектральную теорию операторов Штурма–
Лиувилля на конечном интервале. Параграф 1.1 посвящен так называемым
прямым задачам спектрального анализа. Здесь изучаются основные спектраль-
ные характеристики краевых задач Штурма–Лиувилля. В частности, доказана
теорема о существовании и асимптотическом поведении собственных значений
и собственных функций. Исследуются свойства собственных функций. Доказа-
но, что система собственных функций является полной и образует ортогональ-
ный базис в пространстве L2. Приводится теорема о разложении в равномерной
норме. Строятся операторы преобразования, которые являются эффективным
инструментом в спектральной теории операторов Штурма–Лиувилля.

Параграфы 1.2–1.7 посвящены теории обратных спектральных задач для
операторов Штурма–Лиувилля на конечном интервале. В § 1.2 даются раз-
личные постановки обратных задач и доказываются соответствующие теоремы
единственности. В §§ 1.3–1.7 излагаются различные методы решения обратных
задач. Разнообразие идей этих методов позволяет применять их для многих
других более сложных классов операторов. Метод оператора преобразования,
в котором обратная задача сводится к решению линейного интегрального урав-
нения, описан в § 1.3. В § 1.4 представлен метод спектральных отображений,
в котором используются идеи метода контурного интеграла. Центральную роль
здесь играет так называемое основное уравнение обратной задачи, являющееся
линейным уравнением в соответствующем банаховом пространстве. Дается вы-
вод основного уравнения, доказывается его однозначная разрешимость и при-
водятся явные формулы для решения обратной задачи. В настоящее время
метод спектральных отображений представляется наиболее универсальным
инструментом в теории обратных задач. Для оператора Штурма–Лиувилля
метод спектральных отображений дает те же результаты, что и метод оператора
преобразования. Но метод спектральных отображений является более эффек-
тивным для многих других классов обратных задач. В § 1.5 излагается метод
эталонных моделей, который позволяет строить эффективные алгоритмы для
широкого класса обратных задач. Метод локального решения обратной задачи,
принадлежащий Боргу, предлагается в § 1.6. В § 1.7 приводится метод решения
обратных задач спектрального анализа для дифференциальных операторов
на графах.
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§ 1.1. Собственные значения и собственные функции
1.1.1. Свойства собственных значений. Рассмотрим следующую

краевую задачу L = L(q(x),h,H):

�y := −y′′ + q(x)y = λy, 0 < x < π, (1.1.1)

U(y) := y′(0) − hy(0) = 0, V (y) := y′(π) +Hy(π) = 0. (1.1.2)

Здесь λ — спектральный параметр; q(x),h и H вещественны; q(x) ∈
∈ L2(0,π). Оператор � называется оператором Штурма–Лиувилля,
а функцию q мы в дальнейшем будем называть потенциалом.

Нас интересуют нетривиальные решения краевой задачи (1.1.1)–
(1.1.2).

О п р е д е л е н и е 1.1.1. Те значения параметра λ, для которых L
имеет нетривиальные решения, называются собственными значения-
ми, а соответствующие нетривиальные решения называются собствен-
ными функциями. Множество собственных значений называется спек-
тром L.

В этом пункте мы получим простейшие свойства спектра краевой
задачи L и изучим асимптотическое поведение собственных значений
и собственных функций. Заметим, что аналогичные результаты имеют
место и для других видов распадающихся краевых условий, а именно:
(i) U(y) = 0, y(π) = 0;
(ii) y(0) = 0, V (y) = 0;
(iii) y(0) = y(π) = 0.

Пусть C(x,λ),S(x,λ),ϕ(x,λ),ψ(x,λ) являются решениями уравне-
ния (1.1.1) при начальных условиях{

C(0,λ) = 1, C ′(0,λ)= 0, S(0,λ) = 0, S′(0,λ) = 1,

ϕ(0,λ) = 1, ϕ′(0,λ)= h, ψ(π,λ) = 1, ψ′(π,λ) = −H.
При каждом фиксированном x функции ϕ(x,λ),ψ(x,λ),C(x,λ),

S(x,λ) являются целыми аналитическими по λ. Ясно, что

U(ϕ) :=ϕ′(0,λ)−hϕ(0,λ)=0, V (ψ) :=ψ′(π,λ)+Hψ(π,λ)=0. (1.1.3)

Обозначим
Δ(λ) = 〈ψ(x,λ),ϕ(x,λ)〉, (1.1.4)

где 〈y(x), z(x)〉 := y(x)z′(x) − y′(x)z(x).
Согласно формуле Остроградского–Лиувилля вронскиан

〈ψ(x,λ),ϕ(x,λ)〉 не зависит от x. Функция Δ(λ) называется
характеристической функцией краевой задачи L. Подставляя x = 0
и x = π в (1.1.4), получаем

Δ(λ) = V (ϕ) = −U(ψ). (1.1.5)

Функция Δ(λ) является целой по λ и имеет не более счетного множе-
ства нулей {λn}.
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Те о р е м а 1.1.1. Нули {λn} характеристической функции сов-
падают с собственными значениями краевой задачи L. Функции
ϕ(x,λn) и ψ(x,λn) являются собственными функциями, и существу-
ет последовательность {βn} такая, что

ψ(x,λn) = βnϕ(x,λn), βn �= 0. (1.1.6)

Д о к а з а т е л ь с т в о. 1) Пусть λ0 является нулем функции
Δ(λ). Тогда в силу (1.1.3)–(1.1.5) ψ(x,λ0) = β0ϕ(x,λ0), и функ-
ции ψ(x,λ0),ϕ(x,λ0) удовлетворяют краевым условиям (1.1.2).
Следовательно, λ0 — собственное значение, а ψ(x,λ0),ϕ(x,λ0) —
соответствующие собственные функции.

2) Обратно, пусть λ0 является собственным значением L, и пусть
y0 — соответствующая собственная функция. Тогда U(y0) = V (y0) = 0.
Ясно, что y0(0) �= 0 (если бы y0(0) = 0, то y′0(0) = 0, и по теореме
единственности решения задачи Коши y0(x) ≡ 0). Без ограничения
общности полагаем y0(0) = 1. Тогда y′0(0) = h и, следовательно, y0(x) ≡
≡ ϕ(x,λ0). Поэтому (1.1.5) дает: Δ(λ0) = V (ϕ(x,λ0)) = V (y0(x)) = 0.
Мы также доказали, что каждому собственному значению соответству-
ет только одна (с точностью до постоянного множителя) собственная
функция. �

Обозначим

αn :=
π∫

0

ϕ2(x,λn) dx. (1.1.7)

Числа {αn} называются весовыми числами, а числа {λn,αn} называ-
ются спектральными данными краевой задачи L.

Лемм а 1.1.1. Справедливо соотношение

βnαn = −Δ̇(λn), (1.1.8)

где числа βn определяются формулой (1.1.6) и Δ̇(λ) = d

dλ
Δ(λ).

Док а з а т е л ь с т в о. Используя (1.1.1), вычисляем
d

dx
〈ψ(x,λ),ϕ(x,λn)〉 = (λ− λn)ψ(x,λ)ϕ(x,λn)

и, следовательно, с учетом (1.1.5) имеем

(λ− λn)
π∫

0

ψ(x,λ)ϕ(x,λn) dx = 〈ψ(x,λ),ϕ(x,λn)〉
∣∣∣π
0

= −Δ(λ).

При λ→ λn это дает
π∫

0

ψ(x,λn)ϕ(x,λn) dx = −Δ̇(λn).

Используя (1.1.6) и (1.1.7), приходим к (1.1.8). �
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Те о р е м а 1.1.2. Собственные значения {λn} и собственные
функции ϕ(x,λn) и ψ(x,λn) — вещественны. Все нули функции Δ(λ)
являются простыми, т. е. Δ̇(λn) �= 0. Собственные функции, со-
ответствующие различным собственным значениям, ортогональны
в L2(0,π).

Док а з а т е л ь с т в о. Пусть λn и λk (λn �= λk) — собственные
значения с собственными функциями yn(x) и yk(x) соответственно.
Интегрирование по частям дает

π∫

0

�yn(x) yk(x) dx =
π∫

0

yn(x)�yk(x) dx,

и, следовательно,

λn

π∫

0

yn(x)yk(x) dx = λk

π∫

0

yn(x)yk(x) dx.

Так как λn �= λk, то имеем
π∫

0

yn(x)yk(x) dx = 0.

Далее, пусть λ0 = u + iv, v �= 0, — невещественное собственное
значение с собственной функцией y0(x) �≡ 0. Так как q(x), h и H —
вещественны, то λ0 = u − iv также является собственным значением
с собственной функцией y0(x). Так как λ0 �= λ0, то получаем

‖y0‖2L2
=

π∫

0

y0(x)y0(x) dx = 0,

что невозможно. Таким образом, все собственные значения {λn} крае-
вой задачи L вещественны и, следовательно, собственные функции
ϕ(x,λn) и ψ(x,λn) также вещественны. Так как αn �= 0, βn �= 0, то
в силу (1.1.8) имеем: Δ̇(λn) �= 0. �

Прим ер 1.1.1. Пусть q(x) ≡ 0, h = 0, H = 0, и пусть λ = ρ2. Тогда

C(x,λ) = ϕ(x,λ) = cos ρx, S(x,λ) = sin ρx

ρ
, ψ(x,λ) = cos ρ(π − x),

Δ(λ) = −ρ sin ρπ, λn = n2(n � 0), ϕ(x,λn) = cosnx, βn = (−1)n.

Лемм а 1.1.2. При |ρ| → ∞ верны следующие асимптотические
формулы:

ϕ(x,λ) = cos ρx+O
(
1
|ρ| exp(|τ |x)

)
= O(exp(|τ |x)),

ϕ′(x,λ) = −ρ sin ρx+O(exp(|τ |x)) = O(|ρ| exp(|τ |x)),
(1.1.9)
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ψ(x,λ) = cos ρ(π − x) +O
(
1
|ρ| exp(|τ |(π − x))

)
=

= O(exp(|τ |(π − x))),
ψ′(x,λ) = ρ sin ρ(π − x) +O(exp(|τ |(π − x))) =

= O(|ρ| exp(|τ |(π − x)))

(1.1.10)

равномерно по x ∈ [0,π].
Здесь и в дальнейшем λ = ρ2, τ = Im ρ, а o и O — символы Ландау.
До к а з а т е л ь с т в о. Функция ϕ(x,λ) является решением инте-

грального уравнения Вольтерра:

ϕ(x,λ) = cos ρx+ h
sin ρx

ρ
+

x∫

0

sin ρ(x− t)

ρ
q(t)ϕ(t,λ) dt. (1.1.11)

Дифференцируя (1.1.11), вычисляем

ϕ′(x,λ) = −ρ sin ρx+ h cos ρx+
x∫

0

cos ρ(x− t)q(t)ϕ(t,λ) dt. (1.1.12)

Обозначим μ(λ) = max
0�x�π

(|ϕ(x,λ)| exp(−|τ |x)). Так как

| sin ρx| � exp(|τ |x), | cos ρx| � exp(|τ |x),
то из (1.1.11) вытекает, что при |ρ| � 1, x ∈ [0,π] имеет место оценка

|ϕ(x,λ)| exp(−|τ |x) � 1 + 1
|ρ|
(
h+ μ(λ)

x∫

0

|q(t)| dt
)

� C1 + C2

|ρ|μ(λ),

и, следовательно, μ(λ) � C1 + C2|ρ|−1μ(λ). При достаточно больших
|ρ| это дает: μ(λ) = O(1), т. е. ϕ(x,λ) = O(exp(|τ |x)). Подставляя эту
оценку в правую часть (1.1.11) и (1.1.12), приходим к (1.1.9). Анало-
гично получаем (1.1.10). �

Основным результатом этого пункта является следующая теорема
о существовании и асимптотическом поведении собственных значений
и собственных функций краевой задачи L.

Те о р е м а 1.1.3. Краевая задача L имеет счетное множество
собственных значений {λn}n�0. При этом

ρn =
√
λn = n+ ω

πn
+ κn

n
, {κn} ∈ l2, (1.1.13)

ϕ(x,λn) = cosnx+ ξn(x)

n
, |ξn(x)| � C, (1.1.14)

где

ω = h+H + 1
2

π∫

0

q(t) dt.
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Здесь и в дальнейшем один и тот же символ {κn} обозначает различ-
ные последовательности из l2, а символ C — различные положительные
константы, не зависящие от x,λ и n.

До к а з а т е л ь с т в о. 1). Подставляя асимптотику для ϕ(x,λ)
из (1.1.9) в правые части (1.1.11) и (1.1.12), вычисляем

ϕ(x,λ) = cos ρx+ q1(x)
sin ρx

ρ
+

+
x∫

0

q(t) sin ρ(x− 2t)
2ρ

dt+O
(

exp(|τ |x)
ρ2

)
,

ϕ′(x,λ) = −ρ sin ρx+ q1(x) cosρx +

+
x∫

0

q(t)cos ρ(x− 2t)
2

dt+O
(

exp(|τ |x)
ρ

)
,

(1.1.15)

где

q1(x) = h+ 1
2

x∫

0

q(t) dt.

Согласно (1.1.5), Δ(λ) = ϕ′(π,λ) + Hϕ(π,λ). Следовательно, в силу
(1.1.15) имеем

Δ(λ) = −ρ sin ρπ + ω cos ρπ + κ(ρ), (1.1.16)

где

κ(ρ) = 1
2

π∫

0

q(t) cos ρ(π − 2t) dt+O
(
1
ρ

exp(|τ |π)
)
.

2). Обозначим Gδ = {ρ : |ρ− k| � δ, k = 0,±1,±2, . . .}, δ > 0, и по-
кажем, что

| sin ρπ| � Cδ exp(|τ |π), ρ ∈ Gδ, (1.1.17)
|Δ(λ)| � Cδ|ρ| exp(|τ |π), ρ ∈ Gδ, |ρ| � ρ∗ (1.1.18)

при достаточно большом ρ∗ = ρ∗(δ).
Пусть ρ = σ + iτ. Достаточно доказать (1.1.17) для области

Dδ = {ρ : σ ∈ [−1/2, 1/2], τ � 0, |ρ| � δ}. Положим θ(ρ) =
= | sin ρπ| exp(−|τ |π). Пусть ρ ∈ Dδ. При τ � 1 имеем: θ(ρ) � Cδ. Так

как sin ρπ = 1
2i

(
exp(iρπ) − exp(−iρπ)

)
, то при τ � 1

θ(ρ) = 1
2

∣∣∣1− exp(2iσπ) exp(−2τπ)
∣∣∣ � 1

4
.

Таким образом, (1.1.17) доказано. Далее, используя (1.1.16), для ρ ∈
∈ Gδ получаем

Δ(λ) = −ρ sin ρπ
(
1 +O

(
1
ρ

))
,
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и, следовательно, (1.1.18) также доказано.
3). Обозначим Γn = {λ : |λ| = (n+ 1/2)2}. В силу (1.1.16)

Δ(λ) = f(λ) + g(λ), f(λ) = −ρ sin ρπ, |g(λ)| � C exp(|τ |π).

Согласно (1.1.17), |f(λ)| > |g(λ)|, λ ∈ Γn, при достаточно больших
n (n � n∗). Тогда по теореме Руше [206, c. 246] число нулей функции
Δ(λ) внутри Γn совпадает с числом нулей функции f(λ) = −ρ sin ρπ,
т. е. равно n + 1. Таким образом, в круге |λ| < (n + 1/2)2 расположе-
но ровно n + 1 собственных значений краевой задачи L : λ0, . . . ,λn.
Применяя теперь теорему Руше к кругу γn(δ) = {ρ : |ρ − n| � δ},
заключаем, что при достаточно больших n в γn(δ) лежит ровно один
нуль функции Δ(ρ2), а именно ρn =

√
λn . В силу произвольности δ > 0

имеем
ρn = n+ εn, εn = o(1), n→ ∞. (1.1.19)

Подставляя (1.1.19) в (1.1.16), получаем

0 = Δ(ρ2n) = −(n+ εn) sin(n+ εn)π + ω cos(n+ εn)π + κn,

и, следовательно,

−n sin εnπ + ω cos εnπ + κn = 0. (1.1.20)

Тогда sin εnπ = O(n−1), т. е. εn = O(n−1). Снова используя (1.1.20), вы-
числяем более точно: εn = ω

πn
+ κn

n
, т. е. (1.1.13) доказано. Подставляя

(1.1.13) в (1.1.15), приходим к (1.1.14), где

ξn(x) =
(
h+ 1

2

x∫

0

q(t) dt− x
ω

π
− xκn

)
sinnx+

+ 1
2

x∫

0

q(t) sinn(x− 2t) dt+O
(
1
n

)
. (1.1.21)

Следовательно, |ξn(x)| � C, и теорема 1.1.3 доказана. �
В силу (1.1.6) при x = π имеем: βn = (ϕ(π,λn))−1. Тогда, используя

(1.1.7), (1.1.8), (1.1.14) и (1.1.21), вычисляем

αn = π

2
+ κn

n
, βn = (−1)n + κn

n
, Δ̇(λn) = (−1)n+1 π

2
+ κn

n
. (1.1.22)

Так как функция Δ(λ) имеет только простые нули, то signΔ̇(λn) =
= (−1)n+1 при всех n � 0.

Через WN
2 обозначим пространство функций f(x), x ∈ [0,π], таких,

что функции f (j)(x), j = 0,N − 1, абсолютно непрерывны и f (N)(x) ∈
∈ L2(0,π).
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З а м е ч а н и е 1.1.1. Если q(x) ∈ WN
2 , N � 1, то можно получить

более точные асимптотические формулы. В частности,

ρn = n+
N+1∑
j=1

ωj

nj + κn

nN+1 , ω2p = 0, p � 0, ω1 = ω

π
,

αn = π

2
+

N+1∑
j=1

ω+
j

nj + κn

nN+1 , ω+
2p+1 = 0, p � 0, αn > 0.

(1.1.23)

В самом деле, пусть q(x) ∈W 1
2 . Тогда интегрирование по частям дает

1
2

x∫

0

q(t) cosρ(x− 2t) dt = sin ρx

4ρ
(q(x) + q(0))+

+ 1
4ρ

x∫

0

q′(t) sin ρ(x− 2t) dt,

1
2ρ

x∫

0

q(t) sin ρ(x− 2t) dt = cos ρx

4ρ2
(q(x) − q(0))−

− 1

4ρ2

x∫

0

q′(t) cos ρ(x− 2t)dt.

(1.1.24)

Из (1.1.15) и (1.1.24) вытекает

ϕ(x,λ) = cos ρx+
(
h+ 1

2

x∫

0

q(t)dt
)

sin ρx

ρ
+O

(
exp(|τ |x)

ρ2

)
.

Подставляя эту асимптотику в правые части формул (1.1.11)–(1.1.12)
и используя (1.1.24) и (1.1.5), получаем более точные асимптотические
формулы для ϕ(ν)(x,λ) и Δ(λ), чем (1.1.15)–(1.1.16):

ϕ (x,λ) = cos ρx+ q1(x)
sin ρx

ρ
+ q20(x)

cos ρx

ρ2
−

−
x∫

0

q′(t)cos ρ(x− 2t)

4ρ2
dt+O

(
exp(|τ |x)

ρ3

)
,

ϕ′(x,λ) = −ρ sin ρx+ q1(x) cosρx+ q21(x)
sin ρx

ρ
+

+
x∫

0

q′(t) sin ρ(x− 2t)
4ρ

dt+O
(

exp(|τ |x)
ρ2

)
,
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Δ(λ) = −ρ sin ρπ + ω cos ρπ + ω0
sin ρπ

ρ
+ κ0(ρ)

ρ
, (1.1.25)

где

q1(x) = h+ 1
2

x∫

0

q(t) dt, ω0 = q21(π) +Hq1(π),

q2j(x) = 1
4

(
q(x) + (−1)j+1q(0)

)
+ (−1)j+1

2

x∫

0

q(t)q1(t) dt, j = 0, 1,

κ0 (ρ) = 1
4

π∫

0

q′(t) sin ρ(π − 2t) dt+O
(

exp(|τ |π)

ρ

)
.

Из (1.1.25) вытекает: ρn = n + εn, −n sin εnπ + ω cos εnπ + κn/n = 0,
и, следовательно,

ρn = n+ ω

πn
+ κn

n2
, {κn} ∈ l2.

Остальные формулы в (1.1.23) получаются аналогично.
Те о р е м а 1.1.4. Задание спектра {λn}n�0 однозначно определя-

ет характеристическую функцию Δ(λ) по формуле

Δ(λ) = π(λ0 − λ)
∞∏

n=1

λn − λ

n2
. (1.1.26)

До к а з а т е л ь с т в о. Из (1.1.16) вытекает, что Δ(λ) является це-
лой по λ функцией порядка 1/2 и, следовательно, по теореме Адамара
[240, c. 259] Δ(λ) однозначно определяется своими нулями с точностью
до постоянного множителя:

Δ(λ) = C
∞∏

n=0

(
1− λ

λn

)
(1.1.27)

(случай, когда Δ(0) = 0 требует небольших изменений). Рассмотрим
функцию

Δ̃(λ) := −ρ sin ρπ = −λπ
∞∏

n=1

(
1− λ

n2

)
.

Тогда
Δ(λ)

Δ̃(λ)
= C

λ− λ0
λ0πλ

∞∏
n=1

n2

λn

∞∏
n=1

(
1 + λn − n2

n2 − λ

)
.

Учитывая (1.1.13) и (1.1.16), вычисляем

lim
λ→−∞

Δ(λ)

Δ̃(λ)
= 1, lim

λ→−∞

∞∏
n=1

(
1 + λn − n2

n2 − λ

)
= 1,
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и, следовательно,

C = πλ0

∞∏
n=1

λn

n2
.

Подставляя это в выражение (1.1.27), приходим к (1.1.26). �
З а м е ч а н и е 1.1.2. Аналогичные результаты верны и для других

видов распадающихся краевых условий. Сформулируем здесь кратко
результаты, которые будут использоваться ниже. Доказательства могут
быть рекомендованы как упражнения.

(i) Рассмотрим краевую задачу L1 = L1(q(x),h) для уравнения
(1.1.1) с краевыми условиями U(y) = 0, y(π) = 0. Все собственные
значения {μn}n�0 задачи L1 являются простыми и совпадают с нулями
характеристической функции d(λ) := ϕ(π,λ), причем

d(λ) =
∞∏

n=0

μn − λ

(n+ 1/2)2
. (1.1.28)

Для спектральных данных {μn,αn1}n�0, αn1 :=
∫π

0 ϕ
2(x,μn) dx, зада-

чи L1 справедливы асимптотические формулы

√
μn = n+ 1

2
+ ω1

πn
+ κn

n
, {κn} ∈ l2, (1.1.29)

αn1 = π

2
+ κn1

n
, {κn1} ∈ l2, (1.1.30)

где ω1 = h+ 1
2

∫π

0 q(t) dt.
(ii) Рассмотрим краевую задачу L0 = L0(q(x),H) для уравнения

(1.1.1) с краевыми условиями y(0) = 0, V (y) = 0. Все собственные
значения {λ0n}n�0 задачи L0 являются простыми и совпадают с нулями
характеристической функции Δ0(λ) := ψ(0,λ) = S′(π,λ) + HS(π,λ).
Функция S(x,λ) удовлетворяет интегральному уравнению Вольтерра:

S(x,λ) = sin ρx

ρ
+

x∫

0

sin ρ(x− t)

ρ
q(t)S(t,λ) dt, (1.1.31)

причем при |ρ| → ∞

S(x,λ) = sin ρx

ρ
+O

(
1

|ρ|2 exp(|τ |x)
)

= O
(
1
|ρ| exp(|τ |x)

)
,

S′(x,λ) = cos ρx+
(
1
|ρ| exp(|τ |x)

)
= O(exp(|τ |x)),

Δ0(λ) = cos ρπ +
(
1
|ρ| exp(|τ |π)

)
, τ = Im ρ.

(1.1.32)
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Кроме того,

Δ0(λ) =
∞∏

n=0

λ0n − λ

(n+ 1/2)2
,
√
λ0n = n+ 1

2
+ ω0

πn
+ κn

n
, {κn} ∈ l2,

где ω0 = H + 1
2

∫π

0 q(t) dt.
(iii) Рассмотрим краевую задачу L0

1 = L0
1(q(x)) для уравнения (1.1.1)

с краевыми условиями y(0) = y(π) = 0. Все собственные значения
{μ0n}n�1 задачи L0

1 являются простыми и совпадают с нулями характе-
ристической функции d0(λ) := S(π,λ), причем

d0(λ) = π
∞∏

n=1

μ0n − λ

n2
,
√
μ0n = n+ ω0

1

πn
+ κn

n
, {κn} ∈ l2,

где ω0
1 = 1

2

∫π

0 q(t) dt.

Лемм а 1.1.3. Справедливо соотношение

λn < μn < λn+1, n � 0, (1.1.33)

т. е. собственные значения двух краевых задач L и L1 переме-
жаются.

До к а з а т е л ь с т в о. Как и при доказательстве леммы 1.1.1, выво-
дим

d

dx
〈ϕ(x,λ),ϕ(x,μ)〉 = (λ− μ)ϕ(x,λ)ϕ(x,μ), (1.1.34)

и, следовательно,

(λ− μ)
π∫

0

ϕ(x,λ)ϕ(x,μ) dx = 〈ϕ(x,λ),ϕ(x,μ)〉
∣∣∣π
0

= d(λ)Δ(μ) − d(μ)Δ(λ).

При μ→ λ получаем

π∫

0

ϕ2(x,λ)dx = ḋ(λ)Δ(λ) − d(λ)Δ̇(λ),

где Δ̇(λ) = d

dλ
Δ(λ), ḋ(λ) = d

dλ
d(λ).

В частности, это дает

αn = −Δ̇(λn)d(λn), (1.1.35)

1

d2(λ)

π∫

0

ϕ2(x,λ) dx = − d

dλ

(
Δ(λ)

d(λ)

)
, −∞ < λ <∞, d(λ) �= 0.
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Таким образом, функция
Δ(λ)

d(λ)
является монотонно убывающей

на R \ {μn| n � 0}, причем

lim
λ→μn±0

Δ(λ)

d(λ)
= ±∞.

Отсюда, в силу (1.1.13) и (1.1.29), приходим к (1.1.33). �

1.1.2. Свойства собственных функций. В этом пункте доказы-
вается, что система собственных функций краевой задачи Штурма–
Лиувилля L полна и образует ортогональный базис в L2(0,π). Эта
теорема была доказана В.А. Стекловым в конце XIX века. Далее
приводятся достаточные условия равномерной сходимости ряда по соб-
ственным функциям. Теоремы о полноте и о разложении играют важ-
ную роль при решении различных задач математической физики ме-
тодом разделения переменных. Для доказательства этих теорем здесь
используется метод контурного интеграла интегрирования резольвенты
по расширяющимся контурам в комплексной плоскости спектрального
параметра.

Те о р ем а 1.1.5. (i) Система собственных функций {ϕ(x,λn)}n�0
краевой задачи L полна в L2(0,π).

(ii) Пусть f(x), x ∈ [0,π], — абсолютно непрерывная функция.
Тогда

f(x) =
∞∑

n=0

anϕ(x,λn), an = 1
αn

π∫

0

f(t)ϕ(t,λn) dt, (1.1.36)

причем ряд сходится равномерно на [0,π].
(iii) Для f(x) ∈ L2(0,π) ряд (1.1.36) сходится в L2(0,π), причем

имеет место равенство Парсеваля:

π∫

0

|f(x)|2 dx =
∞∑

n=0

αn|an|2. (1.1.37)

Существует несколько методов доказательства теоремы 1.1.5. Будем
использовать здесь метод контурного интеграла, который играет важ-
ную роль в исследовании прямых и обратных задач спектрального
анализа для многих классов операторов.

До к а з а т е л ь с т в о. 1) Обозначим

G(x, t,λ) = − 1
Δ(λ)

{
ϕ(x,λ)ψ(t,λ), x � t,
ϕ(t,λ)ψ(x,λ), x � t,
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и рассмотрим функцию

Y (x,λ) =
π∫

0

G(x, t,λ)f(t) dt =

= − 1
Δ(λ)

(
ψ(x,λ)

x∫

0

ϕ(t,λ)f(t) dt+ ϕ(x,λ)
π∫
x

ψ(t,λ)f(t) dt
)
.

Функция G(x, t,λ) называется функцией Грина задачи L. Она явля-
ется ядром интегрального оператора, обратного оператору Штурма–
Лиувилля, т. е. функция Y (x,λ) дает решение краевой задачи

�Y − λY + f(x) = 0, U(Y ) = V (Y ) = 0; (1.1.38)

это легко проверяется дифференцированием. Учитывая (1.1.6) и ис-
пользуя теорему 1.1.2, вычисляем

Res
λ=λn

Y (x,λ) = − 1

Δ̇(λn)

(
ψ(x,λn)

x∫

0

ϕ(t,λn)f(t) dt+

+ ϕ(x,λn)
π∫
x

ψ(t,λn)f(t) dt
)

= − βn

Δ̇(λn)
ϕ(x,λn)

π∫

0

f(t)ϕ(t,λn) dt.

В силу (1.1.8) имеем

Res
λ=λn

Y (x,λ) = 1
αn
ϕ(x,λn)

π∫

0

f(t)ϕ(t,λn) dt. (1.1.39)

2) Пусть функция f(x) ∈ L2(0,π) такова, что
π∫

0

f(t)ϕ(t,λn) dt = 0, n � 0.

Тогда с учетом (1.1.39) получаем Res
λ=λn

Y (x,λ) = 0, и, следовательно,

при каждом фиксированном x ∈ [0,π] функция Y (x,λ) является целой
по λ. Далее, из (1.1.9), (1.1.10) и (1.1.18) вытекает, что при фиксиро-
ванном δ > 0 и достаточно большом ρ∗ > 0

|Y (x,λ)| � Cδ

|ρ| , ρ ∈ Gδ, |ρ| � ρ∗.

Используя принцип максимума модуля для аналитических функ-
ций [206, c. 204] и теорему Лиувилля [206, c. 209], заключаем, что
Y (x,λ) ≡ 0. Отсюда и из (1.1.38) следует, что f(x) = 0 п. в. на (0,π).
Таким образом, утверждение (i) доказано.
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3) Пусть теперь f(x) ∈ AC[0,π] — произвольная абсолютно непре-
рывная функция. Так как ϕ(x,λ) и ψ(x,λ) — решения уравнения
(1.1.1), то функцию Y (x,λ) можно преобразовать к виду

Y (x,λ) = − 1
λΔ(λ)

(
ψ(x,λ)

x∫

0

(−ϕ′′(t,λ) + q(t)ϕ(t,λ))f(t) dt+

+ ϕ(x,λ)
π∫
x

(−ψ′′(t,λ) + q(t)ψ(t,λ))f(t) dt
)
.

Интегрирование по частям слагаемых со вторыми производными с уче-
том (1.1.4) дает

Y (x,λ) = f(x)

λ
− 1
λ

(
Z1(x,λ) + Z2(x,λ)

)
, (1.1.40)

где

Z1(x,λ) = 1
Δ(λ)

(
ψ(x,λ)

x∫

0

g(t)ϕ′(t,λ) dt+

+ ϕ(x,λ)
π∫
x

g(t)ψ′(t,λ) dt
)
, g(t) := f ′(t),

Z2(x,λ) = 1
Δ(λ)

(
hf(0)ψ(x,λ) +Hf(π)ϕ(x,λ)+

+ ψ(x,λ)
x∫

0

q(t)ϕ(t,λ)f(t))dt+ ϕ(x,λ)
π∫
x

q(t)ψ(t,λ)f(t)) dt
)
.

Используя (1.1.9), (1.1.10) и (1.1.18), получаем при фиксированном
δ > 0 и достаточно большом ρ∗ > 0 :

max
0�x�π

|Z2(x,λ)| � C

|ρ| , ρ ∈ Gδ, |ρ| � ρ∗. (1.1.41)

Покажем, что
lim

|ρ|→∞
ρ∈Gδ

max
0�x�π

|Z1(x,λ)| = 0. (1.1.42)

Предположим сначала, что функция g(x) абсолютно непрерывна на
[0,π]. В этом случае интегрирование по частям дает

Z1(x,λ) = 1
Δ(λ)

(
ψ(x,λ)g(t)ϕ(t,λ)

∣∣∣x
0

+ ϕ(x,λ)g(t)ψ(t,λ)
∣∣∣π
x
−

− ψ(x,λ)
x∫

0

g′(t)ϕ(t,λ) dt− ϕ(x,λ)
π∫
x

g′(t)ψ(t,λ) dt
)
.
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В силу (1.1.9), (1.1.10) и (1.1.18) получаем

max
0�x�π

|Z1(x,λ)| � C

|ρ| , ρ ∈ Gδ, |ρ| � ρ∗.

Пусть теперь g(t) ∈ L(0,π). Зафиксируем ε > 0 и выберем абсолютно
непрерывную функцию gε(t) так, чтобы

π∫

0

|g(t) − gε(t)| dt < ε

2C+ ,

где

C+ = max
0�x�π

sup
ρ∈Gδ

1
|Δ(λ)|

(
|ψ(x,λ)|

x∫

0

|ϕ′(t,λ)| dt+ |ϕ(x,λ)|
π∫
x

|ψ′(t,λ)| dt
)
.

Тогда при ρ ∈ Gδ, |ρ| � ρ∗, имеем

max
0�x�π

|Z1(x,λ)| � max
0�x�π

|Z1(x,λ; gε)| +

+ max
0�x�π

|Z1(x,λ; g − gε)| � ε

2
+ C(ε)

|ρ| .

Следовательно, существует ρ0 > 0 такое, что max
0�x�π

|Z1(x,λ)| � ε при

|ρ| > ρ0. В силу произвольности ε > 0 приходим к (1.1.42).
Рассмотрим контурный интеграл

IN (x) = 1
2πi

∫

ΓN

Y (x,λ) dλ,

где ΓN = {λ : |λ| = (N + 1/2)2} (с обходом против часовой стрелки).
Из (1.1.40)–(1.1.42) вытекает

IN (x) = f(x) + εN (x), lim
N→∞

max
0�x�π

|εN (x)| = 0. (1.1.43)

С другой стороны, можно вычислить IN (x) с помощью теоремы о вы-
четах [206, c. 239]. В силу (1.1.39) имеем

IN (x) =
N∑

n=0

anϕ(x,λn), an = 1
αn

π∫

0

f(t)ϕ(t,λn) dt.

Сравнивая это выражение с (1.1.43), приходим к (1.1.36), причем ряд
сходится равномерно на [0,π], т. е. утверждение (ii) доказано.

4) Система собственных функций {ϕ(x,λn)}n�0 полна и ортого-
нальна в L2(0,π), поэтому она образует ортогональный базис в L2(0,π)
и справедливо равенство Парсеваля (1.1.37). �
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1.1.3. Операторы преобразования. Важную роль в теории об-
ратных задач для операторов Штурма–Лиувилля играют так называ-
емые операторы преобразования. Они связывают решения двух раз-
личных уравнений Штурма–Лиувилля при всех λ. В этом пункте мы
строим операторы преобразования и изучаем их свойства. Отметим,
что операторы преобразования впервые появились в теории операторов
обобщенного сдвига Дельсарта и Левитана (см. [163]). Операторы пре-
образования для произвольных уравнений Штурма–Лиувилля были по-
строены Повзнером [204]. В теории решения обратных задач операторы
преобразования использовались Гельфандом, Левитаном и Марченко
(см. § 1.3 и монографии [173, 164]).

Те о р ем а 1.1.6. Для функции C(x,λ) имеет место представле-
ние

C(x,λ) = cos ρx+
x∫

0

K(x, t) cos ρt dt, λ = ρ2, (1.1.44)

где K(x, t) — вещественная непрерывная функция, причем

K(x,x) = 1
2

x∫

0

q(t) dt. (1.1.45)

До к а з а т е л ь с т в о. Из (1.1.11) при h = 0 вытекает, что функция
C(x,λ) является решением следующего интегрального уравнения:

C(x,λ) = cos ρx+
x∫

0

sin ρ(x− t)

ρ
q(t)C(t,λ) dt. (1.1.46)

Так как
sin ρ(x− t)

ρ
=

x∫
t

cos ρ(s− t) ds,

то (1.1.46) принимает вид

C(x,λ) = cos ρx+
x∫

0

q(t)C(t,λ)
(x∫

t

cos ρ(s− t) ds
)
dt,

и, следовательно,

C(x,λ) = cos ρx+
x∫

0

( t∫

0

q(τ )C(τ ,λ) cosρ(t− τ ) dτ
)
dt.
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Метод последовательных приближений дает

C(x,λ) =
∞∑

n=0

Cn(x,λ), (1.1.47)

C0(x,λ) = cos ρx, Cn+1(x,λ) =

=
x∫

0

( t∫

0

q(τ )Cn(τ ,λ) cosρ(t− τ ) dτ
)
dt. (1.1.48)

Покажем по индукции, что

Cn(x,λ) =
x∫

0

Kn(x, t) cos ρt dt, (1.1.49)

где функции Kn(x, t) не зависят от λ.
Вычислим сначала C1(x,λ), используя соотношение cosα cosβ =

= 1
2

(
cos(α+ β) + cos(α− β)

)
:

C1(x,λ) =
x∫

0

( t∫

0

q(τ ) cosρτ cos ρ(t− τ ) dτ
)
dt =

= 1
2

x∫

0

cos ρt
( t∫

0

q(τ ) dτ
)
dt+ 1

2

x∫

0

( t∫

0

q(τ ) cos ρ(t− 2τ ) dτ
)
dt.

Замена переменных t− 2τ = s во втором интеграле дает

C1(x,λ) = 1
2

x∫

0

cos ρt
( t∫

0

q(τ ) dτ
)
dt+ 1

4

x∫

0

( t∫
−t

q
(
t− s

2

)
cos ρs ds

)
dt.

Меняя порядок интегрирования во втором интеграле, получаем

C1(x,λ) = 1
2

x∫

0

cos ρt
( t∫

0

q(τ ) dτ
)
dt+ 1

4

x∫

0

cos ρs
(x∫

s

q
(
t− s

2

)
dt
)
ds+

+ 1
4

0∫
−x

cos ρs
( x∫
−s

q
(
t− s

2

)
dt
)
ds = 1

2

x∫

0

cos ρt
( t∫

0

q(τ ) dτ
)
dt+

+ 1
4

x∫

0

cos ρs
(x∫

s

(
q
(
t− s

2

)
+ q
(
t+ s

2

))
dt
)
ds.
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Таким образом, (1.3.6) верно при n = 1, где

K1(x, t) = 1
2

t∫

0

q(τ ) dτ + 1
4

x∫
t

(
q
(
s− t

2

)
+ q
(
s+ t

2

))
ds =

= 1
2

x+t
2∫

0

q(ξ) dξ + 1
2

x−t
2∫

0

q(ξ) dξ, t � x. (1.1.50)

Предположим теперь, что (1.1.49) верно при некотором n � 1. Тогда,
подставляя (1.1.49) в (1.1.48), вычисляем

Cn+1(x,λ) =
x∫

0

t∫

0

q(τ ) cosρ(t− τ )
τ∫

0

Kn(τ , s) cosρs ds dτ dt =

= 1
2

x∫

0

t∫

0

q(τ )
τ∫

0

Kn(τ , s)(cos ρ(s+ t− τ ) + cos ρ(s− t+ τ )) ds dτ dt.

Замены переменных s + t − τ = ξ и s − t + τ = ξ соответственно
приводят к равенству

Cn+1(x,λ) = 1
2

x∫

0

t∫

0

q(τ )
t∫

t−τ

Kn(τ , ξ + τ − t) cos ρξ dξ dτ dt+

+ 1
2

x∫

0

t∫

0

q(τ )
2τ−t∫
τ−t

Kn(τ , ξ + t− τ ) cos ρξ dξ dτ dt.

Меняя порядок интегрирования, получаем

Cn+1(x,λ) =
x∫

0

Kn+1(x, t) cos ρt dt,

где

Kn+1(x, t) = 1
2

x∫
t

( ξ∫

ξ−t

q(τ )Kn(τ , t+ τ − ξ) dτ +

+

ξ∫
ξ+t
2

q(τ )Kn(τ , t−τ+ξ) dτ+

ξ−t∫
ξ−t
2

q(τ )Kn(τ ,−t− τ + ξ) dτ
)
dξ. (1.1.51)
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Подставляя (1.1.49) в (1.1.47), приходим к (1.1.44), где

K(x, t) =
∞∑

n=1

Kn(x, t). (1.1.52)

Из (1.1.50) и (1.1.51) вытекает

|Kn(x, t)| � (Q(x))n xn−1

(n− 1)!
, Q(x) :=

x∫

0

|q(ξ)| dξ.

В самом деле, (1.1.50) при t � x дает

|K1(x, t)| � 1
2

x+t
2∫

0

|q(ξ)| dξ + 1
2

x−t
2∫

0

|q(ξ)| dξ �
x∫

0

|q(ξ)| dξ = Q(x).

Далее, если при некотором n � 1 оценка для |Kn(x, t)| верна, то в силу
(1.1.51) имеем

|Kn+1(x, t)| � 1
2

x∫
t

( ξ∫
ξ+t
2

|q(τ )|(Q(τ ))n τn−1

(n− 1)!
dτ +

+

ξ∫
ξ−t
2

|q(τ )|(Q(τ ))n τn−1

(n− 1)!
dτ
)
dξ �

x∫

0

ξ∫

0

|q(τ )|(Q(τ ))n τn−1

(n− 1)!
dτ dξ �

�
x∫

0

(Q(ξ))n+1 ξn−1

(n− 1)!
dξ � (Q(x))n+1 x

n

n!
.

Таким образом, ряд (1.1.52) сходится абсолютно и равномерно при
0 � t � x � π и функция K(x, t) является непрерывной. Более того,
из (1.1.50)–(1.1.52) следует, что гладкость функции K(x, t) совпадает
с гладкостью функции

∫x

0 q(t) dt. Так как согласно (1.1.50), (1.1.51)

K1(x,x) = 1
2

x∫

0

q(t) dt, Kn+1(x,x) = 0, n � 1,

то приходим к (1.1.45). �
Оператор T , определяемый формулой Tf(x)=f(x)+

∫x

0K(x, t)f(t) dt,
отображает функцию cos ρx, которая является решением уравнения
−y′′ = λy с нулевым потенциалом, в функцию C(x,λ), которая явля-
ется решением уравнения (1.1.1) с некоторым потенциалом q(x) (т. е.
C(x,λ) = T (cos ρx)). Оператор T называется оператором преобразо-
вания для C(x,λ). Важно, что ядро K(x, t) не зависит от λ.
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Аналогично можно получить операторы преобразования для S(x,λ)
и ϕ(x,λ).

Те о р е м а 1.1.7. Для функций S(x,λ) и ϕ(x,λ) имеют место
представления

S(x,λ) = sin ρx

ρ
+

x∫

0

P (x, t) sin ρt

ρ
dt, (1.1.53)

ϕ(x,λ) = cos ρx+
x∫

0

G(x, t) cos ρt dt, (1.1.54)

где P (x, t) и G(x, t) — вещественные непрерывные функции с той
же гладкостью, что и функция

∫x

0 q(t) dt, причем

G(x,x) = h+ 1
2

x∫

0

q(t) dt, (1.1.55)

P (x,x) = 1
2

x∫

0

q(t) dt. (1.1.56)

Док а з а т е л ь с т в о. Функция S(x,λ) удовлетворяет уравнению
(1.1.31), и, следовательно,

S(x,λ) = sin ρx

ρ
+

x∫

0

t∫

0

q(τ )S(τ ,λ) cosρ(t− τ ) dτ dt.

Метод последовательных приближений дает

S(x,λ) =
∞∑

n=0

Sn(x,λ), (1.1.57)

S0(x,λ) = sin ρx

ρ
, Sn+1(x,λ) =

x∫

0

t∫

0

q(τ )Sn(τ ,λ) cosρ(t− τ ) dτ dt.

Действуя так же, как и при доказательстве теоремы 1.1.6, получаем
следующее представление:

Sn(x,λ) =
x∫

0

Pn(x, t) sin ρt

ρ
dt,
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где

P1(x, t) = 1
2

x+t
2∫

0

q(ξ) dξ − 1
2

x−t
2∫

0

q(ξ) dξ,

Pn+1(x, t) = 1
2

x∫
t

( ξ∫

ξ−t

q(τ )Pn(τ , t+ τ − ξ) dτ +

+

ξ∫
ξ+t
2

q(τ )Pn(τ , t− τ + ξ) dτ −
ξ−t∫
ξ−t
2

q(τ )Pn(τ ,−t− τ + ξ) dτ
)
dξ,

причем

|Pn(x, t)| � (Q(x))n xn−1

(n− 1)!
, Q(x) :=

x∫

0

|q(ξ)| dξ.

Следовательно, ряд (1.1.57) сходится абсолютно и равномерно при
0 � t � x � π, и мы приходим к (1.1.53) и (1.1.56).

Соотношение (1.1.54) может быть получено прямо из (1.1.44)
и (1.1.53):

ϕ(x,λ) = C(x,λ) + hS(x,λ) =

cos ρx+
x∫

0

K(x, t) cos ρt dt+ h

x∫

0

cos ρt dt+

+ h

x∫

0

P (x, t)
( t∫

0

cos ρτ dτ
)
dt = cos ρx+

x∫

0

G(x, t) cos ρt dt,

где
G(x, t) = K(x, t) + h+ h

x∫
t

P (x, τ ) dτ.

Полагая здесь t = x, приходим к (1.1.55). �

§ 1.2. Постановка обратных задач. Теоремы
единственности

Перейдем теперь к обратным задачам спектрального анализа. В этом па-
раграфе даются различные постановки обратных задач и доказываются со-
ответствующие теоремы единственности. Мы рассмотрим несколько методов
доказательства этих теорем. Эти методы имеют широкую область применения
и позволяют исследовать различные классы обратных спектральных задач.
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1.2.1. Теорема Амбарцумяна. Первый результат в теории обрат-
ных спектральных задач принадлежит Амбарцумяну [13]. Рассмотрим
краевую задачу L(q(x), 0, 0), т. е.

−y′′ + q(x)y = λy, y′(0) = y′(π) = 0. (1.2.1)

Ясно, что если q(x) = 0 п. в. на (0,π), то собственные значения задачи
(1.2.1) имеют вид: λn = n2, n � 0. Амбарцумян доказал обратное
утверждение.

Те о р ем а 1.2.1. Если собственные значения задачи (1.2.1) суть
λn = n2, n � 0, то q(x) = 0 п. в. на (0,π).

До к а з а т е л ь с т в о. Из (1.1.13) вытекает, что ω = 0, т. е.∫π

0 q(x) dx = 0. Пусть y0(x) — собственная функция для наимень-
шего собственного значения λ0 = 0. Тогда y′′0 (x) − q(x)y0(x) = 0,
y′0(0) = y′0(π) = 0. Согласно теореме Штурма об осцилляции, функция
y0(x) не имеет нулей в интервале x ∈ [0,π]. Учитывая соотношение

y′′0 (x)

y0(x)
=
(
y′0(x)
y0(x)

)2
+
(
y′0(x)
y0(x)

)′
,

получаем

0 =
π∫

0

q(x) dx =
π∫

0

y′′0 (x)

y0(x)
dx =

π∫

0

(
y′0(x)
y0(x)

)2
dx.

Таким образом, y′0(x) ≡ 0, т. е. y0(x) ≡ const, q(x) = 0 п. в. на (0,π). �
З а м е ч а н и е 1.2.1. На самом деле мы доказали более общее, чем

теорема 1.2.1, у т в е ржде н и е, а именно:

Если λ0 = 1
π

∫π

0 q(x) dx, то q(x) = λ0 п. в. на (0,π).

1.2.2. Единственность восстановления дифференциального
уравнения по спектральным данным. Результат Амбарцумяна
является исключением из правил. Вообще говоря, задание спектра
не определяет оператор однозначно. В пп. 1.2.2–1.2.4 приведены
три теоремы единственности, в которых указаны спектральные
характеристики, однозначно определяющие оператор.

Рассмотрим следующую обратную задачу.
З а д а ч а 1.2.1. По заданным спектральным данным {λn,αn}n�0

построить потенциал q(x) и коэффициенты h и H.
Целью этого пункта является доказательство теоремы единствен-

ности решения задачи 1.2.1.
Условимся, что наряду с L рассматривается краевая задача L̃ =

= L(q̃(x), h̃, H̃) того же вида, но с другими коэффициентами. Если
некоторый символ обозначает объект, относящийся к задаче L, то
символ γ̃ будет обозначать аналогичный объект, относящийся к L̃,
а γ̂ := γ − γ̃.
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Те о р е м а 1.2.2. Если λn = λ̃n, αn = α̃n, n � 0, то L = L̃, т. е.
q(x) = q̃(x) п. в. на (0,π), h = h̃ и H = H̃. Таким образом, задание
спектральных данных {λn,αn}n�0 однозначно определяет потен-
циал и коэффициенты краевых условий.

Мы дадим два доказательства теоремы 1.2.2. Первое принадлежит
Марченко 176 и использует оператор преобразования и равенство Пар-
севаля (1.1.37). Метод Марченко работает также и для операторов
Штурма–Лиувилля на полуоси и позволяет доказать теорему един-
ственности восстановления оператора по его спектральной функции.
Второй метод принадлежит Левинсону [162] и опирается на метод
контурного интеграла. Отметим, что Левинсон первым применил идеи
метода контурного интеграла к исследованию обратных спектральных
задач. В § 1.4 будет дано развитие этих идей для конструктивного
решения обратной задачи.

До к а з а т е л ь с т в о (Мар ч е н ко ). Согласно (1.1.54) имеем

ϕ(x,λ) = cos ρx+
x∫

0

G(x, t) cosρt dt, ϕ̃(x,λ) = cos ρx+
x∫

0

G̃(x, t) cos ρt dt.

Другими словами, ϕ(x,λ)=(E+G) cosρx, ϕ̃(x,λ)=(E+G̃) cos ρx, где

(E+G)f(x)=f(x)+
x∫

0

G(x, t)f(t) dt, (E+G̃)f(x)=f(x)+
x∫

0

G̃(x, t)f(t) dt.

Разрешая соотношение ϕ̃(x,λ) = (E + G̃) cos ρx относительно cos ρx,
находим

cos ρx = ϕ̃(x,λ) +
x∫

0

H̃(x, t)ϕ̃(t,λ) dt,

где H̃(x, t) — непрерывная функция, которая является ядром обратного
оператора:

(E + H̃) = (E + G̃)−1, H̃f(x) =
x∫

0

H̃(x, t)f(t) dt.

Следовательно,

ϕ(x,λ) = ϕ̃(x,λ) +
x∫

0

Q(x, t)ϕ̃(t,λ) dt, (1.2.2)

где Q(x, t) — вещественная непрерывная функция.
Пусть f(x) ∈ L2(0,π). Из (1.2.2) вытекает

π∫

0

f(x)ϕ(x,λ) dx =
π∫

0

g(x)ϕ̃(x,λ) dx, g(x) := f(x) +
π∫
x

Q(t,x)f(t) dt.
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Поэтому при всех n � 0 имеем

an = b̃n, an :=
π∫

0

f(x)ϕ(x,λn) dx, b̃n :=
π∫

0

g(x)ϕ̃(x,λn) dx.

Используя равенство Парсеваля (1.1.37), вычисляем
π∫

0

|f(x)|2 dx =
∞∑

n=0

|an|2
αn

=
∞∑

n=0

|̃bn|2
αn

=
∞∑

n=0

|̃bn|2
α̃n

=
π∫

0

|g(x)|2 dx,

т. е.
‖f‖L2 = ‖g‖L2 . (1.2.3)

Рассмотрим оператор Af(x) = f(x) +
∫π

x Q(t,x)f(t) dt. Тогда Af =
= g. В силу (1.2.3) ‖Af‖L2 = ‖f‖L2 при всех f(x) ∈ L2(0,π). Следова-
тельно, A∗ = A−1, что возможно лишь при Q(x, t) ≡ 0. Таким образом,
ϕ(x,λ) ≡ ϕ̃(x,λ), т. е. q(x) = q̃(x) п. в. на (0,π), h = h̃, H = H̃.

Док а з а т е л ь с т в о ( Л е в и н с о н а ). Пусть f(x), x ∈ [0,π], —
некоторая абсолютно непрерывная функция. Рассмотрим функцию

Y 0(x,λ) = − 1
Δ(λ)

(
ψ(x,λ)

x∫

0

f(t)ϕ̃(t,λ) dt+ ϕ(x,λ)
π∫
x

f(t)ψ̃(t,λ) dt
)

и контурный интеграл

I0N (x) = 1
2πi

∫

ΓN

Y 0(x,λ) dλ.

Используемая здесь техника взята из доказательства теоремы 1.1.5
о разложении, но здесь функция Y 0(x,λ) строится по решениям
двух краевых задач. Повторяя рассуждения из доказательства теоремы
1.1.5, вычисляем

Y 0(x,λ) = f(x)

λ
− Z0(x,λ)

λ
,

где

Z0(x,λ) = 1
Δ(λ)

{
f(x)[ϕ(x,λ)(ψ̃′(x,λ) − ψ′(x,λ)) − ψ(x,λ)(ϕ̃′(x,λ) −

− ϕ′(x,λ))] + h̃f(0)ψ(x,λ) + H̃f(π)ϕ(x,λ) + ψ(x,λ)
x∫

0

(ϕ̃′(t,λ)f ′(t) +

+ q̃(t)ϕ̃(t,λ)f(t)) dt+ ϕ(x,λ)
π∫
x

(ψ̃′(t,λ)f ′(t) + q̃(t)ψ̃(t,λ)f(t)) dt
}
.
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Асимптотические свойства функций ϕ̃(x,λ) и ψ̃(x,λ) те же, что
и у функций ϕ(x,λ) и ψ(x,λ). Поэтому теми же рассуждениями, что
и при доказательстве теоремы 1.1.5, получаем

I0N (x) = f(x) + ε0N (x), lim
N→∞

max
0�x�π

|ε0N (x)| = 0.

С другой стороны, интеграл I0N (x) можно вычислить с помощью тео-
ремы о вычетах:

I0N (x) =
N∑

n=0

(
− 1

Δ̇(λn)

)(
ψ(x,λn)

x∫

0

f(t)ϕ̃(t,λn) dt+

+ ϕ(x,λn)
π∫
x

f(t)ψ̃(t,λn) dt
)
.

Из леммы 1.1.1 и теоремы 1.1.4 вытекает, что при условиях теоре-
мы 1.2.2 βn = β̃n. Следовательно,

I0N (x) =
N∑

n=0

1
αn
ϕ(x,λn)

π∫

0

f(t)ϕ̃(t,λn) dt.

При N → ∞ имеем

f(x) =
∞∑

n=0

1
αn
ϕ(x,λn)

π∫

0

f(t)ϕ̃(t,λn) dt.

Вместе с (1.1.36) это дает
π∫

0

f(t)(ϕ(t,λn) − ϕ̃(t,λn)) dt = 0.

В силу произвольности функции f(x) заключаем, что ϕ(x,λn) =
= ϕ̃(x,λn) при всех n � 0 и x ∈ [0,π]. Следовательно, q(x) = q̃(x) п. в.
на (0,π), h = h̃, H = H̃. �

Симме т ри ч ны й с л у ч а й. Пусть q(x) = q(π− x), H = h. В этом
случае для определения потенциала q(x) и коэффициента h достаточно
задать только спектр {λn}n�0.

Те о р е м а 1.2.3. Если q(x) = q(π − x), H = h, q̃(x) = q̃(π − x),
H̃ = h̃ и λn = λ̃n, n � 0, то q(x) = q̃(x) п. в. на (0,π) и h = h̃.

Док а з а т е л ь с т в о. Если q(x) = q(π − x), H = h и y(x) — неко-
торое решение уравнения (1.1.1), то y1(x) := y(π − x) также удовле-
творяет (1.1.1). В частности, имеем: ψ(x,λ) = ϕ(π − x,λ). Используя
(1.1.6), вычисляем

ψ(x,λn) = βnϕ(x,λn) = βnψ(π − x,λn) = β2nϕ(π − x,λn) = β2nψ(x,λn).
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Следовательно, β2n = 1. С другой стороны, из (1.1.6) вытекает, что
βnϕ(π,λn) = 1. Применяя теорему Штурма об осцилляции, заключаем,
что βn = (−1)n. Тогда (1.1.8) дает: αn = (−1)n+1Δ̇(λn). При условиях
теоремы 1.2.3 получаем, что αn = α̃n, n � 0, и по теореме 1.2.2
q(x) = q̃(x) п. в. на (0,π) и h = h̃. �

1.2.3. Единственность восстановления дифференциального
уравнения по двум спектрам. Борг [44] предложил иную постановку
обратной задачи: восстановить дифференциальный оператор по двум
спектрам краевых задач с общим дифференциальным уравнением
и одним общим краевым условием. Для определенности пусть общим
является краевое условие в точке x = 0.

Пусть {λn}n�0 и {μn}n�0 — собственные значения краевых задач
L и L1 соответственно (L1 определена в замечании 1.1.2). Рассмотрим
следующую обратную задачу.

З а д а ч а 1.2.2. По заданным двум спектрам {λn}n�0 и {μn}n�0
построить потенциал q(x) и коэффициенты h и H в краевых условиях.

Целью этого пункта является доказательство теоремы единствен-
ности решения задачи 1.2.2.

Те о р е м а 1.2.4. Если λn = λ̃n, μn = μ̃n, n � 0, то q(x) = q̃(x)
п. в. на (0,π), h = h̃ и H = H̃. Таким образом, задание двух спектров
{λn,μn}n�0 однозначно определяет потенциал и коэффициенты
краевых условий.

До к а з а т е л ь с т в о. В силу (1.1.26) и (1.1.28) характеристические
функции Δ(λ) и d(λ) однозначно определяются своими нулями, т. е.
при условиях теоремы 1.2.4 имеем

Δ(λ) ≡ Δ̃(λ), d(λ) ≡ d̃(λ).

Кроме того, из (1.1.13) и (1.1.29) вытекает

H = H̃, ĥ+ 1
2

π∫

0

q̂(x) dx = 0, (1.2.4)

где ĥ = h− h̃, q̂(x) = q(x) − q̃(x). Следовательно,

ϕ(π,λ) = ϕ̃(π,λ), ϕ′(π,λ) = ϕ̃′(π,λ). (1.2.5)

Так как −ϕ′′(x,λ) + q(x)ϕ(x,λ) = λϕ(x,λ), −ϕ̃′′(x,λ) + q̃(x)ϕ̃(x,λ) =
= λϕ̃(x,λ), то
π∫

0

q̂(x)ϕ(x,λ)ϕ̃(x,λ) dx =
∣∣∣π
0
(ϕ′(x,λ)ϕ̃(x,λ) − ϕ(x,λ)ϕ̃′(x,λ)),

q̂ := q − q̃.

2 В.А. Юрко
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Учитывая (1.2.4) и (1.2.5), вычисляем
π∫

0

q̂(x)
(
ϕ(x,λ)ϕ̃(x,λ) − 1

2

)
dx = 0. (1.2.6)

Покажем, что (1.2.6) влечет q̂ = 0. Для этого воспользуемся операто-
ром преобразования (1.1.54). Можно также использовать и оригиналь-
ный прием Борга, изложенный в § 1.6 и не связанный с операторами
преобразования.

Применяя (1.1.54), запишем функцию ϕ(x,λ)ϕ̃(x,λ) − 1
2
в виде

ϕ(x,λ)ϕ̃(x,λ) − 1
2

= 1
2

cos 2ρx+
x∫

0

(G(x, t) + G̃(x, t)) cos ρx cos ρt dt+

+
x∫

0

x∫

0

G(x, t)G̃(x, s) cos ρt cos ρs dtds = 1
2

cos 2ρx+ 1
2

x∫
−x

(G(x, t) +

+ G̃(x, t)) cos ρ(x− t) dt+ 1
4

x∫
−x

x∫
−x

G(x, t)G̃(x, s) cos ρ(t− s) dtds

(здесь G(x,−t) = G(x, t), G̃(x,−t) = G̃(x, t)). Замены переменных τ =
= (x− t)/2 и τ = (s− t)/2 соответственно дают

ϕ(x,λ)ϕ̃(x,λ) − 1
2

= 1
2

(
cos 2ρx+ 2

x∫

0

(G(x,x−2τ )+G̃(x,x− 2τ )) ×

× cos 2ρτ dτ +
x∫

−x

G̃(x, s)
((s+x)/2∫

(s−x)/2

G(x, s− 2τ ) cos 2ρτ dτ
)
ds
)
,

и, следовательно,

ϕ(x,λ)ϕ̃(x,λ) − 1
2

= 1
2

(
cos 2ρx+

x∫

0

V (x, τ ) cos2ρτ dτ
)
, (1.2.7)

где

V (x, τ ) = 2(G(x,x− 2τ ) + G̃(x,x− 2τ )) +

+
x∫

2τ−x

G̃(x, s)G(x, s− 2τ ) ds+
x−2τ∫
−x

G̃(x, s)G(x, s+ 2τ ) ds. (1.2.8)
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Подставляя (1.2.7) в (1.2.6) и меняя порядок интегрирования, получаем

π∫

0

(
q̂(τ ) +

π∫
τ

V (τ ,x)q̂(x) dx
)

cos 2ρτ dτ ≡ 0.

Следовательно,

q̂(τ ) +
π∫
τ

V (τ ,x)q̂(x) dx = 0.

Это однородное интегральное уравнение Вольтерра имеет только нуле-
вое решение, т. е. q̂(x) = 0 п. в. на (0,π). Отсюда и из (1.2.4) вытекает,
что h = h̃, H = H̃. �

З а м е ч а н и е 1.2.2. Ясно, что результат Борга остается также
верным и в случае, когда вместо {λn} и {μn} задаются спектры {λn}
и {λ0n} краевых задач L и L0 (L0 определена в замечании 1.1.2), т. е.
остается верным для следующей обратной задачи.

З а д ач а 1.2.3. По заданным спектрам {λn}n�0 и {λ0n}n�0 постро-
ить потенциал q(x) и коэффициенты h и H в краевых условиях.

Теорема единственности для задачи 1.2.3 имеет следующий вид.
Те ор ем а 1.2.5. Если λn = λ̃n, λ0n = λ̃0n, n � 0, то q(x) = q̃(x) п. в.

на (0,π), h = h̃ и H = H̃. Таким образом, задание двух спектров
{λn,λ0n}n�0 однозначно определяет потенциал и коэффициенты
краевых условий.

Отметим, что теорема 1.2.5 может быть сведена к теореме 1.2.4
заменой x→ π − x.

1.2.4. Функция Вейля. Пусть функция Φ(x,λ) является реше-
нием уравнения (1.1.1) при условиях U(Φ) = 1, V (Φ) = 0. Положим
M(λ) := Φ(0,λ). Функции Φ(x,λ) и M(λ) называются соответственно
решением Вейля и функцией Вейля для краевой задачи L. Функ-
ция Вейля впервые была введена Г. Вейлем (для случая операто-
ра Штурма–Лиувилля на полуоси); более подробное изложение см.
в [165]. Ясно, что

Φ(x,λ) = −ψ(x,λ)

Δ(λ)
= S(x,λ) +M(λ)ϕ(x,λ), (1.2.9)

M(λ) = −Δ0(λ)

Δ(λ)
, (1.2.10)

〈ϕ(x,λ),Φ(x,λ)〉 ≡ 1, (1.2.11)

где Δ0(λ) определена в замечании 1.1.2. Таким образом, функция
Вейля является мероморфной функцией с простыми полюсами в точках
λ = λn, n � 0.

2*
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Те о р е м а 1.2.6. Справедливо представление

M(λ) =
∞∑

n=0

1
αn(λ− λn)

. (1.2.12)

До к а з а т е л ь с т в о. Так как Δ0(λ) = ψ(0,λ), то из (1.1.10) вы-
текает, что |Δ0(λ)| � C exp(|τ |π). Тогда, используя (1.2.10) и (1.1.18),
получаем при достаточно большом ρ∗ > 0:

|M(λ)| � Cδ

|ρ| , ρ ∈ Gδ, |ρ| � ρ∗. (1.2.13)

Далее, опираясь на (1.2.10) и лемму 1.1.1, вычисляем

Res
λ=λn

M(λ) = −Δ0(λn)

Δ̇(λn)
= − βn

Δ̇(λn)
= 1
αn
. (1.2.14)

Рассмотрим контурный интеграл

JN (λ) = 1
2πi

∫

ΓN

M(μ)

λ− μ
dμ, λ ∈ intΓN .

В силу (1.2.13) имеем: lim
N→∞

JN (λ) = 0. С другой стороны, теорема

о вычетах и (1.2.14) дают

JN (λ) = −M(λ) +
N∑

n=0

1
αn(λ− λn)

,

и теорема 1.2.6 доказана. �
В этом пункте рассматривается следующая обратная задача.
З а д а ч а 1.2.4. По заданной функции Вейля M(λ) построить

L(q(x),h,H).
Докажем теорему единственности решения обратной задачи 1.2.4.

Те о р е м а 1.2.7. Если M(λ) = M̃(λ), то L = L̃. Таким образом,
задание функции Вейля однозначно определяет оператор.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Введем матрицу P (x,λ) = [Pjk(x,λ)]j,k=1, 2
по формуле

P (x,λ)
[
ϕ̃(x,λ) Φ̃(x,λ)
ϕ̃′(x,λ) Φ̃′(x,λ)

]
=
[
ϕ(x,λ) Φ(x,λ)
ϕ′(x,λ) Φ′(x,λ)

]
. (1.2.15)

Используя (1.2.11) и (1.2.15), вычисляем

Pj1(x,λ) = ϕ(j−1)(x,λ)Φ̃′(x,λ) − Φ(j−1)(x,λ)ϕ̃′(x,λ),

Pj2(x,λ) = Φ(j−1)(x,λ)ϕ̃(x,λ) − ϕ(j−1)(x,λ)Φ̃(x,λ),
(1.2.16)

ϕ(x,λ) = P11(x,λ)ϕ̃(x,λ) + P12(x,λ)ϕ̃′(x,λ),

Φ(x,λ) = P11(x,λ)Φ̃(x,λ) + P12(x,λ)Φ̃′(x,λ).
(1.2.17)
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Из (1.2.16), (1.2.9) и (1.2.11) вытекает

P11(x,λ)=1+ 1
Δ(λ)

(
ψ(x,λ)(ϕ̃′(x,λ)−ϕ′(x,λ))−ϕ(x,λ)(ψ̃′(x,λ)−ψ′(x,λ))

)
,

P12(x,λ) = 1
Δ(λ)

(
ϕ(x,λ)ψ̃(x,λ) − ψ(x,λ)ϕ̃(x,λ)

)
.

В силу (1.1.9), (1.1.10) и (1.1.18) это дает

|P11(x,λ) − 1| � Cδ

|ρ| , |P12(x,λ)| � Cδ

|ρ| , ρ ∈ Gδ, |ρ| � ρ∗, (1.2.18)

|P22(x,λ) − 1| � Cδ

|ρ| , |P21(x,λ)| � Cδ, ρ ∈ Gδ, |ρ| � ρ∗. (1.2.19)

Согласно (1.2.9) и (1.2.16) имеем

P11(x,λ) = ϕ(x,λ)S̃′(x,λ) − S(x,λ)ϕ̃′(x,λ) +

+ (M̃(λ) −M(λ)ϕ(x,λ)ϕ̃′(x,λ),

P12(x,λ) = S(x,λ)ϕ̃(x,λ) − ϕ(x,λ)S̃(x,λ) +

+ (M(λ) − M̃(λ))ϕ(x,λ)ϕ̃(x,λ).

Таким образом, если M(λ) ≡ M̃(λ), то при каждом фиксированном
x функции P11(x,λ) и P12(x,λ) являются целыми по λ. Вместе с
(1.2.18) это дает P11(x,λ) ≡ 1, P12(x,λ) ≡ 0. Подставляя в (1.2.17),
находим: ϕ(x,λ)≡ ϕ̃(x,λ), Φ(x,λ)≡ Φ̃(x,λ) при всех x и λ, и, следова-
тельно, L= L̃. �

Отметим, что идея использования отображений пространств ре-
шений дифференциальных уравнений для решения обратной задачи
принадлежит З.Л. Лейбензону [159, 160].

З а м е ч а н и е 1.2.3. Согласно (1.2.12) задание функции Вейля
M(λ) равносильно заданию спектральных данных {λn,αn}n�0. С дру-
гой стороны, в силу (1.2.10) нули и полюсы функции Вейля M(λ)
совпадают со спектрами краевых задач L и L0 соответственно. Поэтому
задание функции Вейля M(λ) равносильно заданию двух спектров:
{λn} и {λ0n}. Таким образом, обратные задачи восстановления уравне-
ния Штурма–Лиувилля по спектральным данным и по двум спектрам:
являются частными случаями обратной задачи 1.2.4 восстановления
уравнения Штурма–Лиувилля по заданной функции Вейля, и мы име-
ем несколько независимых методов доказательства теорем единствен-
ности. Функция Вейля является весьма естественной и удобной спек-
тральной характеристикой в теории обратных задач. Используя концеп-
цию функции Вейля и ее обобщения, можно формулировать и изучать
обратные задачи для различных классов операторов. Например, об-
ратная задача восстановления дифференциальных операторов высших
порядков по функциям Вейля исследовалась в [250]. Концепция функ-
ции Вейля будет использоваться в гл. 2 при исследовании операторов
Штурма–Лиувилля на полуоси, а также в гл. 3, 4 для других классов
операторов.
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§ 1.3. Метод оператора преобразования

В §§ 1.3–1.6 представлены различные методы конструктивного решения об-
ратных задач. В этом параграфе описывается метод Гельфанда–Левитана [(96,
164, 173)], в котором используются операторы преобразования, построенные в
§ 1.1. Метод позволяет получить алгоритм решения обратной задачи, а также
необходимые, достаточные условия ее разрешимости. Центральную роль в этом
методе играет линейное интегральное уравнение относительно ядра оператора
преобразования (см. теорему 1.3.1). Основные результаты параграфа содержат-
ся в теоремах 1.3.2, 1.3.4.

1.3.1. Вспомогательные утверждения. Для описания метода
нам потребуется несколько вспомогательных утверждений.

Л емм а 1.3.1. В банаховом пространстве B рассмотрим урав-
нения

(E +A0)y0 = f0, (E +A)y = f ,

где A и A0 — линейные ограниченные операторы, действующие из B
в B, и E — единичный оператор. Предположим, что существу-
ет линейный ограниченный оператор R0 := (E + A0)−1. Из этого,
в частности, следует, что уравнение (E + A0)y0 = f0 однозначно
разрешимо в B. Если ‖A − A0‖ � (2‖R0‖)−1, то существует линей-
ный ограниченный оператор R := (E +A)−1, причем

R = R0

(
E +

∞∑
k=1

((A0 −A)R0)k
)
, ‖R −R0‖ � 2‖R0‖2 ‖A−A0‖.

Кроме того, y и y0 удовлетворяют оценке

‖y − y0‖ � C0(‖A−A0‖ + ‖f − f0‖),
где C0 зависит только от ‖R0‖ и ‖f0‖.

Док а з а т е л ь с т в о. Имеем

E +A = (E +A0) + (A−A0) =
(
E + (A−A0)R0

)
(E +A0).

При условиях леммы ‖(A−A0)R0‖ � 1/2, и, следовательно, существу-
ет линейный ограниченный оператор

R := (E+A)−1 = R0

(
E + (A−A0)R0

)−1
= R0

(
E+

∞∑
k=1

((A0−A)R0)k
)
.

В частности, это дает: ‖R‖ � 2‖R0‖. Снова используя условие на ‖A−
−A0‖, выводим

‖R −R0‖ � ‖R0‖ ‖(A− A0)R0‖
1− ‖(A−A0)R0‖ � 2‖R0‖2‖A−A0‖.

Далее, y − y0 = Rf −R0f0 = (R−R0)f0 +R(f − f0), и, следовательно,
‖y − y0‖ � 2‖R0‖2‖f0‖‖A−A0‖ + 2‖R0‖‖f − f0‖. �
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Следующая лемма является очевидным следствием леммы 1.5.1.

Л емм а 1.3.2. Рассмотрим интегральное уравнение

y(t,α) +
b∫
a

A(t, s,α)y(s,α) ds = f(t,α), a � t � b, (1.3.1)

где A(t, s,α) и f(t,α) — непрерывные функции. Предположим, что
при некотором фиксированном α = α0 однородное уравнение

z(t) +
b∫
a

A0(t, s)z(s) ds = 0, A0(t, s) := A(t, s,α0),

имеет только нулевое решение. Тогда в окрестности точки α = α0
уравнение (1.3.1) имеет единственное решение y(t,α), которое
непрерывно по t и α. Более того, функция y(t,α) имеет ту же
гладкость, что и A(t, s,α), f(t,α).

Лемм а 1.3.3. Пусть функции ϕj(x,λ), j � 1, являются решени-
ями уравнений

−y′′ + qj(x)y = λy, qj(x) ∈ L2(0,π)

при условиях ϕj(0,λ) = 1, ϕ′
j(0,λ) = hj , и пусть ϕ(x,λ) — функция,

определенная в § 1.1. Если lim
j→∞

‖qj − q‖L2 = 0, lim
j→∞

hj = h, то

lim
j→∞

max
0�x�π

max
|λ|�r

|ϕj(x,λ) − ϕ(x,λ)| = 0.

Док а з а т е л ь с т в о. Нетрудно проверить дифференцированием,
что функция ϕj(x,λ) удовлетворяет интегральному уравнению

ϕj(x,λ) = ϕ(x,λ) + (hj − h)S(x,λ) +
x∫

0

g(x, t,λ)(qj(t) − q(t))ϕj(t,λ) dt,

где g(x, t,λ) = C(t,λ)S(x,λ) − C(x,λ)S(t,λ) — функция Грина задачи
Коши: −y′′ + q(x)y − λy = f , y(0) = y′(0) = 0. Зафиксируем r > 0.
Тогда при |λ| � r и x ∈ [0,π] имеем

|ϕj(x,λ) − ϕ(x,λ)| � C
(
|hj − h| + ‖qj − q‖L2 max

0�x�π
max
|λ|�r

|ϕj(x,λ)|
)
.

В частности, это дает: max
0�x�π

max
|λ|�r

|ϕj(x,λ)| � C, где C не зависит от j.

Поэтому

max
0�x�π

max
|λ|�r

|ϕj(x,λ)−ϕ(x,λ)| � C
(
|hj−h|+‖qj−q‖L2

)
→ 0 при j →∞.

Лемма 1.3.3 доказана. �
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Лемм а 1.3.4. Пусть даны числа {ρn, αn}n�0 вида

ρn = n+ ω

πn
+ κn

n
, αn = π

2
+ κn1

n
, {κn}, {κn1} ∈ l2, αn �= 0. (1.3.2)

Обозначим

a(x) =
∞∑

n=0

(
cos ρnx

αn
− cosnx

α0
n

)
, (1.3.3)

где α0n = π/2 при n > 0 и α0n = π при n = 0. Тогда a(x) ∈W 1
2 (0, 2π).

Док а з а т е л ь с т в о. Обозначим δn = ρn − n. Так как

cos ρnx

αn
− cosnx

α0
n

= 1

α0
n

(
cos ρnx− cosnx

)
+
(

1
αn

− 1

α0
n

)
cos ρnx,

cos ρnx− cosnx = cos(n+ δn)x− cosnx =

= − sin δnx sinnx− 2 sin2 δnx

2
cosnx =

= −δnx sinnx− (sin δnx− δnx) sinnx− 2 sin2 δnx

2
cosnx,

то преобразуем a(x) к виду: a(x) = A1(x) +A2(x), где

A1(x) = −ωx

π

∞∑
n=1

sinnx

n
= −ωx

π
· π − x

2
, 0 < x < 2π,

A2(x) =
∞∑

n=0

(
1
αn

− 1

α0
n

)
cos ρnx+ 1

π

(
cos ρ0x− 1

)
− x

∞∑
n=1

κn
sinnx

n
−

−
∞∑

n=1

(sin δnx− δnx) sinnx− 2
∞∑

n=1

sin2 δnx

2
cosnx. (1.3.4)

Так как
δn = O

(
1
n

)
,

1
αn

− 1

α0
n

= γn

n
, {γn} ∈ l2,

то ряды в (1.3.4) сходятся абсолютно и равномерно на [0, 2π], причем
A2(x) ∈W 1

2 (0, 2π). Следовательно, a(x) ∈W 1
2 (0, 2π). �

Аналогичным образом доказываются следующие более общие
утверждения.

Лемм а 1.3.5. Пусть даны числа {ρn, αn}n�0 вида (1.1.23). Тогда

a(x) ∈WN+1
2 (0, 2π).

Док а з а т е л ь с т в о. Подставляя (1.1.23) в (1.3.3), получаем ряды,
которые можно N + 1 раз почленно дифференцировать, а также сла-
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гаемые, представляющие собой произведения полиномов от x на ряды
вида ∞∑

n=1

sinnx

n2k+1
,

∞∑
n=1

cosnx

n2k
.

Дифференцируя эти ряды 2k и 2k − 1 раз соответственно, получаем
ряд ∞∑

n=1

sinnx

n
= π − x

2
, 0 < x < 2π.

�
Лемм а 1.3.6. Пусть даны числа {ρn, αn}n�0 вида (1.3.2). За-

фиксируем C0 > 0. Если числа {ρ̃n, α̃n}n�0, α̃n �= 0 удовлетворяют
условию

Ω :=
( ∞∑

n=0

((n+ 1)ξn)2
)1/2

� C0, ξn := |ρ̃n − ρn| + |α̃n − αn|,

то
â(x) :=

∞∑
n=0

(
cos ρ̃nx

α̃n
− cos ρnx

αn

)
∈W 1

2 (0, 2π), (1.3.5)

причем

max
0�x�2π

|â(x)| � C
∞∑

n=0

ξn, ‖â(x)‖W 1
2

� CΩ,

где C зависит от {ρn, αn}n�0 и C0.

До к а з а т е л ь с т в о. Очевидно, что
∑∞

n=0 ξn � CΩ. Запишем
(1.3.5) в виде

â(x) :=
∞∑

n=0

((
1
α̃n

− 1
αn

)
cos ρnx+ 1

α̃n

(
cos ρ̃nx− cos ρnx

))
=

=
∞∑

n=0

(
αn − α̃n

α̃nαn
cos ρnx+ 2

α̃n
sin (ρn − ρ̃n)x

2
sin (ρn + ρ̃n)x

2

)
.

Эти ряды сходятся абсолютно и равномерно, â(x) — непрерывная функ-
ция, причем |â(x)| � C

∑∞
n=0 ξn. Дифференцируя (1.3.5), вычисляем

аналогично

â′(x) := −
∞∑

n=0

(
ρ̃n sin ρ̃nx

α̃n
− ρn sin ρnx

αn

)
=

= −
∞∑

n=0

((
ρ̃n

α̃n
− ρn

αn

)
sin ρnx+ ρ̃n

α̃n

(
sin ρ̃nx− sin ρnx

))
=
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=
∞∑

n=0

(
α̃nρn − αnρ̃n

α̃nαn
sin ρnx+ 2ρ̃n

α̃n
sin (ρn − ρ̃n)x

2
cos (ρn + ρ̃n)x

2

)
=

=
∞∑

n=0

(
α̃nρn − αnρ̃n

α̃nαn
sin ρnx+ x

ρ̃n

α̃n
(ρn − ρ̃n) cos (ρn + ρ̃n)x

2
+

+ ρ̃n

α̃n

(
2 sin (ρn − ρ̃n)x

2
− x(ρn − ρ̃n)

)
cos (ρn + ρ̃n)x

2

)
= A1(x) +A2(x),

где

A1(x) =
∞∑

n=0

α̃nρn − αnρ̃n

α̃nαn
sin ρnx+ x

∞∑
n=0

ρ̃n

α̃n

(
ρn − ρ̃n

)
cos ρnx, (1.3.6)

A2(x) =
∞∑

n=0

ρ̃n

α̃n

(
2 sin (ρn − ρ̃n)x

2
− x(ρn − ρ̃n)

)
cos (ρn + ρ̃n)x

2
+

+ x
∞∑

n=0

ρ̃n

α̃n
(ρn − ρ̃n)

(
cos (ρn + ρ̃n)x

2
− cos ρnx

)
. (1.3.7)

Ряды в (1.3.7) сходятся абсолютно и равномерно, причем

|A2(x)| � C
∞∑

n=0

|ρn − ρ̃n|.

Ряды в (1.3.6) сходятся в L2(0, 2π) и ‖A1(x)‖L2(0,2π) � CΩ. Используя
эти оценки, получаем утверждения леммы. �

1.3.2. Восстановление дифференциального оператора по спек-
тральным данным. Рассмотрим краевую задачу L = L(q(x),h,H).
Пусть {λn, αn}n�0 — спектральные данные L, ρn =

√
λn . Будем ре-

шать обратную задачу восстановления L по заданным спектральным
данным {λn, αn}n�0. В § 1.1 было показано, что спектральные данные
обладают следующими свойствами:

ρn = n+ ω

πn
+ κn

n
, αn = π

2
+ κn1

n
, {κn}, {κn1} ∈ �2, (1.3.8)

αn > 0, λn �= λm (n �= m). (1.3.9)

Более точно:

κn = 1
2π

π∫

0

q(t) cos 2nt dt+O
(
1
n

)
,

κn1 = −1
2

π∫

0

(π − t)q(t) sin 2nt dt+O
(
1
n

)
,
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т. е. главные части зависят линейно от потенциала.
Рассмотрим функцию

F (x, t) =
∞∑

n=0

(
cos ρnx cos ρnt

αn
− cosnx cosnt

α0
n

)
, (1.3.10)

где α0n = π/2 при n > 0 и α0n = π при n = 0. Так как F (x, t) = (a(x+
+ t) + a(x − t))/2, то в силу леммы 1.3.4 функция F (x, t) является

непрерывной, и
d

dx
F (x,x) ∈ L2(0,π).

Те о р е м а 1.3.1. При каждом фиксированном x ∈ (0,π] ядро
G(x, t) из представления (1.1.54) удовлетворяет линейному инте-
гральному уравнению

G(x, t) + F (x, t) +
x∫

0

G(x, s)F (s, t) ds = 0, 0 < t < x. (1.3.11)

Это уравнение называется уравнением Гельфанда–Левитана.
Таким образом, теорема 1.3.1 позволяет свести нашу обратную

задачу к решению уравнения (1.3.11). Отметим, что (1.3.11) является
интегральным уравнением Фредгольма с параметром x.

До к а з а т е л ь с т в о. Разрешая соотношение (1.1.54) относительно
cos ρx, получаем

cos ρx = ϕ(x,λ) +
x∫

0

H(x, t)ϕ(t,λ) dt, (1.3.12)

где H(x, t) — непрерывная функция. Используя (1.1.54) и (1.3.12),
вычисляем

N∑
n=0

ϕ(x,λn) cos ρnt

αn
=

N∑
n=0

(
cos ρnx cos ρnt

αn
+ cos ρnt

αn

x∫

0

G(x, s) cosρns ds
)
,

N∑
n=0

ϕ(x,λn) cos ρnt

αn
=

N∑
n=0

(
ϕ(x,λn)ϕ(t,λn)

αn
+ϕ(x,λn)

αn

t∫

0

H(t, s)ϕ(s,λn) ds
)
.

Это дает

ΦN (x, t) = IN1(x, t) + IN2(x, t) + IN3(x, t) + IN4(x, t),

где

ΦN (x, t) =
N∑

n=0

(
ϕ(x,λn)ϕ(t,λn)

αn
− cosnx cosnt

α0
n

)
,
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IN1(x, t) =
N∑

n=0

(
cos ρnx cos ρnt

αn
− cosnx cosnt

α0
n

)
,

IN2(x, t) =
N∑

n=0

cosnt

α0
n

x∫

0

G(x, s) cosns ds,

IN3(x, t) =
N∑

n=0

x∫

0

G(x, s)
(

cos ρnt cos ρns

αn
− cosnt cosns

α0
n

)
ds,

IN4(x, t) = −
N∑

n=0

ϕ(x,λn)

αn

t∫

0

H(t, s)ϕ(s,λn) ds.

Пусть f(x) ∈ AC[0,π]. Согласно теореме 1.1.5

lim
N→∞

max
0�x�π

π∫

0

f(t)ΦN (x, t) dt = 0.

Кроме того, равномерно по x ∈ [0,π]:

lim
N→∞

π∫

0

f(t)IN1(x, t) dt =
π∫

0

f(t)F (x, t) dt,

lim
N→∞

π∫

0

f(t)IN2(x, t) dt =
x∫

0

f(t)G(x, t) dt,

lim
N→∞

π∫

0

f(t)IN3(x, t) dt =
π∫

0

f(t)
(x∫

0

G(x, s)F (s, t) ds
)
dt,

lim
N→∞

π∫

0

f(t)IN4(x, t) dt =

= − lim
N→∞

N∑
n=0

ϕ(x,λn)

αn

π∫

0

ϕ(s,λn)
(π∫

s

H(t, s)f(t) dt
)
ds =

= −
π∫
x

f(t)H(t,x) dt.
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Доопределим G(x, t) = H(x, t) = 0 при x < t. В силу произвольности
f(x) приходим к соотношению

G(x, t) + F (x, t) +
x∫

0

G(x, s)F (s, t) ds−H(t,x) = 0.

При t < x это дает (1.3.11). �
Следующая теорема, которая является основным результатом § 1.3,

дает алгоритм решения обратной задачи и необходимые и достаточные
условия ее разрешимости.

Т е о р е м а 1.3.2. Для того чтобы вещественные числа
{λn, αn}n�0 были спектральными данными для некоторой краевой
задачи L(q(x),h,H) вида (1.1.1)–(1.1.2) с q(x) ∈ L2(0,π), необходимо
и достаточно, чтобы выполнялись соотношения (1.3.8), (1.3.9).
Кроме того, q(x) ∈ WN

2 тогда и только тогда, когда имеет место
(1.1.23). Краевая задача строится по следующему алгоритму.

А л г о р и т м 1.3.1. (i) По заданным числам {λn, αn}n�0 строим
функцию F (x, t) по формуле (1.3.10).
(ii) Находим функцию G(x, t) из уравнения (1.3.11).

(iii) Вычисляем q(x), h и H по формулам

q(x) = 2
d

dx
G(x,x), h = G(0, 0), (1.3.13)

H = ω − h− 1
2

π∫

0

q(t) dt. (1.3.14)

Необходимость условий теоремы 1.3.2 доказана выше; здесь мы до-
кажем достаточность. Пусть заданы вещественные числа {λn, αn}n�0
вида (1.3.8)–(1.3.9). Построим функцию F (x, t) по формуле (1.3.10)
и рассмотрим уравнение (1.3.11).

Л ем м а 1.3.7. При каждом фиксированном x ∈ (0,π] уравнение
(1.3.11) имеет единственное решение G(x, t) в L2(0,x).

Док а з а т е л ь с т в о. Так как (1.3.11) является уравнением Фред-
гольма второго рода, то достаточно доказать, что однородное уравнение

g(t) +
x∫

0

F (s, t)g(s) ds = 0 (1.3.15)

имеет только нулевое решение g(t) = 0.
Пусть g(t) — решение уравнения (1.3.15). Тогда

x∫

0

g2(t) dt+
x∫

0

x∫

0

F (s, t)g(s)g(t) dsdt = 0,
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или
x∫

0

g2(t) dt+
∞∑

n=0

1
αn

(x∫

0

g(t) cos ρnt dt
)2

−
∞∑

n=0

1

α0
n

(x∫

0

g(t) cosnt dt
)2

= 0.

Используя равенство Парсеваля
x∫

0

g2(t) dt =
∞∑

n=0

1

α0
n

(x∫

0

g(t) cosnt dt
)2

для функции g(t), продолженной нулем при t > x, получаем

∞∑
n=0

1
αn

(x∫

0

g(t) cos ρnt dt
)2

= 0.

Так как αn > 0, то
x∫

0

g(t) cos ρnt dt = 0, n � 0.

Система функций {cos ρnt}n�0 полна в L2(0,π) (см. утверждение 1.6.6
§ 1.6), и, следовательно, g(t) = 0. Лемма 1.3.7 доказана. �

Вернемся к доказательству теоремы 1.3.2. Пусть G(x, t) — решение
уравнения (1.3.11). Замена t→ tx, s→ sx в (1.3.11) дает

F (x,xt) +G(x,xt) + x

1∫

0

G(x,xs)F (xt,xs) ds = 0, 0 � t � 1. (1.3.16)

Из (1.3.11), (1.3.16) и леммы 1.3.2 вытекает, что функция G(x, t)
является непрерывной и имеет ту же гладкость, что и функция F (x, t).

В частности,
d

dx
G(x,x) ∈ L2(0,π). Построим функцию ϕ(x,λ) по фор-

муле (1.1.54), а также функцию q(x) и число h по формулам (1.3.13).

Л емм а 1.3.8. Справедливы соотношения

−ϕ′′(x,λ) + q(x)ϕ(x,λ) = λϕ(x,λ), (1.3.17)

ϕ(0,λ) = 1, ϕ′(0,λ) = h. (1.3.18)

Д о к а з а т е л ь с т в о. 1) Предположим сначала, что a(x) ∈
∈W 2

2 (0, 2π), где a(x) определена в (1.3.3). Дифференцируя тождество

J(x, t) := F (x, t) +G(x, t) +
x∫

0

G(x, s)F (s, t) ds ≡ 0, (1.3.19)
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вычисляем

Jt(x, t) = Ft(x, t) +Gt(x, t) +
x∫

0

G(x, s)Ft(s, t) ds = 0, (1.3.20)

Jtt(x, t) = Ftt(x, t) +Gtt(x, t) +
x∫

0

G(x, s)Ftt(s, t) ds = 0, (1.3.21)

Jxx(x, t) = Fxx(x, t) +Gxx(x, t) + dG(x,x)
dx

F (x, t) +G(x,x)Fx(x, t) +

+ ∂G(x, t)
∂x

∣∣∣t=x
F (x, t) +

x∫

0

Gxx(x, s)F (s, t) ds = 0. (1.3.22)

В силу (1.3.10) Ftt(s, t) = Fss(s, t) и Ft(x, t)|t=0 = 0. Отсюда
и из (1.3.20) при t = 0 выводим

∂G(x, t)
∂t

∣∣∣t=0
= 0. (1.3.23)

Кроме того, интегрирование по частям в (1.3.21) дает

Jtt(x, t) = Ftt(x, t) +Gtt(x, t) +G(x,x)∂F (s, t)
∂s

∣∣∣s=x
−

− ∂G(x, s)
∂s

∣∣∣s=x
F (x, t) +

x∫

0

Gss(x, s)F (s, t) ds = 0. (1.3.24)

Из (1.3.19), (1.3.22), (1.3.24) и тождества

Jxx(x, t) − Jtt(x, t) − q(x)J(x, t) ≡ 0

вытекает

(Gxx(x, t) −Gtt(x, t) − q(x)G(x, t)) +
x∫

0

(Gxx(x, s) −

−Gss(x, s) − q(x)G(x, s))F (s, t) ds ≡ 0.

Согласно лемме 1.3.7 это однородное уравнение имеет только нулевое
решение, т. е.

Gxx(x, t) −Gtt(x, t) − q(x)G(x, t) = 0, 0 < t < x. (1.3.25)
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Дифференцируя (1.1.54) дважды, вычисляем

ϕ′(x,λ) = −ρ sin ρx+G(x,x) cosρx+
x∫

0

Gx(x, t) cos ρt dt, (1.3.26)

ϕ′′(x,λ) = −ρ2 cos ρx−G(x,x)ρ sin ρx+

+
(
dG(x, x)
dx

+ ∂G(x, t)
∂x

∣∣∣t=x

)
cos ρx+

x∫

0

Gxx(x, t) cos ρt dt. (1.3.27)

С другой стороны, интегрируя дважды по частям, получаем

λϕ(x,λ) = ρ2 cos ρx+ ρ2
x∫

0

G(x, t) cosρt dt =

= ρ2 cos ρx+G(x,x)ρ sin ρx+ ∂G(x, t)
∂t

∣∣∣t=x
cos ρx− ∂G(x, t)

∂t
∣∣∣t=0

−

−
x∫

0

Gtt(x, t) cos ρt dt.

Вместе с (1.1.54) и (1.3.27) это дает

ϕ′′(x,λ) + λϕ(x,λ) − q(x)ϕ(x,λ) =
(
2
dG(x, x)
dx

− q(x)
)

cos ρx−

− ∂G(x, t)
∂t

∣∣∣t=0
+

x∫

0

(Gxx(x, t) −Gtt(x, t) − q(x)G(x, t)) cosρt dt.

Отсюда, учитывая (1.3.13), (1.3.23) и (1.3.25), приходим к (1.3.17).
Соотношения (1.3.18) следуют из (1.1.54) и (1.3.26) при x = 0.

2) Рассмотрим теперь общий случай, когда выполняются соотно-
шения (1.3.8), (1.3.9). Тогда, согласно лемме 1.3.4, a(x) ∈ W 1

2 (0, 2π).
Через ϕ̃(x,λ) обозначим решение уравнения (1.1.1) при условиях
ϕ̃(0,λ) = 1, ϕ̃′(0,λ) = h. Наша цель — доказать, что ϕ̃(x,λ) ≡ ϕ(x,λ).

Выберем числа {ρn,(j), αn,(j)}n�0, j � 1, вида

ρn,(j) = n+ ω

πn
+

κn,(j)

n2
, αn,(j) = π

2
+
ωn,(j)

n2
+

κn1,(j)

n2
,

{κn,(j)}, {κn1,(j)} ∈ �2,
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так, что при j → ∞

Ωj :=
( ∞∑

n=0

|(n+ 1)ξn,(j)|2
)1/2

→ 0, ξn,(j) := |ρn,(j) − ρn|+ |αn,(j) − αn|.

Обозначим

aj(x) :=
∞∑

n=0

(
cos ρn,(j)x

αn,(j)
− cosnx

α0
n

)
, j � 1.

В силу леммы 1.3.5 aj(x) ∈ W 2
2 (0, 2π). Пусть Gj(x, t) — решение

уравнения Гельфанда–Левитана:

Gj(x, t) + Fj(x, t) +
x∫

0

Gj(x, s)Fj(s, t) ds = 0, 0 < t < x,

где Fj(x, t) = (aj(x+ t) + aj(x− t))/2. Положим

qj(x) := 2
d

dx
Gj(x,x), hj := Gj(0, 0),

ϕj(x,λ) = cos ρx+
x∫

0

Gj(x, t) cos ρt dt. (1.3.28)

Так как aj(x) ∈ W 2
2 (0, 2π), то из первой части доказательства леммы

1.3.8 вытекает

−ϕ′′
j (x,λ) + qj(x)ϕj(x,λ) = λϕj(x,λ), ϕj(0,λ) = 1, ϕ′

j(0,λ) = hj .

Далее, в силу леммы 1.3.6, имеем: lim
j→∞

‖aj(x) − a(x)‖W 1
2

= 0. Отсюда

с учетом леммы 1.3.1 получаем

lim
j→∞

max
0�t�x�π

|Gj(x, t) −G(x, t)| = 0, (1.3.29)

lim
j→∞

‖qj − q‖L2 = 0, lim
j→∞

hj = h. (1.3.30)

Из (1.3.11), (1.5.28) и (1.5.29) вытекает

lim
j→∞

max
0�x�π

max
|λ|�r

|ϕj(x,λ) − ϕ(x,λ)| = 0.

С другой стороны, согласно лемме 1.3.3 и (1.3.30) имеем

lim
j→∞

max
0�x�π

max
|λ|�r

|ϕj(x,λ) − ϕ̃(x,λ)| = 0.

Следовательно, ϕ̃(x,λ) ≡ ϕ(x,λ), и лемма 1.3.8 доказана. �
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Лемм а 1.3.9. Справедливо соотношение

H(x, t) = F (x, t) +
t∫

0

G(t,u)F (x,u) du, 0 � t � x, (1.3.31)

где функция H(x, t) определена в (1.3.12).

Д о к а з а т е л ь с т в о. 1) Предположим сначала, что a(x) ∈
∈W 2

2 (0, 2π). Дифференцируя (1.3.12) дважды, вычисляем

−ρ sin ρx = ϕ′(x,λ) +H(x,x)ϕ(x,λ) +
x∫

0

Ht(x, t)ϕ(t,λ) dt, (1.3.32)

−ρ2 cos ρx = ϕ′′(x,λ) +H(x,x)ϕ′(x,λ) +

+
(
dH(x,x)

dx
+ ∂H(x, t)

∂x
∣∣∣t=x

)
ϕ(x,λ) +

x∫

0

Hxx(x, t)ϕ(t,λ) dt. (1.3.33)

С другой стороны, из (1.5.12) и (1.5.17) вытекает

−ρ2 cos ρx = ϕ′′(x,λ) − q(x)ϕ(x,λ) +
x∫

0

H(x, t)(ϕ′′(t,λ) − q(t)ϕ(t,λ)) dt.

Интегрируя дважды по частям и используя (1.3.18), выводим

−ρ2 cos ρx=ϕ′′(x,λ)+H(x,x)ϕ′(x,λ)−
(
∂H(x, t)

∂t
∣∣∣t=x

+q(x)
)
ϕ(x,λ)+

+
(
∂H(x, t)

∂t
∣∣∣t=0

− hH(x, 0)
)

+
x∫

0

(Htt(x, t) − q(t)H(x, t))ϕ(t,λ) dt.

Вместе с (1.3.33) и
dH(x,x)

dx
=
(
∂H(x, t)
∂x

+ ∂H(x, t)
∂t

)∣∣∣t=x
это дает

b0(x) + b1(x)ϕ(x,λ) +
x∫

0

b(x, t)ϕ(t,λ) dt = 0, (1.3.34)

где

b0(x) :=−
(
∂H(x, t)

∂t
∣∣∣t=0

−hH(x, 0)
)
, b1(x) :=2

dH(x,x)
dx

+q(x),

b(x, t) := Hxx(x, t) −Htt(x, t) + q(t)H(x, t).
(1.3.35)
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Подставляя (1.1.54) в (1.3.34), получаем

b0(x) + b1(x) cos ρx+
x∫

0

B(x, t) cos ρt dt = 0, (1.3.36)

где

B(x, t) = b(x, t) + b1(x)G(x, t) +
x∫
t

b(x, s)G(s, t) ds. (1.3.37)

Из (1.3.36) при ρ =
(
n+ 1

2

)
π

x
вытекает

b0(x) +
x∫

0

B(x, t) cos
(
n+ 1

2

)
πt

x
dt = 0.

По лемме Римана–Лебега интеграл здесь стремится к нулю при n →
→ ∞; поэтому b0(x) = 0. Далее, полагая в (1.3.36) ρ = 2nπ

x
, получаем

b1(x) +
x∫

0

B(x, t) cos 2nπt
x

dt = 0,

и, следовательно, b1(x) = 0. Тогда (1.3.36) принимает вид
x∫

0

B(x, t) cos ρt dt = 0, ρ ∈ C,

откуда вытекает, что B(x, t) = 0. Поэтому (1.3.37) приводит к соотно-
шению

b(x, t) +
x∫
t

b(x, s)G(s, t) ds = 0,

и, следовательно, b(x, t) = 0. Полагая в (1.3.32) x = 0, получаем

H(0, 0) = −h. (1.3.38)

Так как b0(x) = b1(x) = b(x, t) = 0, то из (1.3.35) и (1.3.38) заключаем,
что функция H(x, t) является решением следующей краевой задачи:

Hxx(x, t) −Htt(x, t) + q(t)H(x, t) = 0, 0 � t � x,

H(x,x) = −h− 1
2

x∫

0

q(t) dt, ∂H(x, t)
∂t

∣∣∣t=0
− hH(x, 0) = 0.

(1.3.39)

Верно также и обратное утверждение, а именно: если функция
H(x, t) удовлетворяет (1.3.39), то верно (1.3.12).
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В самом деле, обозначим

γ(x,λ) := ϕ(x,λ) +
x∫

0

H(x, t)ϕ(t,λ) dt.

Аналогично вышеизложенному вычисляем

γ′′(x,λ)+λγ(x,λ)=
(
2
dH(x,x)
dx

+q(x)
)
ϕ(x,λ)−

(
∂H(x, t)
∂t

∣∣∣t=0 − hH(x, 0)
)

+

+
x∫

0

(Hxx(x, t) −Htt(x, t) + q(t)H(x, t))ϕ(t,λ) dt.

В силу (1.3.39) это дает: γ′′(x,λ) + λγ(x,λ) = 0. Ясно, что γ(0,λ) = 1,
γ′(0,λ) = 0. Следовательно, γ(x,λ) = cos ρx, т. е. верно (1.3.12).

Обозначим

H̃(x, t) := F (x, t) +
t∫

0

G(t,u)F (x,u) du. (1.3.40)

Покажем, что функция H̃(x, t) удовлетворяет (1.3.39).
(i) Дифференцируя (1.3.40) по t и полагая t = 0, получаем

∂H̃(x, t)
∂t

∣∣∣t=0
= G(0, 0)F (x, 0) = hF (x, 0).

Так как H̃(x, 0) = F (x, 0), то это дает

∂H̃(x, t)
∂t

∣∣∣t=0
− hH̃(x, 0) = 0.

(ii) Из (1.1.54) и (1.3.40) вытекает

H̃(x,x) = F (x,x) +
x∫

0

G(x,u)F (x,u) du = −G(x,x),

т. е. согласно (1.3.13)

H̃(x,x) = −h− 1
2

x∫

0

q(t) dt.
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(iii) Снова используя (1.3.40), вычисляем

H̃tt(x, t) = Ftt(x, t) + dG(t, t)
dt

F (x, t) +G(t, t)Ft(x, t) +

+ ∂G(t,u)
∂t

∣∣∣u=t
F (x, t) +

t∫

0

Gtt(t,u)F (x,u) du,

H̃xx(x, t) = Fxx(x, t) +
t∫

0

G(t,u)Fxx(x,u) du =

= Fxx(x, t) +
t∫

0

G(t,u)Fuu(x,u) du = Fxx(x, t) +G(t, t)Ft(x, t) −

− ∂G(t,u)
∂u

∣∣∣u=t
F (x, t) +

t∫

0

Guu(t,u)F (x,u) du.

Следовательно,

H̃(x, t) − H̃tt(x, t) + q(t)H̃(x, t) =
(
q(t) − 2

dG(t, t)
dt

)
F (x, t) −

−
t∫

0

(Gtt(t,u) −Guu(t,u) − q(t)G(t,u)) dt.

В силу (1.3.13) и (1.3.25) это дает

H̃xx(x, t) − H̃tt(x, t) + q(t)H̃(x, t) = 0.

Так как H̃(x, t) удовлетворяет (1.3.39), то, как было показано выше,

cos ρx = ϕ(x,λ) +
x∫

0

H̃(x, t)ϕ(t,λ) dt.

Сравнивая это соотношение с (1.3.12), заключаем, что
x∫

0

(H̃(x, t) −H(x, t))ϕ(t,λ) dt = 0 при всех λ,

т. е. H̃(x, t) = H(x, t).
2) Рассмотрим теперь общий случай, когда выполняются соотноше-

ния (1.3.8), (1.3.9). Тогда a(x) ∈ W 1
2 (0, 2π). Повторяя рассуждения из
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доказательства леммы 1.3.8, построим числа {ρn,(j), αn,(j)}n�0, j � 1,
и функции aj(x) ∈W 2

2 (0, 2π), j � 1, такие, что

lim
j→∞

‖aj(x) − a(x)‖W 1
2

= 0.

Тогда
lim

j→∞
max

0�t�x�π
|Fj(x, t) − F (x, t)| = 0,

и верно (1.3.29). Аналогично

lim
j→∞

max
0�t�x�π

|Hj(x, t) −H(x, t)| = 0.

Выше было доказано, что

Hj(x, t) = Fj(x, t) +
t∫

0

Gj(t,u)Fj(x,u) du.

При j → ∞ приходим к (1.3.31), и лемма 1.3.9 доказана. �
Лемм а 1.3.10. Для каждой функции g(x) ∈ L2(0,π) имеет место

соотношение
π∫

0

g2(x) dx =
∞∑

n=0

1
αn

(π∫

0

g(t)ϕ(t,λn) dt
)2
. (1.3.41)

До к а з а т е л ь с т в о. Обозначим

Q(λ) :=
π∫

0

g(t)ϕ(t,λ) dt.

С учетом (1.1.54) преобразуем Q(λ) к виду

Q(λ) =
π∫

0

h(t) cos ρt dt,

где

h(t) = g(t) +
π∫
t

G(s, t)g(s) ds. (1.3.42)

Аналогично с учетом (1.5.12) имеем

g(t) = h(t) +
π∫
t

H(s, t)h(s) ds. (1.3.43)
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Используя (1.3.42), вычисляем

π∫

0

h(t)F (x, t) dt =
π∫

0

(
g(t) +

π∫
t

G(u, t)g(u) du
)
F (x, t) dt =

=
π∫

0

g(t)
(
F (x, t) +

t∫

0

G(t,u)F (x,u) du
)
dt =

=
x∫

0

g(t)
(
F (x, t) +

t∫

0

G(t,u)F (x,u) du
)
dt+

+
π∫
x

g(t)
(
F (x, t) +

t∫

0

G(t,u)F (x,u) du
)
dt.

Отсюда, в силу (1.3.31) и (1.3.11), выводим
π∫

0

h(t)F (x, t) dt =
x∫

0

g(t)H(x, t) dt−
π∫
x

g(t)G(t,x) dt. (1.3.44)

Из (1.3.10) и равенства Парсеваля вытекает

π∫

0

h2(t) dt+
π∫

0

π∫

0

h(x)h(t)F (x, t) dxdt =

=
π∫

0

h2(t) dt+
∞∑

n=0

(
1
αn

(π∫

0

h(t) cos ρnt dt
)2

− 1

α0
n

(π∫

0

h(t) cosnt dt
)2)

=

=
∞∑

n=0

Q2(n2)

α0
n

+
∞∑

n=0

(
Q2(λn)

αn
− Q2(n2)

α0
n

)
=

∞∑
n=0

Q2(λn)

αn
.

Используя (1.3.44), получаем

∞∑
n=0

Q2(λn)

αn
=

π∫

0

h2(t) dt+
π∫

0

h(x)
(x∫

0

g(t)H(x, t) dt
)
dx−

−
π∫

0

h(x)
(π∫

x

g(t)G(t,x) dt
)
dx =

π∫

0

h2(t) dt+
π∫

0

g(t)
(π∫

t

H(x, t)h(x) dx
)
dt−

−
π∫

0

h(x)
(π∫

x

g(t)G(t,x) dt
)
dx.
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В силу (1.3.42) и (1.3.43) заключаем, что

∞∑
n=0

Q2(λn)

αn
=

π∫

0

h2(t) dt+
π∫

0

g(t)(g(t) − h(t)) dt−

−
π∫

0

h(x)(h(x)− g(x)) dx =
π∫

0

g2(t) dt,

т. е. верно (1.3.41). �
След с т в и е 1.3.1. Для любых функций f(x), g(x) ∈ L2(0,π) име-

ет место равенство
π∫

0

f(x)g(x) dx =
∞∑

n=0

1
αn

π∫

0

f(t)ϕ(t,λn) dt
π∫

0

g(t)ϕ(t,λn) dt. (1.3.45)

В самом деле, (1.3.45) следует из соотношения (1.3.41), применен-
ного к функции f + g.

Лемм а 1.3.11. Справедливо соотношение
π∫

0

ϕ(t,λk)ϕ(t,λn) dt =
{

0, n �= k,
αn, n = k.

(1.3.46)

До к а з а т е л ь с т в о. 1) Пусть f(x) ∈W 2
2 [0,π]. Рассмотрим ряд

f∗(x) =
∞∑

n=0

cnϕ(x,λn), (1.3.47)

где

cn := 1
αn

π∫

0

f(x)ϕ(x,λn) dx. (1.3.48)

Используя лемму 1.3.8 и интегрирование по частям, вычисляем

cn = 1
αnλn

π∫

0

f(x)
(
−ϕ′′(x,λn) + q(x)ϕ(x,λn)

)
dx =

= 1
αnλn

(
hf(0) − f ′(0) + ϕ(π,λn)f ′(π) − ϕ′(π,λn)f(π) +

+
π∫

0

ϕ(x,λn)(−f ′′(x) + q(x)f(x)) dx
)
.
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Применяя асимптотические формулы (1.3.8) и (1.1.15), нетрудно убе-
диться, что при n→ ∞

cn = O
(
1

n2

)
, ϕ(x,λn) = O(1)

равномерно по x ∈ [0,π]. Следовательно, ряд (1.3.47) сходится абсо-
лютно и равномерно на [0,π]. Согласно (1.3.45) и (1.3.48) имеем

π∫

0

f(x)g(x) dx =
∞∑

n=0

cn

π∫

0

g(t)ϕ(t,λn) dt =

=
π∫

0

g(t)
∞∑

n=0

cnϕ(t,λn) dt =
π∫

0

g(t)f∗(t) dt.

В силу произвольности g(x) заключаем, что f∗(x) = f(x), т. е.

f(x) =
∞∑

n=0

cnϕ(x,λn). (1.3.49)

2) Зафиксируем k � 0 и положим f(x) = ϕ(x,λk). Тогда в силу
(1.3.49)

ϕ(x,λk) =
∞∑

n=0

cnkϕ(x,λn), cnk = 1
αn

π∫

0

ϕ(x,λk)ϕ(x,λn) dx.

Далее, система функций {cos ρnx}n�0 является минимальной
в L2(0,π) (см. утверждение 1.6.6), и, следовательно, в силу
(1.1.54), система функций {ϕ(x,λn)}n�0 также является минимальной
в L2(0,π). Поэтому cnk = δnk (δnk — символ Кронекера), и приходим
к (1.3.46). Лемма 1.3.11 доказана. �

Лемм а 1.3.12. При всех n,m � 0 имеет место равенство

ϕ′(π,λn)

ϕ(π,λn)
= ϕ′(π,λm)

ϕ(π,λm)
. (1.3.50)

До к а з а т е л ь с т в о. Из (1.1.34) вытекает

(λn−λm)
π∫

0

ϕ(x,λn)ϕ(x,λm)dx =
(
ϕ(x,λn)ϕ′(x,λm)−ϕ′(x,λn)ϕ(x,λm)

)∣∣∣π
0
.

Учитывая (1.3.46), получаем

ϕ(π,λn)ϕ′(π,λm) − ϕ′(π,λn)ϕ(π,λm) = 0. (1.3.51)

Ясно, что ϕ(π,λn) �= 0 при всех n � 0. В самом деле, если бы
ϕ(π,λm) = 0 при некотором m, то ϕ′(π,λm) �= 0 и, в силу (1.3.51),
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ϕ(π,λn) = 0 при всех n, что невозможно, так как ϕ(π,λn) = (−1)n +

+O
(
1
n

)
.

Так как ϕ(π,λn) �= 0 при всех n � 0, то (1.3.50) следует из (1.3.51).
Лемма 1.3.12 доказана. �

Обозначим H̃ = −ϕ′(π,λn)(ϕ(π,λn))−1. Отметим, что согласно
(1.3.50) H̃ не зависит от n. Тогда

ϕ′(π,λn) + H̃ϕ(π,λn) = 0, n � 0.

Вместе с леммой 1.3.8 и (1.3.46) это дает, что числа {λn,αn}n�0
являются спектральными данными для построенной краевой задачи
L(q(x),h, H̃). Ясно, что H̃ = H, где H определяется по формуле
(1.3.14). Тем самым теорема 1.3.2 доказана. �

Прим е р 1.3.1. Пусть λn = n2 (n � 0), αn = π/2 (n � 1), и пусть

α0 > 0 — произвольное положительное число. Обозначим a := 1
α0

− 1
π
.

Воспользуемся алгоритмом 1.3.1:
1) согласно (1.3.10) F (x, t) ≡ a;
2) решая уравнение (1.3.11), находим: G(x, t) = −a/(1 + ax);
3) в силу (1.3.13), (1.3.14)

q(x) = 2a2

(1 + ax)2
, h = −a, H = a

1 + aπ
= aα0

π
.

Согласно (1.1.54)

ϕ(x,λ) = cos ρx− a

1 + ax

sin ρx

ρ
.

З а м е ч а н и е 1.3.1. Аналогичные результаты верны также и для
других видов краевых условий, т. е. для краевых задач L1, L0 и L0

1.
В частности, справедлива следующая теорема.

Т е о р е м а 1.3.3. Для того чтобы вещественные числа
{μn, αn1}n�0 были спектральными данными некоторой краевой
задачи L1(q(x),h) с q(x) ∈ L2(0,π), необходимо и достаточно, чтобы
μn �= μm (n �= m), αn1 > 0, и выполнялись соотношения (1.1.29),
(1.1.30).

1.3.3. Восстановление дифференциальных операторов по двум
спектрам. Пусть {λn}n�0 и {μn}n�0 — собственные значения краевых
задач L и L1 соответственно. Тогда имеют место асимптотические
формулы (1.1.13) и (1.1.29), а также представления (1.1.26) и (1.1.28)
для характеристических функций Δ(λ) и d(λ) соответственно.

Т е о р е м а 1.3.4. Для того чтобы вещественные числа
{λn, μn}n�0 были спектрами краевых задач L и L1 с q(x) ∈ L2(0,π),
необходимо и достаточно, чтобы выполнялись соотношения
(1.1.13), (1.1.29) и (1.1.33). Функция q(x) и числа h и H строятся
по следующему алгоритму:



§ 1.3. Метод оператора преобразования 59

(i) по заданным числам {λn, μn}n�0 находим числа αn по форму-
ле (1.1.35), где Δ(λ) и d(λ) строятся согласно (1.1.26) и (1.1.28);

(ii) по числам {λn, αn}n�0 строим q(x), h и H по алгоритму
1.3.1.

Необходимость условий теоремы 1.3.4 доказана выше; здесь мы до-
кажем достаточность. Пусть заданы вещественные числа {λn, μn}n�0,
удовлетворяющие условиям теоремы 1.3.4. Построим функции Δ(λ)
и d(λ) по формулам (1.1.26) и (1.1.28), а затем найдем числа αn по
формуле (1.1.35).

Наш план — использовать теорему 1.3.2. Для этого мы должны по-
лучить требуемую в теореме 1.3.2 асимптотику чисел αn. Это кажется
трудной задачей, так как функции Δ(λ) и d(λ) по построению явля-
ются бесконечными произведениями. Но, к счастью, для вычисления
асимптотики αn можно также использовать теорему 1.3.2 в качестве
вспомогательного утверждения. В самом деле, в силу теоремы 1.3.2
существует краевая задача L̃ = L(q̃(x), h̃, H̃) с q̃(x) ∈ L2(0,π) (неедин-
ственная) такая, что числа {λn}n�0 являются ее собственными зна-
чениями. Тогда функция Δ(λ) является характеристической функцией
задачи L̃, и, следовательно, согласно (1.1.22) имеем

Δ̇(λn) = (−1)n+1 π

2
+ κn

n
, {κn} ∈ l2.

Кроме того, sign Δ̇(λn) = (−1)n+1. Аналогично, используя теорему
1.3.3, можно получить

d(λn) = (−1)n + κn

n
, {κn} ∈ l2.

Кроме того, учитывая (1.1.33), заключаем, что sign d(λn) = (−1)n.
Поэтому, с учетом (1.1.35), приходим к соотношениям

αn > 0, αn = π

2
+ κn1

n
, {κn1} ∈ l2.

Тогда в силу теоремы 1.3.2 существует краевая задача
L = L(q(x),h,H) с q(x) ∈ L2(0,π) такая, что числа {λn, αn}n�0
являются спектральными данными L. Через {μ̃n}n�0 обозначим
собственные значения краевой задачи L1(q(x),h). Осталось показать,
что μn = μ̃n при всех n � 0.

Пусть d̃(λ) — характеристическая функция задачи L1. Тогда в силу
(1.1.35) αn = −Δ̇(λn)d̃(λn). С другой стороны, по построению αn =
= −Δ̇(λn)d(λn), и мы приходим к равенству d(λn) = d̃(λn), n � 0.
Следовательно, функция

Z(λ) := d(λ) − d̃(λ)

Δ(λ)

является целой по λ. С другой стороны, в силу (1.1.9) имеем

|d(λ)| � C exp(|τ |π), |d̃(λ)| � C exp(|τ |π).
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Учитывая (1.1.18), получаем при фиксированном δ > 0:

|Z(λ)| � C|ρ|−1, λ ∈ Gδ, |ρ| � ρ∗.

Используя принцип максимума модуля для аналитических функций
[206, c. 204] и теорему Лиувилля [206, c. 209], заключаем, что
Z(λ) ≡ 0, т. е. d(λ) ≡ d̃(λ), и, следовательно, μn = μ̃n при всех n � 0.
�

§ 1.4. Метод спектральных отображений

Метод спектральных отображений, представленный в этом параграфе, яв-
ляется эффективным инструментом для исследования широкого класса об-
ратных задач не только для операторов Штурма–Лиувилля, но также и для
других более сложных классов операторов, таких как дифференциальные
операторы произвольных порядков, дифференциальные операторы с особен-
ностями и точками поворота, пучки дифференциальных операторов и др.
В методе спектральных отображений используются идеи метода контурного
интеграла. Более того, метод спектральных отображений можно рассматривать
как вариант метода контурного интеграла, адаптированный к решению обрат-
ных задач. В этом параграфе метод спектральных отображений применяется
для операторов Штурма–Лиувилля на конечном интервале. Для операторов
Штурма–Лиувилля метод спектральных отображений дает те же результаты,
что и метод оператора преобразования (см. § 1.3). Однако метод спектральных
отображений имеет более широкую область применения для других классов
обратных задач (см., например, гл. 3, 4).

Отправной точкой в методе спектральных отображений является инте-
гральная формула Коши для аналитических функций [206, c. 166]. Мы приме-
няем ее в комплексной плоскости спектрального параметра λ для специально
построенных аналитических по λ функций, имеющих особенности, связанные
со спектральными характеристиками оператора (см. доказательство леммы
1.4.3). Это позволяет свести обратную задачу к так называемому основному
уравнению, которое является линейным уравнением в соответствующем ба-
наховом пространстве последовательностей. В п. 1.4.1 дается вывод основного
уравнения и доказывается его однозначная разрешимость. Используя реше-
ние основного уравнения, мы получаем алгоритм решения обратной задачи.
В п. 1.4.2 даются необходимые и достаточные условия разрешимости обратной
задачи. В п. 1.4.3 исследуется обратная задача для несамосопряженного опера-
тора Штурма–Лиувилля.

1.4.1. Основное уравнение обратной задачи. Рассмотрим крае-
вую задачу L = L(q(x),h,H) вида (1.1.1)–(1.1.2) с вещественными
q(x) ∈ L2(0,π), h и H. Пусть {λn, αn}n�0 — спектральные данные L,
ρn =

√
λn . Тогда верны соотношения (1.3.8), (1.3.9). В этом пункте

приведено решение обратной задачи восстановления L по спектраль-
ным данным с использованием идей метода контурного интеграла.
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Отметим, что если функции y(x,λ) и z(x,μ) являются решениями
уравнений �y = λy и �z = μz соответственно, то

d

dx
〈y, z〉 = (λ− μ)yz, 〈y, z〉 := yz′ − y′z. (1.4.1)

Обозначим

D(x,λ,μ) := 〈ϕ(x,λ),ϕ(x,μ)〉
λ− μ

=
x∫

0

ϕ(t,λ)ϕ(t,μ) dt. (1.4.2)

Последнее равенство следует из (1.4.1).
Выберем модельную краевую задачу L̃ = L(q̃(x), h̃, H̃) с веществен-

ными q̃(x) ∈ L2(0,π), h̃ и H̃ так, чтобы ω̃ = ω (можно взять, напри-
мер, q̃(x) ≡ 0, h̃ = 0, H̃ = ω или h̃ = H̃ = 0, q̃(x) ≡ 2ω/π). Пусть
{λ̃n, α̃n}n�0 — спектральные данные задачи L̃.

З а м е ч а н и е 1.4.1. Без ограничения общности можно рассматри-
вать случай ω = 0. Этого можно добиться сдвигом спектра {λn} →
→ {λn + C}, поскольку если {λn} — спектр задачи L(q(x),h,H), то
{λn + C} — спектр задачи L(q(x) + C,h,H). В этом случае ω̃ = 0, и
можно положить q̃(x) ≡ 0, h̃ = H̃ = 0. Однако мы будем рассматривать
общий случай произвольного ω.

Положим
ξn := |ρn − ρ̃n| + |αn − α̃n|.

Так как ω = ω̃, то из (1.3.8) и аналогичных формул для ρ̃n и α̃n

вытекает

Ω :=
( ∞∑

n=0

((n+ 1)ξn)2
)1/2

<∞,
∑

n

ξn <∞. (1.4.3)

Обозначим

λn0 = λn, λn1 = λ̃n, αn0 = αn, αn1 = α̃n,
ϕni(x) = ϕ(x,λni), ϕ̃ni(x) = ϕ̃(x,λni),

Pni,kj(x) = 1
αkj

D(x,λni,λkj), P̃ni,kj(x) = 1
αkj

D̃(x,λni,λkj),

i, j ∈ {0, 1}, n, k � 0. (1.4.4)

Тогда, согласно (1.4.2), имеем

Pni,kj(x) = 〈ϕni(x),ϕkj(x)〉
αkj(λni − λkj)

= 1
αkj

x∫

0

ϕni(t)ϕkj(t) dt.

P̃ni,kj(x) = 〈ϕ̃ni(x), ϕ̃kj(x)〉
αkj(λni − λkj)

= 1
αkj

x∫

0

ϕ̃ni(t)ϕ̃kj(t) dt.
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Ясно, что

P ′
ni,kj(x) = 1

αkj
ϕni(x)ϕkj(x), P̃ ′

ni,kj(x) = 1
αkj

ϕ̃ni(x)ϕ̃kj(x). (1.4.5)

Ниже мы будем использовать следующий вариант леммы Шварца
([206, c. 363]).

Л е м м а 1.4.1. Пусть f(ρ) является аналитической функцией
в круге |ρ − ρ0| < a, и пусть f(ρ0) = 0, |f(ρ)| � A при |ρ − ρ0| < a.
Тогда |f(ρ)| � |ρ− ρ0|A/a при |ρ− ρ0| < a.

Для решения обратной задачи нам потребуются вспомогательные
утверждения.

Л емм а 1.4.2. При x ∈ [0,π], n, k � 0, i, j, ν = 0, 1, имеют место
оценки

|ϕ(ν)
ni (x)| � C(n+ 1)ν , |ϕ(ν)

n0 (x) − ϕ
(ν)
n1 (x)| � Cξn(n+ 1)ν , (1.4.6)

|Pni,kj(x)| � C

|n− k| + 1
, |P (ν+1)

ni,kj (x)| � C(k + n+ 1)ν ,

|Pni,k0(x)−Pni,k1(x)| � Cξk

|n− k| + 1
, |Pn0,kj(x) − Pn1,kj(x)| � Cξn

|n− k| + 1
,

|Pn0,k0(x) − Pn1,k0(x) − Pn0,k1(x) + Pn1,k1(x)| � Cξnξk

|n− k| + 1
.

(1.4.7)

Аналогичные оценки верны также для ϕ̃ni(x), P̃ni,kj(x).
Док а з а т е л ь с т в о. Из (1.1.9) и (1.3.8) вытекает: |ϕ(ν)(x,λni)| �

� C(n+ 1)ν . Кроме того, при фиксированном a > 0 имеем

|ϕ(ν)(x,λ)| � C(n+ 1)ν , |ρ− ρn1| � a.

Применяя лемму Шварца в ρ-плоскости к функции f(ρ) := ϕ(ν)(x,λ)−
− ϕ(ν)(x,λn1) при фиксированных ν,n,x и a, получаем

|ϕ(ν)(x,λ) − ϕ(ν)(x,λn1)| � C(n+ 1)ν |ρ− ρn1|, |ρ− ρn1| � a.

Следовательно, |ϕ(ν)
n0 (x) − ϕ

(ν)
n1 (x)| � C(n+ 1)ν |ρn0 − ρn1|, и (1.4.6) до-

казано.
Покажем, что

|D(x,λ,λkj)| � C exp(|τ |x)
|ρ∓ k| + 1

, λ = ρ2, ±Re ρ � 0,

τ := Im ρ, k � 0. (1.4.8)

Пусть для определенности σ := Re ρ � 0. Зафиксируем δ0 > 0. При |ρ−
− ρkj | � δ0 в силу (1.4.2), (1.1.9) и (1.3.8) имеем

|D(x,λ,λkj)| = |〈ϕ(x,λ),ϕ(x,λkj)〉|
|λ− λkj | � C exp(|τ |x) |ρ| + |ρkj |

|ρ2 − ρ2kj |
.
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Так как
|ρ| + |ρkj |
|ρ+ ρkj | �

√
σ2 + τ 2 + |ρkj |√
σ2 + τ 2 + ρ2kj

�
√
2

(здесь используется неравенство (a + b)2 � 2(a2 + b2) при веществен-
ных a, b), то

|D(x,λ,λkj)| � C exp(|τ |x)
|ρ− ρkj | .

При |ρ− ρkj | � δ0 имеем

|ρ− k| + 1
|ρ− ρkj | � 1 + |ρkj − k| + 1

|ρ− ρkj | � C,

и, следовательно,
1

|ρ− ρkj | � C

|ρ− k| + 1
.

Это дает (1.4.8) при |ρ− ρkj | � δ0. При |ρ− ρkj | � δ0

|D(x,λ,λkj)| =
∣∣∣ x∫

0

ϕ(t,λ)ϕ(t,λkj) dt
∣∣∣ � C exp(|τ |x),

т. е. (1.4.8) верно также и при |ρ− ρkj | � δ0. Аналогично можно пока-
зать, что

|D(x,λ,μ)| � C exp(|τ |x)
|ρ∓ θ| + 1

, μ = θ2, |Im θ| � C0, ±Re ρRe θ � 0.

Используя лемму Шварца, получаем

|D(x,λ,λk1)−D(x,λ,λk0)| � Cξk exp(|τ |x)
|ρ∓ k|+1

, ±Reρ � 0, k � 0. (1.4.9)

В частности, это дает

|D(x,λni,λk1) −D(x,λni,λk0)| � Cξk

|n− k| + 1
.

Симметрично выводим

|D(x,λn1,λkj) −D(x,λn0,λkj)| � Cξn

|n− k| + 1
.

Применяя лемму Шварца к функции Qk(x,λ) := D(x,λ,λk1) −
−D(x,λ,λk0) при фиксированных k и x, получаем

|D(x,λn0,λk0) −D(x,λn1,λk0) −D(x,λn0,λk1) +

+D(x,λn1,λk1)| � Cξnξk

|n− k| + 1
.

Эти оценки вместе с (1.4.4), (1.4.5) и (1.3.8) приводят к (1.4.7). �
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Лемм а 1.4.3. Справедливы соотношения

ϕ̃(x,λ) = ϕ(x,λ) +
∞∑

k=0

( 〈ϕ̃(x,λ), ϕ̃k0(x)〉
αk0(λ− λk0)

ϕk0(x)− 〈ϕ̃(x,λ), ϕ̃k1(x)〉
αk1(λ− λk1)

ϕk1(x)
)
,

(1.4.10)

〈ϕ(x,λ),ϕ(x,μ)〉
λ− μ

− 〈ϕ̃(x,λ), ϕ̃(x,μ)〉
λ− μ

+

+
∞∑

k=0

( 〈ϕ̃(x,λ), ϕ̃k0(x)〉
αk0(λ− λk0)

〈ϕk0(x),ϕ(x,μ)〉
(λk0 − μ)

−

− 〈ϕ̃(x,λ), ϕ̃k1(x)〉
αk1(λ− λk1)

〈ϕk1(x),ϕ(x,μ)〉
(λk1 − μ)

)
= 0, (1.4.11)

причем ряды сходятся абсолютно и равномерно по x ∈ [0,π] и λ, μ
на компактах.

До к а з а т е л ь с т в о. 1) Обозначим λ′ = min
ni

λni и возьмем фик-

сированное δ > 0. В λ-плоскости рассмотрим замкнутый контур γN

(с обходом против часовой стрелки) вида: γN = γ+
N ∪ γ−N ∪ γ′ ∪ Γ′

N , где

γ±N = {λ : ±Imλ = δ, Reλ � λ′, |λ| �
(
N + 1

2

)2
},

γ′ = {λ : λ− λ′ = δ exp(iα), α ∈
(
π

2
,
3π
2

)
},

Γ′
N = ΓN ∩ {λ : |Imλ| � δ, Reλ > 0}, ΓN = {λ : |λ| =

(
N + 1

2

)2
}.

рис. 1.4.1 рис. 1.4.2

Обозначим γ0N = γ+
N ∪ γ−N ∪ γ′ ∪ (ΓN \ Γ′

N ) (с обходом по часовой
стрелке). Пусть P (x,λ) = [Pjk(x,λ)]j,k=1,2 — матрица, определяемая
формулой (1.2.15). Из (1.2.16) и (1.2.9) вытекает, что при каждом
фиксированном x функции Pjk(x,λ) являются мероморфными по λ
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с простыми полюсами {λn} и {λ̃n}. В силу интегральной формулы
Коши [206, c. 166] имеет место равенство

P1k(x,λ) − δ1k = 1
2πi

∫

γ0
N

P1k(x, ξ) − δ1k
λ− ξ

dξ, k = 1, 2,

где λ ∈ int γ0N , а δjk — символ Кронекера. Следовательно,

P1k(x,λ) − δ1k = 1
2πi

∫
γN

P1k(x, ξ)
λ− ξ

dξ − 1
2πi

∫

ΓN

P1k(x, ξ) − δ1k
λ− ξ

dξ,

где ΓN проходится против часовой стрелки. Подставляя последнее
выражение в (1.2.17), приходим к соотношению

ϕ(x,λ) = ϕ̃(x,λ) + 1
2πi

∫
γN

ϕ̃(x,λ)P11(x, ξ) + ϕ̃′(x,λ)P12(x, ξ)
λ− ξ

dξ + εN (x,λ),

где

εN (x,λ) = − 1
2πi

∫

ΓN

ϕ̃(x,λ)(P11(x, ξ) − 1) + ϕ̃′(x,λ)P12(x, ξ)
λ− ξ

dξ.

В силу (1.2.18) имеем
lim

N→∞
εN (x,λ) = 0 (1.4.12)

равномерно по x ∈ [0,π] и λ на компактах. Учитывая (1.2.16), вычис-
ляем

ϕ(x,λ) = ϕ̃(x,λ) + 1
2πi

∫
γN

(
ϕ̃(x,λ)(ϕ(x, ξ)Φ̃′(x, ξ) − Φ(x, ξ)ϕ̃′(x, ξ)) +

+ ϕ̃′(x,λ)(Φ(x, ξ)ϕ̃(x, ξ) − ϕ(x, ξ)Φ̃(x, ξ)
)

dξ

λ− ξ
+ εN (x,λ).

С учетом (1.2.9) это дает

ϕ̃(x,λ) = ϕ(x,λ) +

+ 1
2πi

∫
γN

〈ϕ̃(x,λ), ϕ̃(x, ξ)〉
λ−ξ M̂(ξ)ϕ(x, ξ) dξ + εN (x,λ), (1.4.13)

где M̂(λ) = M(λ) − M̃(λ), так как слагаемые с S(x, ξ) пропадают
по теореме Коши. Из (1.2.14) вытекает

Res
ξ=λkj

〈ϕ̃(x,λ), ϕ̃(x, ξ)〉
λ− ξ

M̂(ξ)ϕ(x, ξ) = 〈ϕ̃(x,λ), ϕ̃kj(x)〉
αkj(λ− λkj)

ϕkj(x).

Вычисляя интеграл в (1.4.13) по теореме о вычетах [206, c. 239] и ис-
пользуя (1.4.12), приходим к (1.4.10).

3 В.А. Юрко



66 Гл. 1. Обратные задачи для операторов Штурма–Лиувилля

2) Так как
1

λ− μ

(
1

λ− ξ
− 1
μ− ξ

)
= 1

(λ− ξ)(ξ − μ)
,

то в силу интегральной формулы Коши имеем
Pjk(x,λ)−Pjk(x,μ)

λ−μ = 1
2πi

∫

γ0
N

Pjk(x, ξ)
(λ− ξ)(ξ−μ)

dξ, k, j = 1, 2; λ,μ ∈ int γ0N .

Действуя как и в первой части доказательства и используя (1.2.18),
(1.2.19), получаем
Pjk(x,λ) − Pjk(x,μ)

λ− μ
= 1

2πi

∫
γN

Pjk(x, ξ)
(λ− ξ)(ξ − μ)

dξ + εNjk(x,λ,μ), (1.4.14)

где lim
N→∞

εNjk(x,λ,μ) = 0, j, k = 1,n. Из (1.2.16) и (1.2.11) вытекает

P11(x,λ)ϕ′(x,λ) − P21(x,λ)ϕ(x,λ) = ϕ̃′(x,λ),
P22(x,λ)ϕ(x,λ) − P12(x,λ)ϕ′(x,λ) = ϕ̃(x,λ),

(1.4.15)

P (x,λ)
[
y(x)
y′(x)

]
=〈y(x), Φ̃(x,λ)〉

[
ϕ(x,λ)
ϕ′(x,λ)

]
−

− 〈y(x), ϕ̃(x,λ)〉
[

Φ(x,λ)
Φ′(x,λ)

]
(1.4.16)

для любой функции y(x) ∈ C1[0, 1]. Учитывая (1.4.14) и (1.4.16), вы-
числяем

P (x,λ)−P (x,μ)

λ−μ

[
y(x)
y′(x)

]
= 1

2πi

∫
γN

(
〈y(x), Φ̃(x, ξ)〉

[
ϕ(x, ξ)
ϕ′(x, ξ)

]
−

− 〈y(x), ϕ̃(x, ξ)〉
[

Φ(x, ξ)
Φ′(x, ξ)

])
dξ

(λ− ξ)(ξ − μ)
+ ε0N (x,λ,μ),

lim
N→∞

ε0N (x,λ,μ) = 0. (1.4.17)

Согласно (1.2.15)

P (x,λ)
[
ϕ̃(x,λ)
ϕ̃′(x,λ)

]
=
[
ϕ(x,λ)
ϕ′(x,λ)

]
.

Поэтому имеет место соотношение

det
(
P (x,λ)

[
ϕ̃(x,λ)
ϕ̃′(x,λ)

]
,
[
ϕ(x,μ)
ϕ′(x,μ)

])
= 〈ϕ(x,λ),ϕ(x,μ)〉.

Далее, используя (1.4.15), выводим

det
(
P (x,μ)

[
ϕ̃(x,λ)
ϕ̃′(x,λ)

]
,
[
ϕ(x,μ)
ϕ′(x,μ)

])
=

= ϕ̃(x,λ)
(
P11(x,μ)ϕ′(x,μ) − P21(x,μ)ϕ(x,μ)

)
−
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− ϕ̃′(x,λ)
(
P22(x,μ)ϕ(x,μ) − P12(x,μ)ϕ′(x,μ)

)
= 〈ϕ̃(x,λ), ϕ̃(x,μ)〉.

Таким образом,

det
(
(P (x,λ) − P (x,μ))

[
ϕ̃(x,λ)
ϕ̃′(x,λ)

]
,
[
ϕ(x,μ)
ϕ′(x,μ)

])
=

= 〈ϕ(x,λ),ϕ(x,μ)〉 − 〈ϕ̃(x,λ), ϕ̃(x,μ)〉.
Следовательно, (1.4.17) при y(x) = ϕ̃(x,λ) дает

〈ϕ(x,λ),ϕ(x,μ)〉
λ− μ

− 〈ϕ̃(x,λ), ϕ̃(x,μ)〉
λ− μ

=

= 1
2πi

∫
γN

(〈ϕ̃(x,λ), Φ̃(x, ξ)〉〈ϕ(x, ξ),ϕ(x,μ)〉
(λ− ξ)(ξ − μ)

−〈ϕ̃(x,λ), ϕ̃(x, ξ)〉〈Φ(x, ξ),ϕ(x,μ)〉
(λ− ξ)(ξ−μ)

)
dξ+

ε1N (x,λ,μ), lim
N→∞

ε1N (x,λ,μ) = 0.

В силу (1.2.9), (1.2.14) и теоремы о вычетах приходим к (1.4.11). �
Аналогичным образом можно получить следующее соотношение:

Φ̃(x,λ) = Φ(x,λ) +

+
∞∑

k=0

( 〈Φ̃(x,λ), ϕ̃k0(x)〉
αk0(λ− λk0)

ϕk0(x) − 〈Φ̃(x,λ), ϕ̃k1(x)〉
αk1(λ−λk1)

ϕk1(x)
)
. (1.4.18)

Из определения функций P̃ni,kj(x), Pni,kj(x) и из (1.4.10), (1.4.11)
вытекает

ϕ̃ni(x) = ϕni(x) +
∞∑

k=0

(P̃ni,k0(x)ϕk0(x) − P̃ni,k1(x)ϕk1(x)), (1.4.19)

Pni,�j(x) − P̃ni,�j(x) +

+
∞∑

k=0

(P̃ni,k0(x)Pk0,�j(x) − P̃ni,k1(x)Pk1,�j(x)) = 0. (1.4.20)

Обозначим

ε0(x) =
∞∑

k=0

(
1
αk0

ϕ̃k0(x)ϕk0(x) − 1
αk1

ϕ̃k1(x)ϕk1(x)
)
, ε(x) = −2ε′0(x).

(1.4.21)

Л емм а 1.4.4. Ряд в (1.4.21) сходится абсолютно и равномерно
на [0,π], причем функция ε0(x) абсолютно непрерывна и ε(x) ∈
∈ L2(0,π).

3*
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Док а з а т е л ь с т в о. Запишем ε0(x) в виде

ε0(x) = A1(x) +A2(x), (1.4.22)
где

A1(x) =
∞∑

k=0

(
1
αk0

− 1
αk1

)
ϕ̃k0(x)ϕk0(x),

A2(x)=
∞∑

k=0

1
αk1

(
(ϕ̃k0(x)−ϕ̃k1(x))ϕk0(x)+ϕ̃k1(x)(ϕk0(x)−ϕk1(x))

)
.

(1.4.23)

Из (1.3.8), (1.4.3) и (1.4.6) вытекает, что ряды в (1.4.23) сходятся
абсолютно и равномерно на [0,π], причем

|Aj(x)| � C
∞∑

k=0

ξk � CΩ, j = 1, 2. (1.4.24)

Далее, используя асимптотические формулы (1.1.9), (1.3.8) и (1.4.3),
вычисляем

A′
1(x) =

∞∑
k=0

(
1
αk0

− 1
αk1

)
d

dx

(
ϕ̃k0(x)ϕk0(x)

)
=

∞∑
k=0

γk

(
sin 2kx+ ηk(x)

k + 1

)
,

где {γk} ∈ l2 и max
0�x�π

|ηk(x)| � C при k � 0. Следовательно, A1(x) ∈
∈ W 1

2 (0,π). Аналогично получаем, что A2(x) ∈ W 1
2 (0,π), и поэтому

ε0(x) ∈W 1
2 (0,π). �

Лемм а 1.4.5. Справедливы соотношения

q(x) = q̃(x) + ε(x), (1.4.25)

h = h̃− ε0(0), H = H̃ + ε0(π), (1.4.26)

где функции ε(x) и ε0(x) определяются согласно (1.4.21).
До к а з а т е л ь с т в о. Дифференцируя (1.4.10) дважды по x и ис-

пользуя (1.4.1) и (1.4.21), получаем

ϕ̃′(x,λ) − ε0(x)ϕ̃(x,λ) = ϕ′(x,λ) +

+
∞∑

k=0

( 〈ϕ̃(x,λ), ϕ̃k0(x)〉
αk0(λ− λk0)

ϕ′
k0(x) − 〈ϕ̃(x,λ), ϕ̃k1(x)〉

αk1(λ− λk1)
ϕ′

k1(x)
)
, (1.4.27)

ϕ̃′′(x,λ)=ϕ′′(x,λ)+
∞∑

k=0

( 〈ϕ̃(x,λ), ϕ̃k0(x)〉
αk0(λ−λk0)

ϕ′′
k0(x)− 〈ϕ̃(x,λ), ϕ̃k1(x)〉

αk1(λ−λk1)
ϕ′′

k1(x)
)
+

+ 2ϕ̃(x,λ)
∞∑

k=0

(
1
αk0

ϕ̃k0(x)ϕ′
k0(x) − 1

αk1
ϕ̃k1(x)ϕ′

k1(x)
)
+

+
∞∑

k=0

(
1
αk0

(ϕ̃(x,λ)ϕ̃k0(x))′ϕk0(x) − 1
αk1

(ϕ̃(x,λ)ϕ̃k1(x))′ϕk1(x)
)
.
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Заменим здесь вторые производные, используя уравнение (1.1.1), а за-
тем заменим ϕ(x,λ), используя (1.4.10). Это дает

q̃(x)ϕ̃(x,λ) = q(x)ϕ̃(x,λ) +

+
∞∑

k=0

(
1
αk0

〈ϕ̃(x,λ), ϕ̃k0(x)〉ϕk0(x) − 1
αk1

〈ϕ̃(x,λ), ϕ̃k1(x)〉ϕk1(x)
)

+

+ 2ϕ̃(x,λ)
∞∑

k=0

(
1
αk0

ϕ̃k0(x)ϕ′
k0(x) − 1

αk1
ϕ̃k1(x)ϕ′

k1(x)
)

+

+
∞∑

k=0

(
1
αk0

(ϕ̃(x,λ)ϕ̃k0(x))′ϕk0(x) − 1
αk1

(ϕ̃(x,λ)ϕ̃k1(x))′ϕk1(x)
)
.

После сокращения слагаемых с ϕ̃′(x,λ) приходим к (1.4.25).
Обозначим h0 = −h, hπ = H, U0 = U , Uπ = V. В (1.4.10) и (1.4.27)

положим x = 0 и x = π. Тогда

ϕ̃′(a,λ) + (ha − ε0(a))ϕ̃(a,λ) = Ua(ϕ(x,λ)) +

+
∞∑

k=0

( 〈ϕ̃(x,λ), ϕ̃k0(x)〉|x=a

αk0(λ− λk0)
Ua(ϕk0) −

〈ϕ̃(x,λ), ϕ̃k1(x)〉|x=a

αk1(λ− λk1)
Ua(ϕk1)

)
,

a = 0,π. (1.4.28)

Пусть a = 0. Так как U0(ϕ(x,λ)) = 0, ϕ̃(0,λ) = 1, ϕ̃′(0,λ) = −h̃0,
то h0 − h̃0 − ε0(0) = 0, т. е. h = h̃− ε0(0). Пусть a = π. Так как

Uπ(ϕ(x,λ)) = Δ(λ), Uπ(ϕk0) = 0, Uπ(ϕk1) = Δ(λk1),

〈ϕ̃(x,λ), ϕ̃(x,μ)〉∣∣∣x=π
= ϕ̃(π,λ)Δ̃(μ) − ϕ̃(π,μ)Δ̃(λ),

то из (1.4.28) вытекает

ϕ̃′(π,λ) + (hπ − ε0(π))ϕ̃(π,λ) = Δ(λ) +
∞∑

k=0

ϕ̃k1(π)Δ̃(λ)

αk1(λ− λk1)
Δ(λk1).

При λ = λn1 это дает

ϕ̃′
n1(π) + (hπ − ε0(π))ϕ̃n1(π) = Δ(λn1)

(
1 + 1

αn1
ϕ̃n1(π)Δ̃1(λn1)

)
,

где Δ̃1(λ) := d

dλ
Δ̃(λ). В силу (1.1.6) и (1.1.8) имеем

ϕ̃n1(π)β̃n = 1, β̃nα̃n = −Δ̃1(λn1),

т. е. (αn1)−1ϕ̃n1(π)Δ̃1(λn1) = −1, тогда
ϕ̃′

n1(π) + (hπ − ε0(π))ϕ̃n1(π) = 0.
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С другой стороны, ϕ̃′
n1(π) + h̃πϕ̃n1(π) = Δ̃(λn1) = 0. Таким образом,

(hπ − ε0(π) − h̃π)ϕ̃n1(π) = 0, т. е. hπ − h̃π = ε0(π). �
З а м е ч а н и е 1.4.2. При каждом фиксированном x ∈ [0,π] соотно-

шения (1.4.19) можно рассматривать как систему линейных уравнений
относительно ϕni(x), n � 0, i = 0, 1. Но ряд в (1.4.19) сходится лишь
«со скобками». Поэтому неудобно использовать (1.4.19) в качестве
основного уравнения обратной задачи. Ниже мы преобразуем (1.4.19)
к линейному уравнению в соответствующем банаховом пространстве
последовательностей (см. (1.4.33) или (1.4.34)).

Пусть V — множество индексов u = (n, i), n � 0, i = 0, 1. При
каждом фиксированном x ∈ [0,π] определим вектор

ψ(x) = [ψu(x)]Tu∈V = [ψn0(x),ψn1(x)]Tn�0 = [ψ00,ψ01,ψ10,ψ11, . . .]T

по формулам[
ψn0(x)
ψn1(x)

]
=
[
χn −χn

0 1

] [
ϕn0(x)
ϕn1(x)

]
=
[
χn(ϕn0(x) − ϕn1(x))

ϕn1(x)

]
,

где χn = ξ−1
n при ξn �= 0 и χn = 0 при ξn = 0. Введем также блочную

матрицу

H(x) = [Hu,v(x)]u,v∈V =
[
Hn0,k0(x) Hn0,k1(x)
Hn1,k0(x) Hn1,k1(x)

]
n,k�0

,

u = (n, i), v = (k, j)

по формулам[
Hn0,k0(x) Hn0,k1(x)
Hn1,k0(x) Hn1,k1(x)

]
=

=
[
χn −χn

0 1

] [
Pn0,k0(x) Pn0,k1(x)
Pn1,k0(x) Pn1,k1(x)

] [
ξk 1
0 −1

]
=

=
[
ξkχn(Pn0,k0(x)−Pn1,k0(x)) χn(Pn0,k0(x)−Pn0,k1(x)−Pn1,k0(x)+Pn1,k1(x))
ξkPn1,k0(x) Pn1,k0(x)−Pn1,k1(x)

]
.

Аналогично определяются ψ̃(x), H̃(x) заменой в предыдущих опреде-
лениях ϕni(x) на ϕ̃ni(x) и Pni,kj(x) на P̃ni,kj(x). Из (1.4.6) и (1.4.7)
вытекает

|ψ(ν)
ni (x)| � C(n+ 1)ν , |Hni,kj(x)| � Cξk

(|n− k| + 1)
,

|H(ν+1)
ni,kj (x)| � C(n+ k + 1)νξk. (1.4.29)
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Аналогично

|ψ̃(ν)
ni (x)| � C(n+ 1)ν , |H̃ni,kj(x)| � Cξk

(|n− k| + 1)
,

|H̃(ν+1)
ni,kj (x)| � C(n+ k + 1)νξk, (1.4.30)

а также

|H̃ni,kj(x) − H̃ni,kj(x0)| � C|x− x0|ξk, x,x0 ∈ [0,π], (1.4.31)

где C не зависит от x,x0,n, i, j и k.
Рассмотрим банахово пространство m ограниченных последова-

тельностей вида α = [αu]u∈V с нормой ‖α‖m = sup
u∈V

|αu|. Из (1.4.29)

и (1.4.30) вытекает, что при каждом x ∈ [0,π] операторы E + H̃(x)
и E − H(x) (E — единичный оператор), действующие из m в m,
являются линейными ограниченными операторами, причем

‖H(x)‖, ‖H̃(x)‖ � C sup
n

∑
k

ξk

|n− k| + 1
<∞. (1.4.32)

Те о р е м а 1.4.1. При каждом фиксированном x ∈ [0,π] вектор
ψ(x) ∈ m удовлетворяет уравнению

ψ̃(x) = (E + H̃(x))ψ(x) (1.4.33)

в банаховом пространстве m. Оператор E + H̃(x) имеет ограничен-
ный обратный, т. е. уравнение (1.4.33) однозначно разрешимо.

До к а з а т е л ь с т в о. Запишем (1.4.19) в виде

ϕ̃n0(x) − ϕ̃n1(x) = ϕn0(x) − ϕn1(x) +

+
∞∑

k=0

(
(P̃n0,k0(x) − P̃n1,k0(x))(ϕk0(x) − ϕk1(x)) + (P̃n0,k0(x) −

− P̃n1,k0(x) − P̃n0,k1(x) + P̃n1,k1(x))ϕk1(x)
)
,

ϕ̃n1(x) = ϕn1(x) +

+
∞∑

k=0

(
P̃n1,k0(x)(ϕk0(x) − ϕk1(x)) + (P̃n1,k0(x) − P̃n1,k1(x))ϕk1(x)

)
.

Учитывая введенные обозначения, получаем

ψ̃ni(x) = ψni(x) +
∑
k,j

H̃ni,kj(x)ψkj(x), (n, i), (k, j) ∈ V , (1.4.34)
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что равносильно (1.4.33). Ряд в (1.4.34) сходится абсолютно и равно-
мерно при x ∈ [0,π]. Аналогично, (1.4.20) принимает вид

Hni,kj(x)−H̃ni,kj(x)+
∑
�,s

(H̃ni,�s(x)H�s,kj(x) = 0, (n, i), (k, j), (�, s) ∈ V ,

или (E + H̃(x))(E − H(x)) = E. Меняя местами L и L̃, выводим
аналогично

ψ(x) = (E −H(x))ψ̃(x), (E −H(x))(E + H̃(x)) = E.

Следовательно, оператор (E + H̃(x))−1 существует и является линей-
ным ограниченным оператором. �

Уравнение (1.4.33) называется основным уравнением обратной за-
дачи. Разрешая (1.4.33), находим вектор ψ(x) и, следовательно, функ-
ции ϕni(x). Так как функции ϕni(x) = ϕ(x,λni) являются решениями
уравнения (1.1.1), то можно построить потенциал q(x) и коэффициенты
h и H. Тем самым получаем следующий алгоритм решения обратной
задачи 1.2.1.

А л г о р и т м 1.4.1. Даны числа {λn, αn}n�0.
(i) Выбираем L̃ так, чтобы ω̃ = ω, и строим ψ̃(x) и H̃(x).
(ii) Находим ψ(x) из уравнения (1.4.33).
(iii) Вычисляем q(x), h и H по формулам (1.4.21), (1.4.25), (1.4.26).

1.4.2. Необходимые и достаточные условия. В этом пункте при-
водятся необходимые и достаточные условия разрешимости обратной
задачи 1.2.1.

Т е о р е м а 1.4.2. Для того чтобы вещественные числа
{λn, αn}n�0 были спектральными данными для некоторой краевой
задачи L(q(x),h,H) вида (1.1.1), (1.1.2) с q(x) ∈ L2(0,π), необходимо
и достаточно, чтобы выполнялись соотношения (1.3.8), (1.3.9).
Кроме того, q(x) ∈WN

2 тогда и только тогда, когда верно (1.1.23).
Краевая задача L(q(x),h,H) строится по алгоритму 1.4.1.

Необходимость условий теоремы 1.4.2 доказана выше; здесь мы
докажем достаточность. Пусть заданы числа {λn, αn}n�0 вида (1.3.8)–
(1.3.9). Выберем L̃, построим ψ̃(x), H̃(x) и рассмотрим уравнение
(1.4.33).

Л е м м а 1.4.6. При каждом фиксированном x ∈ [0,π] оператор
E + H̃(x), действующий из m в m, имеет ограниченный обрат-
ный, и основное уравнение (1.4.33) имеет единственное решение
ψ(x) ∈ m.

Док а з а т е л ь с т в о. Достаточно доказать, что однородное уравне-
ние

(E + H̃(x))β(x) = 0, (1.4.35)
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где β(x)=[βu(x)]u∈V , имеет только нулевое решение. Пусть β(x)∈m —
решение уравнения, т. е.

βni(x) +
∑
k,j

H̃ni,kj(x)βkj(x) = 0, (n, i), (k, j) ∈ V. (1.4.36)

Обозначим γn1(x) = βn1(x), γn0(x) = βn0(x)ξn + βn1(x). Тогда (1.4.36)
принимает вид

γni(x) +
∞∑

k=0

(P̃ni,k0(x)γk0(x) − P̃ni,k1(x)γk1(x)) = 0, (1.4.37)

причем
|γni(x)| � C(x), |γn0(x) − γn1(x)| � C(x)ξn. (1.4.38)

Построим функции γ(x,λ), Γ(x,λ) и B(x,λ) по формулам

γ(x,λ) = −
∞∑

k=0

(〈ϕ̃(x,λ), ϕ̃k0(x)〉
αk0(λ−λk0)

γk0(x)− 〈ϕ̃(x,λ), ϕ̃k1(x)〉
αk1(λ−λk1)

γk1(x)
)
, (1.4.39)

Γ(x,λ) = −
∞∑

k=0

( 〈Φ̃(x,λ), ϕ̃k0(x)〉
αk0(λ−λk0)

γk0(x)− 〈Φ̃(x,λ), ϕ̃k1(x)〉
αk1(λ−λk1)

γk1(x)
)
, (1.4.40)

B(x,λ) = γ(x,λ)Γ(x,λ). (1.4.41)

Конструкция функции B(x,λ) напоминает конструкцию функции
Грина при t = x : G(x,x,λ) = ϕ(x,λ)Φ(x,λ), а идея доказательства
леммы напоминает идею доказательства теоремы о разложении. В силу
(1.4.2) функция γ(x,λ) является целой по λ при каждом x. Функции
Γ(x,λ) и B(x,λ) являются мероморфными по λ с простыми полю-
сами λni. Согласно (1.4.2) и (1.4.37) имеем: γ(x,λni) = γni(x). Пока-
жем, что

Res
λ=λn0

B(x,λ) = 1
αn0

|γn0(x)|2, Res
λ=λn1

B(x,λ) = 0. (1.4.42)

В самом деле, в силу (1.4.39), (1.4.40) и (1.2.9) имеет место соотноше-
ние

Γ(x,λ) = M̃(λ)γ(x,λ) −

−
∞∑

k=0

( 〈S̃(x,λ), ϕ̃k0(x)〉
αk0(λ− λk0)

γk0(x) − 〈S̃(x,λ), ϕ̃k1(x)〉
αk1(λ− λk1)

γk1(x)
)
. (1.4.43)

Так как 〈S̃(x,λ), ϕ̃(x,μ)〉|x=0 = −1, то из (1.4.1) вытекает

〈S̃(x,λ), ϕ̃(x,μ)〉
λ− μ

= − 1
λ− μ

+
x∫

0

S̃(t,λ)ϕ̃(t,μ) dt.
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Поэтому, согласно (1.4.43),

Res
λ=λn0

Γ(x,λ) = 1
αn0

γn0(x), Res
λ=λn1

Γ(x,λ) = 1
αn1

γn1(x)− 1
αn1

γn1(x) = 0.

Вместе с (1.4.41) это дает (1.4.42).
Далее рассмотрим интеграл

I0N (x) = 1
2πi

∫

ΓN

B(x,λ) dλ, (1.4.44)

где ΓN = {λ : |λ| = (N + 1/2)2}. Покажем, что
lim

N→∞
I0N (x) = 0. (1.4.45)

В самом деле, из (1.4.2) и (1.4.39) вытекает

−γ(x,λ) =
∞∑

k=0

1
αk0

D̃(x,λ,λk0)(γk0(x) − γk1(x)) +

+
∞∑

k=0

(
1
αk0

− 1
αk1

)
D̃(x,λ,λk0)γk1(x) +

+
∞∑

k=0

1
αk1

(
D̃(x,λ,λk0) − D̃(x,λ,λk1)

)
γk1(x).

Пусть для определенности σ := Re ρ � 0. В силу (1.3.8), (1.4.38), (1.4.8)
и (1.4.9) имеем

|γ(x,λ)| = |γ(x,λ)| � C(x) exp(|τ |x)
∞∑

k=0

ξk

|ρ− k| + 1
,

σ � 0, τ = Im ρ. (1.4.46)

Аналогично, используя (1.4.40), получаем при достаточно большом
ρ∗ > 0 :

|Γ(x,λ)| � C(x)

|ρ| exp(−|τ |x)
∞∑

k=0

ξk

|ρ− k| + 1
, σ � 0, ρ ∈ Gδ, |ρ| � ρ∗.

Тогда

|B(x,λ)| � C(x)

|ρ|
( ∞∑

k=0

ξk

|ρ− k| + 1

)2
�

� C(x)

|ρ|
∞∑

k=0

((k + 1)ξk)2 ·
∞∑

k=0

1

(|ρ− k| + 1)2(k + 1)2
.
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С учетом (1.4.3) это дает

|B(x,λ)| � C(x)

|ρ|
∞∑

k=0

1

|ρ− k|2(k + 1)2
, |ρ| = N + 1

2
, Re ρ � 0. (1.4.47)

Так как ρ = (N + 1/2) exp(iθ), θ ∈ [−π/2,π/2], то

|ρ− k| =
(
N + 1

2

)2
+ k2 − 2

(
N + 1

2

)
k cos θ �

(
N + 1

2
− k
)2
. (1.4.48)

Далее,

∞∑
k=0

1

(k + 1)2(N +
1

2
− k)2

�
N∑

k=0

1

(k + 1)2(N +
1

2
− k)2

+

+ 1

(N + 2)2

∞∑
k=1

1

(k − 1

2
)2

=
N−1∑
k=1

1

k2(N − k)2
+O

(
1

N 2

)
.

Так как
1

k2(N − k)2
= 2

kN 3
+ 1

k2N 2
+ 2

N 3(N − k)
+ 1

N 2(N − k)2
,

то
N−1∑
k=1

1

k2(N − k)2
= 4

N 3

N−1∑
k=1

1
k

+ 2

N 2

N−1∑
k=1

1

k2
.

Поэтому ∞∑
k=0

1

(k + 1)2(N +
1

2
− k)2

= O
(

1

N 2

)
.

Вместе с (1.4.47) и (1.4.48) это дает: |B(x,λ)| � C(x)|ρ|−3 при λ ∈ ΓN .
Подставляя эту оценку в (1.4.44), приходим к (1.4.45).

С другой стороны, вычисляя интеграл в (1.4.44) по теореме о выче-
тах и учитывая (1.4.42), заключаем, что

lim
N→∞

N∑
n=0

1
αn0

|γn0(x)|2 = 0.

Так как αn0 > 0, то γn0(x) = 0. Построим теперь функции

Δ(λ) := π(λ0 − λ)
∞∏

n=1

λn − λ

n2
,

Δ̃(λ) := −πλ
∞∏

n=1

n2 − λ

n2
= −ρ sin ρπ, f(x,λ) := γ(x,λ)

Δ(λ)
.
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Из соотношения γ(x,λn0) = γn0(x) = 0 вытекает, что при каждом x ∈
∈ [0,π] функция f(x,λ) является целой по λ. С другой стороны, имеем

Δ̃(λ)

Δ(λ)
=

∞∏
n=0

(
1 + λn − n2

λ− λn

)
.

Зафиксируем δ > 0. В силу (1.1.17) и (1.3.8) имеют место следующие
оценки в секторе arg λ ∈ [δ, 2π − δ] :

|Δ̃(λ)| � C|ρ| exp(|τ |π),
∣∣∣λn − n2

λ− λn

∣∣∣ � C

n2
, τ := Im ρ.

Следовательно, |Δ(λ)| � C|ρ| exp(|τ |π), arg λ ∈ [δ, 2π − δ]. Учитывая
(1.4.46), получаем

|f(x,λ)| � C(x)

|ρ| , arg λ ∈ [δ, 2π − δ].

Отсюда, используя теоремы Фрагмена–Линделефа [240, c. 186] и Ли-
увилля [206, c. 209], заключаем, что f(x,λ) ≡ 0, т. е. γ(x,λ) ≡ 0
и γn1(x) = γ(x,λn1) = 0. Следовательно, βni(x) = 0 при n � 0, i = 0, 1,
и лемма 1.4.6 доказана. �

Пусть ψ(x) = [ψu(x)]u∈V — решение основного уравнения (1.4.33).

Л емм а 1.4.7. При n � 0, i = 0, 1, справедливы соотношения

ψni(x) ∈ C1[0,π], |ψ(ν)
ni (x)| � C(n+ 1)ν , ν = 0, 1, x ∈ [0,π], (1.4.49)

|ψni(x) − ψ̃ni(x)| � CΩηn, x ∈ [0,π], (1.4.50)

|ψ′
ni(x) − ψ̃′

ni(x)| � CΩ, x ∈ [0,π], (1.4.51)

где Ω определена в (1.4.3), а

ηn :=
( ∞∑

k=0

1

(k + 1)2(|n− k| + 1)2

)1/2
.

Здесь и в дальнейшем один и тот же символ C обозначает различ-
ные положительные константы, зависящие только от L̃ и C0, где C0 > 0
таково, что Ω � C0.

Док а з а т е л ь с т в о. 1) Обозначим R̃(x) = (E + H̃(x))−1. Зафикси-
руем x0 ∈ [0,π] и рассмотрим основное уравнение (1.4.33) при x = x0:
ψ̃(x0) = (E + H̃(x0))ψ(x0). В силу (1.4.31)

‖H̃(x)−H̃(x0)‖ � C|x−x0|
∑

k

ξk � C1|x−x0|, x,x0 ∈ [0,π], C1 > 0.

Положим ω(x0) := (2C1‖R̃(x0)‖)−1. Тогда при |x− x0| � ω(x0) имеем

‖H̃(x) − H̃(x0)‖ � (2‖R̃(x0)‖)−1.
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Используя лемму 1.3.1, получаем при |x− x0| � ω(x0):

R̃(x) − R̃(x0) =
∞∑

k=1

(
H̃(x0) − H̃(x)

)k(
R̃(x0)

)k+1
,

‖R̃(x) − R̃(x0)‖ � 2C1‖R̃(x0)‖2|x− x0|.
Следовательно, R̃(x) непрерывна по x ∈ [0,π] и ‖R̃(x)‖ � C, x ∈ [0,π].
Представим R̃(x) в виде R̃(x) = E −H(x). Тогда

‖H(x)‖ � C, x ∈ [0,π], (1.4.52)
и

(E −H(x))(E + H̃(x)) = (E + H̃(x))(E −H(x)) = E. (1.4.53)

В координатах (1.4.53) принимает вид

Hni,kj(x) = H̃ni,kj(x) −
∑
�,s

Hni,�s(x)H̃�s,kj(x),

(n, i), (k, j), (�, s) ∈ V , (1.4.54)

Hni,kj(x) = H̃ni,kj(x) −
∑
�,s

H̃ni,�s(x)H�s,kj(x),

(n, i), (k, j), (�, s) ∈ V. (1.4.55)

Функции Hni,kj(x) непрерывны при x ∈ [0,π], и в силу (1.4.52), (1.4.54)
и (1.4.30) имеем

|Hni,kj(x)| � Cξk, x ∈ [0,π]. (1.4.56)

Подставляя эту оценку в правые части (1.4.54) и (1.4.55) и используя
(1.4.30), получаем более точные оценки

|Hni,kj(x)|�Cξk
(

1
|n− k| + 1

+Ωηk

)
, x ∈ [0,π], (n, i), (k, j)∈V , (1.4.57)

|Hni,kj(x)|�Cξk
(

1
|n− k| + 1

+Ωηn

)
, x ∈ [0,π], (n, i), (k, j)∈V. (1.4.58)

Отметим, что поскольку

∞∑
k=0

|ηk|2 =
∞∑

n=0

∞∑
k=0

1

(k + 1)2(|n− k| + 1)2
=

=
∞∑

k=0

∞∑
n=k

1

(k + 1)2(n− k + 1)2
+

+
∞∑

n=0

∞∑
k=n+1

1

(k + 1)2(k − n+ 1)2
� 2
( ∞∑

k=1

1

k2

)2
,
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то {ηk} ∈ l2. Решая основное уравнение (1.4.33), находим

ψni(x) = ψ̃ni(x) −
∑
k,j

Hni,kj(x)ψ̃kj(x), x ∈ [0,π], (n, i), (k, j) ∈ V.

(1.4.59)
Согласно (1.4.30) и (1.4.58) ряд в (1.4.59) сходится абсолютно и равно-
мерно по x ∈ [0,π] и функции ψni(x) непрерывны при x ∈ [0,π]. Кроме
того, |ψni(x)| � C при x ∈ [0,π], (n, i) ∈ V , и верно (1.4.50).

2) Из (1.4.53) следует, что

H ′(x) = (E −H(x))H̃ ′(x)(E −H(x)), (1.4.60)

функции Hni,kj(x) непрерывно дифференцируемы, причем

|H ′
ni,kj(x)| � Cξk. (1.4.61)

Дифференцируя (1.4.59), вычисляем

ψ′
ni(x) = ψ̃′

ni(x) −
∑
k,j

Hni,kj(x)ψ̃′
kj(x) −

∑
k,j

H ′
ni,kj(x)ψ̃kj(x). (1.4.62)

В силу (1.4.30), (1.4.57) и (1.4.61) ряды в (1.4.62) сходятся абсолютно
и равномерно по x ∈ [0,π]; ψni(x) ∈ C1[0,π],

|ψ′
ni(x)| � C(n+ 1), x ∈ [0,π], (n, i) ∈ V

и верно соотношение (1.4.51). �
З ам е ч а н и е 1.4.3. Оценки для ψ′

ni(x) могут быть также получены
следующим образом. Дифференцируя (1.4.34) формально, вычисляем

ψ̃′
ni(x) −

∑
k,j

H̃ ′
ni,kj(x)ψkj(x) = ψ′

ni(x) +
∑
k,j

H̃ni,kj(x)ψ′
kj(x). (1.4.63)

Определим

z(x) = [zu(x)]u∈V , z̃(x) = [z̃u(x)]u∈V ,

Ã(x) = [Ãu,v(x)]u,v∈V , u = (n, i), v = (k, j),

по формулам

zni(x) = 1
n+ 1

ψ′
ni(x), z̃ni(x) = 1

n+ 1

(
ψ̃′

ni(x) −
∑
k,j

H̃ ′
ni,kj(x)ψkj(x)

)
,

Ãni,kj(x) = k + 1
n+ 1

H̃ni,kj(x).

Тогда (1.4.63) принимает вид z̃(x) = (E + Ã(x))z(x), или

z̃ni(x) = zni(x) +
∑
k,j

Ãni,kj(x)zkj(x). (1.4.64)
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Из (1.4.30) вытекает∑
k,j

|Ãni,kj(x)| � C
∞∑

k=0

(k + 1)ξk

(n+ 1)(|n− k| + 1)
� CΩ

n+ 1

( ∞∑
k=0

1

(|n− k| + 1)2

)1/2
.

Так как
∞∑

k=0

1

(|n− k| + 1)2
=

n∑
k=0

1

(n− k + 1)2
+

∞∑
k=n+1

1

(k − n+ 1)2
�2

∞∑
k=1

1

k2
, (1.4.65)

то приходим к оценке ∑
k,j

|Ãni,kj(x)| � CΩ

n+ 1
.

При каждом фиксированном x ∈ [0,π] оператор Ã(x) является ли-
нейным ограниченным оператором, действующем из m в m, причем
‖Ã(x)‖ � CΩ. Однородное уравнение

uni(x) +
∑
k,j

Ãni,kj(x)ukj(x) = 0, [uni(x)] ∈ m, (1.4.66)

имеет только нулевое решение. В самом деле, пусть [uni(x)] ∈ m —
решение уравнения (1.4.66). Тогда функции βni(x) := (n + 1)uni(x)
удовлетворяют (1.4.36). Кроме того, (1.4.36) дает

|βni(x)| � C(x)
∑
k,j

|H̃ni,kj(x)|(k + 1) �

� C(x)
∞∑

k=0

(k + 1)ξk

|n− k| + 1
� C(x)Ω

( ∞∑
k=0

1

(|n− k| + 1)2

)1/2
.

Поэтому с учетом (1.4.65) заключаем, что |βni(x)| � C(x), т. е.
[βni(x)] ∈ m. По лемме 1.4.6 βni(x) = 0, т. е. uni(x) = 0. Исполь-
зуя (1.4.64) и вышеприведенные рассуждения, можно показать, что
ψni(x) ∈ C1[0,π] и |ψ′

ni(x)| � C(n+ 1), т. е. соотношения (1.4.49) дока-
заны. Тогда из (1.4.63) вытекает

|ψ′
ni(x) − ψ̃′

ni(x)| � C
∞∑

k=0

(k + 1)ξk

|n− k| + 1
� CΩ

( ∞∑
k=0

1

(|n− k| + 1)2

)1/2
.

Отсюда, учитывая (1.4.65), приходим к (1.4.51). �
Построим функции ϕni(x) по формулам

ϕn1(x) = ψn1(x), ϕn0(x) = ψn0(x)ξn + ψn1(x). (1.4.67)
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Тогда справедливы соотношения (1.4.19) и (1.4.6). В силу (1.4.67)
и леммы 1.4.7 имеем

|ϕ(ν)
ni (x)| � C(n+ 1)ν , ν = 0, 1, (1.4.68)

|ϕni(x) − ϕ̃ni(x)| � CΩηn, |ϕ′
ni(x) − ϕ̃′

ni(x)| � CΩ. (1.4.69)

Далее, построим функции ϕ(x,λ) и Φ(x,λ) по (1.4.10), (1.4.18), а так-
же краевую задачу L(q(x),h,H) по (1.4.21), (1.4.25)–(1.4.26). Ясно,
что ϕ(x,λni) = ϕni(x).

Лемм а 1.4.8. q(x) ∈ L2(0,π).

Док а з а т е л ь с т в о. Здесь мы следуем доказательству леммы 1.4.4
с необходимыми изменениями. Согласно (1.4.22) ε0(x) = A1(x) +A2(x),
где функции Aj(x) определены в (1.4.23). Из (1.3.8), (1.4.3) и (1.4.6)
вытекает, что ряды в (1.4.23) сходятся абсолютно и равномерно на
[0,π], причем имеет место оценка (1.4.24). Далее,

A′
1(x) =

∞∑
k=0

(
1
αk0

− 1
αk1

)
d

dx

(
ϕ̃k0(x)ϕk0(x)

)
=

= 2
∞∑

k=0

(
1
αk0

− 1
αk1

)
ϕ̃k0(x)ϕ̃′

k0(x) +A(x) =

=
∞∑

k=0

γk

(
sin 2kx+ ηk(x)

k + 1

)
+A(x),

где

A(x) =
∞∑

k=0

(
1
αk0

− 1
αk1

)(
ϕ̃k0(x)(ϕ′

k0(x) − ϕ̃′
k0(x)) +

+ ϕ̃′
k0(x)(ϕk0(x) − ϕ̃k0(x))

)
, (1.4.70)

{γk} ∈ l2,
( ∞∑

k=0

|γk|2
)1/2

� CΩ, max
0�x�π

|ηk(x)| � C.

В силу (1.4.68), (1.4.69), (1.4.6) и (1.3.8) ряд в (1.4.70) сходится
абсолютно и равномерно на [0,π], причем

|A(x)|�CΩ
( ∞∑

k=0

ξk+
∞∑

k=0

(k + 1)ξkηk

)
� CΩ2

(
1+
( ∞∑

k=0

|ηk|2
)1/2)

� CΩ2,

так как {ηk} ∈ l2. Поэтому A1(x) ∈W 1
2 [0,π]. Аналогично получаем, что

A2(x) ∈W 1
2 [0,π]. Следовательно, ε0(x) ∈W 1

2 (0,π), ε(x) ∈ L2(0,π), т. е.
q(x) ∈ L2(0,π). �
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Лемм а 1.4.9. Справедливы соотношения

�ϕni(x)=λniϕni(x), �ϕ(x,λ)=λϕ(x,λ), �Φ(x,λ)=λΦ(x,λ). (1.4.71)

ϕ(0,λ) = 1, ϕ′(0,λ) = h, U(Φ) = 1, V (Φ) = 0. (1.4.72)

Док а з а т е л ь с т в о. 1) Используя (1.4.10), (1.4.18) и действуя так
же, как и при доказательстве леммы 1.4.5, получаем

Ũa(ϕ̃(x,λ)) = Ua(ϕ(x,λ)) +
∞∑

k=0

( 〈ϕ̃(x,λ), ϕ̃k0(x)〉|x=a

αk0(λ− λk0)
Ua(ϕk0) −

− 〈ϕ̃(x,λ), ϕ̃k1(x)〉|x=a

αk1(λ− λk1)
Ua(ϕk1)

)
, a = 0,π, (1.4.73)

Ũa(Φ̃(x,λ)) = Ua(Φ(x,λ)) +
∞∑

k=0

( 〈Φ̃(x,λ), ϕ̃k0(x)〉|x=a

αk0(λ− λk0)
Ua(ϕk0) −

− 〈Φ̃(x,λ), ϕ̃k1(x)〉|x=a

αk1(λ− λk1)
Ua(ϕk1)

)
, a = 0,π, (1.4.74)

где U0 = U , Uπ = V. Так как 〈ϕ̃(x,λ), ϕ̃kj(x)〉|x=0 = 0, то из (1.4.10)
и (1.4.73) при x = 0 вытекает, что ϕ(0,λ) = 1, U0(ϕ) = 0, и, следова-
тельно, ϕ′(0,λ) = h. В (1.4.74) положим a = 0. Так как U0(ϕ) = 0, то
приходим к соотношению U0(Φ) = 1.

2) Для доказательства (1.4.71) предположим сначала, что

Ω1 :=
( ∞∑

k=0

((k + 1)2ξk)2
)1/2

<∞. (1.4.75)

В этом случае из (1.4.60) дифференцированием можно получить

H ′′(x) = (E −H(x))H̃ ′′(x)(E −H(x)) −
−H ′(x)H̃ ′(x)(E −H(x)) − (E −H(x))H̃ ′(x)H(x). (1.4.76)

Из (1.4.30), (1.4.56) и (1.4.61) вытекает, что ряды в (1.4.76) сходятся
абсолютно и равномерно при x ∈ [0,π], Hni,kj(x) ∈ C2[0,π] и

|H ′′
ni,kj(x)| � C(n+ k + 1)ξk. (1.4.77)

Далее, используя (1.4.59), вычисляем

�̃ψni(x) = �̃ψ̃ni(x) +
∑
k,j

Hni,kj(x)�̃ψ̃kj(x) +

+ 2
∑
k,j

H ′
ni,kj(x)ψ̃

′
kj(x) +

∑
k,j

H ′′
ni,kj(x)ψ̃kj(x). (1.4.78)
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Так как �̃ϕ̃ni(x) = λniϕ̃ni(x), то

�̃ψ̃n0(x) = λn0ψ̃n0(x) + χn(λn0 − λn1)ϕ̃n1(x), �̃ψ̃n1(x) = λn1ψ̃n1(x)

и, следовательно, �̃ψ̃ni(x) ∈ C[0,π], |�̃ψ̃ni(x)| � C(n + 1)2, (n, i) ∈ V.
Отсюда и из (1.4.57), (1.4.61), (1.4.65), (1.4.77), (1.4.30) выводим, что
ряды в (1.4.78) сходятся абсолютно и равномерно при x ∈ [0,π], причем

�̃ψni(x) ∈ C[0,π], |�̃ψni(x)| � C(n+ 1)2, (n, i) ∈ V.

С другой стороны, из доказательства леммы 1.4.8 и из (1.4.75) выте-
кает, что в нашем случае q(x) − q̃(x) ∈ C[0,π], и поэтому �ψni(x) ∈
∈ C[0,π], |�ψni(x)| � C(n+ 1)2, (n, i) ∈ V. Вместе с (1.4.67) это приво-
дит к соотношениям

�ϕni(x) ∈ C[0,π], |�ϕni(x)| � C(n+ 1)2,

|�ϕn0(x) − �ϕn1(x)| � Cξn(n+ 1)2, (n, i) ∈ V.

Используя (1.4.19), вычисляем

−ϕ̃′′
ni(x)+q(x)ϕ̃ni(x)=�ϕni(x)+

∞∑
k=0

(̃
Pni,k0(x)�ϕk0(x)−P̃ni,k1(x)�ϕk1(x)

)
−

− 2ϕ̃ni(x)
∞∑

k=0

(
1
αk0

ϕ̃k0(x)ϕ′
k0(x) − 1

αk1
ϕ̃k1(x)ϕ′

k1(x)
)
−

−
∞∑

k=0

(
1
αk0

(ϕ̃ni(x)ϕ̃k0(x))′ϕk0(x) − 1
αk1

(ϕ̃ni(x)ϕ̃k1(x))′ϕk1(x)
)
.

С учетом (1.4.21) и (1.4.25) выводим

�̃ϕ̃ni(x) = �ϕni(x) +
∞∑

k=0

(
P̃ni,k0(x)�ϕk0(x) − P̃ni,k1(x)�ϕk1(x)

)
+

+
∞∑

k=0

(
1
αk0

〈ϕ̃ni(x), ϕ̃k0(x)〉ϕk0(x) − 1
αk1

〈ϕ̃ni(x), ϕ̃k1(x)〉ϕk1(x)
)
.

(1.4.79)

Используя (1.4.10) и (1.4.18), вычисляем аналогично:

�̃ϕ̃(x,λ) = �ϕ(x,λ) +

+
∞∑

k=0

( 〈ϕ̃(x,λ), ϕ̃k0(x)〉
αk0(λ− λk0)

�ϕk0(x) − 〈ϕ̃(x,λ), ϕ̃k1(x)〉
αk1(λ− λk1)

�ϕk1(x)
)

+
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+
∞∑

k=0

(
1
αk0

〈ϕ̃(x,λ), ϕ̃k0(x)〉ϕk0(x) −

− 1
αk1

〈ϕ̃(x,λ), ϕ̃k1(x)〉ϕk1(x)
)
, (1.4.80)

�̃Φ̃(x,λ) = �Φ(x,λ) +

+
∞∑

k=0

( 〈Φ̃(x,λ), ϕ̃k0(x)〉
αk0(λ− λk0)

�ϕk0(x) − 〈Φ̃(x,λ), ϕ̃k1(x)〉
αk1(λ− λk1)

�ϕk1(x)
)

+

+
∞∑

k=0

(
1
αk0

〈Φ̃(x,λ), ϕ̃k0(x)〉ϕk0(x) −

− 1
αk1

〈Φ̃(x,λ), ϕ̃k1(x)〉ϕk1(x)
)
. (1.4.81)

Из (1.4.79) вытекает

λniϕ̃ni(x) = �ϕni(x) +
∞∑

k=0

(
P̃ni,k0(x)�ϕk0(x) − P̃ni,k1(x)�ϕk1(x)

)
+

+
∞∑

k=0

(
(λni − λk0)P̃ni,k0(x)ϕk0(x) − (λni − λk1)P̃ni,k1(x)ϕk1(x)

)
,

и, следовательно, приходим к (1.4.37), где γni(x) := �ϕni(x) −
− λniϕni(x). Тогда верно (1.4.36), где

βn1(x) = γn1(x), βn0(x) = χn(γn0(x) − γn1(x)), χn :=
{
ξ−1
n , ξn �= 0,
0, ξn = 0.

Кроме того, |γni(x)| � C(n + 1)2, |γn0(x) − γn1(x)| � Cξn(n + 1)2,
и, следовательно,

|βni(x)| � C(n+ 1)2. (1.4.82)

Из (1.4.36), (1.4.30), (1.4.82) и (1.4.75) вытекает

|βni(x)| �
∑
k,j

|Hni,kj(x)βkj(x)| � C
∞∑

k=0

(k + 1)2ξk

|n− k| + 1
.

Так как k + 1
(n+ 1)(|n− k| + 1)

� 1,

то имеет место оценка

|βni(x)| � C(n+ 1)
∞∑

k=0

(k + 1)ξk � C(n+ 1). (1.4.83)
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Используя (1.4.83) вместо (1.4.82) и повторяя рассуждения, выводим

|βni(x)| �
∑
k,j

|Hni,kj(x)βkj(x)| � C
∞∑

k=0

(k + 1)ξk

|n− k| + 1
� C.

Тогда, в силу леммы 1.4.6, βni(x) = 0 и, следовательно, γni(x) = 0.
Таким образом, �ϕni(x) = λniϕni(x). Далее, из (1.4.80) вытекает

λϕ̃(x,λ) = �ϕ(x,λ) +

+
∞∑

k=0

( 〈ϕ̃(x,λ), ϕ̃k0(x)〉
αk0(λ− λk0)

λk0ϕk0(x) − 〈ϕ̃(x,λ), ϕ̃k1(x)〉
αk1(λ− λk1)

λk1ϕk1(x)
)

+

+
∞∑

k=0

( 〈ϕ̃(x,λ), ϕ̃k0(x)〉
αk0(λ− λk0)

(λ− λk0)ϕk0(x) −

− 〈ϕ̃(x,λ), ϕ̃k1(x)〉
αk1(λ− λk1)

(λ− λk1)ϕk1(x)
)
.

Отсюда, в силу (1.4.10), следует, что �ϕ(x,λ) = λϕ(x,λ). Аналогич-
но, используя (1.4.81), получаем: �Φ(x,λ) = λΦ(x,λ). Таким образом,
(1.4.71) доказано для случая, когда имеет место соотношение (1.4.75).

3) Рассмотрим теперь общий случай, когда выполняются соотноше-
ния (1.4.3). Выберем числа {ρn,(j),αn,(j)}n�0, j � 1, так, чтобы

Ω1,(j) :=
( ∞∑

k=0

(k + 1)2ξk,(j))2
)1/2

<∞,

Ω0,(j) :=
( ∞∑

k=0

((k + 1)ηk,(j))2
)1/2

→ 0 при j → ∞,

где

ξk,(j) := |ρk,(j) − ρ̃k|+ |αk,(j) − α̃k|, ηk,(j) := |ρk,(j) − ρk| + |αk,(j) − αk|.
При каждом фиксированном j � 1 решаем соответствующее основное
уравнение

ψ̃(j)(x) = (E + H̃(j)(x))ψ(j)(x),

а затем строим функции ϕ(j)(x,λ) и краевые задачи L(q(j)(x),h(j),H(j)).
Используя лемму 1.3.1, можно показать, что

lim
j→∞

‖q(j) − q‖L2 = 0, lim
j→∞

h(j) = h,

lim
j→∞

max
0�x�π

|ϕ(j)(x,λ) − ϕ(x,λ)| = 0. (1.4.84)
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Через ϕ0(x,λ) обозначим решение уравнения (1.1.1) при условиях
ϕ0(0,λ) = 1, ϕ′

0(0,λ) = h. В силу леммы 1.3.3

lim
j→∞

max
0�x�π

|ϕ(j)(x,λ) − ϕ0(x,λ)| = 0.

Сравнивая это соотношение с (1.4.84), заключаем, что ϕ0(x,λ) =
= ϕ(x,λ), т. е. �ϕ(x,λ) = λϕ(x,λ). Аналогично получаем: �Φ(x,λ) =
= λΦ(x,λ).

4) Обозначим Δ(λ) := V (ϕ). Из (1.4.73) и (1.4.74) при a = π выте-
кает

Δ̃(λ) = Δ(λ) +
∞∑

k=0

( 〈ϕ̃(x,λ), ϕ̃k0(x)〉|x=π

αk0(λ− λk0)
Δ(λk0) −

− 〈ϕ̃(x,λ), ϕ̃k1(x)〉|x=π

αk1(λ− λk1)
Δ(λk1)

)
, (1.4.85)

0 = V (Φ) +
∞∑

k=0

( 〈Φ̃(x,λ), ϕ̃k0(x)〉|x=π

αk0(λ− λk0)
Δ(λk0) −

− 〈Φ̃(x,λ), ϕ̃k1(x)〉|x=π

αk1(λ− λk1)
Δ(λk1)

)
. (1.4.86)

В (1.4.85) положим λ = λn1 :

Δ(λn1) +
∞∑

k=0

(
P̃n1,k0(π)Δ(λk0) − P̃n1,k1(π)Δ(λk1)

)
= 0.

Так как P̃n1,k1(π) = δnk, то получаем:
∑∞

k=0 P̃n1,k0(π)Δ(λk0) = 0. В силу
леммы 1.4.6 отсюда заключаем, что Δ(λk0) = 0, k � 0. Подставляя это
выражение в (1.4.86) и используя соотношение 〈Φ̃(x,λ), ϕ̃k1(x)〉|x=π =
= 0, получаем: V (Φ) = 0, т. е. (1.4.72) доказано. Отметим, что до-
полнительно доказано, что Δ(λn) = 0, т. е. числа {λn}n�0 являются
собственными значениями задачи L. �

Из (1.4.18) при x = 0 вытекает

M(λ) = M̃(λ) +
∞∑

k=0

(
1

αk0(λ− λk0)
− 1
αk1(λ− λk1)

)
.

Согласно теореме 1.2.6 M̃(λ) =
∑∞

k=0
1

αk1(λ− λk1)
, и, следовательно,

M(λ) =
∞∑

k=0

1
αk(λ− λk)

.
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Таким образом, числа {λn,αn}n�0 являются спектральными данны-
ми построенной краевой задачи L. Отметим, что если выполняет-
ся (1.1.23), то можно выбрать модельную задачу L̃ = L(q̃(x), h̃, H̃)
с q̃(x) ∈ WN

2 так, чтобы {nN+1ξn} ∈ l2, и получить q(x) ∈ WN
2 . Это

рассуждение завершает доказательство теоремы 1.4.2. �
Прим е р 1.4.1. Пусть λn = n2 (n � 0), αn = π/2 (n � 1), и пусть

α0 > 0 — произвольное положительное число. Выберем L̃ так, чтобы
q̃(x) = 0, h̃ = H̃ = 0. Тогда λ̃n = 0 (n � 0), α̃n = π

2
(n � 1) и α̃0 = π.

Обозначим a := 1
α0

− 1
π
. Ясно, что a > − 1

π
. Тогда (1.4.19) и (1.4.21)

дают: 1 = (1 + ax)ϕ00(x), ε0(x) = aϕ00(x), и, следовательно,

ϕ00(x) = 1
1 + ax

, ε0(x) = a

1 + ax
.

Используя (1.4.25) и (1.4.26), вычисляем

q(x) = 2a2

(1 + ax)2
, h = −a, H = a

1 + aπ
= aα0

π
. (1.4.87)

Согласно (1.4.10) имеем

ϕ(x,λ) = cos ρx− a

1 + ax

sin ρx

ρ
.

1.4.3. Несамосопряженный случай. В несамосопряженном слу-
чае теорема 1.4.1 остается верной, т. е. по необходимости основное
уравнение (1.4.33) однозначно разрешимо. Следовательно, результаты
п. 1.4.1 остаются верными и в несамосопряженном случае. Однако
доказательство достаточности в теореме 1.4.2 должно быть скоррек-
тировано, так как в общем случае лемма 1.4.6 не работает. В неса-
мосопряженном случае мы должны требовать разрешимости основного
уравнения (см. условие P теоремы 1.4.3). Как будет показано в примере
1.4.2, условие P является существенным и не может быть опущено.
С другой стороны, мы представляем классы операторов, для которых
однозначная разрешимость основного уравнения может быть доказана.

Рассмотрим краевую задачу L вида (1.1.1)–(1.1.2), где q(x) ∈
∈ L2(0,π) —комплекснозначная функция, h, H — комплексные числа.
Для упрощения выкладок ограничимся случаем, когда все нули харак-
теристической функции Δ(λ) являются простыми. В этом случае будем
говорить, что L ∈ V. Если L ∈ V , то

αn �= 0, λn �= λk (n �= k), (1.4.88)

и имеют место асимптотические формулы (1.3.8).
Те о р ем а 1.4.3. Для того чтобы комплексные числа {λn, αn}n�0

были спектральными данными для некоторой задачи L(q(x),h,H) ∈
∈ V с q(x) ∈ L2(0,π), необходимо и достаточно, чтобы
1) имели место соотношения (1.4.88) и (1.3.8);
2) (условие P ) при каждом фиксированном x ∈ [0,π] линейный огра-
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ниченный оператор E + H̃(x), действующий из m в m, имел ограни-
ченный обратный. Здесь задача L̃ ∈ V выбрана так, чтобы ω̃ = ω.
Краевая задача L(q(x),h,H) строится по алгоритму 1.4.1.

Доказательство теоремы 1.4.3 в основном повторяет доказательство
теоремы 1.4.2; только лемма 1.4.6 должна быть опущена.

При м е р 1.4.2. Рассмотрим пример 1.4.1, но теперь пусть α0 —
произвольное комплексное число. Тогда основное уравнение обратной
задачи принимает вид

1 = (1+ ax)ϕ00(x),
а условие Р означает, что 1 + ax �= 0 при всех x ∈ [0,π], т. е.
a /∈ (−∞,−1/π]. Следовательно, условие Р выполняется тогда и только
тогда, когда α0 /∈ (−∞, 0]. Таким образом, числа {n2,αn}n�0; αn =
= π/2 (n � 1) будут спектральными данными тогда и только тогда,
когда α0 /∈ (−∞, 0]. Краевая задача строится согласно (1.4.87). Для
самосопряженного случая имеем: α0 > 0, и условие Р всегда выпол-
няется.

В теореме 1.4.3 одним из условий, при которых произвольные
комплексные числа {λn,αn}n�0 будут спектральными данными для
краевой задачи L вида (1.1.1), (1.1.2), является требование, чтобы ос-
новное уравнение было однозначно разрешимо (условие Р). Это условие
в общем случае труднопроверяемо. В связи с этим важным является
описание классов операторов, для которых однозначная разрешимость
основного уравнения может быть проверена. Здесь мы укажем три
таких класса, часто встречающиеся в приложениях.

(i) Самосопряженный случай. В этом случае условие Р выполняет-
ся автоматически (см. теорему 1.4.2).

(ii) Конечномерные возмущения. Пусть дана модельная краевая
задача L̃ со спектральными данными {λ̃n, α̃n}n�0. Изменим конеч-
ное подмножество этих чисел. Другими словами, рассмотрим числа
{λn,αn}n�0 такие, что λn = λ̃n и αn = α̃n при n > N , а в остальном
произвольные. Тогда, согласно (1.4.19), основное уравнение становится
линейной алгебраической системой:

ϕ̃ni(x) = ϕni(x) +
N∑

k=0

(P̃ni,k0(x)ϕk0(x) − P̃ni,k1(x)ϕk1(x)),

n = 0,N , i = 0, 1, x ∈ [0,π],
а условие Р является условием отличия от нуля определителя этой
системы при всех x ∈ [0,π]. Такие возмущения весьма популярны
в приложениях. Отметим, что в самосопряженном случае определитель
всегда отличен от нуля.

(iii) Локальная разрешимость основного уравнения. При малых
возмущениях спектральных данных условие Р выполняется автомати-
чески. Точнее, справедлива следующая теорема.

Те о р е м а 1.4.4. Пусть дана задача L̃ = L(q̃(x), h̃, H̃) ∈ V . Су-
ществует δ > 0 (зависящее от L̃) такое, что если комплексные
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числа {λn, αn}n�0 удовлетворяют условию Ω < δ, то существует
единственная краевая задача L(q(x),h,H) ∈ V с q(x) ∈ L2(0,π),
для которой числа {λn, αn}n�0 являются спектральными данными,
причем

‖q − q̃‖L2(0,π) < CΩ, |h− h̃| < CΩ, |H − H̃ | < CΩ, (1.4.89)

где C зависит только от L̃.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Здесь C будет обозначать различные кон-
станты, зависящие только от L̃. Так как Ω < ∞, то имеют место
асимптотические формулы (1.3.8). Выберем δ0 > 0 так, чтобы в случае,
если Ω < δ0, выполнялись соотношения (1.4.88). В силу (1.4.32)

‖H̃(x)‖ � C sup
n

∑
k

ξn

|n− k| + 1
< CΩ.

Выберем δ � δ0 так, что в случае, если Ω < δ, ‖H̃(x)‖ � 1/2 при
x ∈ [0,π]. Тогда существует обратный оператор (E + H̃(x))−1, причем
‖(E + H̃(x))−1‖ � 2. Таким образом, выполняются все условия теоремы
1.4.3. В силу теоремы 1.4.3 существует единственная краевая задача
L(q(x),h,H) ∈ V , для которой числа {λn, αn}n�0 являются спектраль-
ными данными. Кроме того, верны соотношения (1.4.68), (1.4.69). По-
вторяя теперь рассуждения из доказательства леммы 1.4.8, получаем

max
0�x�π

|ε0(x)| � CΩ, ‖ε(x)‖L2(0,π) � CΩ.

Вместе с (1.4.25)–(1.4.26) это дает (1.4.89). �
Аналогичным образом можно исследовать устойчивость решения

обратной задачи в равномерной норме; точнее, справедливо следующее
утверждение.

Те о р е м а 1.4.5. Пусть дана задача L̃ = L(q̃(x), h̃, H̃) ∈ V . Су-
ществует δ > 0 (зависящее от L̃) такое, что если комплекс-
ные числа {λn, αn}n�0 удовлетворяют условию Ω1 < δ (Ω1 опре-
делена в (1.4.75)), то существует единственная краевая задача
L(q(x),h,H) ∈ V , для которой числа {λn, αn}n�0 являются спек-
тральными данными. Кроме того, функция q(x) − q̃(x) непрерывна
на [0,π] и

max
0�x�π

|q − q̃| < CΩ1, |h− h̃| < CΩ1, |H − H̃| < CΩ1,

где C зависит только от L̃.

З а м е ч а н и е 1.4.4. Используя метод спектральных отображений,
можно решать обратную задачу не только в L2(0,π) и WN

2 (0,π), но
также и для других классов потенциалов. Сформулируем, например,
следующую теорему для несамосопряженного случая.

Те о р ем а 1.4.6. Для того чтобы комплексные числа {λn, αn}n�0
были спектральными данными для некоторой краевой задачи
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L(q(x),h,H) ∈ V с q(x) ∈ D ⊂ L(0,π), необходимо и достаточно,
чтобы
1) выполнялось соотношения (1.4.88);
2) (асимптотика) существовала краевая задача L̃ = L(q̃(x), h̃, H̃) ∈
∈ V с q̃(x) ∈ D такая, что {nξn} ∈ l2;
3) (условие Р) при каждом фиксированном x ∈ [0,π] линейный
ограниченный оператор E + H̃(x), действующий из m в m, имел
ограниченный обратный;
4) ε(x) ∈ D, где функция ε(x) определена в (1.4.21).

Краевая задача L(q(x),h,H) строится по алгоритму 1.4.1.

§ 1.5. Метод эталонных моделей

В методе эталонных моделей строится последовательность модельных опе-
раторов, которые приближают в некотором смысле искомый оператор и поз-
воляют строить потенциал «шагами». Метод дает эффективный алгоритм ре-
шения обратной задачи и имеет широкую область применения. Он применим
для многих важных классов обратных задач, когда другие методы оказываются
неприменимыми. Например, в [258] исследовались так называемые неполные
обратные задачи для дифференциальных операторов высших порядков, когда
только некоторая часть спектральной информации доступна для измерения
и имеется априорная информация об операторе или его спектре. В [276] метод
эталонных моделей применялся при решении обратной задачи для систем
дифференциальных уравнений с нелинейной зависимостью от спектрального
параметра, а в [262] — для исследования интегродифференциальных опера-
торов. Этот метод также использовался для решения обратной задачи теории
упругости [261].

Однако метод эталонных моделей работает при довольно жестких усло-
виях на оператор. Например, для оператора Штурма–Лиувилля метод рабо-
тает в классах аналитических или кусочно-аналитических на отрезке [0,π]
потенциалов. Метод также работает для более общих классов потенциалов,
например в классе кусочно-операторно-аналитических функций (см. [82]) или в
других классах функций, которые могут быть разложены в ряды, обобщающие
ряды Тейлора. В этом параграфе идея метода эталонных моделей показана
на простейшем примере операторов Штурма–Лиувилля. Чтобы не загромож-
дать изложения, мы ограничимся случаем, когда потенциал q(x) краевой за-
дачи (1.1.1)–(1.1.2) является аналитической на [0,π] функцией. Другие, более
сложные применения метода эталонных моделей изложены в [250, 258].

1.5.1. Вспомогательные утверждения. Пусть функция Φ(x,λ)
является решением Вейля уравнения (1.1.1) при условиях U(Φ) =
= 1, V (Φ) = 0, и пусть M(λ) := Φ(0,λ) — функция Вейля для краевой
задачи L (см. п. 1.2.4). Из нескольких равносильных формулировок об-
ратных задач, введенных в § 1.2, рассмотрим здесь для определенности
обратную задачу 1.2.4 восстановления L по функции Вейля.

Пусть задана функция Вейля M(λ) краевой задачи L. Наша цель —
дать конструктивную процедуру построения потенциала q(x), который
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является аналитической функцией на [0,π] (для упрощения выкладок
считаем, что коэффициенты h и H известны). Возьмем некоторую
модельную краевую задачу L̃ = L(q̃(x),h,H) с аналитическим потен-
циалом q̃(x). Так как

−Φ′′(x,λ) + q(x)Φ(x,λ) = λΦ(x,λ), −Φ̃′′(x,λ) + q̃(x)Φ̃(x,λ) = λΦ̃(x,λ),

то (q(x) − q̃(x))Φ(x,λ)Φ̃(x,λ) = (Φ′(x,λ)Φ̃(x,λ) − Φ(x,λ)Φ̃′(x,λ))′,
и, следовательно,

π∫

0

q̂(x)Φ(x,λ)Φ̃(x,λ) dx = M̂(λ), (1.5.1)

где q̂(x) = q(x) − q̃(x), M̂(λ) = M(λ) − M̃(λ).
Изучим асимптотику слагаемых в (1.5.1). Сначала докажем вспомо-

гательное утверждение. Обозначим Q = {ρ : arg ρ ∈ [δ0,π − δ0]}, δ0 >
> 0. Тогда существует ε0 > 0 такое, что

|Im ρ| � ε0|ρ| при ρ ∈ Q. (1.5.2)

Л емм а 1.5.1. Пусть

r(x) = xk

k!

(
γ + p(x)

)
, H(x, ρ) = exp(2iρx)

(
1 + ξ(x, ρ)

ρ

)
, x ∈ [0, a],

где p(x) ∈ C[0, a], p(0) = 0, а функция ξ(x, ρ) непрерывна и ограни-
чена при x ∈ [0, a], ρ ∈ Q, |ρ| � ρ∗. Тогда при ρ→ ∞, ρ ∈ Q:

a∫

0

r(x)H(x, ρ) dx = (−1)k

(2iρ)k+1 (γ + o(1)).

Док а з а т е л ь с т в о. Разобьем интеграл на три слагаемых:

(2iρ)k+1(−1)k

a∫

0

r(x)H(x, ρ) dx = I1(ρ) + I2(ρ) + I3(ρ),

I1(ρ) := γ(2iρ)k+1(−1)k

a∫

0

xk

k!
exp(2iρx) dx,

I2(ρ) := (2iρ)k+1(−1)k

a∫

0

xk

k!
p(x) exp(2iρx) dx,

I3(ρ) := (2i)k+1(−ρ)k

a∫

0

r(x) exp(2iρx)ξ(x, ρ) dx.
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Так как ∞∫

0

xk

k!
exp(2iρx) dx = (−1)k

(2iρ)k+1 , ρ ∈ Q,

то I1(ρ) − γ → 0 при |ρ| → ∞, ρ ∈ Q.
Далее, возьмем ε > 0 и выберем δ = δ(ε) так, чтобы при x ∈ [0, δ]

|p(x)| < ε

2
εk+1
0 , где ε0 определено в (1.5.2). Тогда, используя (1.5.2),

вычисляем

|I2(ρ)| < ε

2
(2|ρ|ε0)k+1

δ∫

0

xk

k!
exp(−2ε0|ρ|x) dx+

+ (2|ρ|)k+1

a∫

δ

xk

k!
|p(x)| exp(−2ε0|ρ|x) dx <

<
ε

2
+ (2|ρ|)k+1 exp(−2ε0|ρ|δ)

a−δ∫

0

(x+ δ)k

k!
|p(x+ δ)| exp(−2ε0|ρ|x) dx.

В силу произвольности ε получаем, что I2(ρ) → 0 при |ρ| → ∞, ρ ∈ Q.
Так как |(γ + p(x))ξ(x, ρ)| < C, то при |ρ| → ∞, ρ ∈ Q имеем

|I3(ρ)| < C|ρ|k
a∫

0

xk

k!
exp(−2ε0|ρ|x) dx � C

|ρ|εk+1
0

→ 0,

и лемма 1.5.1 доказана. �
Предположим, что при некотором фиксированном k � 0 коэффи-

циенты Тейлора qj := q(j)(0), j = 0, k − 1, уже вычислены. Выберем
модельную краевую задачу L̃ так, чтобы первые k коэффициентов Тей-
лора функций q и q̃ совпадали, т. е. q̃j = qj , j = 0, k − 1. Тогда, исполь-
зуя (1.5.1) и лемму 1.5.1, можно вычислить следующий коэффициент
Тейлора qk = q(k)(0). Точнее, справедливо следующее утверждение.

Л емм а 1.5.2. Зафиксируем k. Пусть функции q(x) и q̃(x) анали-
тичны при x ∈ [0, a], a > 0, причем q̂j := qj − q̃j = 0 при j = 0, k − 1.
Тогда

q̂k = 1
4
(−1)k lim

|ρ|→∞
ρ∈Q

(2iρ)k+3M̂(λ). (1.5.3)

До к а з а т е л ь с т в о. Из (1.1.10), (1.1.16) и (1.2.9) вытекает

Φ(x,λ) = 1
iρ

exp(iρx)
(
1 +O

(
1
ρ

))
.
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Следовательно, учитывая (1.5.1), получаем

M̂(λ) =
π∫

0

q̂(x)Φ(x,λ)Φ̃(x,λ) dx =

=
a∫

0

xk

k!

(
q̂(k)(0) + p(x)

)
1

(iρ)2
exp(2iρx)

(
1 + ξ(x, ρ)

ρ

)
dx+

+
π∫
a

q̂(x)Φ(x,λ)Φ̃(x,λ) dx.

Используя лемму 1.5.1, получаем при |ρ| → ∞, ρ ∈ Q :

M̂(λ) = 4(−1)k

(2iρ)k+3

(
q̂(k)(0) + o(1)

)
,

и лемма 1.5.2 доказана. �
1.5.2. Решение обратной задачи. Опираясь на вышеприведен-

ные факты, приходим к следующему алгоритму решения задачи 1.2.4
в классе аналитических потенциалов.

А л г о р и т м 1.5.1. Пусть задана функция Вейля M(λ) краевой
задачи (1.1.1, (1.1.2) с аналитическим потенциалом.

(i) Вычисляем qk = q(k)(0), k � 0. Для этого последовательно при
k = 0, 1, 2, . . . выполняем следующие операции: строим модельную
краевую задачу L̃ с аналитическим потенциалом q̃(x) такую, что
q̃j = qj , j = 0, k − 1, и вычисляем qk = q(k)(0) по формуле (1.5.3).

(ii) Строим функцию q(x) по формуле

q(x) =
∞∑

k=0

qk
xk

k!
, 0 < x < R,

где
R =

(
lim

k→∞

( |qk|
k!

)1/k)−1
.

Если R < π, то при R < x < π функция q(x) строится по анали-
тическому продолжению или методом шагов, описанным в замеча-
нии 1.5.1.

З а м е ч а н и е 1.5.1. Метод эталонных моделей работает также
и в классе кусочно-аналитических потенциалов. Всамом деле,функции

Φa(x,λ) = Φ(x,λ)

Φ′(a,λ)
, Ma(λ) = Φ(a,λ)

Φ′(a,λ)
= S(a,λ) +M(λ)ϕ(a,λ)

S′(a,λ) +M(λ)ϕ′(a,λ)

являются соответственно решением Вейля и функцией Вейля
для отрезка x ∈ [a,π]. Предположим, что потенциал q(x) уже
построен на отрезке [0, a]. Тогда можно вычислить Ma(λ) и перейти
к интервалу [a,π].



§ 1.6. Устойчивость решения обратной задачи 93

§ 1.6. Устойчивость решения обратной задачи

В этом параграфе излагается метод локального решения обратной задачи
1.2.2, позволяющий исследовать устойчивость решения. Не ограничивая общ-
ности, будем рассматривать случай H = 0. В этом методе, который был пред-
ложен Боргом [44], обратная задача сводится к нелинейному интегральному
уравнению (см. (1.6.13)), которое может быть решено локально. Важную роль
в методе Борга играют произведения собственных функций рассматриваемых
краевых задач. Для вывода и исследования нелинейного уравнения Борга
используется полнота или базисность по Риссу в L2(0,π) таких произведе-
ний. Для теорем единственности достаточно доказать полноту произведений
(см. п. 1.2.3), а для локального решения обратной задачи и исследования
устойчивости ее решения нужна базисность по Риссу. Для удобства читателей
в п. 1.6.5 дается необходимая информация о базисах Рисса в гильбертовом
пространстве. Заметим, что для операторов Штурма–Лиувилля метод Борга
слабее, чем метод Гельфанда–Левитана и метод спектральных отображений.
Однако метод Борга иногда оказывается полезным, когда другие методы не ра-
ботают (см., например, [130, 150, 75, 262] и др.).

1.6.1. Вывод уравнения Борга. Пусть λni = ρ2ni, n � 0, i =
= 1, 2, — собственные значения краевых задач Li :

�y := −y′′ + q(x)y = λy, (1.6.1)

y′(0) − hy(0) = y(i−1)(π) = 0, (1.6.2)

где q(x) ∈ L2(0,π) — вещественная функция и h — вещественное
число. Тогда (см. § 1.1)

ρn1 =
(
n+ 1

2
) + a

n
+ κn1

n
, ρn2 = n+ a

n
+ κn2

n
, (1.6.3)

где

{κni} ∈ l2, a = 1
π

(
h+ 1

2

π∫

0

q(t) dt
)
.

Пусть Li и L̃i, i = 1, 2, таковы, что a = ã. Тогда

Λ :=
( ∞∑

n=0

(
|λn1 − λ̃n1|2 + |λn2 − λ̃n2|2

))1/2
<∞.

Обозначим

yni(x)=ϕ(x, λ̃ni), ỹni(x)= ϕ̃(x, λ̃ni), sni(x)=S(x, λ̃ni), s̃ni(x)= S̃(x, λ̃ni),

Gni(x, t) =
{
S(x, λ̃ni)C(t, λ̃ni) − S(t, λ̃ni)C(x, λ̃ni), 0 � t � x � π,
0, 0 � x < t � π,

где ϕ(x,λ), C(x,λ) и S(x,λ) — решения уравнения (1.6.1) при услови-
ях C(0,λ) = ϕ(0,λ) = S′(0,λ) = 1, C ′(0,λ) = S(0,λ) = 0, ϕ′(0,λ) = h.
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Так как �yni(x) = λ̃niyni(x), �̃ỹni(x) = λ̃niỹni(x), то
π∫

0

r(x)yni(x)ỹni(x) dx =
π∫

0

(yni(x)ỹ′′ni(x) − y′′ni(x)ỹni(x)) dx =

=
(
yni(x)ỹ′ni(x) − y′ni(x)ỹni(x)

)∣∣∣π
0
, (1.6.4)

где r := q̃ − q. Положим

p = −1
2

π∫

0

r(x) dx. (1.6.5)

Из равенства a = ã вытекает, что p = h̃ − h, и, следовательно, (1.6.4)
принимает вид
π∫

0

r(x)yni(x)ỹni(x) dx = yni(π)ỹ′ni(π) −

− y′ni(π)ỹni(π) − p, n � 0, i = 1, 2. (1.6.6)

Так как ỹni(x) являются собственными функциями краевых задач L̃i,
то

ỹn1(π) = 0, ỹ′n2(π) = 0, n � 0. (1.6.7)

Далее, дифференцированием нетрудно проверить, что функция
ỹni(x) удовлетворяет интегральному уравнению

ỹni(x)=yni(x)+psni(x)+
π∫

0

Gni(x, t)r(t)ỹni(t) dt,

n � 0, i = 1, 2. (1.6.8)

Решая уравнение (1.6.8) методом последовательных приближений, на-
ходим

ỹni(x) = yni(x) + psni(x) + ϕni(x), n � 0, i = 1, 2, (1.6.9)

где

ϕni(x) =
∞∑

j=1

π∫

0

. . .

π∫

0︸ ︷︷ ︸
j

Gni(x, t1)Gni(t1, t2) . . .Gni(tj−1, tj) ×

× r(t1) . . . r(tj)(yni(tj) + psni(tj)) dt1 . . . dtj . (1.6.10)
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Подставляя (1.6.9)–(1.6.10) в (1.6.6) и используя (1.6.5) и (1.6.7),
получаем

π∫

0

r(x)ξni(x) dx = ωni, n � 0, i = 1, 2, (1.6.11)

где
ξni(x) = y2ni(x) − 1

2
,

ωn1 = yn1(π)(y′n1(π) + ps′n1(π) + ϕ′
n1(π)) −

−
π∫

0

pr(x)sn1(x)yn1(x) dx−
π∫

0

r(x)yn1(x)ϕn1(x) dx,

ωn2 = −y′n2(π)(yn2(π) + psn2(π) + ϕn2(π))

−
π∫

0

pr(x)sn2(x)yn2(x) dx−
π∫

0

r(x)yn2(x)ϕn2(x) dx.

Из (1.2.7) вытекает

ξni(x) = 1
2

(
cos 2ρ̃nix+

x∫

0

V1(x, t) cos2ρ̃nit dt
)
, (1.6.12)

где V1(x, t) — непрерывная функция. Введем функции {ηn(x)}n�0
и числа {zn}n�0 по формулам

η2n(x) = ξn2(x), η2n+1(x) = ξn1(x), z2n = 2ρ̃n2, z2n+1 = 2ρ̃n1.

Тогда, согласно (1.6.3) и (1.6.12), имеем

zn = n+ a

n
+ κn

n
, {κn} ∈ l2,

ηn(x) = 1
2

(
cos znx+

x∫

0

V1(x, t) cos znt dt
)
.

В силу утверждений 1.6.6 и 1.6.2 множество функций {ηn(x)}n�0
образует базис Рисса в L2(0,π). Через {χn(x)}n�0 обозначим соответ-
ствующий биортогональный базис. Тогда из (1.6.11) выводим

r(x) =
∞∑

n=0

(
ωn2χ2n(x) + ωn1χ2n+1(x)

)
,
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и, следовательно, с учетом (1.6.5) имеем

r(x)=f(x)+
∞∑

j=1

π∫

0

. . .

π∫

0︸ ︷︷ ︸
j

Hj(x, t1, . . . , tj)r(t1) · . . . · r(tj) dt1 . . . dtj , (1.6.13)

где

f(x) =
∞∑

n=0

(−y′n2(π)yn2(π)χ2n(x) + y′n1(π)yn1(π)χ2n+1(x)), (1.6.14)

H1(x, t1) =
∞∑

n=0

(
−y′n2(π)

(
Gn2(π, t1)yn2(t1) − 1

2
sn2(π)

)
χ2n(x) +

+ yn1(π)
(
∂Gn1(x, t1)

∂x
∣∣∣x=π

yn1(t1) − 1
2
s′n1(π)

)
χ2n+1(x)

)
, (1.6.15)

Hj(x, t1, . . . , tj) =
∞∑

n=0

(
−
(
yn2(t1) + y′n2(π)Gn2(π, t1)

)
×

×Gn2(t1, t2) . . .Gn2(tj−2, tj−1)
(
Gn2(tj−1, tj)yn2(tj) −

− 1
2
sn2(tj−1)

)
χ2n(x) −

(
yn1(t1) − yn1(π)∂Gn1(x, t1)

∂x
∣∣∣x=π

)
×

×Gn1(t1, t2) . . .Gn1(tj−2, tj−1)
(
Gn1(tj−1, tj)yn1(tj) −

− 1
2
sn1(tj−1)

)
χ2n+1(x)

)
, j � 2. (1.6.16)

Уравнение (1.6.13) называется уравнением Борга.
З а м е ч а н и е 1.6.1. Для доказательства базисности по Риссу си-

стемы функций {ηn(x)}n�0 мы использовали выше оператор преобра-
зования. Однако во многих случаях, когда метод Борга может быть
применен, оператор преобразования не работает. Ниже в п. 1.6.3
представлена оригинальная идея Борга, которая позволяет доказывать
базисность по Риссу произведений собственных функций без исполь-
зования оператора преобразования.

1.6.2. Основная теорема. Используя уравнение Борга, можно
доказать следующую теорему о локальном решении обратной задачи
и об устойчивости этого решения.

Те о р е м а 1.6.1. Для краевых задач Li вида (1.6.1), (1.6.2) суще-
ствует δ > 0 (зависящее от Li) такое, что если вещественные чис-
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ла {λ̃ni}n�0, i = 1, 2, удовлетворяют условию Λ < δ, то существуют
единственные q̃(x) ∈ L2(0,π), h̃, для которых числа {λ̃ni}n�0, i = 1, 2,
являются собственными значениями L̃i. Кроме того,

‖q − q̃‖L2 < CΛ, |h− h̃| < CΛ. (1.6.17)

Здесь и в дальнейшем одним и тем же символом C обозначаются
различные положительные константы, зависящие от Li.

Док а з а т е л ь с т в о. Существует δ1 > 0 такое, что если веще-
ственные числа {λ̃ni}n�0, i = 1, 2, удовлетворяют условию Λ < δ1,
то λ̃ni �= λ̃kj при (n, i) �= (k, j) и

yn2(π) �= 0, y′n1(π) �= 0 при всех n � 0. (1.6.18)

В самом деле, согласно теореме 1.1.1, функции ϕ(x,λn2) являют-
ся собственными функциями краевой задачи L2, и ϕ′(π,λn2) = 0,
ϕ(π,λn2) �= 0 при всех n � 0. Кроме того, в силу (1.1.9) и (1.6.3), имеем

ϕ(π,λn2) = cosnπ +O
(
1
n

)
= (−1)n +O

(
1
n

)
.

Таким образом, |ϕ(π,λn2)| � C > 0. С другой стороны, используя
(1.3.11), вычисляем

ϕ(π, λ̃n2) − ϕ(π,λn2) = (cos ρ̃n2π − cos ρn2π) +

+
π∫

0

G(π, t)(cos ρ̃n2t− cos ρn2t) dt,

и, следовательно, |ϕ(π, λ̃n2) − ϕ(π,λn2)| < C|ρ̃n2 − ρn2|. Тогда при до-
статочно малом Λ имеем

yn2(π) := ϕ(π, λ̃n2) �= 0 при всех n � 0.

Аналогично выводится второе неравенство в (1.6.18).
Нетрудно убедиться, что справедливы следующие оценки при n � 0,

i = 0, 1, 0 � x, t � π:

|yni(x)| < C, |y′n1(π)| < C(n+ 1), |∂Gni(x, t)
∂x

| < C, |Gni(x, t)| < C

n+ 1
,

|y′n2(π)| < C|λ̃n2 − λn2|, |yn1(π)| < C

n+ 1
|λ̃n1 − λn1|, |s′n1(π)| < C

n+ 1
.

В самом деле, оценка |yni(x)| < C следует из (1.1.9) и (1.6.3). Так как
ϕ′(π,λn2) = 0, то y′n2(π) = ϕ′(π, λ̃n2) − ϕ′(π,λn2). В силу (1.1.54)

ϕ′(x,λ) = −ρ sin ρx+G(x,x) cos ρx+
x∫

0

∂G(x, t)
∂x

cos ρt dt.

4 В.А. Юрко
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Поэтому

ϕ′(π, λ̃n2) − ϕ′(π,λn2) = −ρ̃n2 sin ρ̃n2π + ρn2 sin ρn2π +

+G(π, t)(cos ρ̃n2π − cos ρn2π) +
π∫

0

∂G(x, t)
∂x

∣∣∣x=π
(cos ρ̃n2t− cos ρn2t) dt,

и, следовательно, |y′n2(π)| < C|λ̃n2 − λn2|. Остальные оценки устанав-
ливаются аналогично.

Используя (1.6.14)–(1.6.16), получаем

‖f‖ < CΛ, ‖H1‖ < CΛ, ‖Hj‖ < Cj (j � 2), (1.6.19)

где ‖.‖ — норма в L2 по совокупности аргументов. В самом деле,
согласно (1.6.14) имеем

f(x) =
∞∑

n=0

fnχn(x),

где f2n = −y′n2(π)yn2(π), f2n+1 = y′n1(π)yn1(π). Тогда, используя преды-
дущие оценки для yni(x), находим |f2n| � C|λ̃n2 − λn2|, |f2n+1| �
� C|λ̃n1 − λn1|. В силу (1.6.58) это дает: ‖f‖ < CΛ. Остальные оценки
в (1.6.19) выводятся аналогично.

Рассмотрим в L2(0,π) нелинейное интегральное уравнение (1.6.13)
и запишем его в виде: r = f +Ar, где

Ar =
∞∑

j=1

Ajr,

(Ajr)(x) =
π∫

0

. . .

π∫

0︸ ︷︷ ︸
j

Hj(x, t1, . . . , tj)r(t1) · . . . · r(tj) dt1 . . . dtj .

С учетом (1.6.19) получаем оценки

‖A1r‖ � CΛ‖r‖, ‖A1r −A1r̃‖ � CΛ‖r − r̃‖,

‖Ajr‖ � (C‖r‖)j, ‖Ajr − Aj r̃‖ � ‖r − r̃‖
(
Cmax(‖r‖, ‖r̃‖)

)j−1
,

j � 2, ‖f‖ < CΛ. (1.6.20)

Зафиксируем C � 1/2 так, чтобы имели место оценки (1.6.20). Если
‖r‖ � (2C)−1, ‖r̃‖ � (2C)−1, то из (1.6.20) вытекает

‖Ar‖ � CΛ‖r‖ + 2C2‖r‖2,
‖Ar −Ar̃‖ � C‖r − r̃‖

(
Λ + 2max(‖r‖, ‖r̃‖)

)
.
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Кроме того, если Λ � (4C)−1, ‖r‖ � (8C2)−1, ‖r̃‖ � (8C2)−1, то

‖Ar‖ � 1
2
‖r‖, ‖Ar −Ar̃‖ � 1

2
‖r − r̃‖. (1.6.21)

Поэтому существует достаточно малое δ2 > 0 такое, что если Λ < δ2,
то уравнение (1.6.13) может быть решено методом последовательных
приближений:

r0 = f , rk+1 = f +Ark, k � 0,

r = r0 +
∞∑

k=0

(rk+1 − rk). (1.6.22)

В самом деле, положим δ2 = (16C3)−1. Если Λ < δ2, то ‖f‖ � (16C2)−1,
Λ � (4C)−1. Используя (1.6.21), получаем по индукции

‖rk‖ � 2‖f‖, ‖rk+1 − rk‖ � 1

2k+1 ‖f‖, k � 0.

Следовательно, ряд (1.6.22) сходится в L2(0,π) к решению уравнения
(1.6.13). Кроме того, для этого решения верна оценка ‖r‖ � 2‖f‖.

Пусть δ = min(δ1, δ2), и пусть r(x) — построенное выше решение
уравнения (1.6.13). Определим p по формуле (1.6.5) и q̃(x), h̃ —
по формулам: q̃ = q + r, h̃ = h + p. Тем самым мы построили краевые
задачи L̃i. Ясно, что имеют место оценки (1.6.17).

Осталось показать, что числа {λ̃ni}n�0 являются собственными зна-
чениями для построенных краевых задач L̃i. Для этой цели рассмотрим
функции ỹni(x), которые являются решениями уравнения (1.6.8). Тогда
верны соотношения (1.6.9), (1.6.10). Ясно, что

−ỹ′′ni(x) + q̃(x)ỹni(x) = λ̃niỹni(x), ỹni(0) = 1, ỹ′ni(0) = h̃,

и, следовательно, имеет место (1.6.6). Далее, умножая (1.6.13)
на ηn(x), интегрируя по x и учитывая (1.6.9), (1.6.10), получаем

π∫

0

r(x)yn1(x)ỹn1(x) dx = yn1(π)ỹ′n1(π) − p,

π∫

0

r(x)yn2(x)ỹn2(x) dx = −y′n2(π)ỹn2(π) − p.

Сравнивая эти соотношения с (1.6.6) и используя (1.6.18), заключаем,
что верны равенства (1.6.7), т. е. функции ỹni(x) являются собствен-
ными функциями, а числа {λ̃ni}n�0 — собственными значениями
для L̃i. Единственность следует из теоремы Борга (см. тео-
рему 1.2.4). �
4*
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1.6.3. Случай краевых условий Дирихле. Результаты, аналогич-
ные вышеприведенным, верны также и для краевых условий Дирихле;
в этом пункте мы докажем соответствующую теорему (см. теорему
1.6.2). Наиболее интересной частью этого пункта является прием Борга
доказательства базисности по Риссу произведений собственных функ-
ций (см. замечание 1.6.1).

Пусть λ0ni = (ρ0ni)
2, n � 1, i = 1, 2, — собственные значения краевых

задач L0
i вида

−y′′ + q(x)y = λy, q(x) ∈ L2(0,π), (1.6.23)

y(0) = y(i−1)(π) = 0 (1.6.24)

с вещественным потенциалом q. Тогда (см. §1.1)

ρ0n1 = n+ a0

n
+ κ

0
n1

n
, ρ0n2 =

(
n− 1

2

)
+ a0

n
+ κ

0
n2

n
,

{
κ
0
ni

} ∈ l2, a0 = 1
2π

π∫

0

q(t) dt.

Пусть L0
i и L̃0

i , i = 1, 2, таковы, что a0 = ã0. Тогда

Λ0 :=
( ∞∑

n=1

(
|λ0n1 − λ̃0n1|2 + |λ0n2 − λ̃0n2|2

))1/2
<∞

и π∫

0

r(t) dt = 0, (1.6.25)

где r = q̃ − q. Действуя так же, как и в п. 1.6.1, и используя те же
обозначения, получаем
π∫

0

r(x)sni(x)s̃ni(x) dx = sni(π)s̃′ni(π) − s′ni(π)s̃ni(π),

n � 1, i = 1, 2, (1.6.26)

s̃n1(π) = 0, s̃′n2(π) = 0, n � 1, (1.6.27)

s̃ni(x) = sni(x) +
π∫

0

Gni(x, t)r(t)s̃ni(t) dt, n � 1, i = 1, 2. (1.6.28)

Решая уравнение (1.6.28) методом последовательных приближений,
находим

s̃ni(x) = sni(x) + ψni(x), (1.6.29)
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где

ψni(x) =
∞∑

j=1

π∫

0

. . .

π∫

0︸ ︷︷ ︸
j

Gni(x, t1)Gni(t1, t2) . . .Gni(tj−1, tj) ×

× r(t1) . . . r(tj)sni(tj) dt1 . . . dtj . (1.6.30)

Подставляя (1.6.29)–(1.6.30) в (1.6.26) и используя (1.6.27), вычисляем

π∫

0

r(x)uni(x) dx = ω0
ni, n � 1, i = 1, 2, (1.6.31)

где u0ni(x) = 2n2s2ni(x),

ω0
n1=2n2

(
sn1(π)(s′n1(π)+ψ′

n1(π))−
π∫

0

r(x)sn1(x)ψn1(x) dx
)
,

ω0
n2=2n2

(
−s′n2(π)(sn2(π)+ψn2(π))−

π∫

0

r(x)sn2(x)ψn2(x) dx
)
.

(1.6.32)

Введем функции {un(x)}n�1 и числа {ωn}n�0 по формулам

u2n(x) := u0n1(x), u2n−1(x) := u0n2(x), ω2n := ω0
n1,

ω2n−1 := ω0
n2 (n � 1), ω0 := 0.

Тогда равенство (1.6.31) принимает вид

π∫

0

r(x)un(x) dx = ωn, n � 1. (1.6.33)

Обозначим vn(x) := u′n(x)/n, wn(x) := 1 − un(x) (n � 1), w0(x) := 1.
Используя результаты § 1.1, получаем асимптотические формулы

vn(x) = sinnx+O
(
1
n

)
, wn(x) = cosnx+O

(
1
n

)
, n→ ∞. (1.6.34)

В силу (1.6.25) и (1.6.33) имеем

π∫

0

r(x)wn(x) dx = −ωn, n � 0. (1.6.35)
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Л е м м а 1.6.1. Каждое множество функций {vn(x)}n�1
и {wn(x)}n�0 образует базис Рисса в L2(0,π).

Док а з а т е л ь с т в о. Здесь, как и выше, можно применять оператор
преобразования, но мы используем иной метод, который был предложен
Боргом [44].

Пусть q(x) ∈W 1
2 , и пусть y — решение уравнения (1.6.23), удовле-

творяющее условию y(0) = 0. Аналогично, пусть функция ỹ такова, что
−ỹ′′ + q̃(x)ỹ = λỹ, ỹ(0) = 0, где q̃(x) ∈W 1

2 . Обозначим u = yỹ. Тогда

u′ = yỹ′ + y′ỹ, u′′ = −2λu+ (q + q̃)u+ 2y′ỹ′,
u′′′ + 4λu′ − (q + q̃)u′ − (q′ + q̃′)u = 2(qyỹ′ + q̃y′ỹ).

Отсюда, используя соотношения

2(qyỹ′ + q̃y′ỹ) = (q + q̃)u′ + (q − q̃)(yỹ′ − y′ỹ),

(yỹ′ − y′ỹ)(x) =
x∫

0

(q̃(s) − q(s))u(s) ds,

выводим

u′′′ + 4λu′ − 2(q(x) + q̃(x))u′ − (q′(x) + q̃′(x))u =

= (q(x) − q̃(x))
x∫

0

(q̃(s) − q(s))u(s) ds.

Обозначим v = u′. Так как u(0) = u′(0) = 0, то v(0) = 0, u(x) =
=

∫x

0 v(s) ds и, следовательно,

−v′′ + 2(q(x) + q̃(x))v +
x∫

0

N(x, s)v(s) ds = 4λv, (1.6.36)

где

N(x, s) = q′(x) + q̃′(x) + (q(x) − q̃(x))
x∫
s

(q̃(ξ) − q(ξ)) dξ.

В частности, при q̃ = q заключаем, что функции {vn(x)}n�1 являются
собственными функциями краевой задачи

−v′′ + p(x)v +
x∫

0

M(x, s)v(s) ds = 4λv, v(0) = v(π) = 0,
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где p(x) = 4q(x), M(x, t) = 2q′(x). Тогда для последовательности
{vn(x)}n�1 существует биортогональная в L2(0,π) последовательность
({v∗n(x)}n�1 (v∗n(x) — собственные функции краевой задачи

−v∗′′ + p(x)v∗ +
π∫
x

M(s,x)v∗(s) ds = 4λv∗, v∗(0) = v∗(π) = 0).

В силу (1.6.34) и утверждения 1.6.4 это означает, что система функций
{vn(x)}n�1 образует базис Рисса в L2(0,π).

Покажем теперь, что система функций {wn(x)}n�0 полна в L2(0,π).
В самом деле, предположим, что

π∫

0

f(x)wn(x) dx = 0, n � 0, f(x) ∈ L2(0,π).

В частности, это дает
∫π

0 f(x) dx = 0, и, следовательно,

π∫

0

f(x)un(x) dx = 0, n � 1.

Интегрируя по частям и используя соотношения vn(0) = vn(π) = 0,
вычисляем π∫

0

vn(x) dx
π∫
x

f(t) dt = 0, n � 1.

Сиcтема функций {vn(x)}n�1 полна в L2(0,π). Поэтому
∫π

x f(t) dt = 0
при x ∈ [0,π], т. е. f(x) = 0 п. в. на (0,π). Тем самым доказано, что си-
стема функций {wn(x)}n�0 полна в L2(0,π). Кроме того, в силу (1.6.34)
последовательность {wn(x)}n�0 квадратично близка к базису Рисса
{cosnx}n�0, и поэтому, согласно утверждению 1.6.5, {wn(x)}n�0 —
базис Рисса в L2(0,π). �

З а м е ч а н и е 1.6.2. С помощью (1.6.36) можно также доказать
полноту произведений собственных функций sni(x)s̃ni(x) и тем самым
получить другой метод доказательства теоремы единственности Борга
(см. § 1.2), без использования оператора преобразования.

Через {v∗n(x)}n�1 и {w∗
n(x)}n�0 обозначим базисы, биортогональные

к {vn(x)}n�1 и {wn(x)}n�0 соответственно. Тогда из (1.6.35) выводим
(теми же рассуждениями, что и в п. 1.6.1):

r(x)=f0(x)+
∞∑

j=1

π∫

0

. . .H0
j (x, t1, . . . , tj)r(t1) · . . . · r(tj) dt1 . . . dtj , (1.6.37)
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где

f0(x) = −
∞∑

n=1

2n2(s′n1(π)sn1(π)v∗2n(x) − s′n2(π)sn2(π)v∗2n−1(x)),

H0
1 (x, t1) = −

∞∑
n=1

2n2
(
sn1(π)∂Gn1(x, t1)

∂x
∣∣∣x=π

sn1(t1)v∗2n(x) −

− s′n2(π)Gn2(π, t1)sn2(t1)v∗2n−1(x)
)
,

H0
j (x, t1, . . . , tj) = −

∞∑
n=1

2n2
((
sn1(π)∂Gn1(x, t1)

∂x
∣∣∣x=π

−

− sn1(t1)
)
Gn1(t1, t2) . . .Gn1(tj−1, tj)sn1(tj)v∗2n(x) −

−
(
s′n2(π)Gn2(π, t1) + sn2(t1)

)
Gn2(t1, t2) × . . .

. . .×Gn2(tj−1, tj)sn2(tj)v∗2n−1(x)
)
, j � 2.

Используя нелинейное уравнение (1.6.37) и действуя так же, как и
в п. 1.6.2, приходим к следующей теореме.

Те о р е м а 1.6.2. Для краевых задач L0
i вида (1.6.23), (1.6.24)

существует δ > 0 такое, что если вещественные числа {λ̃0ni}n�1,
i = 1, 2, удовлетворяют условию Λ0 < δ, то существует един-
ственная вещественная функция q̃(x) ∈ L2(0,π), для которой числа
{λ̃0ni}n�1, i = 1, 2, являются собственными значениями задач L̃0

i .
Кроме того, ‖q − q̃‖L2 < CΛ0.

З а м е ч а н и е 1.6.3. Используя базис Рисса {vn(x)}n�1, можно
также вывести другое нелинейное уравнение. В самом деле, обозначим
z(x) :=

∫π

x r(t) dt. После интегрирования по частям равенство (1.6.33)
принимает вид

π∫

0

z(x)vn(x) dx = ωn

n
, n � 1.

Так как {vn(x)}n�1 и {v∗n(x)}n�1 — взаимно биортогональные базисы,
то

z(x) =
∞∑

n=1

ω0
n

n
v∗n(x),

или π∫
x

r(t) dt =
∞∑

n=1

ωn

n
v∗n(x), r(x) = −

∞∑
n=1

ωn

n

d

dx
v∗n(x).
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Отсюда, в силу (1.6.30) и (1.6.32), получаем аналогично п. 1.6.1

r(x) = f1(x) +
∞∑

j=1

π∫

0

. . .

π∫

0︸ ︷︷ ︸
j

Hj1(x, t1, . . . , tj)r(t1) · . . . · r(tj) dt1 . . . dtj ,

где

f1(x) = −
∞∑

n=1

2n(s′n1(π)sn1(π) d
dx
v∗2n(x) − s′n2(π)sn2(π) d

dx
v∗2n−1(x)),

H11(x, t1) = −
∞∑

n=1

2n
(
sn1(π)∂Gn1(x, t1)

∂x
∣∣∣x=π

sn1(t1)
d

dx
v∗2n(x) −

− s′n2(π)Gn2(π, t1)sn2(t1)
d

dx
v∗2n−1(x)

)
,

Hj1(x, t1, . . . , tj) = −
∞∑

n=1

2n
((
sn1(π)∂Gn1(x, t1)

∂x
∣∣∣x=π

−

− sn1(t1)
)
Gn1(t1, t2) . . .Gn1(tj−1, tj)sn1(tj)

d

dx
v∗2n(x) −

−
(
s′n2(π)Gn2(π, t1) + sn2(t1)

)
Gn2(t1, t2) × . . .

. . .×Gn2(tj−1, tj)sn2(tj)
d

dx
v∗2n−1(x)

)
, j � 2.

1.6.4. Устойчивость решения обратной задачи в равномерной
норме. Пусть λni = ρ2ni, n � 0, i = 1, 2, — собственные значения крае-
вых задач Li вида (1.6.1), (1.6.2), где q — вещественная непрерывная
функция, h — вещественное число. Собственные значения {λni} сов-
падают с нулями характеристических функций Δi(λ) := ϕ(i−1)(π,λ),
i = 1, 2, где ϕ(x,λ) — решение уравнения (1.6.1) при условиях
ϕ(0,λ) = 1, ϕ′(0,λ) = h. Без ограничения общности в дальнейшем
считаем, что в (1.6.3) a = 0. Тогда, в силу (1.6.3), имеем

∞∑
n=0

(
|ρn1 − (n+ 1/2)| + |ρn2 − n|

)
<∞. (1.6.38)

Пусть краевые задачи L̃i выбраны так, что

Λ1 :=
∞∑

n=0

(
|λn1 − λ̃n1| + |λn2 − λ̃n2|

)
<∞. (1.6.39)

Величина Λ1 будет характеризовать близость спектров.
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Те ор ем а 1.6.3. Существует δ > 0 (зависящее от Li) такое, что
если Λ1 < δ, то

max
0�x�π

|q(x) − q̃(x)| < CΛ1, |h− h̃| < CΛ1.

Здесь и в дальнейшем одним и тем же символом C будем обозна-
чать различные положительные константы, зависящие только от Li.

Докажем предварительно несколько вспомогательных утверждений.
Пусть

αn :=
π∫

0

ϕ2(x,λn2) dx

— весовые числа для L2.

Лемм а 1.6.2. Существует δ1 > 0 такое, что если Λ1 < δ1, то
∞∑

n=0

|αn − α̃n| < CΛ1. (1.6.40)

До к а з а т е л ь с т в о. Согласно (1.1.38)

αn = −Δ̇2(λn2)Δ1(λn2), Δ̇2(λ) := d

dλ
Δ2(λ). (1.6.41)

Функции Δi(λ) являются целыми по λ порядка 1/2, и, следовательно,
по теореме Адамара [240, с. 259]

Δi(λ) = Bi

∞∏
k=0

(
1− λ

λki

)
(1.6.42)

(случай, когда λ = 0 является собственным значением Li вносит незна-
чительные изменения). Тогда

Δ̃i(λ)

Δi(λ)
= B̃i

Bi

∞∏
k=0

λki

λ̃ki

∞∏
k=0

(
1 + λ̃ki − λki

λki − λ

)
.

Так как

lim
λ→−∞

Δ̃i(λ)

Δi(λ)
= 1, lim

λ→−∞

∞∏
k=0

(
1 + λ̃ki − λki

λki − λ

)
= 1,

то
B̃i

Bi

∞∏
k=0

λki

λ̃ki

= 1. (1.6.43)

Далее, из (1.6.42) вытекает

Δ̇2(λn2) = − B2

λn2

∞∏
k=0
k �=n

(
1− λn2

λk2

)
.
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Поэтому, учитывая (1.6.43), вычисляем

˙̃
Δ2(λn2)

Δ̇2(λn2)
=

∞∏
k=0
k �=n

λ̃k2 − λ̃n2

λk2 − λn2
.

Тогда в силу (1.6.41)–(1.6.43)

α̃n

αn
=

∞∏
k=0

(1− θ
(1)
kn )

∞∏
k=0
k �=n

(1− θ
(2)
kn ), θ

(i)
kn := λki − λ̃ki

λki − λn2
+ λ̃n2 − λn2

λki − λn2
. (1.6.44)

Обозначим

θn :=
∞∑

k=0

|θ(1)
kn | +

∞∑
k=0
k �=n

|θ(2)
kn |.

Тогда

∞∑
n=0

θn �
∞∑

n=0

∞∑
k=0

( |λk1 − λ̃k1|
|λk1 − λn2| + |λ̃n2 − λn2|

|λk1 − λn2|
)

+

+
∞∑

n=0

∞∑
k=0
k �=n

( |λk2 − λ̃k2|
|λk2 − λn2| + |λ̃n2 − λn2|

|λk2 − λn2|
)

�

�
∞∑

n=0

|λn2 − λ̃n2|
(
2

∞∑
k=0
k �=n

1
|λk2 − λn2| +

∞∑
k=0

1
|λk1 − λn2|

)
+

+
∞∑

n=0

|λn1 − λ̃n1|
∞∑

k=0

1
|λn1 − λk2| . (1.6.45)

Используя асимптотику собственных значений (см. § 1.1), получаем

1
|λk2 − λn2| <

C

|k2 − n2| , k �= n.

Так как ∞∑
k=1
k �=n

1

|k2 − n2| < 1, n � 1,

то ∞∑
k=1
k �=n

1
|λk2 − λn2| < C. (1.6.46)
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Аналогично доказывается, что
∞∑

k=0

(
1

|λk1 − λn2| + 1
|λn1 − λk2|

)
< C. (1.6.47)

Из (1.6.45)–(1.6.47) вытекает оценка
∞∑

n=0

θn < CΛ1. (1.6.48)

Выберем δ1 > 0 так, что если Λ1 < δ1, то θn < 1/4. Так как при |ξ| < 1/2

| ln(1− ξ)| �
∞∑

k=1

|ξ|k
k

�
∞∑

k=1

|ξ|k � 2|ξ|,

то из (1.6.44) следует, что∣∣∣ ln α̃n

αn

∣∣∣ �
∞∑

k=0

| ln(1− θ
(1)
kn )| +

∞∑
k=0
k �=n

| ln(1− θ
(2)
kn )| < 2θn.

Используя свойства ln, получаем:
∣∣∣ α̃n

αn
− 1
∣∣∣ < 4θn, или |α̃n − αn| < Cθn.

Учитывая (1.6.48), приходим к (1.6.40). �
Лемм а 1.6.3. Существует δ2 > 0 такое, что если Λ1 < δ2, то

|G(x, t) − G̃(x, t)| < CΛ1, 0 � x � t � π, (1.6.49)

|ϕ′(π,λn1)ϕ̃(π,λn1)| < |λn1 − λ̃n1|, (1.6.50)

|ϕ′(π, λ̃n2)ϕ̃(π, λ̃n2)| < C|λn2 − λ̃n2|. (1.6.51)

Док а з а т е л ь с т в о. Функция G(x, t) является решением инте-
грального уравнения (1.3.11). В силу леммы 1.3.6 |F̂ (x, t)| < CΛ1.
Тогда из однозначной разрешимости уравнения (1.3.11) и леммы 1.3.1
получаем оценку (1.6.49).

Далее, из (1.1.9) и (1.6.3) вытекает: |ϕ′(π,λn1)| < C(n+ 1). Исполь-
зуя (1.3.11), получаем

ϕ̃(π,λn1) = ϕ̃(π,λn1) − ϕ̃(π, λ̃n1) =

= (cos ρn1π − cos ρ̃n1π) +
π∫

0

G̃(π, t)(cos ρn1t− cos ρ̃n1t) dt.

Следовательно, при Λ1 < δ2, с учетом (1.6.49), имеем: |ϕ̃(π,λn1)| <
< C|ρn1 − ρ̃n1|, откуда приходим к (1.6.50). Аналогично доказывается
и (1.6.51). �



§ 1.6. Устойчивость решения обратной задачи 109

Л е м м а 1.6.4. Пусть g(x) — непрерывная на отрезке [0,π]
функция, и пусть заданы различные числа {zn}n�0 такие, что∑∞

n=0 |zn − n| <∞. Предположим, что

Θ :=
∞∑

n=0

|εn| <∞, εn :=
π∫

0

g(x) cos znx dx.

Тогда |g(x)| < MΘ, где константа M зависит только от множе-
ства {zn}n�0.

Док а з а т е л ь с т в о. Так как система функций {cos znx}n�0 полна
в L2(0,π), то коэффициенты εn однозначно определяют функцию g(x).
Из равенства

π∫

0

g(x) cosnx dx = εn +
π∫

0

g(x)(cosnx− cos znx) dx

получаем

g(x) =
∞∑

n=0

εn

α0
n

cosnx+
∞∑

n=0

1

α0
n

cosnx
π∫

0

(cosnt− cos znt)g(t) dt.

Следовательно, функция g(x) является решением интегрального урав-
нения

g(x) = ε(x) +
π∫

0

H(x, t)g(t) dt, (1.6.52)

ε(x) :=
∞∑

n=0

εn

α0
n

cosnx, H(x, t) :=
∞∑

n=0

1

α0
n

cosnx(cosnt− cos znt),

причем ряды сходятся абсолютно и равномерно при 0 � x, t � π и

|ε(x)| < 2
π

Θ, |H(x, t)| < C
∞∑

n=0

|zn − n|.

Покажем, что однородное уравнение

y(x) =
π∫

0

H(x, t)y(t) dt, y(x) ∈ C[0,π], (1.6.53)

имеет только нулевое решение. В самом деле, из (1.6.53) имеем

y(x) =
∞∑

n=0

1

α0
n

cosnx
π∫

0

(cosnt− cos znt)y(t) dt.
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Следовательно,
π∫

0

y(t) cosnt dt =
π∫

0

(cosnt− cos znt)y(t) dt,

или π∫

0

y(t) cos znt dt = 0.

Отсюда и из полноты системы {cos znx}n�0 вытекает, что y(x) = 0.
Таким образом, уравнение (1.6.52) однозначно разрешимо и, следова-
тельно, |g(x)| < MΘ. �

З а м е ч а н и е 1.6.4. Из доказательства леммы 1.6.4 видно, что
если мы рассмотрим числа {z̃n} такие, что

∑∞
n=0 |z̃n − zn| < δ при

достаточно малом δ, то константа M не будет зависеть от z̃n.

Док а з а т е л ь с т в о т е о р е мы 1.6.3. Используя соотношения

−ϕ′′(x,λ) + q(x)ϕ(x,λ)=λϕ(x,λ), −ϕ̃′′(x,λ) + q̃(x)ϕ̃(x,λ)=λϕ̃(x,λ),

получаем
π∫

0

q̂(x)ϕ(x,λ)ϕ̃(x,λ) dx = ϕ′(π,λ)ϕ̃(π,λ) − ϕ(π,λ)ϕ̃′(π,λ) + h̃− h.

Так как ĥ+ 1
2

∫π

0 q̂(x) dx = 0, то

π∫

0

q̂(x)
(
ϕ(x,λ)ϕ̃(x,λ)− 1

2

)
dx=ϕ′(π,λ)ϕ̃(π,λ)−ϕ(π,λ)ϕ̃′(π,λ). (1.6.54)

Подставляя (1.2.7) в (1.6.54), получаем при λ = λn1 и λ = λ̃n2:
π∫

0

g(x) cos 2ρn1x dx = ϕ′(π,λn1)ϕ̃(π,λn1),

π∫

0

g(x) cos 2ρ̃n2x dx = ϕ′(π, λ̃n2)ϕ̃(π, λ̃n2),

где

g(x) = 2
(
q̂(x) +

π∫
x

V (x, t)q̂(t) dt
)
. (1.6.55)

Учитывая (1.2.8) и (1.6.49), имеем при Λ1 < δ2:

|V (x, t)| < C. (1.6.56)
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Воспользуемся леммой 1.6.4 при

z2n+1 = 2ρn,1, z2n = 2ρ̃n,2, ε2n+1 = ϕ′(π,λn1)ϕ̃(π,λn1),

ε2n = ϕ′(π, λ̃n2)ϕ̃(π, λ̃n2).

Из (1.6.35), (1.6.36), (1.6.50) и (1.6.51) вытекает, что при Λ1 < δ2 верна
оценка |g(x)| < CΛ1. Так как q̂(x) — решение интегрального уравнения
Вольтерра (1.6.55), то из (1.6.56) заключаем, что |q̂(x)| < CΛ1, и, сле-
довательно, |ĥ| < CΛ1. �

1.6.5. Базисы Рисса. 1) Для удобства читателей в этом пункте
представлены основные сведения о базисах Рисса в гильбертовом
пространстве. Более подробную информацию о базисах Рисса можно
найти в [102, 28]. Пусть B — гильбертово пространство со скалярным
произведением (., .).

Опр еде л е н и е 1.6.1. Последовательность {fj}j�1 векторов гиль-
бертова пространства B называется базисом этого пространства, если
каждый вектор f ∈ B разлагается единственным образом в ряд

f =
∞∑

j=1

cjfj , (1.6.57)

сходящийся по норме пространства B.

Ясно, что если {fj}j�1 — базис, то {fj}j�1 полна и минимальна
в B. Напомним, что выражение «{fj}j�1 полна» означает, что замкну-
тая линейная оболочка {fj}j�1 совпадает с B, а «{fj}j�1 минимальна»
означает, что ни один элемент последовательности не принадлежит
замкнутой линейной оболочке остальных.

О пр еде л е н и е 1.6.2. Две последовательности {fj}j�1 и {χj}j�1
из B называются биортогональными, если (fj ,χk) = δjk (δjk — символ
Кронекера).

Для всякого базиса {fj}j�1 биортогональная последовательность
{χj}j�1 существует и определяется однозначно. Более того, {χj}j�1
также является базисом в B. В разложении (1.6.57) коэффициенты cj
имеют вид

cj = (f ,χj). (1.6.58)

О пр еде л е н и е 1.6.3. Последовательность {fj}j�1 называется по-
чти нормированной, если inf

j
‖fj‖ > 0 и sup

j
‖fj‖ <∞.

Если базис {fj}j�1 пространства B почти нормирован, то почти
нормирован и биортогональный базис {χj}j�1.

О п р еде л е н и е 1.6.4. Последовательность {ej}j�1 называется ор-
тогональной, если (ej , ek) = 0 при j �= k. Последовательность {ej}j�1
называется ортонормальной, если (ej , ek) = δjk.
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Всякая полная ортонормальная последовательность является ба-
зисом. Для ортонормального базиса {ej}j�1 соотношения (1.6.57),
(1.6.58) принимают вид

f =
∞∑

j=1

(f , ej)ej , (1.6.59)

и для каждого вектора f ∈ B имеет место равенство Парсеваля:

‖f‖2 =
∞∑

j=1

|(f , ej)|2.

2) Пусть теперь {ej}j�1 — ортонормальный базис гильбертова про-
странства B, и пусть A : B → B — некоторый линейный ограниченный
обратимый оператор. Тогда оператор A−1 ограничен, и согласно (1.6.59)
при каждом f ∈ B имеем

A−1f =
∞∑

j=1

(A−1f , ej)ej =
∞∑

j=1

(f ,A∗−1ej)ej .

Следовательно,

f =
∞∑

j=1

(f ,χj)fj ,

где
fj = Aej , χj = A∗−1ej . (1.6.60)

Очевидно, что (fj ,χk) = δjk (j, k � 1), т. е. последовательности {fj}j�1
и {χj}j�1 являются биортогональными. Поэтому, если верно (1.6.57),
то cj = (f ,χj), т. е. разложение (1.6.57) единственно. Таким образом,
всякий линейный ограниченный обратимый оператор преобразует лю-
бой ортонормальный базис в некоторый другой базис.

О п р еде л е н и е 1.6.5. Базис {fj}j�1 гильбертова пространства B
называется базисом Рисса, если он получен из ортонормального базиса
действием линейного ограниченного обратимого оператора.

Согласно (1.6.60) базис, биортогональный базису Рисса, сам явля-
ется базисом Рисса. Используя (1.6.60), вычисляем: inf

j
‖fj‖ � ‖A−1‖

и sup
j

‖fj‖ � ‖A‖, т. е. всякий базис Рисса является почти нормирован-

ным. Для базиса Рисса {fj}j�1 (fj = Aej) верно следующее неравен-
ство при всех f ∈ B :

C1

∞∑
j=1

|(f ,χj)|2 � ‖f‖2 � C2

∞∑
j=1

|(f ,χj)|2, (1.6.61)
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где {χj}j�1 — соответствующий биортогональный базис (χj = A∗−1ej),
а константы C1,C2 зависят только от оператора A. В самом деле,
используя (1.6.60) и равенство Парсеваля, вычисляем

‖A−1f‖2 =
∞∑

j=1

|(A−1f , ej)|2 =
∞∑

j=1

|(f ,χj)|2.

Так как ‖f‖ = ‖AA−1f‖ � ‖A‖ · ‖A−1f‖, ‖A−1f‖ � ‖A−1‖ · ‖f‖, то
C1‖A−1f‖2 � ‖f‖2 � C2‖A−1f‖2, где C1 = ‖A−1‖−2, C2 = ‖A‖2, и, сле-
довательно, верно (1.6.61).

Следующие утверждения очевидны.
Ут в е рж д е н и е 1.6.1. Если {fj}j�1 — базис Рисса в B

и {γj}j�1 — комплексные числа такие, что 0 < C1 � |γj | � C2 < ∞,
то {γjfj}j�1 также является базисом Рисса в B.

Ут в е ржде н и е 1.6.2. Если {fj}j�1 — базис Рисса в B и A —
линейный ограниченный обратимый оператор, то {Afj}j�1 также
является базисом Рисса в B.

3) Приведем теперь несколько утверждений, которые дают доста-
точные условия того, что последовательность {fj}j�1 является базисом
Рисса в B. Сначала дадим определения:

О п р е д е л е н и е 1.6.6. Две последовательности векторов {fj}j�1

и {gj}j�1 из B называются квадратично близкими, если
∑∞

j=1 ‖gj −
− fj‖2 <∞.

Опр еде л е н и е 1.6.7. Последовательность векторов {gj}j�1 назы-
вается ω-линейно независимой, если равенство

∑∞
j=1 cjgj = 0 возмож-

но лишь при cj = 0 (j � 1).
Пр ед п ол ожен и е 1 . 6 . 1 . Пусть fj = Aej , j � 1, — базис Рисса

в B, где {ej}j�1 — ортонормальный базис в B, а A — линейный
ограниченный обратимый оператор. Пусть {gj}j�1 выбрана так, что

Ω :=
( ∞∑

j=1

‖gj − fj‖2
)1/2

<∞,

т. е. {gj}j�1 квадратично близка к {fj}j�1.

Ут в е ржде н и е 1.6.3 ( у с т о й ч и в о с т ь б а з и с а ). Пусть вы-
полняется предположение 1.6.1. Если Ω < (‖A−1‖)−1, то {gj}j�1
является базисом Рисса в B.

Док а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим оператор T :

T
( ∞∑

j=1

cjfj

)
=

∞∑
j=1

cj(fj − gj), {cj} ∈ l2. (1.6.62)

Другими словами, Tej = fj − gj . Ясно, что T — линейный ограни-
ченный оператор, причем ‖T‖ � Ω. Кроме того,

∑∞
j=1 ‖Tej‖2 < ∞.
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Так как A − T = (E − TA−1)A и ‖TA−1‖ < 1, то A − T — линейный
ограниченный обратимый оператор. С другой стороны, (A− T )ej = gj ,
и, следовательно, {gj}j�1 — базис Рисса в B. �

Ут в е ржде н и е 1.6.4 (Бари [28]). Пусть выполняется предполо-
жение 1.6.1. Если {gj}j�1 ω-линейно независима, то {gj}j�1 являет-
ся базисом Рисса в B.

Док а з а т е л ь с т в о. Определим оператор T согласно (1.6.62).
Уравнение (A− T )f = 0 имеет только нулевое решение. В самом деле,
если (A− T )f = 0, то из равенств

(A− T )f =
∞∑

j=1

(f , ej)fj −
∞∑

j=1

(f , ej)(fj − gj) =
∞∑

j=1

(f , ej)gj

вытекает:
∑∞

j=1(f , ej)gj = 0. Отсюда в силу ω-линейной независимости
последовательности {gj}j�1 имеем: (f , ej) = 0, j � 1. Следовательно,
f = 0. Таким образом, оператор A− T является линейным ограничен-
ным обратимым оператором. Так как (A− T )ej = gj , то последователь-
ность {gj}j�1 является базисом Рисса в B. �

Ут в е ржде н и е 1.6.5. Пусть выполняется предположение 1.6.1.
Если {gj}j�1 полна в B, то {gj}j�1 — базис Рисса в B.

Док а з а т е л ь с т в о. Выберем натуральное N так, чтобы( ∞∑
j=N+1

‖gj − fj‖2
)1/2

<
1

‖A−1‖ ,

и рассмотрим последовательность {ψj}j�1 :

ψj =
{
fj , j = 1,N ,
gj , j > N.

В силу утверждения 1.6.3 последовательность {ψj}j�1 образует базис
Рисса в B. Пусть {ψ∗

j }j�1 — биортогональный базис для {ψj}j�1. Обо-
значим D := det[(gj ,ψ∗

n)]j,n=1,N и покажем, что D �= 0. Предположим
противное: D = 0. Тогда линейная алгебраическая система

N∑
n=1

βn(gj ,ψ∗
n) = 0, j = 1,N ,

имеет ненулевое решение {βn}n=1,N . Рассмотрим вектор
f :=

∑N
n=1 βnψ∗

n. Так как {ψ∗
n}n�1 — базис Рисса, то f �= 0. С другой

стороны, вычисляем

(i) при j = 1,N : (gj , f) =
N∑

n=1

βn(gj ,ψ∗
n) = 0;
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(ii) при j > N : (gj , f) = (ψj , f) =
N∑

n=1

βn(ψj ,ψ∗
n) = 0.

Таким образом, (gj , f) = 0 при всех j � 1. В силу полноты системы
{gj}j�1 заключаем, что f = 0. Полученное противоречие означает, что
D �= 0.

Покажем теперь, что последовательность {gj}j�1 является
ω-линейно независимой. В самом деле, пусть {cj}j�1 — комплексные
числа такие, что ∞∑

j=1

cjgj = 0. (1.6.63)

Так как gj = ψj при j > N , то

N∑
j=1

cj(gj ,ψ∗
n) = 0, n = 1,N.

Определитель этой линейной системы равен D �= 0, и, следовательно,
cj = 0, j = 1,N. Тогда (1.6.63) принимает вид:

∑∞
j=N+1 cjψj = 0. Так

как {ψj}j�1 — базис Рисса, то cj = 0, j > N. Тем самым доказано, что
последовательность {gj}j�1 является ω-линейно независимой. Тогда, в
силу утверждения 1.8.4, заключаем, что {gj}j�1 — базис Рисса в B. �

Ут в е ржде н и е 1.6.6. Пусть даны числа {ρn}n�0, ρ2n �= ρ2k (n �=
�= k), вида

ρn = n+ a

n
+ κn

n
, {κn} ∈ l2, a ∈ C. (1.6.64)

Тогда последовательность {cos ρnx}n�0 образует базис Рисса
в L2(0,π).

Док а з а т е л ь с т в о. Покажем сначала, что система {cos ρnx}n�0
полна в L2(0,π). Пусть f(x) ∈ L2(0,π) такова, что

π∫

0

f(x) cos ρnx dx = 0, n � 0. (1.6.65)

Рассмотрим функции

Δ(λ) := π(λ0 − λ)
∞∏

n=1

λn − λ

n2
, λn = ρ2n,

F (λ) = 1
Δ(λ)

π∫

0

f(x) cosρx dx, λ = ρ2, λ �= λn.
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Из (1.6.65) вытекает, что F (λ) — целая по λ функция (после устране-
ния особенностей). С другой стороны, при доказательстве леммы 1.4.6
было показано, что

|Δ(λ)| � C|ρ| exp(|τ |π), arg λ ∈ [δ, 2π − δ], δ > 0, τ := Im ρ,

и, следовательно, |F (λ)| � C|ρ|−1, arg λ ∈ [δ, 2π − δ]. Отсюда
с помощью теорем Фрагмена–Линделефа [240, c. 186] и Лиувилля
[206, c. 209] заключаем, что F (λ) ≡ 0, и, следовательно, f = 0.
Тем самым доказано, что система функций {cos ρnx}n�0 полна
в L2(0,π). Из (1.6.64) вытекает, что система функций {cos ρnx}n�0
квадратично близка к ортогональному базису {cosnx}n�0. Тогда,
в силу утверждения 1.6.5, {cos ρnx}n�0 — базис Рисса в L2(0,π). �

§ 1.7. Обратные задачи на геометрических графах

Параграф посвящен решению обратной спектральной задачи для диффе-
ренциальных операторов Штурма–Лиувилля на компактных графах. Диффе-
ренциальные операторы на графах (сетях, деревьях) часто встречаются в есте-
ствознании и технике (см. [202] и литературу там). Большинство работ по
спектральной теории на графах посвящено так называемым прямым задачам
изучения свойств спектра и корневых функций. Обратные спектральные за-
дачи, в силу их нелинейности, являются более трудными для исследования,
и в настоящее время в теории обратных задач для дифференциальных опера-
торов на графах имеются лишь отдельные фрагменты, не составляющие общей
картины. Некоторые аспекты теории обратных задач на графах изучались в [37,
54, 97, 149, 200] и других работах, но в основном рассматривались только
очень частные случаи. Отметим статью [37], в которой была первая попытка
предложить глобальную постановку обратной задачи на компактных деревьях
и дать подход к ее решению. Но к сожалению постановка обратной задачи
в [37] оказалась переопределенной, и вопрос о постановке и решении обратной
задачи оставался открытым.

В этом параграфе даются постановки обратных задач для операторов
Штурма–Лиувилля на компактных графах. Эти постановки не являются пе-
реопределенными и которые являются естественными обобщениями классиче-
ских обратных задач для операторов Штурма–Лиувилля на интервале. Мы
вводим спектральные характеристики, которые однозначно определяют потен-
циал на графе, изучаем их свойства, доказываем соответствующие теоремы
единственности и даем конструктивную процедуру решения. Для исследо-
вания обратных задач на графах мы развиваем идеи метода спектральных
отображений. Этот метод позволяет решать обратные задачи для широкого
класса графов [298]. Так как различные классы графов требуют различной
техники, мы ограничиваемся уравнениями Штурма–Лиувилля на деревьях
(т. е. на графах без циклов). Отметим, что полученные результаты верны
не только в самосопряженном случае, но также и в несамосопряженном, когда
потенциал является комплекснозначной функцией на дереве.
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1.7.1. Уравнение Штурма–Лиувилля на дереве. Рассмотрим
компактное связное дерево T в Rm с корнем v0, множеством вершин
V = {v0, . . . , vr} и множеством ребер E = {e1, . . . , er}. Предположим,
что длина каждого ребра равна 1. Вершина называется граничной, если
она принадлежит только одному ребру. Такое ребро называется гранич-
ным. Все остальные вершины и ребра называются внутренними. Без
ограничения общности считаем, что v0 является граничной вершиной.

Для двух точек a, b ∈ T будем писать a � b, если a лежит
на единственном простом пути, соединяющем корень v0 с b; пусть
|b| обозначает длину этого пути. Будем писать a < b, если a � b
и a �= b. Отношение < определяет частичную упорядоченность на T.
Если a < b, то обозначим [a, b] := {z ∈ T : a � z � b}. В част-
ности, если e = [v,w] — ребро, то мы будем называть v его на-
чальной точкой, w — его конечной точкой и будем говорить, что
e выходит из v и заканчивается в w. Для каждой внутренней
вершины v мы обозначим через R(v) := {e ∈ E : e = [v,w], w ∈ V }
множество ребер, выходящих из v. Для любой точки v ∈ V число |v|
является целым неотрицательным числом, которое называется поряд-
ком v. Для e ∈ E его порядок определяется как порядок его конеч-
ной точки. Число σ := max

j=1,r
|vj | называется высотой дерева T. Пусть

V (μ) := {v ∈ V : |v| = μ}, μ = 0,σ, — множество вершин порядка μ,
и пусть E(μ) := {e ∈ E : e = [v,w], v ∈ V (μ−1),w ∈ V (μ)}, μ = 1,σ —
множество ребер порядка μ.

Каждое ребро e ∈ E рассматривается как отрезок [0, 1] и парамет-
ризуется параметром x ∈ [0, 1]. Для нас удобно выбрать следующую
ориентацию на каждом ребре e = [v,w] ∈ E : если z = z(x) ∈ e, то
z(0) = w, z(1) = v, т. е. x = 0 соответствует конечной точке w, а x = 1
соответствует начальной точке v. Для определенности занумеруем
вершины vj следующим образом: Γ := {v0, v1, . . . , vp} — граничные
вершины, vp+1 ∈ V (1), а vj , j > p + 1, занумерованы в порядке воз-
растания |vj |. Аналогично занумеруем ребра, а именно: ej = [vjk

, vj ],
j = 1, r, jk < j. В частности, E := {e1, . . . , ep+1} — множество гранич-
ных ребер, ep+1 = [v0, vp+1]. Ясно, что ej ∈ E(μ) тогда и только тогда,
когда vj ∈ V (μ).

Интегрируемая функция Y на T может быть представлена как
вектор Y (x) = [yj(x)]j∈J , x ∈ [0, 1], где J := {j : j = 1, r}, и функция
yj(x) определена на ребре ej . Пусть q = [qj ]j∈J — интегрируемая
вещественнозначная функция на T , которая называется потенциалом.
Рассмотрим уравнение Штурма–Лиувилля на T :

−y′′j (x) + qj(x)yj(x) = λyj(x), x ∈ [0, 1], (1.7.1)

где j ∈ J , λ — спектральный параметр, функции yj(x), y′j(x) абсолютно
непрерывны на [0, 1] и удовлетворяют следующим условиям склейки



118 Гл. 1. Обратные задачи для операторов Штурма–Лиувилля

в каждой внутренней вершине vk, k = p+ 1, r:

yj(1) = yk(0) для всех ej ∈ R(vk) (условие непрерывности),∑
ej∈R(vk)

y′j(1) = y′k(0) (условие Кирхгофа). (1.7.2)

Условия склейки (1.7.2) называются стандартными условиями. В элек-
трических сетях (1.7.2) выражает закон Кирхгофа; при колебаниях
упругих сетей (1.7.2) выражает баланс напряжений и т. д. Отметим,
что в (1.7.2) мы имеем 2r − p− 1 условий. Для того чтобы определить
краевую задачу для (1.7.1), нам нужно дополнительно p + 1 условий
в граничных вершинах vj , j = 0, p. Для этого мы введем следующие
линейные формы в граничных вершинах vj , j ∈ Γ:

Ujs(Y ) :=
1∑

ν=0

hν
jsY

(ν)
|vj

, s = 0, 1, j = 0, p,

где hν
js — вещественные числа такие, что det[hν

js]s,ν=0,1 �= 0. Обозначим
через L краевую задачу для уравнения (1.7.1) с условиями склейки
(1.7.2) и с краевыми условиями

Uj0(Y ) = 0, j = 0, p. (1.7.3)

Мы также будем рассматривать краевые задачи Lk, k = 0, p, для урав-
нения (1.7.1) с условиями склейки (1.7.2) и с краевыми условиями

Uk1(Y ) = 0, Uj0(Y ) = 0, j = 0, p \ k. (1.7.4)

Пусть Ψk(x,λ) = [ψkj(x,λ)]j∈J , k = 0, p, — решения уравнения (1.7.1),
удовлетворяющие (1.7.2) и краевым условиям

Uj0(Ψk) = δjk, j = 0, p, (1.7.5)

где δjk — символ Кронекера. Функции Ψk называются решения-
ми Вейля для (1.7.1) относительно краевой вершины vk. Обозначим
M(λ) = [Mk(λ)]k=1,p, где Mk(λ) := Uk1(Ψk). Функции Mk(λ) назы-
ваются функциями Вейля, а M(λ) называется вектором Вейля для
уравнения (1.7.1).

Для определенности мы будем рассматривать случай Uj0(Y )=Y ′
|vj

+
+ hjY|vj

, Uj1(Y )=Y|vj
, т. е. h1j0=h0j1=1, h1j1 = 0, h0j0 = hj . Остальные

случаи исследуются аналогично. Пусть ϕj(x,λ), Sj(x,λ), j ∈ J , x ∈
∈ [0, 1], — решения уравнения (1.7.1) на ребре ej при начальных усло-
виях ϕj(0,λ) = S′

j(0,λ) = 1, ϕ′
j(0,λ) = −hj , Sj(0,λ) = 0. При каждом

фиксированном x функции ϕ
(ν)
j (x,λ), S(ν)

j (x,λ), ν = 0, 1, являются
целыми по λ порядка 1/2. Кроме того, 〈ϕj(x,λ),Sj(x,λ)〉 ≡ 1, где
〈y, z〉 := yz′ − y′z. Очевидно, что

ψkk(x,λ) = Sk(x,λ) +Mk(λ)ϕk(x,λ). (1.7.6)
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Обозначим: M1
kj(λ) = ψkj(0,λ), M0

kj(λ) = ψ′
kj(0,λ) + hjψkj(0,λ). Тогда

ψkj(x,λ) = M0
kj(λ)Sj(x,λ) +M1

kj(λ)ϕj(x,λ). (1.7.7)

Вчастности, при k=1, p имеем: M1
kk(λ)=Mk(λ), M0

kk(λ)=1, M0
kj(λ)=0

для j=1, p \ k. Подставляя (1.7.7) в (1.7.2) и (1.7.5), получим систему
линейных алгебраических уравнений sk относительно M0

kj(λ),M1
kj(λ).

Известным методом можно показать, что определитель этой системы
Δ(λ) является целой функцией порядка 1/2 и Δ(λ) является характе-
ристической функцией краевой задачи L вида (1.7.1)–(1.7.3), т. е. нули
Δ(λ) совпадают с собственными значениями {λl}l�0 задачи L. Решая
систему sk, получаем по формулам Крамера: Ms

kj(λ) = Δs
kj(λ)/Δ(λ),

s= 0, 1, j = 1, r, где определитель Δs
kj(λ) получается из Δ(λ) заме-

ной столбца, соответствующего Ms
kj(λ), на столбец свободных членов.

В частности,

Mk(λ) = Δk(λ)

Δ(λ)
, k = 1, p, (1.7.8)

где Δk(λ) := Δ0
kk(λ) является характеристической функцией краевой

задачи Lk. Функция Δk(λ) является целой по λ порядка 1/2, и ее
нули совпадают с собственными значениями {λlk}l�0 краевой задачи
Lk вида (1.7.1), (1.7.2), (1.7.4). Отметим, что аналогично классиче-
ским операторам Штурма–Лиувилля можно показать, что λl и λlk

вещественны и ограничены снизу. Таким образом, функции Вейля
Mk(λ) являются мероморфными по λ с полюсами {λl}l�0. Данные
S := {λl,αlk}l�0, k=1,p, где αlk — вычетыMk(λ) в точках λl, называются
спектральными данными для L.

Мы исследуем три обратные задачи восстановления потенциала q =
= [qj ]j∈J и коэффициентов h = [hj ]j∈J по следующим спектральным
характеристикам:

1) по вектору Вейля M = [Mk]k=1,p;
2) по системе p+ 1 спектров Σ := {λl, λlk, l � 0, k = 1, p};
3) по спектральным данным S.
Для каждой из этих обратных задач мы даем конструктивную про-

цедуру для решения и доказываем единственность решения. Отметим,
что понятие вектора Вейля M является обобщением понятия функции
Вейля (m-функции) для классического оператора Штурма–Лиувилля.
Если r = 1 (т. е. дерево T есть интервал [0, 1]), то p = 1, и вектор
Вейля M совпадает с классической функцией Вейля. Таким обра-
зом, обратная задача 1 является обобщением классической обратной
задачи для оператора Штурма–Лиувилля на интервале по функции
Вейля или (что равносильно) по спектральной мере. Обратная зада-
ча 2 является обобщением классической обратной задачи Борга для
оператора Штурма–Лиувилля на интервале по двум спектрам. Если
r = 1, то p = 1 и обратная задача 2 совпадает с классической об-
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ратной задачей Борга по двум спектрам. Обратная задача 3 является
обобщением классической обратной задачи Марченко для оператора
Штурма–Лиувилля на интервале.

1.7.2. Вспомогательные утверждения. Пусть λ = ρ2, Im ρ � 0.
Обозначим Λ := {ρ : Im ρ � 0}. Известно (см. [188]), что при каждом
фиксированном j ∈ J на ребре ej существует фундаментальная система
решений уравнения (1) {ej1(x, ρ), ej2(x, ρ)}, x ∈ [0, 1], ρ ∈ Λ, |ρ| � ρ∗,
со свойствами:
1) функции e(ν)

js (x, ρ), ν = 0, 1, непрерывны по x ∈ [0, 1], ρ ∈ Λ, |ρ| � ρ∗;
2) для каждого x ∈ [0, 1] функции e

(ν)
js (x, ρ), ν = 0, 1, аналитичны по

ρ ∈ Λ, |ρ| � ρ∗;
3) равномерно по x ∈ [0, 1] верны следующие асимптотические форму-
лы:

e
(ν)
j1 (x, ρ) = (iρ)ν exp(iρx)[1], e

(ν)
j2 (x, ρ) = (−iρ)ν exp(−iρx)[1],

ρ ∈ Λ, |ρ| → ∞, (1.7.9)

где [1] = 1 +O(ρ−1), ν = 0, 1. Обозначим Λδ := {ρ : arg ρ ∈ [δ,π − δ]},
δ > 0.

Лемма 1.7.1. Пусть yj(x, ρ) — решение уравнения (1.7.1) на реб-
ре ej , и пусть

y′j(0, ρ)
yj(0, ρ)

= (−iρ)rj [1], rj �= −1, ρ ∈ Λδ, |ρ| → ∞. (1.7.10)

Тогда при ν = 0, 1, ρ ∈ Λδ, |ρ| → ∞, равномерно по x ∈ [0, 1] имеем

y
(ν)
j (x, ρ) = Dj(ρ)

(
(−iρ)ν exp(−iρx)[1] − (rj + 1)−1 ×

× (rj − 1)(iρ)ν exp(iρx)[1]
)
, (1.7.11)

где Dj(ρ) не зависит от x.

Док а з а т е л ь с т в о. Используя фундаментальную систему реше-
ний {ej1(x, ρ), ej2(x, ρ)}, получаем

yj(x, ρ) = Aj(ρ)ej1(x, ρ) +Dj(ρ)ej2(x, ρ). (1.7.12)

Из (1.7.9) и (1.7.12) следует, что

y′j(0, ρ)
yj(0, ρ)

= (iρ) Aj(ρ)[1] −Dj(ρ)[1]
Aj(ρ)[1] +Dj(ρ)[1]

, ρ ∈ Λδ, |ρ| → ∞.

Учитывая (1.7.10), вычисляем: Aj(ρ) = Dj(ρ)(rj + 1)−1(rj − 1)[1].
Подставляя это соотношение в (1.7.12) и используя (1.7.9), приходим
к (1.7.11). �
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Лемма 1.7.2. Пусть ej ∈ E(μ), и пусть rj — число ребер, выходя-
щих из vj . Тогда при ν = 0, 1, ρ ∈ Λδ, |ρ| → ∞ равномерно по x ∈ [0, 1]
имеем

ψ
(ν)
0j (x,λ) = Bj(ρ) exp(iρμ)

(
(−iρ)ν−1 exp(−iρx)[1] −

− (iρ)ν−1dj exp(iρx)[1]
)
, (1.7.13)

где dj = 1 при j = 1, p и dj = (1 + rj)−1(1 − rj) при j = p+ 1, r.
При этом для ρ ∈ Λδ, |ρ| → ∞:

Bj(ρ) = bj [1], bj �= 0, bp+1 = 1. (1.7.14)

В частности, при ρ ∈ Λδ, |ρ| → ∞
ψ

(ν)
0j (x,λ) = (−iρ)ν−1bj exp(iρ(μ− x))[1], ν = 0, 1, x ∈ (0, 1].

(1.7.15)

Д о к а з а т е л ь с т в о. 1) Пусть j = 1, p. Тогда ψ′
0j(0,λ) +

+ hjψ0j(0,λ) = 0 и в силу (1.7.7)

ψ0j(x,λ) = M1
0j(λ)ϕj(x,λ). (1.7.16)

Используя (1.7.16) и асимптотику

ϕ
(ν)
j (x,λ) = 1

2

(
(iρ)ν exp(iρx)[1] + (−iρ)ν exp(−iρx)[1]

)
, |ρ| → ∞,

(1.7.17)
приходим к (1.7.13) для j = 1, p.

2) Докажем (1.7.13) для всех остальных ребер индукцией по μ =
= σ,σ − 1, . . . , 1, где σ — высота дерева T. Если μ = σ (т. е. ej ∈ E(σ)),
то 1 � j � p и (1.7.13) верно согласно предыдущим рассуждениям.

Зафиксируем μ < σ. Предположим, что (1.7.13) доказано для всех
ek ∈ E(μ+1) ∪ . . . ∪ E(σ). Пусть ej ∈ E(μ). Ясно, что если ek ∈ R(vj),
то ek ∈ E(μ+1). Поэтому для каждого ek ∈ R(vj) (13) верно по пред-
положению индукции. В частности, при ρ ∈ Λδ, |ρ| → ∞, ek ∈ R(vj)
имеем

ψ0k(1,λ) = Bk(ρ)(−iρ)−1 exp(iρμ)[1], ψ′
0k(1,λ) = Bk(ρ) exp(iρμ)[1].

Используя условия склейки (1.7.2), вычисляем

ψ′
0j(0,λ)

ψ0j(0,λ)
=

∑
ek∈R(vj)

ψ′
0k(1,λ)

ψ0k(1,λ)
= (−iρ)rj [1].

Применяя лемму 1, приходим к (1.7.13) с некоторым коэффициентом
Bj(ρ). Таким образом, (1.7.13) доказано для всех ребер ej ∈ E . Да-
лее, из (1.7.2) следует, что ψ0j(0,λ) = ψ0k(1,λ) для всех ek ∈ R(vj),
и, следовательно, Bk(ρ) = 2(rj + 1)−1Bj(ρ)[1]. Так как ψ′

0,p+1(1,λ) +
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+ h0ψ0,p+1(1,λ) = 1, то мы получаем (1.7.14). Поэтому (1.7.15) также
имеет место. �

Симметрично к (1.7.13)–(1.7.15) можно получить асимптотику для
всех других решений Вейля Ψk, k = 1, p. В частности, следующее
утверждение является следствием леммы 1.7.2.

Л емм а 1.7.3. При k = 1, p, ν = 0, 1 имеем

ψ
(ν)
kk (x,λ) = (iρ)ν−1 exp(iρx)[1], Mk(λ) = (iρ)−1[1],

ρ ∈ Λδ, |ρ| → ∞, x ∈ [0, 1). (1.7.18)

Пусть δ > 0 — достаточно малое фиксированное число. Обозначим
Gδ := {ρ : |ρ − ρl| � δ, ∀l � 0}, где λl = ρ2l — собственные значения
краевой задачи L. Используя стандартную технику (см. [188]), можно
показать, что

|ψ(ν)
kk (x,λ)| � C|ρν−1 exp(iρx)|, |Mk(λ)| � C|ρ|−1,

ρ ∈ Gδ ∩ Λ, x ∈ [0, 1]. (1.7.19)

З а д а ч а Z (T, v0, a ) . Пусть Ψ = [ψj ]j∈J — решение уравнения
(1.7.1) на T , удовлетворяющее (1.7.2) и краевым условиям

Ψ|v0 = a, Uj0(Ψ) = 0, j = 1, p, (1.7.20)

где a — комплексное число. Обозначим m1
j(λ) = ψj(0,λ), m0

j(λ) =
= ψ′

j(0,λ) + hjψj(0,λ), j ∈ J. Тогда

ψj(x,λ) = m0
j(λ)Sj(x,λ) +m1

j(λ)ϕj(x,λ). (1.7.21)

Подставляя (1.7.21) в (1.7.2) и (1.7.20), получаем систему линейных
алгебраических уравнений относительно m0

j(λ),m1
j(λ), j ∈ J. Опреде-

литель этой системы есть Δ0(λ). Решая эту систему по формулам
Крамера, находим матрицу перехода [m0

j(λ),m1
j(λ)]j∈J для T относи-

тельно v0 и a. Задача вычисления матрицы перехода [m0
j(λ),m1

j(λ)]j∈J

по формулам Крамера называется задачей Z(T , v0, a). Эта задача бу-
дет использоваться ниже для описания процедуры решения обратных
задач.

1.7.3. Локальная обратная задача. Зафиксируем k = 1, p и
рассмотрим следующую вспомогательную обратную задачу на ребре
ek, которая называется задачей IP (k).

IP(k). По заданной Mk(λ) построить qk(x), x ∈ [0, 1] и hk.
Докажем единственность решения локальной обратной задачи

IP (k). Для этого наряду с T рассмотрим дерево T̃ того же вида,
но с другими q̃ и h̃. Везде в дальнейшем, если символ α обозначает
объект, относящийся к T , то α̃ будет обозначать аналогичный объект,
относящийся к T̃ .
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Лемма 1.7.4. Если Mk(λ) = M̃k(λ), то qk(x) = q̃k(x) п. в. на [0,1]
и hk = h̃k. Таким образом, задание функции Вейля Mk однозначно
определяет потенциал qk на ребре ek и коэффициент hk.

До к а з а т е л ь с т в о. Определим матрицу P k(x,λ)=[P k
js(x,λ)]j,s=1,2

по формуле

P k(x,λ)
[
ϕ̃k(x,λ) ψ̃kk(x,λ)
ϕ̃′

k(x,λ) ψ̃′
kk(x,λ)

]
=
[
ϕk(x,λ) ψkk(x,λ)
ϕ′

k(x,λ) ψ′
kk(x,λ)

]
.

Тогда

ϕk(x,λ) = P k
11(x,λ)ϕ̃k(x,λ) + P k

12(x,λ)ϕ̃′
k(x,λ). (1.7.22)

Из (1.7.6) следует, что 〈ϕk(x,λ),ψkk(x,λ)〉 ≡ 1, и, следовательно,

P k
1s(x,λ) = (−1)s−1 ×

×
(
ϕk(x,λ)ψ̃(2−s)

kk (x,λ) − ϕ̃
(2−s)
k (x,λ)ψkk(x,λ)

)
. (1.7.23)

Используя (1.7.17)–(1.7.19) и (1.7.23), получаем

P k
1s(x,λ) = δ1s +O(ρ−1), ρ ∈ Λδ, |ρ| → ∞, x ∈ (0, 1], (1.7.24)

|P k
1s(x,λ)| � C|ρ|1−s, ρ ∈ Gδ ∩ Λ, x ∈ [0, 1]. (1.7.25)

Согласно (1.7.6) и (1.7.23),

P k
1s(x,λ) = (−1)s−1

((
ϕk(x,λ)S̃(2−s)

k (x,λ) − Sk(x,λ)ϕ̃(2−s)
k (x,λ)

)
+

+ (M̃k(λ) −Mk(λ))ϕk(x,λ)ϕ̃(2−s)
k (x,λ)

)
.

Так как Mk(λ) = M̃k(λ), то при каждом фиксированном x функции
P k
1s(x,λ) являются целыми по λ. Вместе с (1.7.24), (1.7.25) это дает
P k
11(x,λ) ≡ 1, P k

12(x,λ) ≡ 0. Подставляя эти соотношения в (1.7.22),
получаем ϕk(x,λ) ≡ ϕ̃k(x,λ) при всех x и λ, и, следовательно, qk(x) =
= q̃k(x) п. в. на [0, 1] и hk = h̃k. �

Используя метод спектральных отображений для оператора
Штурма–Лиувилля на ребре ek, можно получить конструктивную
процедуру решения локальной обратной задачи IP (k). Здесь мы только
кратко объясним суть идей; подробности и доказательства см. в § 1.4.
Возьмем дерево T̃ с q̃ = 0 и h̃ = 0. Тогда ϕ̃k(x,λ) = cos ρx. Зафиксируем
k = 1, p. Обозначим λ′ = min

l�0
(λl, λ̃l) и возьмем фиксированное δ > 0.

В λ-плоскости рассмотрим контур γ (с обходом против часовой
стрелки) вида γ = γ+ ∪ γ− ∪ γ′, где γ± = {λ : ±Imλ = δ; Reλ � λ′},
γ′ = {λ : λ − λ′ = δ exp(iα), α ∈ (π/2, 3π/2)}. При каждом фиксиро-
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ванном x ∈ [0, 1] функция ϕk(x,λ) является единственным решением
следующего линейного интегрального уравнения:

ϕ̃k(x,λ) = ϕk(x,λ) + 1
2πi

∫
γ

D̃k(x,λ,μ)M̂k(μ)ϕk(x,μ) dμ, (1.7.26)

где D̃k(x,λ,μ) =
∫x

0 ϕ̃k(t,λ)ϕ̃k(t,μ) dt, M̂k(μ) := Mk(μ) − M̃k(μ). По-
тенциал qk на ребре ek может быть построен из решения интегрального
уравнения (1.7.26) по формуле

qk(x) = 1
2πi

∫
γ

(ϕk(x,λ)ϕ̃k(x,λ))′M̂k(λ) dλ

или по формулеqk(x)=λ+ϕ′′
k(x,λ)/ϕk(x,λ). Кроме того, hk =−ϕ′

k(0,λ).
Также возможно построить потенциал по дискретным спектральным
данным {λl,αlk}l�0. Для этого можно вычислить контурный интеграл
в (1.7.26) по теореме о вычетах и преобразовать интегральное урав-
нение (1.7.26) к следующему линейному уравнению в пространстве
ограниченных последовательностей (при каждом фиксированном x):

ϕ̃kns(x) = ϕkns(x) +
∑
l,j

P̃ lj
kns(x)ϕklj(x), l,n � 0, s, j = 0, 1,

где

ϕkns(x) = ϕk(x,λs
n), ϕ̃kns(x) = ϕ̃k(x,λs

n), P̃ lj
kns(x) = (−1)j ×

× D̃k(x,λs
n,λ

j
l )α

j
lk, λ0l = λl, λ1l = λ̃l, α0lk = αlk, α1lk = α̃lk;

подробнее см. § 1.4.

1.7.4. Решения Вейля для внутренних вершин. Зафиксируем
vk ∈ V. Обозначим T 0

k := {z ∈ T : vk < z}, Tk := T \ T 0
k . Ясно, что Tk —

дерево с корнем v0. Пусть Γk — множество граничных вершин Tk, и
пусть Ek — множество граничных ребер Tk. Обозначим Jk := {j : ej ∈
∈ Tk}. Если Y = [yj ]j∈J — функция на T , то {Y }k := [yj ]j∈Jk

является
функцией на Tk.

Зафиксируем vk /∈ Γ (т. е. k = p+ 1, r). Пусть Ψk(x,λ) =
= [ψkj(x,λ)]j∈Jk

— решение уравнения (1.7.1) на Tk, удовлетво-
ряющее (1.7.2) и краевым условиям Uj0(Ψk) = δkj , vj ∈ Γk, где
Uk0(Y ) = Y ′

|vk
+ hkY|vk

и hk — вещественное число. Вектор Ψk

является решением Вейля для (1.7.1) на Tk относительно вершины vk.
Обозначим через Mk(λ) := ψkk(0,λ), k = p+ 1, r, функции Вейля для
Tk относительно vk.

Л е м м а 1.7.5. Зафиксируем vm /∈ Γ. Пусть ek = [vm, vk] ∈ R(vm).
Тогда

Ψm(x,λ) =
{

1
Amk(λ)

Ψk(x,λ)
}

m
,
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т. е.
ψmj(x,λ) = 1

Amk(λ)
ψkj(x,λ), j ∈ Jm, (1.7.27)

Mm(λ) = 1
Amk(λ)

ψkk(1,λ), (1.7.28)

где
Amk(λ) =

∑
ej∈R(vm)

ψ′
kj(1,λ) + hmψkk(1,λ) (1.7.29)

и Ψm, Mm не зависят от k.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как Uj0(Ψk) = Uj0(Ψm) = 0 для j ∈

∈ Jm \ m, то получаем (1.7.27) при некотором Amk(λ). Используя
условие Um0(Ψm) = 1, вычисляем Amk(λ) = ψ′

km(0,λ) + hmψkm(0,λ).
Учитывая (1.7.2), приходим к (1.7.29). Далее,

Mm(λ) = ψmm(0,λ) = 1
Amk(λ)

ψkm(0,λ).

Снова используя условия склейки (1.7.2), получаем (1.7.28). �
Обозначим M1

kj(λ) = ψkj(0,λ), M0
kj(λ) = ψ′

kj(0,λ) + hjψkj(0,λ) при
k = p+ 1, r, j ∈ Jk. Тогда (1.7.6) и (1.7.7) верны для k = 1, r, j ∈ Jk,
где Jk = J при k = 1, p. В частности, это дает

ψ
(ν)
kj (1,λ) = M0

kj(λ)S(ν)
j (1,λ) +M1

kj(λ)ϕ(ν)
j (1,λ),

ν = 0, 1, k = 1, r, j ∈ Jk, (1.7.30)

ψ
(ν)
kk (1,λ) = S

(ν)
k (1,λ) +Mk(λ)ϕ(ν)

k (1,λ), ν = 0, 1, k = 1, r. (1.7.31)

1.7.5. Решение обратной задачи 1. Пусть задан вектор Вей-
ля M(λ) = [Mk(λ)]k=1,p для дерева T . Процедура решения обратной
задачи 1 состоит в выполнении так называемых Aμ-процедур после-
довательно для μ = σ,σ − 1, . . . , 1, где σ — высота дерева T. Опишем
Aμ-процедуры.

Aσ - п р о цед у р а . 1) Для каждого ребра ek ∈ E(σ) решаем локаль-
ную обратную задачу IP (k) и находим qk(x), x ∈ [0, 1], на ребре ek, а
также hk.

2) Для каждого ek ∈ E(σ) строим ϕk(x,λ), Sk(x,λ), x ∈ [0, 1], и вы-
числяем ψ

(ν)
kk (1,λ), ν = 0, 1 по (1.7.31).

3) Возвратная процедура. Для каждого фиксированного vm ∈
∈ V (σ−1) \ Γ и для всех ej , ek ∈ R(vm), j �= k строим Ms

kj(λ), s = 0, 1,
по формулам

M0
kj(λ) = 0, M1

kj(λ) = ψkk(1,λ)/ϕj(1,λ), ej , ek ∈ R(vm), j �= k.

4) Для каждого фиксированного vm ∈ V (σ−1) \ Γ вычисляем функ-
цию ВейляMm(λ) по (1.7.28), где Amk(λ) и ψ′

kj(1,λ) строятся согласно
(1.7.29) и (1.7.30).



126 Гл. 1. Обратные задачи для операторов Штурма–Лиувилля

Выполним теперь Aμ-процедуры для μ = 1,σ − 1 по индукции.
Зафиксируем μ = 1,σ − 1 и предположим, что Aσ-,. . . ,Aμ+1-процедуры
уже выполнены. Выполним Aμ-процедуру.

Aμ-процедура. Для каждого vk ∈ V (μ) функции Вейля Mk(λ) за-
даны. В самом деле, если vk ∈ V (μ) ∩ Γ, то Mk(λ) заданы априори, а
если vk ∈ V (μ) \ Γ, то Mk(λ) были вычислены на предыдущих шагах
по Aσ−,. . . ,Aμ+1-процедурам.

1) Для каждого ребра ek ∈ E(μ) решаем локальную обратную задачу
IP (k) и находим qk(x), x ∈ [0, 1], на ребре ek, а также hk. Если μ = 1,
то обратная задача 1 решена и мы останавливаем наши вычисления.
Если μ > 1, то переходим к следующему шагу.

2) Для каждого ek ∈ E(μ) строим ϕk(x,λ), Sk(x,λ), x ∈ [0, 1], и вы-
числяем ψ

(ν)
kk (1,λ), ν = 0, 1, по (1.7.31).

3) Возвратная процедура. Для каждого фиксированного vm ∈
∈ V (μ−1) \ Γ и для любых фиксированных ek, ei ∈ R(vm), i �= k,
рассмотрим дерево T 1

i := T 0
i ∪ {ei} с корнем vm. Решая задачу

Z(T 1
i , vm,ψkk(1,λ)), вычисляем матрицу перехода [M0

kj(λ),M1
kj(λ)] при

ej ∈ T 1
i .

4) Для каждого фиксированного vm ∈ V (μ−1) \ Γ вычисляем функ-
цию Вейля Mm(λ) по (1.7.28), где Amk(λ) и ψ′

kj(1,λ) построены со-
гласно (1.7.29) и (1.7.30).

Таким образом, мы получили решение обратной задачи 1 и доказали
его единственность, т. е. верно следующее утверждение.

Те о р е м а 1.7.1. Задание вектора Вейля M однозначно опреде-
ляет потенциал q на T и h. Решение обратной задачи 1 может
быть получено последовательным выполнением Aσ-,Aσ−1-,. . . ,A1-
процедур.

1.7.6. Решение обратной задачи 2. Пусть задана система спек-
тров Σ := {λl, λlk; l � 0; k = 1, p}. Числа {λl}l�0 и {λlk}l�0 совпадают
с нулями характеристических функций Δ(λ) и Δk(λ) соответственно.
Эти функции являются целыми по λ порядка 1/2. По теореме Адамара
функции Δ(λ) и Δk(λ) однозначно определяются своими нулями с точ-
ностью до постоянных множителей:

Δ(λ) = C
∞∏
l=0

(
1− λ

λl

)
, Δk(λ) = Ck

∞∏
l=0

(
1− λ

λlk

)
(случай, когда Δ(0) = 0 или/и Δk(0) = 0 требует небольшой модифи-
кации). Тогда, в силу (1.7.8),

Mk(λ)=mk

∞∏
l=0

(
1− λ

λlk

)(
1− λ

λl

)−1
, k = 1, p, mk — const. (1.7.32)
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Используя (1.7.18), получаем

mk = lim
|ρ|→∞

(iρ)−1
∞∏
l=0

(
1− λ

λl

)(
1− λ

λlk

)−1
, ρ ∈ Λδ, k = 1, p. (1.7.33)

Таким образом, используя данные спектры Σ, можно однозначно по-
строить вектор Вейля M(λ) = [Mk(λ)]k=1,p по (1.7.32) и (1.7.33). Дру-
гими словами, решение обратной задачи 2 сводится к решению обрат-
ной задачи 1 и верно следующее утверждение.

Те о р ем а 1.7.2. Задание системы спектров Σ однозначно опре-
деляет потенциал q на T и h. Для построения решения обратной
задачи 2 вычисляем вектор Вейля M по (1.7.32), (1.7.33) и затем
строим q и h, решая обратную задачу 1.

1.7.7. Решение обратной задачи 3. Пусть заданы спектральные
данные S. Выберем положительные числа RN → ∞ так, чтобы при
достаточно малом δ > 0 окружности |ρ| = RN лежали в Gδ для всех N.
Покажем, что

Mk(λ) =
∑

l

αlk

λ− λl
, (1.7.34)

где ряд в (1.7.34) сходится «со скобками»:
∑

l := lim
N→∞

∑
|λl|<R2

N
.

В самом деле, рассмотрим контурный интеграл

JN ,k(λ) := 1
2πi

∫
γN

Mk(μ)

λ− μ
dμ, λ ∈ int γN , (1.7.35)

где γN = {μ : |μ| = R2
N}. Из (1.7.18) и (1.7.19) следует, что

lim
N→∞

JN ,k(λ) = 0. С другой стороны, вычисляя контурный интеграл

в (1.7.35) по теореме о вычетах, получаем

JN ,k(λ) = −Mk(λ) +
∑

|λl|<R2
N

αlk

λ− λl
,

и, следовательно, верно (1.7.34).
Таким образом, используя известные спектральные данные S, мож-

но однозначно построить вектор ВейляM(λ) = [Mk(λ)]k=1,p по (1.7.34).
Другими словами, решение обратной задачи 3 сводится к решению
обратной задачи 1, и верно следующее утверждение.

Те о р е м а 1.7.3. Задание спектральных данных S однозначно
определяет потенциал q на T и h. Для построения решения обрат-
ной задачи 3 вычисляем вектор Вейля M по (1.7.34) и затем строим
q и h, решая обратную задачу 1.

З а м е ч а н и е 1.7.1. Все полученные результаты верны также
и для несамосопряженных операторов Штурма–Лиувилля на T
с комплекснозначными потенциалами.



Гл а в а 2

ОБРАТНЫЕ ЗАДАЧИ ДЛЯ СИНГУЛЯРНЫХ

ОПЕРАТОРОВ ШТУРМА–ЛИУВИЛЛЯ

§ 2.1. Операторы Штурма–Лиувилля на полуоси

В §§ 2.1–2.3 дается введение в теорию обратных спектральных задач
для дифференциальных операторов Штурма–Лиувилля на полуоси. Сна-
чала рассматриваются несамосопряженные операторы с комплекснозначны-
ми интегрируемыми потенциалами. В качестве основной спектральной ха-
рактеристики вводится и изучается функция Вейля, доказывается теорема
о разложении и дается решение обратной задачи восстановления оператора
Штурма–Лиувилля по заданной функции Вейля. При этом используется ме-
тод спектральных отображений, изложенный в гл. 1 для конечного отрезка.
Установлена связь основного уравнения обратной задачи, полученного методом
спектральных отображений, с уравнением Гельфанда–Левитана. Далее рас-
сматриваются наиболее важные частные случаи, которые часто встречаются
в приложениях, а именно: самосопряженные операторы, несамосопряженные
операторы с простым спектром, а также возмущения дискретного спектра
модельного оператора. Вводятся так называемые спектральные данные, кото-
рые описывают множество особенностей функции Вейля, и дается решение
обратной задачи восстановления оператора Штурма–Лиувилля по спектраль-
ным данным. В § 2.3 исследуются более общие локально суммируемые, ком-
плекснозначные потенциалы. В п. 2.3.1 рассматривается обратная задача для
волнового уравнения. В п. 2.3.2 вводится и изучается обобщенная функция
Вейля, доказывается теорема о разложении и дается решение обратной задачи
восстановления оператора Штурма–Лиувилля по обобщенной функции Вейля.
Установлена связь с обратной задачей для волнового уравнения.

2.1.1. Решения Йоста и Бирхгофа. Рассмотрим дифференциаль-
ное уравнение и линейную форму L = L(q(x),h) :

�y := −y′′ + q(x)y = λy, x > 0, (2.1.1)

U(y) := y′(0) − hy(0), (2.1.2)

где q(x) ∈ L(0,∞) — комплекснозначная функция и h — ком-
плексное число. Пусть λ = ρ2, ρ = σ + iτ , и пусть для опреде-
ленности τ := Im ρ � 0. Через Π обозначим λ-плоскость с разре-
зом λ � 0, а Π1 = Π \ {0}. Тогда при отображении ρ → ρ2 = λ
Π1 соответствует множеству Ω = {ρ : Im ρ � 0, ρ �= 0}. Положим
Ωδ = {ρ : Im ρ � 0, |ρ| � δ}. Через WN обозначим множество функций
f(x), x � 0 таких, что функции f (j)(x), j = 0,N − 1, абсолютно непре-
рывны на [0,T ] при каждом фиксированном T > 0 и f (j)(x) ∈ L(0,∞),



§ 2.1. Операторы Штурма–Лиувилля на полуоси 129

j = 0,N. В этом пункте строятся специальные фундаментальные систе-
мы решений для уравнения (2.1.1) в Ω с асимптотическим поведением
на бесконечности типа exp(±iρx).

Те о р ем а 2.1.1. Уравнение (2.1.1) имеет единственное решение,
y = e(x, ρ), ρ ∈ Ω, x � 0, удовлетворяющее интегральному уравнению

e(x, ρ) = exp(iρx) − 1
2iρ

∞∫
x

(exp(iρ(x− t))−

− exp(iρ(t− x))) q(t)e(t, ρ) dt. (2.1.3)

Функция e(x, ρ) обладает следующими свойствами.
(i1) При x→ ∞, ν = 0, 1 и каждом фиксированном δ > 0

e(ν)(x, ρ) = (iρ)ν exp(iρx)(1+ o(1)) (2.1.4)

равномерно в Ωδ. При Im ρ > 0 e(x, ρ) ∈ L2(0,∞), причем e(x, ρ)
является единственным решением уравнения (2.1.1) (с точностью
до постоянного множителя) с этим свойством.
(i2) При |ρ| → ∞, ρ ∈ Ω, ν = 0, 1

e(ν)(x, ρ) = (iρ)ν exp(iρx)
(
1 + ω(x)

iρ
+ o
(
1
ρ

))
,

ω(x) := −1
2

∞∫
x

q(t) dt (2.1.5)

равномерно по x � 0.
(i3) При фиксированных x � 0 и ν = 0, 1 функции e(ν)(x, ρ) регулярны
при Im ρ > 0 и непрерывны при ρ ∈ Ω.
(i4) При вещественном ρ �= 0 функции e(x, ρ) и e(x,−ρ) образуют
фундаментальную систему решений уравнения (2.1.1), причем

〈e(x, ρ), e(x,−ρ)〉 = −2iρ, (2.1.6)

где 〈y, z〉 := yz′ − y′z — вронскиан функций y и z. Функция e(x, ρ)
называется решением Йоста уравнения (2.1.1).

До к а з а т е л ь с т в о. Заменой

e(x, ρ) = exp(iρx)z(x, ρ) (2.1.7)

приводим уравнение (2.1.3) к виду

z(x, ρ)=1− 1
2iρ

∞∫
x

(1−exp(2iρ(t−x))) q(t)z(t, ρ) dt, x � 0, ρ ∈ Ω. (2.1.8)

5 В.А. Юрко
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Метод последовательных приближений дает

z0(x, ρ) = 1, zk+1(x, ρ) = − 1
2iρ

∞∫
x

(1− exp(2iρ(t− x))) ×

× q(t)zk(t, ρ) dt, (2.1.9)

z(x, ρ) =
∞∑

k=0

zk(x, ρ). (2.1.10)

Покажем по индукции, что имеет место оценка

|zk(x, ρ)| � (Q0(x))
k

|ρ|kk! , ρ ∈ Ω, x � 0, (2.1.11)

где Q0(x) :=
∫∞

x |q(t)| dt. В самом деле, при k = 0 оценка (2.1.11)
очевидна. Предположим, что (2.1.11) выполняется при некотором фик-
сированном k � 0. Так как |1 − exp(2iρ(t − x))| � 2, то из (2.1.9)
вытекает

|zk+1(x, ρ)| � 1
|ρ|

∞∫
x

|q(t)zk(t, ρ)| dt. (2.1.12)

Подставляя (2.1.11) в правую часть соотношения (2.1.12), получаем

|zk+1(x, ρ)| � 1

|ρ|k+1k!

∞∫
x

|q(t)|(Q0(t))k dt = (Q0(t))
k+1

|ρ|k+1(k + 1)!
.

Из (2.1.11) следует, что ряд (2.1.10) сходится абсолютно при x � 0,
ρ ∈ Ω и функция z(x, ρ) является единственным решением интеграль-
ного уравнения (2.1.8). Кроме того, в силу (2.1.10) и (2.1.11)

|z(x, ρ)| � exp(Q0(x)/|ρ|),
|z(x, ρ) − 1| � (Q0(x)/|ρ|) exp(Q0(x)/|ρ|). (2.1.13)

В частности, из (2.1.13) вытекает, что при фиксированном δ > 0

z(x, ρ) = 1 + o(1), x→ ∞ (2.1.14)

равномерно в Ωδ и

z(x, ρ) = 1 +O
(
1
ρ

)
, |ρ| → ∞, ρ ∈ Ω (2.1.15)

равномерно при x � 0. Подставляя (2.1.15) в правую часть (2.1.8),
получаем

z(x, ρ)=1− 1
2iρ

∞∫
x

(1−exp(2iρ(t−x))) q(t) dt+O
(
1

ρ2

)
, |ρ| → ∞ (2.1.16)

равномерно при x � 0.
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Лемм а 2.1.1. Пусть q(x) ∈ L(0,∞),

Jq(x, ρ) :=
∞∫
x

q(t) exp(2iρ(t− x)) dt, ρ ∈ Ω. (2.1.17)

Тогда
lim

|ρ|→∞
sup
x�0

|Jq(x, ρ)| = 0. (2.1.18)

До к а з а т е л ь с т в о. 1) Предположим сначала, что q(x) ∈ W1. То-
гда интегрирование по частям в (2.1.17) дает

Jq(x, ρ) = −q(x)

2iρ
− 1

2iρ

∞∫
x

q′(t) exp(2iρ(t− x)) dt,

и, следовательно, sup
x�0

|Jq(x, ρ)| � Cq|ρ|−1.

2) Пусть теперь q(x) ∈ L(0,∞). Фиксируем ε > 0 и выбираем qε(x) ∈
∈W1 так, чтобы ∞∫

0

|q(t) − qε(t)| dt < ε

2
.

Тогда |Jq(x, ρ)| � |Jqε(x, ρ)| + |Jq−qε(x, ρ)| � Cqε |ρ|−1 + ε/2. Следова-
тельно, существует ρ0 > 0 такое, что sup

x�0
|Jq(x, ρ)| � ε при |ρ| � ρ0,

ρ ∈ Ω. В силу произвольности ε > 0 приходим к (2.1.18). �
Вернемся к доказательству теоремы 2.1.1. Из (2.1.16) и леммы 2.1.1

вытекает, что

z(x, ρ) = 1 + ω(x)

iρ
+ o
(
1
ρ

)
, |ρ| → ∞, ρ ∈ Ω (2.1.19)

равномерно при x � 0. Из (2.1.7), (2.1.9)-(2.1.11), (2.1.14) и (2.1.19)
выводим (i1) − (i3) для ν = 0. Кроме того, (2.1.3) и (2.1.7) дают

e′(x, ρ) = (iρ) exp(iρx)

⎛⎝1− 1
2iρ

∞∫
x

(1 + exp(2iρ(t− x))) q(t)z(t, ρ) dt

⎞⎠ .

(2.1.20)
Используя (2.1.20), получаем (i1) − (i3) для ν = 1. Дифференциро-
ванием нетрудно убедится, что функция e(x, ρ) является решением
уравнения (2.1.1). При вещественном ρ �= 0 функции e(x, ρ) и e(x,−ρ)
удовлетворяют уравнению (2.1.1), и в силу (2.1.4) lim

x→∞ 〈e(x, ρ), e(x,−
−ρ)〉 = −2iρ. Так как вронскиан 〈e(x, ρ), e(x,−ρ)〉 не зависит от x, то
приходим к (2.1.6). Теорема 2.1.1 доказана. �
5*
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З а м е ч а н и е 2.1.1. Если q(x) ∈ WN , то существуют функции
ωsν(x) такие, что при ρ → ∞, ρ ∈ Ω, ν = 0, 1, 2, имеет место асимпто-
тическая формула

e(ν)(x, ρ) = (iρ)ν exp(iρx)
(
1 +

N+1∑
s=1

ωsν(x)

(iρ)s + o
(

1

ρN+1

))
,

ω1ν(x) = ω(x). (2.1.21)

В самом деле, пусть q(x) ∈W1. Подставляя (2.1.19) в правую часть
(2.1.8), вычисляем

z(x, ρ) = 1− 1
2iρ

∞∫
x

(1− exp(2iρ(t− x))) q(t) dt−

− 1

2(iρ)2

∞∫
x

(1− exp(2iρ(t− x))) q(t)ω(t) dt+ o
(
1

ρ2

)
, |ρ| → ∞.

Интегрируя по частям и используя лемму 2.1.1, получаем

z(x, ρ) = 1 + ω(x)

iρ
+ ω20(x)

(iρ)2
+ o
(
1

ρ2

)
, |ρ| → ∞, ρ ∈ Ω, (2.1.22)

где

ω20(x) = −1
4
q(x) + 1

4

∞∫
x

q(t)
(∞∫

t

q(s) ds
)
dt = −1

4
q(x) + 1

8

(∞∫
x

q(t) dt
)2
.

В силу (2.1.7) и (2.1.22) приходим к (2.1.21) для N = 1, ν = 0. По
индукции можно получить (2.1.21) при всех N.

Если дополнительно имеем xq(x) ∈ L(0,∞), то решение Йоста
e(x, ρ) существует также при ρ = 0. Точнее, справедлива следующая
теорема.

Те о р е м а 2.1.2. Пусть (1 + x)q(x) ∈ L(0,∞). Тогда функции
e(ν)(x, ρ), ν = 0, 1, непрерывны при Im ρ � 0, x � 0, и

|e(x, ρ) exp(−iρx)| � exp(Q1(x)), (2.1.23)

|e(x, ρ) exp(−iρx) − 1| �
(
Q1(x) −Q1

(
x+ 1

|ρ|
))

exp(Q1(x)), (2.1.24)

|e′(x, ρ) exp(−iρx) − iρ| � Q0(x) exp(Q1(x)), (2.1.25)

где

Q1(x) :=
∞∫
x

Q0(t) dt =
∞∫
x

(t− x)|q(t)| dt.

Сначала докажем вспомогательное утверждение.
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Лемм а 2.1.2. Предположим, что c1 � 0, u(x) � 0, v(x) � 0 (a �
� x � T � ∞); u(x) ограничена и (x− a)v(x) ∈ L(a,T ). Если

u(x) � c1 +
T∫
x

(t− x)v(t)u(t) dt, (2.1.26)

то

u(x) � c1 exp
(T∫

x

(t− x)v(t) dt
)
. (2.1.27)

Док а з а т е л ь с т в о. Обозначим ξ(x) = c1 +
∫T

x (t − x)v(t)u(t) dt.
Тогда

ξ(T ) = c1, ξ′(x) = −
T∫
x

v(t)u(t) dt, ξ′′ = v(x)u(x)

и (2.1.26) дает 0 � ξ′′(x) � ξ(x)v(x). Пусть c1 > 0. Тогда ξ(x) > 0 и

ξ′′(x)
ξ(x)

� v(x).

Следовательно, (
ξ′(x)
ξ(x)

)′
� v(x) −

(
ξ′(x)
ξ(x)

)2
� v(x).

Интегрируя это неравенство дважды, получаем

−ξ′(x)
ξ(x)

�
T∫
x

v(t) dt, ln ξ(x)

ξ(T )
�

T∫
x

(t− x)v(t) dt,

и, следовательно,

ξ(x) � c1 exp
(T∫

x

(t− x)v(t) dt
)
.

Согласно (2.1.26) u(x) � ξ(x), и мы приходим к (2.1.27).
Если c1 = 0, то ξ(x) = 0. В самом деле, предположим противное,

т. е. ξ(x) �= 0. Так как ξ(x) � 0, ξ′(x) � 0, то существует T0 � T
такое, что ξ(x) > 0 при x < T0 и ξ(x) ≡ 0 при x ∈ [T0,T ]. Повторяя
рассуждения, получаем при x < T0 и достаточно малом ε > 0:

ln ξ(x)

ξ(T0 − ε)
�

T0−ε∫
x

(t− x)v(t) dt �
T0∫
x

(t− x)v(t) dt,

что невозможно. Таким образом, ξ(x) ≡ 0, и (2.1.27) становится оче-
видным. �
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Док а з а т е л ь с т в о т е о р е мы 2.1.2. При Im ρ � 0 имеем∣∣∣ sin ρ
ρ

exp(iρ)
∣∣∣ � 1. (2.1.28)

В самом деле, (2.1.28) очевидно при вещественных ρ и при |ρ| � 1,
Im ρ � 0. Тогда согласно принципу максимума модуля для аналити-
ческих функций [206, c. 204] неравенство (2.1.28) верно также при
|ρ| � 1, Im ρ � 0.

Из (2.1.28) вытекает∣∣∣1− exp(2iρx)
2iρ

∣∣∣ � x при Im ρ � 0, x � 0. (2.1.29)

Используя (2.1.9) и (2.1.29), получаем оценку

|zk+1(x, ρ)| �
∞∫
x

t|q(t)zk(t, ρ)| dt, k � 0, Im ρ � 0, x � 0,

и, следовательно, по индукции выводим

|zk(x, ρ)| � 1
k!

(∞∫
x

t|q(t)| dt
)k
, k � 0, Im ρ � 0, x � 0.

Итак, ряд (2.1.10) сходится абсолютно и равномерно при Im ρ � 0,
x � 0, и функция z(x, ρ) непрерывна при Im ρ � 0, x � 0. Кроме того,

|z(x, ρ)| � exp
(∞∫

x

t|q(t)| dt
)
, Im ρ � 0, x � 0. (2.1.30)

Используя (2.1.7) и (2.1.20), заключаем, что функции e(ν)(x, ρ), ν =
= 0, 1, непрерывны при Im ρ � 0, x � 0.

Далее, из (2.1.8) и (2.1.29) следует, что

|z(x, ρ)| � 1 +
∞∫
x

(t− x)|q(t)z(t, ρ)| dt, Im ρ � 0, x � 0.

В силу леммы 2.1.2 имеем

|z(x, ρ)| � exp(Q1(x)), Im ρ � 0, x � 0, (2.1.31)

т. е. верно (2.1.23). Отметим, что оценка (2.1.31) является более точ-
ной, чем (2.1.30).

Используя (2.1.8), (2.1.29) и (2.1.31), вычисляем

|z(x, ρ) − 1| �
∞∫
x

(t− x)|q(t)| exp(Q1(t)) dt � exp(Q1(x))
∞∫
x

(t− x)|q(t)| dt,
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и, следовательно,

|z(x, ρ) − 1| � Q1(x) exp(Q1(x)), Im ρ � 0, x � 0. (2.1.32)

Более точно,

|z(x, ρ)−1|�
x+

1
|ρ|∫

x

(t−x)|q(t)| exp(Q1(t)) dt+
1
|ρ|

∞∫

x+
1
|ρ|

|q(t)| exp(Q1(t)) dt �

� exp(Q1(x))
(∞∫

x

(t− x)|q(t)| dt−
∞∫

x+
1
|ρ|

(
t− x− 1

|ρ|
)
|q(t)| dt

)
=

=
(
Q1(x) −Q1

(
x+ 1

|ρ|
))

exp(Q1(x)),

т. е. верно (2.1.24). Наконец, из (2.1.20) и (2.1.31) следует, что

|e′(x, ρ) exp(−iρx) − iρ| �
∞∫
x

|q(t)| exp(Q1(t)) dt � exp(Q1(x))
∞∫
x

|q(t)| dt,

и мы приходим к (2.1.25). Теорема 2.1.2 доказана. �

З а м е ч а н и е 2.1.2. Рассмотрим функцию q(x) = 2a2

(1 + ax)2
, где a —

комплексное число такое, что a /∈ (−∞, 0]. Тогда q(x) ∈ L(0,∞), но
xq(x) /∈ L(0,∞). Решение Йоста в этом случае имеет вид (см. пример
2.2.1):

e(x, ρ) = exp(iρx)
(
1− a

iρ(1+ ax)

)
,

т. е. e(x, ρ) имеет особенность при ρ = 0; поэтому условие интегрируе-
мости в теореме 2.1.2 не может быть опущено.

Для решения Йоста e(x, ρ) существует оператор преобразования.
Точнее, справедлива следующая теорема.

Те о р е м а 2.1.3. Пусть (1 + x)q(x) ∈ L(0,∞). Тогда решение
Йоста e(x, ρ) представимо в виде

e(x, ρ) = exp(iρx) +
∞∫
x

A(x, t) exp(iρt) dt, Im ρ � 0, x � 0, (2.1.33)

где A(x, t) — непрерывная функция при 0 � x � t <∞ и

A(x,x) = 1
2

∞∫
x

q(t) dt, (2.1.34)
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|A(x, t)| � 1
2
Q0

(
x+ t

2

)
exp
(
Q1(x) −Q1

(
x+ t

2

))
, (2.1.35)

1+
∞∫
x

|A(x, t)| dt � exp(Q1(x)),
∞∫
x

|A(x, t)| dt�Q1(x) exp(Q1(x)). (2.1.36)

Кроме того, функция A(x1,x2) имеет первые производные
∂A

∂xi
, i = 1, 2;

функции
∂A(x1,x2)

∂xi
+ 1

4
q
(
x1 + x2

2

)
абсолютно непрерывны по x1 и x2 и удовлетворяют оценкам∣∣∣∂A(x1,x2)

∂xi
+ 1

4
q
(
x1 + x2

2

)∣∣∣ � 1
2
Q0(x1)Q0

(
x1 + x2

2

)
×

× exp
(
Q1(x1) −Q1

(
x1 + x2

2

))
, i = 1, 2. (2.1.37)

До к а з а т е л ь с т в о. Рассуждения при доказательстве этой теоре-
мы аналогичны тем, что были приведены в § 1.1, но с соответствующи-
ми изменениями. Эту теорему можно также найти в [173, 164].

Согласно (2.1.7) и (2.1.10) имеем

e(x, ρ) =
∞∑

k=0

εk(x, ρ), εk(x, ρ) = zk(x, ρ) exp(iρx). (2.1.38)

Покажем по индукции, что справедливо следующее представление:

εk(x, ρ) =
∞∫
x

ak(x, t) exp(iρt) dt, k � 1, (2.1.39)

где функции ak(x, t) не зависят от ρ.
Сначала вычислим ε1(x, ρ). В силу (2.1.9) и (2.1.38) имеем

ε1(x, ρ) =
∞∫
x

sin ρ(s− x)

ρ
exp(iρs)q(s) ds = 1

2

∞∫
x

q(s)
(2s−x∫

x

exp(iρt) dt
)
ds.

Меняя порядок интегрирования, получаем, что (2.1.39) верно при k =
= 1, где

a1(x, t) = 1
2

∞∫

(t+x)/2

q(s) ds.
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Предположим теперь, что (2.1.39) верно при некотором k � 1. Тогда

εk+1(x, ρ) =
∞∫
x

sin ρ(s− x)

ρ
q(s)εk(s, ρ) ds =

=
∞∫
x

sin ρ(s− x)

ρ
q(s)

(∞∫
s

ak(s,u) exp(iρu) du
)
ds =

= 1
2

∞∫
x

q(s)
(∞∫

s

ak(s,u)
( s+u−x∫
−s+u+x

exp(iρt) dt
)
du
)
ds.

Продолжим ak(s,u) нулем при u < s. При s � x это дает

∞∫
s

ak(s,u)
( s+u−x∫
−s+u+x

exp(iρt) dt
)
du =

∞∫
x

exp(iρt)
(t+s−x∫

t−s+x

ak(s,u) du
)
dt.

Поэтому

εk+1(x, ρ) = 1
2

∞∫
x

exp(iρt)
(∞∫

x

q(s)
(t+s−x∫

t−s+x

ak(s,u) du
)
ds
)
dt

=
∞∫
x

ak+1(x, t) exp(iρt) dt,

где

ak+1(x, t) = 1
2

∞∫
x

q(s)
(t+s−x∫

t−s+x

ak(s,u) du
)
ds, t � x.

Выполняя замены переменных u+ s = 2α и u− s = 2β соответственно,
получаем

ak+1(x, t) =
∞∫

(t+x)/2

((t−x)/2∫

0

q(α− β)ak(α− β,α+ β) dβ
)
dα.

Полагая Hk(α,β) = ak(α− β,α+ β), t+ x = 2u, t− x = 2v, вычисля-
ем для 0 � v � u:

H1(u, v)= 1
2

∞∫
u

q(s) ds, Hk+1(u, v)=
∞∫
u

(v∫

0

q(α−β)Hk(α,β) dβ
)
dα. (2.1.40)
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По индукции можно доказать, что

|Hk+1(u, v)| � 1
2
Q0(u)

(Q1(u− v) −Q1(u))
k

k!
, k � 0, 0 � v � u. (2.1.41)

В самом деле, при k = 0 оценка (2.1.41) очевидна. Предположим, что
(2.1.41) верно для Hk(u, v). Тогда (2.1.40) дает

|Hk+1(u, v)| � 1
2

∞∫
u

Q0(α)
(v∫

0

|q(α− β)| (Q1(α− β) −Q1(α))k−1

(k − 1)!
dβ
)
dα.

Так как функции Q0(x) и Q1(x) монотонные, то

|Hk+1(u, v)| � 1
2
Q0(u)

(k − 1)!

∞∫
u

(Q1(α− v) −Q1(α))k−1 ×

× (Q0(α− v) −Q0(α)) dα = 1
2
Q0(u)

(Q1(u− v) −Q1(u))
k

k!
,

т. е. (2.1.41) доказано. Поэтому ряд H(u, v) =
∑∞

k=1Hk(u, v) сходится
абсолютно и равномерно при 0 � v � u и

H(u, v) = 1
2

∞∫
u

q(s) ds+
∞∫
u

(v∫

0

q(α− β)H(α,β) dβ
)
dα, (2.1.42)

|H(u, v)| � 1
2
Q0(u) exp

(
Q1(u− v) −Q1(u)

)
. (2.1.43)

Положим
A(x, t) = H

(
t+ x

2
,
t− x

2

)
. (2.1.44)

Тогда A(x, t) =
∑∞

k=1 ak(x, t), причем ряд сходится абсолютно и рав-
номерно при 0 � x � t и имеют место соотношения (2.1.33)–(2.1.35).
Используя (2.1.35), вычисляем

∞∫
x

|A(x, t)| dt � exp(Q1(x))
∞∫
x

Q0(ξ) exp(−Q1(ξ)) dξ =

= exp(Q1(x))
∞∫
x

d

dξ

(
exp(−Q1(ξ))

)
dξ = exp(Q1(x)) − 1

и приходим к (2.1.36).
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Далее, из (2.1.42) вытекает

∂H(u, v)
∂u

= −1
2
q(u) −

v∫

0

q(u− β)H(u,β) dβ, (2.1.45)

∂H(u, v)
∂v

=
∞∫
u

q(α− v)H(α, v) dα. (2.1.46)

Из (2.1.45)–(2.1.46) и (2.1.43) имеем∣∣∣∂H(u, v)
∂u

+ 1
2
q(u)

∣∣∣ � 1
2

v∫

0

|q(u− β)|Q0(u) exp(Q1(u− β) −Q1(u)) dβ,

∣∣∣∂H(u, v)
∂v

∣∣∣ � 1
2

∞∫
u

|q(α− v)|Q0(α) exp(Q1(α− v) −Q1(α)) dα.

Так как v∫

0

|q(u− β)| dβ =
u∫

u−v

|q(s)| ds � Q0(u− v),

Q1(α− v) −Q1(α) =
α∫

α−v

Q0(t) dt �

�
u∫

u−v

Q0(t) dt = Q1(u− v) −Q1(u), u � α,

то∣∣∣∂H(u, v)
∂u

+ 1
2
q(u)

∣∣∣ � 1
2
Q0(u) exp(Q1(u− v) −Q1(u))

v∫

0

|q(u− β)| dβ �

� 1
2
Q0(u− v)Q0(u) exp(Q1(u− v) −Q1(u)), (2.1.47)

∣∣∣∂H(u, v)
∂v

∣∣∣ � 1
2
Q0(u) exp(Q1(u− v) −Q1(u))

∞∫
u

|q(α− v)| dα �

� 1
2
Q0(u− v)Q0(u) exp(Q1(u− v) −Q1(u)). (2.1.48)
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В силу (2.1.44)

∂A(x, t)
∂x

= 1
2

(
∂H(u, v)

∂u
− ∂H(u, v)

∂v

)
,

∂A(x, t)
∂t

= 1
2

(
∂H(u, v)

∂u
+ ∂H(u, v)

∂v

)
,

где
u = t+ x

2
, v = t− x

2
.

Следовательно,
∂A(x, t)
∂x

+ 1
4
q
(
x+ t

2

)
= 1

2

(
∂H(u, v)

∂u
+ 1

2
q(u)

)
− 1

2
∂H(u, v)

∂v
,

∂A(x, t)
∂t

+ 1
4
q
(
x+ t

2

)
= 1

2

(
∂H(u, v)

∂u
+ 1

2
q(u)

)
+ 1

2
∂H(u, v)

∂v
.

Учитывая (2.1.47), (2.1.48), приходим к (2.1.37). Теорема 2.1.3 доказа-
на. �

Пусть (1 + x)q(x) ∈ L(0,∞). Введем потенциалы

qr(x) =
{
q(x), x � r,
0, x > r, r � 0, (2.1.49)

и рассмотрим соответствующие решения Йоста

er(x, ρ) = exp(iρx) +
∞∫
x

Ar(x, t) exp(iρt) dt. (2.1.50)

Согласно теоремам 2.1.2, 2.1.3 имеем

|er(x, ρ) exp(−iρx)| � exp(Q1(x)),
|er(x, ρ) exp(−iρx) − 1| � Q1(x) exp(Q1(x)),
|e′r(x, ρ) exp(−iρx) − iρ| � Q0(x) exp(Q1(x)),

(2.1.51)

|Ar(x, t)| � 1
2
Q0

(
x+ t

2

)
exp
(
Q1(x) −Q1

(
x+ t

2

))
. (2.1.52)

Кроме того,
er(x, ρ) ≡ exp(iρx) при x > r,
Ar(x, t) ≡ 0 при x+ t > 2r.

(2.1.53)

Л ем м а 2.1.3. Пусть (1 + x)q(x) ∈ L(0,∞). Тогда при Im ρ � 0,
x � 0, r � 0 справедливы оценки

|(er(x, ρ) − e(x, ρ)) exp(−iρx)| �
∞∫
r

t|q(t)| dt exp(Q1(0)), (2.1.54)

|(e′r(x, ρ) − e′(x, ρ)) exp(−iρx)| �

�
(
Q0(r) +

∞∫
r

t|q(t)| dtQ0(0)
)

exp(Q1(0)). (2.1.55)
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До к а з а т е л ь с т в о. Обозначим

zr(x, ρ) = er(x, ρ) exp(−iρx), z(x, ρ) = e(x, ρ) exp(−iρx),
ur(x, ρ) = |zr(x, ρ) − z(x, ρ)|.

Из (2.1.8) и (2.1.29) вытекает

ur(x, ρ) �
∞∫
x

(t− x)|qr(t)zr(t, ρ) − q(t)z(t, ρ)| dt,

Im ρ � 0, x � 0, r � 0. (2.1.56)

Пусть x � r. В силу (2.1.23), (2.1.49), (2.1.56) имеем

ur(x, ρ) �
∞∫
x

(t− x)|q(t)z(t, ρ)| dt �
∞∫
x

(t− x)|q(t)| exp(Q1(t)) dt.

Так как функция Q1(x) монотонна, то

ur(x, ρ) � Q1(x) exp(Q1(x)) � Q1(r) exp(Q1(0)), x � r. (2.1.57)

При x � r оценка (2.1.56) дает

ur(x, ρ) �
∞∫
r

(t− x)|q(t)z(t, ρ)| dt+
r∫
x

(t− x)|q(t)|ur(t, ρ) dt.

Используя (2.1.23), выводим

ur(x, ρ) � exp(Q1(r))
∞∫
r

t|q(t)| dt+
r∫
x

(t− x)|q(t)|ur(t, ρ) dt.

Согласно лемме 2.1.2 приходим к соотношению

ur(x, ρ) � exp(Q1(r))
∞∫
r

t|q(t)| dt exp
( r∫

x

(t− x)|q(t)| dt
)
, x � r,

и, следовательно,

ur(x, ρ) � exp(Q1(x))
∞∫
r

t|q(t)| dt � exp(Q1(0))
∞∫
r

t|q(t)| dt, x � r.

Вместе с (2.1.57) это приводит к (2.1.54). Обозначим

vr(x, ρ) = |(e′r(x, ρ) − e′(x, ρ)) exp(−iρx)|, Im ρ � 0, x � 0, r � 0.
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Из (2.1.20) вытекает

vr(x, ρ) �
∞∫
x

|qr(t)zr(t, ρ)−q(t)z(t, ρ)| dt, Im ρ � 0, x � 0, r � 0.

(2.1.58)
Пусть x � r. В силу (2.1.23), (2.1.49), (2.1.58) имеем

vr(x, ρ) �
∞∫
x

|q(t)| exp(Q1(t)) dt � Q0(x) exp(Q1(x)) �

� Q0(r) exp(Q1(0)), Im ρ � 0, 0 � r � x. (2.1.59)

При x � r оценка (2.1.58) дает

vr(x, ρ) �
∞∫
r

|q(t)z(t, ρ)| dt+
r∫
x

|q(t)|ur(t, ρ) dt.

Используя (2.1.23) и (2.1.54), выводим

vr(x, ρ) �
∞∫
r

|q(t)| exp(Q1(t)) dt+ exp(Q1(0))
∞∫
r

s|q(s)| ds
r∫
x

|q(t)| dt,

и, следовательно,

vr(x, ρ) �
(
Q0(r) +Q0(0)

∞∫
r

t|q(t)| dt
)

exp(Q1(0)), 0 � x � r, Im ρ � 0.

Вместе с (2.1.59) это дает (2.1.55). Лемма 2.1.3 доказана. �
Те о р е м а 2.1.4. Для каждого δ > 0 существует a = aδ � 0 та-

кое, что при ρ ∈ Ωδ уравнение (2.1.1) имеет единственное решение
y = E(x, ρ) удовлетворяющее интегральному уравнению

E(x, ρ) = exp(−iρx) + 1
2iρ

x∫
a

exp(iρ(x− t))q(t)E(t, ρ) dt+

+ 1
2iρ

∞∫
x

exp(iρ(t− x))q(t)E(t, ρ) dt. (2.1.60)

Функция E(x, ρ), называемая решением Бирхгофа для (2.1.1), имеет
следующие свойства:
(i1) E(ν)(x, ρ) = (−iρ)ν exp(−iρx)(1 + o(1)), x → ∞, ν = 0, 1, равно-
мерно по |ρ| � δ, Im ρ � α при каждом фиксированном α > 0;
(i2) E(ν)(x, ρ) = (−iρ)ν exp(−iρx)(1+O(ρ−1)), |ρ| → ∞, ρ ∈ Ω равно-
мерно по x � a;
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(i3) при каждом фиксированном x � 0 функции E(ν)(x, ρ) регулярны
при Im ρ > 0, |ρ| � δ и непрерывны при ρ ∈ Ωδ;
(i4) функции e(x, ρ), E(x, ρ) образуют фундаментальную систему
решений уравнения (2.1.1), причем 〈e(x, ρ),E(x, ρ)〉 = −2iρ;
(i5) если δ � Q0(0), то можно брать a = 0.

Док а з а т е л ь с т в о. При фиксированном δ > 0 выберем a = aδ �
� 0 так, чтобы Q0(a) � δ. Заменой E(x, ρ) = exp(−iρx)ξ(x, ρ) сведем
(2.1.60) к уравнению

ξ(x, ρ) = 1 + 1
2iρ

x∫
a

exp(2iρ(x− t))q(t)ξ(t, ρ) dt+

+ 1
2iρ

∞∫
x

q(t)ξ(t, ρ) dt. (2.1.61)

Метод последовательных приближений дает

ξ0(x, ρ) = 1, ξk+1(x, ρ) = 1
2iρ

x∫
a

exp(2iρ(x− t))q(t)ξk(t, ρ) dt+

+ 1
2iρ

∞∫
x

q(t)ξk(t, ρ) dt,

ξ(x, ρ) =
∞∑

k=0

ξk(x, ρ),

причем

|ξk+1(x, ρ)| � 1
2|ρ|

∞∫
a

|q(t)ξk(t, ρ)| dt,

и, следовательно,

|ξk(x, ρ)| �
(

(Q0(a)

2|ρ|
)k

.

Таким образом, при x � a, |ρ| � Q0(a) имеем

|ξ(x, ρ)| � 2, |ξ(x, ρ) − 1| � Q0(a)|ρ|−1.

Из (2.1.60) вытекает

E′(x, ρ) = exp(−iρx)
(
−iρ+ 1

2

x∫
a

exp(2iρ(x− t))q(t)ξ(t, ρ) dt−

− 1
2

∞∫
x

q(t)ξ(t, ρ) dt
)
. (2.1.62)
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Так как |ξ(x, ρ)| � 2 при x � a, ρ ∈ Ωδ, то из (2.1.61)–(2.1.62) выводим

|E(ν)(x, ρ)(−iρ)−ν exp(iρx) − 1| �

� 1
|ρ|
(x∫

a

exp(−2τ (x− t))|q(t)| dt+
∞∫
x

|q(t)| dt
)

�

� 1
|ρ|
(
exp(−τx)

x/2∫
a

|q(t)| dt+
∞∫

x/2

|q(t)| dt
)
,

и, следовательно, свойства (i1), (i2) доказаны. Остальные утверждения
теоремы 2.1.4 очевидны. �

2.1.2. Свойства спектра. Обозначим

Δ(ρ) = e′(0, ρ) − h e(0, ρ). (2.1.63)

В силу теоремы 2.1.1 функция Δ(ρ) аналитична при Im ρ > 0 и непре-
рывна при ρ ∈ Ω. Из (2.1.5) следует, что при |ρ| → ∞, ρ ∈ Ω имеют
место асимптотические формулы

e(0, ρ) = 1 + ω1

iρ
+ o
(
1
ρ

)
, Δ(ρ) = (iρ)

(
1 + ω11

iρ
+ o
(
1
ρ

))
, (2.1.64)

где ω1 = ω(0), ω11 = ω(0) − h. Используя (2.1.7), (2.1.16) и (2.1.20),
можно получить более точно:

e(0, ρ) = 1 + ω1

iρ
+ 1

2iρ

∞∫

0

q(t) exp(2iρt) dt+O
(
1

ρ2

)
,

Δ(ρ) = (iρ)
(
1 + ω11

iρ
− 1

2iρ

∞∫

0

q(t) exp(2iρt) dt+O
(
1

ρ2

))
. (2.1.65)

Обозначим

Λ = {λ = ρ2 : ρ ∈ Ω, Δ(ρ) = 0},
Λ′ = {λ = ρ2 : Im ρ > 0, Δ(ρ) = 0},

Λ′′ = {λ = ρ2 : Im ρ = 0, ρ �= 0, Δ(ρ) = 0}.
Очевидно, что Λ = Λ′ ∪ Λ′′ — ограниченное множество, а Λ′ — ограни-
ченное не более чем счетное множество. Обозначим

Φ(x,λ) = e(x, ρ)
Δ(ρ)

. (2.1.66)
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Функция Φ(x,λ) удовлетворяет уравнению (2.1.1) и, в силу (2.1.63)
и теоремы 2.1.1, также условиям

U(Φ) = 1, (2.1.67)
Φ(x,λ) = O(exp(iρx)), x→ ∞, ρ ∈ Ω, (2.1.68)

где U определено в (2.1.2). Функция Φ(x,λ) называется решением
Вейля для L. Отметим, что (2.1.1), (2.1.67) и (2.1.68) однозначно
определяют решение Вейля.

Положим M(λ) := Φ(0,λ). Функция M(λ) называется функцией
Вейля для L. Из (2.1.66) вытекает

M(λ) = e(0, ρ)
Δ(ρ)

. (2.1.69)

Ясно, что
Φ(x,λ) = S(x,λ) +M(λ)ϕ(x,λ), (2.1.70)

где функции ϕ(x,λ), S(x,λ) являются решениями (2.1.1) при началь-
ных условиях

ϕ(0,λ) = 1, ϕ′(0,λ) = h, S(0,λ) = 0, S′(0,λ) = 1.

Заметим, что функция Вейля играет важную роль в спектральной
теории операторов Штурма–Лиувилля (см., например, [165]).

Согласно формуле Остроградского–Лиувилля вронскиан 〈ϕ(x,λ),
Φ(x,λ)〉 не зависит от x. Так как 〈ϕ(x,λ),Φ(x,λ)〉|x=0 = U(Φ) = 1, то
получаем

〈ϕ(x,λ),Φ(x,λ)〉 ≡ 1. (2.1.71)

Те о р е м а 2.1.5. Функция Вейля M(λ) аналитична в Π \ Λ′
и непрерывна в Π1 \ Λ. Множество особенностей M(λ) (как анали-
тической функции) совпадает с множеством Λ0 := {λ : λ � 0} ∪ Λ.

Теорема 2.1.5 следует из (2.1.63), (2.1.69) и теоремы 2.1.1. В силу
(2.1.70) множество особенностей решения Вейля Φ(x,λ) совпадает с Λ0
при каждом x � 0, так как функции ϕ(x,λ), S(x,λ) являются целыми
по λ при каждом x � 0.

Опр ед е л е н и е 2.1.1. Множество особенностей функции Вейля
M(λ) называется спектром L. Те значения λ, при которых уравне-
ние (2.1.1) имеет нетривиальные решения, удовлетворяющие условиям
U(y) = 0, y(∞) = 0 (т. е. lim

x→∞ y(x) = 0), называются собственными
значениями L, а соответствующие решения называются собственными
функциями.

З а м е ч а н и е 2.1.3. Можно ввести оператор

Lo : D(Lo) → L2(0,∞), y → −y′′ + q(x)y

с областью определения D(Lo) = {y : y ∈ L2(I) ∩ ACloc(I), y′ ∈
∈ ACloc(I), Loy ∈ L2(I), U(y) = 0}, где I := [0,∞). Нетрудно убедить-
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ся, что спектр Lo совпадает с Λ0. Для операторов Штурма–Лиувилля
с равным успехом можно работать как с оператором Lo, так и с па-
рой L. Однако для обобщений на многие другие классы обратных
задач с методической точки зрения более естественно здесь работать
с парой L (см. также гл. 3).

Те о р е м а 2.1.6.L не имеет собственных значений при λ > 0.

Док а з а т е л ь с т в о. Предположим, что λ0 = ρ20 > 0 является соб-
ственным значением, а y0(x) — соответствующая собственная функ-
ция. Так как функции {e(x, ρ0), e(x,−ρ0)} образуют фундаментальную
систему решений уравнения (2.1.1), то y0(x) = Ae(x, ρ0) + Be(x,−ρ0).
При x→ ∞ имеем: y0(x) ∼ 0, e(x,±ρ0) ∼ exp(±iρ0x). Но это возможно
лишь при A = B = 0. �

Те о р ем а 2.1.7. Пусть λ0 /∈ [0,∞). Для того чтобы λ0 было соб-
ственным значением, необходимо и достаточно, чтобы Δ(ρ0) = 0.
Другими словами, множество ненулевых собственных значений сов-
падает с Λ′. Каждому собственному значению λ0 ∈ Λ′ соответ-
ствует только одна (с точностью до постоянного множителя)
собственная функция, а именно

ϕ(x,λ0) = β0e(x, ρ0), β0 �= 0. (2.1.72)

До к а з а т е л ь с т в о. Пусть λ0 ∈ Λ′. Тогда U(e(x, ρ0)) = Δ(ρ0) = 0
и, в силу (2.1.4), lim

x→∞ e(x, ρ0) = 0. Таким образом, e(x, ρ0) — собствен-

ная функция, а λ0 = ρ20 — собственное значение. Кроме того, из (2.1.66)
и (2.1.71) вытекает, что 〈ϕ(x,λ), e(x, ρ)〉 = Δ(ρ), и, следовательно,
верно (2.1.72).

Обратно, пусть λ0 = ρ20, Im ρ0 > 0, — собственное значение,
а y0(x) — соответствующая собственная функция. Ясно, что y0(0) �= 0.
Без ограничения общности считаем, что y0(0) = 1. Тогда y′0(0) = h,
и, следовательно, y0(x) ≡ ϕ(x,λ0). Так как функции E(x, ρ0),
e(x, ρ0) образуют фундаментальную систему решений уравнения
(2.1.1), то y0(x) = α0E(x, ρ0) + β0e(x, ρ0). При x → ∞ вычисляем
α0 = 0, т. е. y0(x) = β0e(x, ρ0). Отсюда получаем (2.1.72). Тогда
Δ(ρ0) = U(e(x, ρ0)) = 0, и ϕ(x,λ0), e(x, ρ0) являются собственными
функциями. �

Таким образом, спектр L состоит из положительной полуоси
{λ : λ � 0} и дискретного множества Λ = Λ′ ∪ Λ′′. Каждый элемент
множества Λ′ является собственным значением L. Согласно теореме
2.1.6 точки множества Λ′′ не являются собственными значениями L;
они называются спектральными особенностями L.

При м е р 2.1.1. Пусть q(x) ≡ 0, h = iθ, где θ — вещественное
число. Тогда Δ(ρ) = iρ − h и Λ′ = ∅, Λ′′ = {θ}, т. е. L не имеет
собственных значений, а точка ρ0 = θ является спектральной особен-
ностью для L.
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Из (2.1.5), (2.1.64), (2.1.66) и (2.1.69) следует, что при |ρ| → ∞,
ρ ∈ Ω имеют место асимптотические формулы

M(λ) = 1
iρ

(
1 + m1

iρ
+ o

(
1
ρ

))
, (2.1.73)

Φ(ν)(x,λ) = (iρ)ν−1 exp(iρx)
(
1 + B(x)

iρ
+ o

(
1
ρ

))
(2.1.74)

равномерно по x � 0, причем m1 = h, B(x) = h+ 1
2

∫x

0 q(s) ds. Учитывая
(2.1.65), можно получить более точно:

M(λ) = 1
iρ

⎛⎝1 + m1

iρ
+ 1
iρ

∞∫

0

q(t) exp(2iρt) dt+O

(
1

ρ2

)⎞⎠ ,

|ρ| → ∞, ρ ∈ Ω.

(2.1.75)

Кроме того, если q(x) ∈WN , то в силу (2.1.21) имеем

M(λ) = 1
iρ

(
1 +

N+1∑
s=1

ms

(iρ)s + o

(
1

ρN+1

))
, |ρ| → ∞, ρ ∈ Ω, (2.1.76)

где m1 = h, m2 = −q(0)/2 + h2, . . . Обозначим

V (λ) = 1
2πi

(
M−(λ) −M+(λ)

)
, λ > 0, (2.1.77)

где M±(λ) = lim
z→0,Re z>0

M(λ± iz). Из (2.1.73), (2.1.77) вытекает

V (λ) = 1
πρ

(
1 + o

(
1
ρ

))
, ρ > 0, ρ→ +∞. (2.1.78)

Используя (2.1.75), вычисляем более точно:

V (λ) = 1
πρ

⎛⎝1 + 1
ρ

∞∫

0

q(t) sin 2ρt dt+O

(
1

ρ2

)⎞⎠ ,

ρ > 0, ρ→ +∞.

(2.1.79)

Кроме того, если q(x) ∈WN+1, то (2.1.76) дает

V (λ) = 1
πρ

(
1 +

N+1∑
s=1

Vs

ρs + o

(
1

ρN+1

))
, ρ > 0, ρ→ +∞, (2.1.80)

где V2s = (−1)sm2s, V2s+1 = 0.

З а м е ч а н и е 2.1.4. Аналогичные результаты верны также и в слу-
чае, когда вместо U(y) = 0 рассматривается краевое условие U0(y) :=
= y(0) = 0. В этом случае решение Вейля Φ0(x,λ) и функция Вейля
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M0(λ) определяются условиями Φ0(0,λ) = 1, Φ0(x,λ) = O(exp(iρx)),
x→ ∞, M0(λ) := Φ′

0(0,λ), причем

Φ0(x,λ)= e(x, ρ)
e(0, ρ)

=C(x,λ) +M0(λ)S(x,λ), M0(λ)= e′(0, ρ)
e(0, ρ)

, (2.1.81)

где C(x,λ) — решение уравнения (2.1.1) при условиях C(0,λ) = 1,
C ′(0,λ) = 0.

2.1.3. Теорема о разложении. В λ-плоскости рассмотрим контур
γ = γ′ ∪ γ′′ (с обходом против часовой стрелки), где γ′ — ограниченный
замкнутый контур, охватывающий множество Λ ∪ {0}, а γ′′ — двусто-
ронний разрез вдоль луча {λ : λ > 0, λ /∈ int γ′}.

рис. 2.1.1

Те о р е м а 2.1.8. Пусть f(x) ∈W2. Тогда равномерно по x � 0

f(x) = 1
2πi

∫
γ

ϕ(x,λ)F (λ)M(λ) dλ, (2.1.82)

где

F (λ) :=
∞∫

0

ϕ(t,λ)f(t) dt.

Док а з а т е л ь с т в о. Будем использовать метод контурного инте-
грала. Для этого рассмотрим функцию

Y (x,λ) = Φ(x,λ)
x∫

0

ϕ(t,λ)f(t) dt+ ϕ(x,λ)
∞∫
x

Φ(t,λ)f(t) dt. (2.1.83)

Так как функции ϕ(x,λ), Φ(x,λ) удовлетворяют уравнению (2.1.1), то
Y (x,λ) можно преобразовать к виду

Y (x,λ) = 1
λ
Φ(x,λ)

x∫

0

(−ϕ′′(t,λ) + q(t)ϕ(t,λ))f(t) dt+

+ 1
λ
ϕ(x,λ)

∞∫
x

(−Φ′′(t,λ) + q(t)Φ(t,λ))f(t) dt.
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Интегрируя дважды по частям слагаемые, содержащие вторые произ-
водные, получаем с учетом (2.1.71):

Y (x,λ) = 1
λ

(
f(x) + Z(x,λ)

)
, (2.1.84)

где

Z(x,λ) = (f ′(0) − hf(0))Φ(x,λ) + Φ(x,λ)
x∫

0

ϕ(t,λ)�f(t) dt+

+ ϕ(x,λ)
∞∫
x

Φ(t,λ)�f(t) dt. (2.1.85)

Аналогично

F (λ) = − 1
λ

(
f ′(0) − hf(0)

)
+ 1
λ

∞∫

0

ϕ(t,λ)�f(t) dt, λ > 0. (2.1.86)

Функция ϕ(x,λ) удовлетворяет интегральному уравнению (1.1.11).
Обозначим

μT (λ) = max
0�x�T

(|ϕ(x,λ)| exp(−|τ |x)), τ := Im ρ.

Тогда (1.1.11) дает при |ρ| � 1, x ∈ [0,T ]:

|ϕ(x,λ)| exp(−|τ |x) � C + μT (λ)

|ρ|

T∫

0

|q(t)| dt,

и, следовательно,

μT (λ) � C + μT (λ)

|ρ|

T∫

0

|q(t)| dt � C + μT (λ)

|ρ|

∞∫

0

|q(t)| dt.

Отсюда заключаем, что |μT (λ)| � C при |ρ| � ρ∗. Вместе с (1.1.12) это
дает при ν = 0, 1, |ρ| � ρ∗:

|ϕ(ν)(x,λ)| � C|ρ|ν exp(|τ |x) (2.1.87)

равномерно по x � 0. Кроме того, из (2.1.74) следует, что при ν = 0, 1,
|ρ| � ρ∗:

|Φ(ν)(x,λ)| � C|ρ|ν−1 exp(−|τ |x) (2.1.88)

равномерно по x � 0. В силу (2.1.85), (2.1.87), (2.1.88) имеем: Z(x,λ) =
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= O(ρ−1) при |λ| → ∞ равномерно по x � 0. Поэтому соотношение
(2.1.84) дает

lim
R→∞

sup
x�0

∣∣∣∣∣∣∣f(x) − 1
2πi

∫

|λ|=R

Y (x,λ) dλ

∣∣∣∣∣∣∣ = 0, (2.1.89)

где контур в интеграле проходится против часовой стрелки. Рассмот-
рим контур γ0R = (γ ∩ {λ : |λ| � R}) ∪ {λ : |λ| = R} (с обходом по ча-
совой стрелке).

рис. 2.1.2

По теореме Коши [206, c. 149]
1
2πi

∫
γ0

R
Y (x,λ)dλ = 0. Учитывая

(2.1.89), получаем

lim
R→∞

sup
x�0

∣∣∣∣∣∣f(x) − 1
2πi

∫
γR

Y (x,λ) dλ

∣∣∣∣∣∣ = 0,

где γR = γ ∩ {λ : |λ| � R} (с обходом против часовой стрелки). Отсюда,
используя (2.1.83) и (2.1.70), приходим к (2.1.82), так как слагаемые
с S(x,λ) пропадают в силу теоремы Коши. Отметим, что согласно
(2.1.79), (2.1.86), (2.1.87) справедливы оценки

F (λ) = O(λ−1), M(λ) = O(ρ−1), ϕ(x,λ) = O(1), x � 0, λ > 0, λ→ ∞,

и, следовательно, интеграл в (2.1.82) сходится абсолютно и равномерно
при x � 0. �

З а м е ч а н и е 2.1.5. Если q(x) и h вещественны и (1 + x)q(x) ∈
∈ L(0,∞), то (см. § 2.3) Λ′′ = ∅, Λ′ ⊂ (−∞, 0) — конечное множество
простых собственных значений, V (λ) > 0 при λ > 0 (V (λ) определено
в (2.1.77)), а M(λ) = O(ρ−1) при ρ→ 0. Тогда (2.1.82) принимает вид

f(x)=
∞∫

0

ϕ(x,λ)F (λ)V (λ)dλ+
∑

λj∈Λ′
ϕ(x,λj)F (λj)Qj, Qj := Res

λ=λj

M(λ),
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или

f(x) =
∞∫

−∞
ϕ(x,λ)F (λ) dσ(λ),

где σ(λ) — спектральная функция L (см. [165]). При λ < 0 σ(λ) —
ступенчатая функция; при λ > 0 σ(λ) — абсолютно непрерывная
функция, причем σ′(λ) = V (λ).

З а м е ч а н и е 2.1.6. Из доказательства следует, что теорема 2.1.8
остается верной и при f(x) ∈W1.

§ 2.2. Обратная задача на полуоси для суммируемых
потенциалов

2.2.1. Восстановление оператора по функции Вейля.
В этом пункте исследуется обратная задача восстановления пары
L = L(q(x),h) вида (2.1.1), (2.1.2) по заданной функции Вейля M(λ).
Для этих целей используется метод спектральных отображений,
описанный в § 1.4 для операторов Штурма–Лиувилля на конечном
интервале. Так как для случая полуоси рассуждения во многом
аналогичны, то доказательства теорем в этом пункте не столь
подробны, как в § 1.4.

Сначала докажем теорему единственности решения обратной зада-
чи. Как и в гл. 1, условимся, что наряду с L здесь и в дальнейшем
рассматривается пара L̃ = L(q̃(x), h̃) того же вида, но с другими коэф-
фициентами. Если некоторый символ γ обозначает объект, относящий-
ся к L, то γ̃ будет обозначать аналогичный объект, относящийся к L̃,
а γ̂ := γ − γ̃.

Те о р е м а 2.2.1. Если M(λ) = M̃(λ), то L = L̃. Таким образом,
задание функции Вейля однозначно определяет q(x) и h.

До к а з а т е л ь с т в о.Определим матрицу P (x,λ)=[Pjk(x,λ)]j,k=1, 2
по формуле

P (x,λ)
[
ϕ̃(x,λ) Φ̃(x,λ)
ϕ̃′(x,λ) Φ̃′(x,λ)

]
=
[
ϕ(x,λ) Φ(x,λ)
ϕ′(x,λ) Φ′(x,λ)

]
.

В силу (2.1.71) это дает

Pj1(x,λ) = ϕ(j−1)(x,λ)Φ̃′(x,λ) − Φ(j−1)(x,λ)ϕ̃′(x,λ)

Pj2(x,λ) = Φ(j−1)(x,λ)ϕ̃(x,λ) − ϕ(j−1)(x,λ)Φ̃(x,λ)
(2.2.1)

ϕ(x,λ) = P11(x,λ)ϕ̃(x,λ) + P12(x,λ)ϕ̃′(x,λ)

Φ(x,λ) = P11(x,λ)Φ̃(x,λ) + P12(x,λ)Φ̃′(x,λ)
(2.2.2)
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Используя (2.2.1), (2.1.87), (2.1.88), получаем при |λ| → ∞, λ = ρ2 :

Pjk(x,λ) − δjk = O(ρ−1), j � k; P21(x,λ) = O(1). (2.2.3)

Если M(λ) ≡ M̃(λ), то в силу (2.2.1) и (2.1.70) функции Pjk(x,λ)
являются целыми по λ при каждом фиксированном x. Вместе с (2.2.3)
это дает P11(x,λ) ≡ 1, P12(x,λ) ≡ 0. Подставляя в (2.2.2), получаем
ϕ(x,λ) ≡ ϕ̃(x,λ), Φ(x,λ) ≡ Φ̃(x,λ) при всех x и λ, и, следовательно,
L = L̃. �

Перейдем теперь к построению решения обратной задачи. Будем
говорить, что L ∈ VN , если q(x) ∈WN . Обратную задачу будем решать
в классах VN .

Пусть пара L̃ = L(q̃(x), h̃) выбрана так, что
∞∫
ρ∗

ρ4|V̂ (λ)|2 dρ <∞, V̂ := V − Ṽ (2.2.4)

при достаточно большом ρ∗ > 0. Условие (2.2.4) носит технический
характер и введено для упрощения выкладок. В принципе, модель-
ную пару L̃ можно брать любой (например, q̃(x) = h̃ = 0), но при
произвольном выборе L̃ доказательства, вообще говоря, становятся
более громоздкими. С другой стороны, (2.2.4) не является жестким
ограничением, так как в силу (2.1.79)

ρ2V̂ (λ) = 1
π

∞∫

0

q̂(t) sin 2ρt dt+O
(
1
ρ

)
.

В частности, если q(x) ∈ L2, то (2.2.4) выполняется автоматически для
любой функции q̃(x) ∈ L2. При N � 1 условие (2.2.4) также выполня-
ется для любой модельной пары L̃ ∈ VN .

Из (2.2.4) вытекает
∞∫

λ∗

|V̂ (λ)| dλ = 2

∞∫
ρ∗

ρ|V̂ (λ)| dρ <∞, λ∗ = (ρ∗)2, λ = ρ2. (2.2.5)

Обозначим

D(x,λ,μ) = 〈ϕ(x,λ),ϕ(x,μ)〉
λ− μ

=
x∫

0

ϕ(t,λ)ϕ(t,μ) dt,

D̃(x,λ,μ) = 〈ϕ̃(x,λ), ϕ̃(x,μ)〉
λ− μ

=
x∫

0

ϕ̃(t,λ)ϕ̃(t,μ) dt,

r(x,λ,μ) = D(x,λ,μ)M̂(μ), r̃(x,λ,μ) = D̃(x,λ,μ)M̂(μ).

(2.2.6)
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Лемм а 2.2.1. Имеют место оценки

|D(x,λ,μ)|, |D̃(x,λ,μ)| � Cx exp(|Im ρ|x)
|ρ∓ θ| + 1

,

λ = ρ2, μ = θ2 � 0, ±θRe ρ � 0. (2.2.7)

До к а з а т е л ь с т в о. Пусть ρ = σ + iτ , и пусть для определен-
ности θ � 0, σ � 0. Остальные случаи рассматриваются аналогично.
Зафиксируем δ0 > 0. При |ρ − θ| � δ0 в силу (2.2.6) и (2.1.87) имеем

|D(x,λ,μ)| =
∣∣∣ 〈ϕ(x,λ),ϕ(x,μ)〉

λ− μ

∣∣∣ � C exp(|τ |x) |ρ| + |θ|
|ρ2 − θ2| . (2.2.8)

Так как

|ρ| + |θ|
|ρ+ θ| =

√
σ2 + τ 2 + θ√

(σ + θ)2 + τ 2
�
√
σ2 + τ 2 + θ√
σ2 + τ 2 + θ2

�
√
2

(используется оценка (a + b)2 � 2(a2 + b2) при вещественных a, b), то
(2.2.8) дает

|D(x,λ,μ)| � C exp(|τ |x)
|ρ− θ| . (2.2.9)

При |ρ− θ| � δ0 имеем

|ρ− θ| + 1
|ρ− θ| � 1 + 1

δ0
,

и, следовательно,
1

|ρ− θ| � C0

|ρ− θ| + 1
,

где C0 = δ0 + 1
δ0

. Подставляя эту оценку в правую часть (2.2.9), полу-
чаем

|D(x,λ,μ)| � C exp(|τ |x)
|ρ− θ| + 1

,

и (2.2.7) доказано при |ρ− θ| � δ0.
При |ρ− θ| � δ0 в силу (2.2.6) и (2.1.87) имеем

|D(x,λ,μ)| �
x∫

0

|ϕ(t,λ)ϕ(t,μ)| dt � Cx exp(|τ |x),

т. е. (2.2.7) верно также и при |ρ− θ| � δ0. �
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Лемм а 2.2.2. Справедливы соотношения
∞∫

1

dθ

θ(|R− θ| + 1)
= O

(
lnR

R

)
, R → ∞, (2.2.10)

∞∫

1

dθ

θ2(|R− θ| + 1)2
= O

(
1

R2

)
, R→ ∞. (2.2.11)

До к а з а т е л ь с т в о. Так как

1
θ(R− θ + 1)

= 1
R+ 1

(
1
θ

+ 1
R− θ + 1

)
,

1
θ(θ −R+ 1)

= 1
R− 1

(
1

θ −R+ 1
− 1
θ

)
,

то при R > 1 вычисляем

∞∫

1

dθ

θ(|R− θ| + 1)
=

R∫

1

dθ

θ(R− θ + 1)
+

∞∫

R

dθ

θ(θ −R+ 1)
=

= 1
R+ 1

R∫

1

(
1
θ

+ 1
R− θ + 1

)
dθ + 1

R− 1

∞∫

R

(
1

θ −R+ 1
− 1
θ

)
dθ =

= 2 lnR

R+ 1
+ lnR

R− 1
,

т. е. верно (2.2.10). Аналогично при R > 1 имеем

∞∫

1

dθ

θ2(|R− θ| + 1)2
=

R∫

1

dθ

θ2(R− θ + 1)2
+

∞∫

R

dθ

θ2(θ −R+ 1)2
�

� 1

(R+ 1)2

R∫

1

(
1
θ

+ 1
R− θ + 1

)2
dθ + 1

R2

∞∫

R

dθ

(θ −R+ 1)2
=

= 2

(R+ 1)2

(R∫

1

dθ

θ2
+

R∫

1

dθ

θ(R− θ + 1)

)
+ 1

R2

∞∫

1

dθ

θ2
= O

(
1

R2

)
,

т. е. верно (2.2.11). �
В λ-плоскости рассмотрим контур γ = γ′ ∪ γ′′ (с обходом против

часовой стрелки), где γ′ — ограниченный замкнутый контур, охватыва-
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ющий множество Λ ∪ Λ̃ ∪ {0}, а γ′′ — двусторонний разрез вдоль луча
{λ : λ > 0, λ /∈ int γ′} (см. рис. 2.1.1).

Те о р е м а 2.2.2. Справедливы соотношения

ϕ̃(x,λ) = ϕ(x,λ) + 1
2πi

∫
γ

r̃(x,λ,μ)ϕ(x,μ) dμ, (2.2.12)

r(x,λ,μ) − r̃(x,λ,μ) + 1
2πi

∫
γ

r̃(x,λ, ξ)r(x, ξ,μ) dξ = 0. (2.2.13)

Уравнение (2.2.12) называется основным уравнением обратной за-
дачи.

До к а з а т е л ь с т в о. Из (2.1.73), (2.1.87), (2.2.6) и (2.2.7) вытека-
ет, что при λ,μ ∈ γ, ±Re ρ±Re θ � 0 имеют место оценки

|r(x,λ,μ)|, |r̃(x,λ,μ)| � Cx

|μ|(|ρ∓ θ| + 1)
, |ϕ(x,λ)| � C. (2.2.14)

Из (2.2.14) с учетом (2.2.10) следует, что интегралы в (2.2.12)
и (2.2.13) сходятся абсолютно и равномерно на γ при каждом x � 0.

Обозначим Jγ = {λ : λ /∈ γ ∪ int γ′}. Рассмотрим контур γR = γ ∩
∩ {λ : |λ| � R} с обходом против часовой стрелки, а также рассмотрим
контур γ0R = γR ∪ {λ : |λ| = R} с обходом по часовой стрелке (см.
рис. 2.1.2). Согласно интегральной формуле Коши [206, c. 166] имеем

P1k(x,λ) − δ1k = 1
2πi

∫

γ0
R

P1k(x,μ) − δ1k
λ− μ

dμ, λ ∈ int γ0R,

Pjk(x,λ) − Pjk(x,μ)

λ− μ
= 1

2πi

∫

γ0
R

Pjk(x, ξ)
(λ− ξ)(ξ − μ)

dξ, λ,μ ∈ int γ0R.

Используя (2.2.3), получаем

lim
R→∞

∫

|μ|=R

P1k(x,μ) − δ1k
λ− μ

dμ = 0, lim
R→∞

∫

|ξ|=R

Pjk(x, ξ)
(λ− ξ)(ξ − μ)

dξ = 0,

и, следовательно,

P1k(x,λ) = δ1k + 1
2πi

∫
γ

P1k(x,μ)

λ− μ
dμ, λ ∈ Jγ , (2.2.15)

Pjk(x,λ) − Pjk(x,μ)

λ− μ
= 1

2πi

∫
γ

Pjk(x, ξ)
(λ− ξ)(ξ − μ)

dξ, λ,μ ∈ Jγ . (2.2.16)

Здесь (и везде в дальнейшем, где это необходимо) интеграл понимается
в смысле главного значения:

∫
γ = lim

R→∞
∫

γR
.
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В силу (2.2.2) и (2.2.15)

ϕ(x,λ) = ϕ̃(x,λ) + 1
2πi

∫
γ

ϕ̃(x,λ)P11(x,μ) + ϕ̃′(x,λ)P12(x,μ)

λ− μ
dμ, λ ∈ Jγ .

Учитывая (2.2.1), получаем

ϕ(x,λ) = ϕ̃(x,λ) + 1
2πi

∫
γ

(ϕ̃(x,λ)(ϕ(x,μ)Φ̃′(x,μ) − Φ(x,μ)ϕ̃′(x,μ)) +

+ ϕ̃′(x,λ)(Φ(x,μ)ϕ̃(x,μ) − ϕ(x,μ)Φ̃(x,μ)) dμ

λ− μ
.

Отсюда и из (2.1.70) вытекает (2.2.12), так как слагаемые с S(x,μ)
пропадают в силу теоремы Коши.

Используя (2.2.16) и действуя так же, как и при доказательстве
леммы 1.6.3, приходим к соотношению

D(x,λ,μ) − D̃(x,λ,μ) =

= 1
2πi

∫
γ

( 〈ϕ̃(x,λ), Φ̃(x, ξ)〉〈ϕ(x, ξ),ϕ(x,μ)〉
(λ− ξ)(ξ − μ)

−

− 〈ϕ̃(x,λ), ϕ̃(x, ξ)〉〈Φ(x, ξ),ϕ(x,μ)〉
(λ− ξ)(ξ − μ)

)
dξ.

В силу (2.1.70) и (2.2.6) это дает (2.2.13). �
Аналогичным образом выводится соотношение

Φ̃(x,λ) = Φ(x,λ) + 1
2πi

∫
γ

〈Φ̃(x,λ), ϕ̃(x,μ)〉
λ− μ

M̂(μ)ϕ(x,μ) dμ, λ ∈ Jγ .

(2.2.17)
Рассмотрим банахово пространство C(γ) непрерывных ограниченных
функций z(λ), λ ∈ γ с нормой ‖z‖ = sup

λ∈γ
|z(λ)|.

Те о р е м а 2.2.3. При каждом фиксированном x � 0 основное
уравнение (2.2.12) имеет единственное решение ϕ(x,λ) ∈ C(γ).

Док а з а т е л ь с т в о. При фиксированном x � 0 рассмотрим следу-
ющие линейные ограниченные операторы в C(γ) :

Ãz(λ) = z(λ) + 1
2πi

∫
γ

r̃(x,λ,μ)z(μ) dμ,

Az(λ) = z(λ) − 1
2πi

∫
γ

r(x,λ,μ)z(μ) dμ.
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Тогда

ÃAz(λ) = z(λ) + 1
2πi

∫
γ

r̃(x,λ,μ)z(μ) dμ− 1
2πi

∫
γ

r(x,λ,μ)z(μ) dμ−

− 1
2πi

∫
γ

r̃(x,λ, ξ)
(

1
2πi

∫
γ

r(x, ξ,μ)z(μ) dμ
)
dξ =

= z(λ) − 1
2πi

∫
γ

(
r(x,λ,μ) − r̃(x,λ,μ) +

+ 1
2πi

∫
γ

r̃(x,λ, ξ)r(x, ξ,μ) dξ
)
z(μ) dμ.

В силу (2.2.13) это дает: ÃAz(λ) = z(λ), z(λ) ∈ C(γ). Меняя ме-
стами L и L̃, получаем аналогично: AÃz(λ) = z(λ). Таким образом,
ÃA = AÃ = E, где E — единичный оператор. Следовательно, опера-
тор Ã имеет ограниченный обратный, и основное уравнение (2.2.12)
однозначно разрешимо при каждом x � 0. Теорема 2.2.3 доказана. �

Обозначим

ε0(x) = 1
2πi

∫
γ

ϕ̃(x,μ)ϕ(x,μ)M̂(μ) dμ, ε(x) = −2ε′0(x). (2.2.18)

Те о р е м а 2.2.4. Справедливы соотношения

q(x) = q̃(x) + ε(x), (2.2.19)

h = h̃− ε0(0). (2.2.20)

До к а з а т е л ь с т в о. Дифференцируя (2.2.12) дважды по x и ис-
пользуя (2.2.6) и (2.2.18), получаем

ϕ̃′(x,λ) − ε0(x)ϕ̃(x,λ) = ϕ′(x,λ) + 1
2πi

∫
γ

r̃(x,λ,μ)ϕ′(x,μ) dμ, (2.2.21)

ϕ̃′′(x,λ) = ϕ′′(x,λ) + 1
2πi

∫
γ

r̃(x,λ,μ)ϕ′′(x,μ) dμ+

+ 1
2πi

∫
γ

2ϕ̃(x,λ)ϕ̃(x,μ)M̂(μ)ϕ′(x,μ) dμ+

+ 1
2πi

∫
γ

(ϕ̃(x,λ)ϕ̃(x,μ))′M̂(μ)ϕ(x,μ) dμ. (2.2.22)
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Заменяем в (2.2.22) вторые производные из уравнения (2.1.1), а затем
заменяем ϕ(x,λ), используя (2.2.12). Это дает

q̃(x)ϕ̃(x,λ) = q(x)ϕ̃(x,λ) + 1
2πi

∫
γ

〈ϕ(x,λ),ϕ(x,μ)〉M̂(μ)ϕ(x,μ) dμ+

+ 1
2πi

∫
γ

2ϕ̃(x,λ)ϕ̃(x,μ)M̂(μ)ϕ′(x,μ) dμ+

+ 1
2πi

∫
γ

(ϕ̃(x,λ)ϕ̃(x,μ))′M̂(μ)ϕ(x,μ) dμ.

После сокращения членов с ϕ̃′(x,λ) приходим к (2.2.19). Положив x =
= 0 в (2.2.21), получаем (2.2.20). �

Таким образом, получен следующий алгоритм решения обратной
задачи.

А л г о р и т м 2.2.1. Пусть задана функция M(λ).
1) Выбираем L̃ ∈ VN так, что верно (2.2.4).
2) Находим ϕ(x,λ) из основного уравнения (2.2.12).
3) Строим q(x) и h по формулам (2.2.18)–(2.2.20).

Сформулируем теперь необходимые и достаточные условия разре-
шимости обратной задачи. Через W обозначим множество функций
M(λ) таких, что
(i) M(λ) аналитична в Π, за исключением не более чем счетного огра-
ниченного множества полюсов Λ′, и непрерывна в Π1, за исключением
ограниченного множества Λ (Λ и Λ′ свои для каждой функции M(λ));
(ii) при |λ| → ∞ имеет место (2.1.73).

Те о р ем а 2.2.5. Для того чтобы функция M(λ) ∈ W была функ-
цией Вейля для некоторой пары L ∈ VN , необходимо и достаточно,
чтобы выполнялись следующие условия:
1) (асимптотика) существует L̃ ∈ VN такое, что выполняется
(2.2.4);
2) (условие Р) при каждом фиксированном x � 0 уравнение (2.2.12)
имеет единственное решение ϕ(x,λ) ∈ C(γ);
3) ε(x) ∈WN , где функция ε(x) определяется формулой (2.2.18).
При этих условиях q(x) и h строятся по формулам (2.2.19), (2.2.20).

Как показано в примере 2.2.1, условия (2) и (3) являются суще-
ственными и не могут быть опущены. С другой стороны, в п. 2.2.2
приведены классы операторов, для которых однозначная разрешимость
основного уравнения может быть доказана.

Необходимость теоремы 2.2.5 доказана выше. Докажем теперь до-
статочность. Пусть дана функция M(λ) ∈ W, удовлетворяющая усло-
виям теоремы 2.2.5, и пусть ϕ(x,λ) — решение основного уравнения
(2.2.12). Тогда (2.2.12) дает аналитическое продолжение для ϕ(x,λ)
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во всю λ-плоскость, причем при каждом x � 0 функция ϕ(x,λ) являет-
ся целой по λ порядка 1/2. Используя лемму 1.3.1, можно показать, что
функции ϕ(ν)(x,λ), ν = 0, 1, абсолютно непрерывны по x на компактах,
причем

|ϕ(ν)(x,λ)| � C|ρ|ν exp(|τ |x). (2.2.23)

Построим функцию Φ(x,λ) из соотношения (2.2.17), а также L =
= L(q(x),h) по формулам (2.2.19)–(2.2.20). Ясно, что L ∈ VN .

Лемм а 2.2.3. Справедливы соотношения

�ϕ(x,λ) = λϕ(x,λ), �Φ(x,λ) = λΦ(x,λ).

Док а з а т е л ь с т в о. Пусть для простоты
∫∞

λ∗ ρ|V̂ (λ)| dλ < ∞ (об-
щий случай требует небольших изменений). Тогда (2.2.23) верно при
ν = 0, 1, 2. Дифференцируя (2.2.12) дважды по x, получаем (2.2.21)
и (2.2.22). Из (2.2.22) и (2.2.12) вытекает

−ϕ̃′′(x,λ) + q(x)ϕ̃(x,λ) = �ϕ(x,λ) + 1
2πi

∫
γ

r̃(x,λ,μ)�ϕ(x,μ) dμ+

+ 1
2πi

∫
γ

〈ϕ̃(x,λ), ϕ̃(x,μ)〉M̂(μ)ϕ(x,μ) dμ−

− 2ϕ̃(x,λ) 1
2πi

∫
γ

(ϕ̃(x,λ)ϕ̃(x,μ))′M̂(μ)ϕ(x,μ) dμ.

Учитывая (2.2.19), вычисляем

�̃ϕ̃(x,λ) = �ϕ(x,λ) + 1
2πi

∫
γ

r̃(x,λ,μ)�ϕ(x,μ) dμ+

+ 1
2πi

∫
γ

〈ϕ̃(x,λ), ϕ̃(x,μ)〉M̂(μ)ϕ(x,μ) dμ. (2.2.24)

Используя (2.2.17), выводим аналогично

Φ̃′(x,λ) − ε0(x)Φ̃(x,λ) = Φ′(x,λ) +

+ 1
2πi

∫
γ

〈Φ̃(x,λ), ϕ̃(x,μ)〉
λ− μ

M̂(μ)ϕ′(x,μ) dμ, (2.2.25)
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�̃Φ̃(x,λ) = �Φ(x,λ) + 1
2πi

∫
γ

〈Φ̃(x,λ), ϕ̃(x,μ)〉
λ− μ

M̂(μ)�ϕ(x,μ) dμ+

+ 1
2πi

∫
γ

〈Φ̃(x,λ), ϕ̃(x,μ)〉M̂(μ)ϕ(x,μ) dμ. (2.2.26)

Из (2.2.24) следует, что

λϕ̃(x,λ) = �ϕ(x,λ) + 1
2πi

∫
γ

r̃(x,λ,μ)�ϕ(x,μ) dμ+

+ 1
2πi

∫
γ

(λ− μ)r̃(x,λ,μ)ϕ(x,μ) dμ.

Учитывая (2.2.12), находим, что при фиксированном x � 0

η(x,λ) + 1
2πi

∫
γ

r̃(x,λ,μ)η(x,μ) dμ = 0, λ ∈ γ, (2.2.27)

где η(x,λ) := �ϕ(x,λ) − λϕ(x,λ). Согласно (2.2.23) имеем

|η(x,λ)| � Cx|ρ|2, λ ∈ γ. (2.2.28)

В силу (2.2.27), (2.2.6) и (2.2.7)

|η(x,λ)| � Cx

(
1 +

∞∫

λ∗

|V̂ (μ)|
|ρ− θ| + 1

|η(x,μ)| dμ
)
,

λ ∈ γ, θ > 0, Re ρ � 0. (2.2.29)

Подставляя (2.2.28) в правую часть (2.2.29), получаем

|η(x,λ)| � Cx

(
1 +

∞∫

λ∗

θ2|V̂ (μ)|
|ρ− θ| + 1

dμ
)
, λ ∈ γ, θ > 0, Re ρ � 0.

Так как
θ

ρ(|ρ− θ| + 1)
� 1 при θ, ρ � 1,

то это дает
|η(x,λ)| � Cx|ρ|, λ ∈ γ. (2.2.30)

Используя (2.2.30) вместо (2.2.28) и повторяя предыдущие аргументы,
приходим к оценке |η(x,λ)| � Cx для λ ∈ γ. В силу условия Р теоремы
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2.2.5 однородное уравнение (2.2.27) имеет только нулевое решение
η(x,λ) ≡ 0. Следовательно,

�ϕ(x,λ) = λϕ(x,λ). (2.2.31)

Далее, из (2.2.26) и (2.2.31) вытекает

λΦ̃(x,λ) = �Φ(x,λ) + 1
2πi

∫
γ

〈Φ̃(x,λ), ϕ̃(x,μ)〉
λ− μ

M̂(μ)μϕ(x,μ) dμ+

+ 1
2πi

∫
γ

(λ− μ) 〈Φ̃(x,λ), ϕ̃(x,μ)〉
λ− μ

M̂(μ)ϕ(x,μ) dμ.

Вместе с (2.2.17) это дает �Φ(x,λ) = λΦ(x,λ). �
Лемм а 2.2.4. Справедливы соотношения

ϕ(0,λ) = 1, ϕ′(0,λ) = h. (2.2.32)
U(Φ) = 1, Φ(0,λ) = M(λ), (2.2.33)

Φ(x,λ) = O(exp(iρx)), x→ ∞. (2.2.34)

Док а з а т е л ь с т в о. Полагая x = 0 в (2.2.12), (2.2.21) и используя
(2.2.20), получаем

ϕ(0,λ) = ϕ̃(0,λ) = 1,

ϕ′(0,λ) = ϕ̃′(0,λ) − ε0(0)ϕ̃(0,λ) = h̃+ h− h̃ = h,

т. е. верно (2.2.32). Используя (2.2.17) и (2.2.25), вычисляем

Φ(0,λ) = Φ̃(0,λ) + 1
2πi

∫
γ

M̂(μ)

λ− μ
dμ, (2.2.35)

Φ′(0,λ) = Φ̃′(0,λ) − Φ̃(0,λ)ε0(0) + h

2πi

∫
γ

M̂(μ)

λ− μ
dμ.

Следовательно,

U(Φ) = Φ′(0,λ) − hΦ(0,λ) = Φ̃′(0,λ) − (ε0(0) + h)Φ̃(0,λ) =

= Φ̃′(0,λ) − h̃Φ̃(0,λ) = Ũ(Φ̃) = 1.

Далее, так как 〈y, z〉 = yz′ − y′z, то (2.2.17) принимает вид

Φ(x,λ) = Φ̃(x,λ) + 1
2πi

∫
γ

Φ̃′(x,λ)ϕ̃(x,μ) − Φ̃(x,λ)ϕ̃′(x,μ)

λ− μ
×

× M̂(μ)ϕ(x,μ) dμ, (2.2.36)

6 В.А. Юрко
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где λ ∈ Jγ . Функция ϕ(x,λ) является решением задачи Коши (2.2.31),
(2.2.32). Поэтому, согласно (2.1.87),

|ϕ(ν)(x,μ)| � C|θ|ν , μ = θ2 ∈ γ, x � 0, ν = 0, 1. (2.2.37)

Кроме того, оценки (2.1.87)–(2.1.88) имеют место для функций ϕ̃(x,λ)
и Φ̃(x,λ), т. е.

|ϕ̃(ν)(x,μ)| � C|θ|ν , μ = θ2 ∈ γ, x � 0, ν = 0, 1, (2.2.38)

|Φ̃(ν)(x,λ)| � C|ρ|ν−1 exp(−|Im ρ|x), x � 0, ρ ∈ Ω. (2.2.39)

В силу (2.1.73)

M̂(λ) = O(λ−1), |ρ| → ∞, ρ ∈ Ω. (2.2.40)

Зафиксируем λ ∈ Jγ . Из (2.2.36) с учетом (2.2.37)–(2.2.40) выводим

|Φ(x,λ) exp(−iρx)| � C
(
1 +

∞∫
ρ∗

dθ

θ|λ− μ|
)

� C1,

т. е. верно (2.2.34). Далее, из (2.2.35) вытекает

Φ(0,λ) = M̃(λ) + 1
2πi

∫
γ

M̂(μ)

λ− μ
dμ.

Согласно интегральной формуле Коши имеем

M̂(λ) = 1
2πi

∫

γ0
R

M̂(μ)

λ− μ
dμ, λ ∈ int γ0R.

Так как
lim

R→∞
1
2πi

∫

|μ|=R

M̂(μ)

λ− μ
dμ = 0,

то
M̂(λ) = 1

2πi

∫
γ

M̂(μ)

λ− μ
dμ, λ ∈ Jγ .

Следовательно, Φ(0,λ) = M̃(λ) + M̂(λ) = M(λ), т. е. верно (2.2.33). �
Таким образом, Φ(x,λ) является решением Вейля, а M(λ) — функ-

цией Вейля для построенной пары L(q(x),h), и теорема 2.2.5 доказана.
�

Метод Гельфанда–Левитана. Для операторов Штурма–Лиувилля
на конечном интервале метод Гельфанда–Левитана рассматривал-
ся в § 1.3. Для случая полуоси имеют место аналогичные резуль-
таты. Поэтому здесь мы ограничимся только выводом уравнения
Гельфанда–Левитана и установлением связи с основным уравнением,
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полученным методом спектральных отображений. Более подробно ме-
тод Гельфанда–Левитана для оператора Штурма–Лиувилля на полуоси
изложен в [173, 164 и 166].

Рассмотрим дифференциальное уравнение и линейную форму L =
= L(q(x),h) вида (2.2.1)–(2.2.2). Пусть q̃(x) = 0, h̃ = 0. Обозначим

F (x, t) = 1
2πi

∫
γ

cos ρx cos ρtM̂(λ) dλ, (2.2.41)

где γ — контур, введенный в § 2.1 (см. рис. 2.1.1). Отметим, что в силу
(2.1.77) и (2.2.5)

1
2πi

∫

γ′′

cos ρx cos ρtM̂(λ) dλ =
∞∫

λ∗

cos ρx cos ρtV̂ (λ) dλ <∞.

Пусть G(x, t) и H(x, t) — ядра операторов преобразования (1.1.54)
и (1.3.12) соответственно.

Те о р е м а 2.2.6. При каждом фиксированном x функция G(x, t)
удовлетворяет следующему линейному интегральному уравнению:

G(x, t) + F (x, t) +
x∫

0

G(x, s)F (s, t)ds = 0, 0 < t < x. (2.2.42)

Уравнение (2.2.42) называется уравнением Гельфанда–Левитана.

До к а з а т е л ь с т в о. Используя (1.1.54) и (1.3.12), вычисляем

1
2πi

∫
γR

ϕ(x,λ) cos ρtM(λ) dλ = 1
2πi

∫
γR

cos ρx cos ρtM(λ) dλ+

+ 1
2πi

∫
γR

⎛⎝x∫

0

G(x, s) cosρs ds

⎞⎠ cos ρtM(λ) dλ,

1
2πi

∫
γR

ϕ(x,λ) cos ρtM(λ) dλ = 1
2πi

∫
γR

ϕ(x,λ)ϕ(t,λ)M(λ) dλ+

+ 1
2πi

∫
γR

⎛⎝ t∫

0

H(t, s)ϕ(s,λ) ds

⎞⎠ϕ(x,λ)M(λ) dλ,

где γR = γ ∩ {λ : |λ| � R}. Это дает

ΦR(x, t) = IR1(x, t) + IR2(x, t) + IR3(x, t) + IR4(x, t),

6*
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где

ΦR(x, t) = 1
2πi

∫
γR

ϕ(x,λ)ϕ(t,λ)M(λ) dλ− 1
2πi

∫
γR

cos ρx cos ρtM̃(λ) dλ,

IR1(x, t) = 1
2πi

∫
γR

cos ρx cos ρtM̂(λ)dλ,

IR2(x, t) =
x∫

0

G(x, s)

⎛⎝ 1
2πi

∫
γR

cos ρt cos ρsM̂(λ)dλ

⎞⎠ ds,

IR3(x, t) = 1
2πi

∫
γR

cos ρt

⎛⎝x∫

0

G(x, s) cosρs ds

⎞⎠ M̃(λ)dλ,

IR4(x, t) = − 1
2πi

∫
γR

ϕ(x,λ)

⎛⎝ t∫

0

H(t, s)ϕ(s,λ) ds

⎞⎠M(λ) dλ.

Пусть ξ(t), t � 0, — дважды непрерывно дифференцируемая финитная
функция. По теореме 2.1.8

lim
R→∞

∞∫

0

ξ(t)ΦR(x, t)dt = 0, lim
R→∞

∞∫

0

ξ(t)IR1(x, t)dt =
∞∫

0

ξ(t)F (x, t)dt,

lim
R→∞

∞∫

0

ξ(t)IR2(x, t)dt =
∞∫

0

ξ(t)

⎛⎝x∫

0

G(x, s)F (s, t)ds

⎞⎠dt,

lim
R→∞

∞∫

0

ξ(t)IR3(x, t)dt =
x∫

0

ξ(t)G(x, t)dt,

lim
R→∞

∞∫

0

ξ(t)IR4(x, t)dt = −
∞∫
x

ξ(t)H(t,x)dt.

Положим G(x, t) = H(x, t) = 0 при x < t. В силу произвольности ξ(t)
приходим к соотношению

G(x, t) + F (x, t) +
x∫

0

G(x, s)F (s, t)ds−H(t,x) = 0.

При t < x это дает (2.2.42). �
Таким образом, для того чтобы решить обратную задачу вос-

становления L по функции Вейля M(λ), надо вычислить F (x, t)
по формуле (2.2.41), найти G(x, t) из уравнения Гельфанда–Леви-
тана (2.2.42) и построить q(x) и h по формулам (1.3.13).
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З а м е ч а н и е 2.2.1. Установим связь между уравнением
Гельфанда–Левитана и основным уравнением (2.2.12). Для этого
воспользуемся косинус-преобразованием Фурье. Пусть q̃(x) = h̃ = 0.
Тогда ϕ̃(x,λ) = cos

√
λx. Умножая (2.2.42) на cos

√
λ t и интегрируя по

t, получаем

x∫

0

G(x, t) cos
√
λ t dt+

x∫

0

cos
√
λ t

⎛⎝ 1
2πi

∫
γ

cos
√
μx cos

√
μ tM̂(μ) dμ

⎞⎠ dt+

+
x∫

0

cos
√
λ t

x∫

0

G(x, s)

⎛⎝ 1
2πi

∫
γ

cos
√
μ t cos

√
μ sM̂(μ) dμ

⎞⎠ ds = 0.

Используя (1.1.54), приходим к (2.2.12).
З а м е ч а н и е 2.2.2. Если q(x) и h вещественны и (1 + x)q(x) ∈

∈ L(0,∞), то (2.2.41) принимает вид F (x, t) =
∫∞
−∞ cos ρx cos ρt dσ̂(λ),

где σ̂ = σ − σ̃, а σ и σ̃ — спектральные функции L и L̃ соответственно.

2.2.2. Восстановление оператора по спектральным данным.
В теореме 2.2.5 одним из условий, при которых произвольная функция
M(λ) будет функцией Вейля для некоторой пары L = L(q(x),h) вида
(2.1.1), (2.1.2), является разрешимость основного уравнения. В общем
случае это условие труднопроверяемо. В связи с этим важной задачей
является описание классов операторов, для которых разрешимость
основного уравнения может быть доказана. Одним из таких классов
является класс самосопряженных операторов. В этом параграфе для
самосопряженных операторов Штурма–Лиувилля вводятся так назы-
ваемые спектральные данные, которые описывают множество особен-
ностей функции Вейля M(λ), т. е. дискретную и непрерывную части
спектра. Исследуется обратная задача восстановления L по спектраль-
ным данным. Доказано, что задание спектральных данных однозначно
определяет функцию Вейля. Таким образом, обратная задача восста-
новления L по функции Вейля равносильна обратной задаче восстанов-
ления L по спектральным данным. Основное уравнение, полученное
в п. 2.2.1, может быть построено непосредственно по спектральным
данным на множестве{λ : λ � 0} ∪ Λ. Доказывается однозначная раз-
решимость основного уравнения в соответствующем банаховом про-
странстве. В заключение обратная задача по спектральным данным
рассматривается также и в несамосопряженном случае.

С а м о с о п р яжен н ы й с л у ч а й. Рассмотрим дифференциальное
уравнение и линейную форму L = L(q(x),h) вида (2.1.1)–(2.1.2)
и предположим, что q(x) и h вещественны. Это означает, что опе-
ратор Lo, введенный в замечании 2.1.3, является самосопряженным.
В самосопряженном случае можно получить дополнительные свойства
спектра к тем, что были установлены в § 2.1.
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Те ор ем а 2.2.7. Пусть q(x) и h вещественны. Тогда Λ′′ = ∅, т. е.
спектральные особенности отсутствуют.

До к а з а т е л ь с т в о. Так как q(x) и h вещественны, то из теоремы
2.1.1 и (2.1.63) следует, что при вещественном ρ

e(x, ρ) = e(x,−ρ), Δ(ρ) = Δ(−ρ). (2.2.43)

Предположим, что Λ′′ �= ∅, т. е. при некотором вещественном ρ0 �= 0,
Δ(ρ0) = 0. Тогда, согласно (2.2.43), Δ(−ρ0) = Δ(ρ0) = 0. Вместе
с (2.1.6) это дает

−2iρ0 = 〈e(x, ρ0), e(x,−ρ0)〉|x=0 = e(0, ρ0)Δ(−ρ0) − e(0,−ρ0)Δ(ρ0) = 0,

что невозможно. �
Те о р е м а 2.2.8. Пусть q(x) и h вещественны. Тогда ненулевые

собственные значения λk являются вещественными отрицательны-
ми и

Δ(ρk) = 0 ( где λk = ρ2k ∈ Λ′). (2.2.44)

Собственные функции e(x, ρk) и ϕ(x,λk) вещественны, причем

e(x, ρk) = e(0, ρk)ϕ(x,λk), e(0, ρk) �= 0. (2.2.45)

Собственные функции, соответствующие различным собственным
значениям, ортогональны в L2(0,∞).

Док а з а т е л ь с т в о. Из (2.1.66) и (2.1.71) вытекает

〈ϕ(x,λ), e(x, ρ)〉 = Δ(ρ). (2.2.46)

В силу теоремы 2.1.7 верно (2.2.44); поэтому (2.2.46) дает

e(x, ρk) = ckϕ(x,λk), ck �= 0.

Полагая здесь x = 0, получаем: ck = e(0, ρk), т. е. верно (2.2.45).
Пусть λn и λk (λn �= λk) — собственные значения с собственными

функциями yn(x) = e(x, ρn) и yk(x) = e(x, ρk) соответственно. Инте-
грирование по частям приводит к соотношению

∞∫

0

�yn(x) yk(x) dx =
∞∫

0

yn(x)�yk(x) dx,

и, следовательно, λn

∫∞
0 yn(x)yk(x) dx = λk

∫∞
0 yn(x)yk(x) dx, т. е.

∞∫

0

yn(x)yk(x) dx = 0.

Предположим теперь, что λ0 = u + iv, v �= 0, — невещественное соб-
ственное значение с собственной функцией y0(x) �≡ 0. Так как q(x)
и h вещественны, то число λ0 = u − iv также является собственным
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значением с собственной функцией y0(x). Так как λ0 �= λ0, то получаем,
как и выше:

‖y0‖2L2
=

∞∫

0

y0(x)y0(x) dx = 0,

что невозможно. Таким образом, все собственные значения λk для
L являются вещественными, и, следовательно, собственные функции
ϕ(x,λk) и e(x, ρk) также вещественны. Вместе с теоремой 2.1.6 это
дает Λ′ ⊂ (−∞, 0). �

Те о р е м а 2.2.9. Пусть q(x) и h вещественны, Λ′ = {λk}, λk =
= ρ2k < 0. Обозначим Δ1(ρ) := d

dλ
Δ(ρ) (λ = ρ2). Тогда

Δ1(ρk) �= 0. (2.2.47)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как e(x, ρ) удовлетворяет уравнению
(2.1.1), то

d

dx
〈e(x, ρ), e(x, ρk)〉 = (ρ2 − ρ2k)e(x, ρ)e(x, ρk).

Используя (2.1.4), (2.1.63) и (2.2.44), вычисляем

(ρ2 − ρ2k)
∞∫

0

e(x, ρ)e(x, ρk) dx = 〈e(x, ρ), e(x, ρk)〉
∣∣∣∞
0

=

= e(0, ρk)Δ(ρ), Im ρ > 0.

При ρ→ ρk это дает
∞∫

0

e2(x, ρk)dx = 1
2ρk

e(0, ρk)
(
d

dρ
Δ(ρ)

)
|ρ=ρk

= e(0, ρk)Δ1(ρk). (2.2.48)

Так как
∫∞
0 e2(x, ρk)dx > 0, то приходим к (2.2.47). �

Пусть Λ′ = {λk}, λk = ρ2k < 0. Из (2.1.69), (2.2.44) и (2.2.45) следу-
ет, что функция Вейля M(λ) имеет простые полюсы в точках λ = λk,
причем

αk := Res
λ=λk

M(λ) = e(0, ρk)

Δ1(ρk)
. (2.2.49)

Учитывая (2.2.45) и (2.2.46), выводим

αk =
(∞∫

0

ϕ2(x,λk) dx
)−1

> 0.

Далее, функция V (λ), определенная в (2.1.77), является непрерывной
при λ = ρ2 > 0, и в силу (2.1.69)
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V (λ) := 1
2πi

(
M−(λ) −M+(λ)

)
= 1

2πi

(
e(0,−ρ)
Δ(−ρ) − e(0, ρ)

Δ(ρ)

)
.

Используя (2.2.43) и (2.1.6), вычисляем

V (λ) = ρ

π|Δ(ρ)|2 > 0, λ = ρ2 > 0. (2.2.50)

Через W ′
N обозначим множество функций q(x) ∈WN таких, что

∞∫

0

(1 + x)|q(x)| dx <∞, (2.2.51)

Будем говорить, что L ∈ V ′
N , если q(x) и h вещественны и q(x) ∈W ′

N .

Те о р е м а 2.2.10. Пусть L ∈ V ′
N . Тогда Λ′ — конечное множе-

ство.
До к а з а т е л ь с т в о. При x � 0, τ � 0 функция e(x, iτ) является

вещественной и в силу (2.1.24)

|e(x, iτ) exp(τx) − 1| � Q1(x) exp(Q1(x)), x � 0, τ � 0, (2.2.52)

где
Q1(x) =

∞∫
x

(t− x)|q(t)| dt.

В частности, из (2.2.52) следует, что существует a > 0 такое, что

e(x, iτ) exp(τx) � 1
2

при x � a, τ � 0. (2.2.53)

Предположим, что Λ′ = {λk} — бесконечное множество. Так как Λ′
ограничено и λk = ρ2k < 0, то ρk = iτk → 0, τk > 0. Используя (2.2.53),
вычисляем
∞∫
a

e(x, ρk)e(x, ρn) dx � 1
4

∞∫
a

exp(−(τk + τn)x) dx =

= exp(−(τk + τn)a)

4(τk + τn)
� exp(−2aT )

8T
, (2.2.54)

где T = max
k

τk. Так как собственные функции e(x, ρk) и e(x, ρn) орто-
гональны в L2(0,∞), то

0 =
∞∫

0

e(x, ρk)e(x, ρn) dx =
∞∫
a

e(x, ρk)e(x, ρn) dx+

+
a∫

0

e2(x, ρk) dx+
a∫

0

e(x, ρk)(e(x, ρn) − e(x, ρk)) dx. (2.2.55)
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С учетом (2.2.54) получаем

∞∫
a

e(x, ρk)e(x, ρn) dx � C0 > 0,

a∫

0

e2(x, ρk) dx � 0. (2.2.56)

Покажем, что
a∫

0

e(x, ρk)(e(x, ρn) − e(x, ρk)) dx→ 0 при k,n→ ∞. (2.2.57)

В самом деле, согласно (2.1.23) |e(x, ρk)| � exp(Q1(0)) при x � 0. Тогда,
используя (2.1.33), вычисляем∣∣∣ a∫

0

e(x, ρk)(e(x, ρn) − e(x, ρk)) dx
∣∣∣ �

� exp(Q1(0))
(a∫

0

| exp(−τnx) − exp(−τkx)| dx+

+
a∫

0

(∞∫
x

|A(x, t)(exp(−τnx) − exp(−τkx))| dt
)
dx
)
. (2.2.58)

В силу (2.1.35)

|A(x, t)| � 1
2
Q0

(
x+ t

2

)
exp(Q1(x)) � 1

2
Q0

(
t

2

)
exp(Q1(0)), 0 � x � t,

и, следовательно, (2.2.58) дает∣∣∣ a∫

0

e(x, ρk)(e(x, ρn) − e(x, ρk)) dx
∣∣∣ �

� C
(a∫

0

| exp(−τnx) − exp(−τkx)| dx+

+
∞∫

0

Q0

(
t

2

)
| exp(−τnt) − exp(−τkt)| dt

)
. (2.2.59)

Ясно, что

a∫

0

| exp(−τnx) − exp(−τkx)| dx→ 0 при k,n→ ∞. (2.2.60)
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Зафиксируем ε > 0. Тогда существует aε > 0 такое, что
∞∫
aε

Q0

(
t

2

)
dt <

ε

2
.

С другой стороны, для достаточно больших k и n имеем

aε∫

0

Q0

(
t

2

)
| exp(−τnt) − exp(−τkt)| dt �

� Q0(0)

aε∫

0

| exp(−τnt) − exp(−τkt)| dt < ε

2
.

Таким образом, для достаточно больших k и n
∞∫

0

Q0

(
t

2

)
| exp(−τnt) − exp(−τkt)| dt < ε.

В силу произвольности ε выводим
∞∫

0

Q0

(
t

2

)
| exp(−τnt) − exp(−τkt)| dt→ 0 при k,n→ ∞.

Отсюда и из (2.2.59)–(2.2.60) получаем (2.2.57). Соотношения (2.2.55)–
(2.2.57) приводят к противоречию. Это означает, что Λ′ — конечное
множество. �

Те о р е м а 2.2.11. Пусть L ∈ V ′
N . Тогда

ρ(Δ(ρ))−1 = O(1), ρ→ 0, Im ρ � 0. (2.2.61)

Док а з а т е л ь с т в о. Обозначим g(ρ) = 2iρ(Δ(ρ))−1. В силу (2.1.6)
и (2.1.63)

Δ(ρ)e(0,−ρ) − e(0, ρ)Δ(−ρ) = 2iρ.

Поэтому при вещественных ρ �= 0,

g(ρ) = e(0,−ρ) − ξ(ρ)e(0, ρ), (2.2.62)

где ξ(ρ) := Δ(−ρ)(Δ(ρ))−1. Из (2.2.43) вытекает

|ξ(ρ)| = 1 при вещественных ρ �= 0. (2.2.63)

Пусть Λ′ = {λk}k=1,m, λk = ρ2k, ρk = iτk, 0 < τ1 < . . . < τm. Обозна-
чим

D = {ρ : Im ρ > 0, |ρ| < τ∗}, (2.2.64)
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где τ∗ = τ1/2. Функция g(ρ) является аналитической в D и непрерыв-
ной в D \ {0}. В силу (2.2.62), (2.2.63) и (2.1.23)

|g(ρ)| � C при вещественных ρ �= 0. (2.2.65)

Предположим сначала, что Δ(ρ) аналитична в начале координат. Тогда,
используя (2.2.65), получаем, что функция g(ρ) имеет устранимую
особенность в начале координат, и, следовательно (после продолжения
g(ρ) по непрерывности в начало координат), g(ρ) непрерывна в D, т. е.
(2.2.61) доказано.

В общем случае мы не можем использовать эти рассуждения. По-
этому введем потенциалы qr(x) по формуле (2.1.49) и соответствующие
решения Йоста по формуле (2.1.50). Обозначим Δr(ρ) = e′r(0, ρ) −− her(0, ρ), r � 0. В силу (2.1.53) функции Δr(ρ) являются целыми
по ρ и cогласно лемме 2.1.3

lim
r→∞Δr(ρ) = Δ(ρ) (2.2.66)

равномерно по Im ρ � 0. Пусть δr — нижняя грань расстояний между
нулями Δr(ρ) в верхней полуплоскости Im ρ � 0. Покажем, что

δ∗ := inf
r>0

δr > 0. (2.2.67)

В самом деле, предположим противное, т. е. что существует последо-
вательность rk → ∞ такая, что δrk

→ 0. Пусть ρk1 = iτk1, ρk2 = iτk2
(τk1, τk2 � 0) — нули функции Δrk

(ρ) такие, что ρk1 − ρk2 → 0 при
k → ∞. Из (2.1.51) следует, что существует a > 0 такое, что

er(x, iτ) exp(τx) � 1
2

при x � a, τ � 0, r � 0. (2.2.68)

Аналогично (2.2.55) выводим

0 =
∞∫

0

erk
(x, ρk1)erk

(x, ρk2) dx =
∞∫
a

erk
(x, ρk1)erk

(x, ρk2) dx+

+
a∫

0

e2rk
(x, ρk1) dx+

a∫

0

erk
(x, ρk1)(erk

(x, ρk2) − erk
(x, ρk1)) dx.

Как и выше, с учетом (2.2.68) получаем

∞∫
a

erk
(x, ρk1)erk

(x, ρk2) dx � exp(−(τk1 + τk2)a)

4(τk1 + τk2)
.
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В силу (2.2.66) имеем: |τk1|, |τk2| � C, и, следовательно,
∞∫
a

erk
(x, ρk1)erk

(x, ρk2) dx � C0 > 0.

Кроме того,
∫a

0 e
2
rk

(x, ρk1) dx � 0. С другой стороны, используя (2.1.50)
и (2.1.52), нетрудно проверить (аналогично доказательству (2.2.57)),
что

a∫

0

erk
(x, ρk1)(erk

(x, ρk2) − erk
(x, ρk1)) dx→ 0 при k → ∞,

и мы приходим к противоречию. Это означает, что верно (2.2.67).

Определим D согласно (2.2.64) с τ∗ = min( τ1
2
,
δ∗

2
). Тогда функция

Δr(ρ) имеет в D самое большее один нуль ρ = iτ 0r , 0 � τ 0r � τ∗.
Рассмотрим функцию γr(ρ) := gr(ρ)g0r(ρ), где

gr(ρ) = 2iρ
Δr(ρ)

, g0r(ρ) = ρ− iτ 0r

ρ+ iτ 0r

(если Δr(ρ) не имеет нулей в D, то положим g0r(ρ) := 1). Ясно, что

|g0r(ρ)| � 1 при ρ ∈ D. (2.2.69)

Аналогично (2.2.62), (2.2.63), имеем при вещественных ρ �= 0:

gr(ρ) = er(0,−ρ) − ξr(ρ)er(0, ρ), |ξr(ρ)| = 1. (2.2.70)

Из (2.2.66), (2.2.70) и (2.1.51) вытекает, что |gr(ρ)| � C при ρ ∈ ∂D,
r � 0, где ∂D = D \ D — граница D, а C не зависит от r. Вместе
с (2.2.69) это дает

|γr(ρ)| � C при ρ ∈ ∂D, r � 0.

Так как функции γr(ρ) аналитичны в D, то согласно принципу макси-
мума для аналитических функций [206, с. 204]

|γr(ρ)| � C при ρ ∈ D, r � 0, (2.2.71)

где C не зависит от r.
Зафиксируем δ ∈ (0, τ∗) и обозначим Dδ := {ρ : Im ρ > 0, δ < |ρ| <

< τ∗}. В силу (2.2.66) lim
r→∞ gr(ρ) = g(ρ) равномерно в Dδ. Кроме того,

из (2.2.66) вытекает, что lim
r→∞ τ 0r = 0, и, следовательно, lim

r→∞ γr(ρ) =

= g(ρ) равномерно в Dδ. Отсюда и из (2.2.71) имеем: |g(ρ)| � C при
ρ ∈ Dδ. В силу произвольности δ заключаем, что |g(ρ)| � C при ρ ∈
∈ D \ {0}, т. е. (2.2.61) доказано. �
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Те о р е м а 2.2.12. Пусть L ∈ V ′
N . Тогда λ = 0 не является соб-

ственным значением L.

Док а з а т е л ь с т в о. Функция e(x) := e(x, 0) является решением
уравнения (2.1.1) при λ = 0, и согласно теореме 2.1.2

lim
x→∞ e(x) = 1. (2.2.72)

Выберем a > 0 так, чтобы

e(x) � 1/2 при x � a, (2.2.73)

и рассмотрим функцию

z(x) := e(x)
x∫
a

dt

e2(t)
. (2.2.74)

Нетрудно проверить, что z′′(x) = q(x)z(x) и e(x)z′(x) − e′(x)z(x) ≡ 1.
Из (2.2.72)–(2.2.74) вытекает

lim
x→∞ z(x) = +∞. (2.2.75)

Предположим, что λ = 0 является собственным значением, и пусть
y0(x) — соответствующая собственная функция. Так как функции
{e(x), z(x)} образуют фундаментальную систему решений уравнения
(2.1.1) при λ = 0, то y0(x) = C0

1e(x) +C0
2z(x). В силу (2.2.72) и (2.2.75)

это возможно лишь при C0
1 = C0

2 = 0. �
З а м е ч а н и е 2.2.3. Пусть q(x) = 2a2(1 + ax)−2, h = −a, где

a — комплексное число такое, что a /∈ (−∞, 0]. Тогда q(x) ∈ L(0,∞),
но xq(x) /∈ L(0,∞). В этом случае λ = 0 является собственным значе-
нием с собственной функцией y(x) = (1 + ax)−1.

В силу теоремы 2.1.2 e(0, ρ) = O(1) при ρ → 0, Im ρ � 0. Поэтому
теорема 2.2.11 с учетом (2.1.69) дает

M(λ) = O(ρ−1), |ρ| → 0. (2.2.76)

Ниже, в примере 2.2.1, показано, что если условие (2.2.51) не выпол-
няется, то (2.2.76), вообще говоря, неверно.

Объединяя полученные выше результаты, приходим к следующей
теореме.

Те о р ем а 2.2.13. Пусть L ∈ V ′
N , и пусть M(λ) — функция Вейля

для L. Тогда M(λ) аналитична в Π за исключением конечного мно-
жества простых полюсов Λ′ = {λk}k=1,m, λk = ρ2k < 0, и непрерывна
в Π1 \ Λ′. Кроме того,

αk := Res
λ=λk

M(λ) > 0, k = 1,m,

и имеет место соотношение (2.2.76). Функция ρV (λ) непрерывна и
ограничена при λ = ρ2 > 0, причем V (λ) > 0 при λ = ρ2 > 0.
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О п р е д е л е н и е 2.2.1. Множество S := ({V (λ)}λ>0,
{λk,αk}k=1,m) называется спектральными данными для L.

Лемма 2.2.5. Функция Вейля однозначно определяется по спек-
тральным данным S по формуле

M(λ) =
∞∫

0

V (μ)

λ− μ
dμ+

m∑
k=1

αk

λ− λk
, λ ∈ Π \ Λ′. (2.2.77)

До к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим функцию

IR(λ) := 1
2πi

∫

|μ|=R

M(μ)

λ− μ
dμ.

Из (2.1.73) вытекает
lim

R→∞
IR(λ) = 0 (2.2.78)

равномерно на компактных подмножествах множества Π \ Λ′. С другой
стороны, двигая контур |μ| = R к вещественной оси и используя тео-
рему о вычетах, получаем

IR(λ) = −M(λ) +
R∫

0

V (μ)

λ− μ
dμ+

m∑
k=1

αk

λ− λk
.

Вместе с (2.2.78) это дает (2.2.77). �
Из теоремы 2.2.1 и леммы 2.2.5 следует, что задание спек-

тральных данных однозначно определяет потенциал q(x) и коэффи-
циент h.

Пусть L ∈ V ′
N , и пусть пара L̃ ∈ V ′

N выбрана так, что выполняется
(2.2.4). Обозначим

λn0 = λn, λn1 = λ̃n, αn0 = αn, αn1 = α̃n,
ϕni(x) = ϕ(x,λni), ϕ̃ni(x) = ϕ̃(x,λni),
p = m+ m̃, θ(x) = [θk(x)]T

k=1,p,

θk(x) = ϕk0(x), k = 1,m, θk+m(x) = ϕk1(x), k = 1, m̃.

Аналогично определим θ̃(x). Из (2.2.12), (2.2.17) и (2.2.18) вытекает

ϕ̃(x,λ) = ϕ(x,λ) +
∞∫

0

D̃(x,λ,μ)V̂ (μ)ϕ(x,μ) dμ+

+
m∑

k=1

D̃(x,λ,λk0)αk0ϕk0(x) −
m̃∑

k=1

D̃(x,λ,λk1)αk1ϕk1(x), (2.2.79)
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ϕ̃ni(x) = ϕni(x) +
∞∫

0

D̃(x,λni,μ)V̂ (μ)ϕ(x,μ) dμ+

+
m∑

k=1

D̃(x,λni,λk0)αk0ϕk0(x) −
m̃∑

k=1

D̃(x,λni,λk1)αk1ϕk1(x), (2.2.80)

Φ̃(x,λ) = Φ(x,λ) +
∞∫

0

〈Φ̃(x,λ), ϕ̃(x,μ)〉
λ− μ

V̂ (μ)ϕ(x,μ) dμ+

+
m∑

k=1

〈Φ̃(x,λ), ϕ̃k0(x)〉
λ− λk0

αk0ϕk0(x) −

−
m̃∑

k=1

〈Φ̃(x,λ), ϕ̃k1(x)〉
λ− λk1

αk1ϕk1(x), (2.2.81)

ε0(x) =
∞∫

0

ϕ(x,μ)ϕ̃(x,μ)V̂ (μ) dμ+

+
m∑

k=1

ϕk0(x)ϕ̃k0(x)αk0 −
m̃∑

k=1

ϕk1(x)ϕ̃k1(x)αk1,

ε(x) = −2ε′0(x). (2.2.82)

При каждом фиксированном x � 0 соотношения (2.2.79), (2.2.80)
можно рассматривать как систему линейных уравнений относительно
ϕ(x,λ), λ > 0, и θk(x), k = 1, p. Запишем (2.2.79), (2.2.80) как линейное
уравнение в соответствующем банаховом пространстве.

Пусть C = C(0,∞) — банахово пространство непрерывных ограни-
ченных функций f : [0,∞) → C, λ �→ f(λ) на полуоси λ � 0 с нормой
‖f‖C = sup

λ�0
|f(λ)|. Очевидно, что при каждом фиксированном x � 0,

ϕ(x, ·), ϕ̃(x, ·) ∈ C. Рассмотрим банахово пространство B векторов

F =
[
f
f0

]
, f ∈ C, f0 = [f0k ]T

k=1,p
∈ Rp,

с нормой ‖F‖B = max(‖f‖C ,
∥∥f0∥∥

Rp). Обозначим

ψ(x) =
[
ϕ(x, ·)
θ(x)

]
, ψ̃(x) =

[
ϕ̃(x, ·)
θ̃(x)

]
.
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Тогда ψ(x), ψ̃(x) ∈ B при каждом фиксированном x � 0. Обозначим

H̃λ,μ(x) = D̃(x,λ,μ)V̂ (μ),

H̃λ,k(x) = D̃(x,λ,λk0)αk0, k = 1,m,

H̃λ,k+m(x) = −D̃(x,λ,λk1)αk1, k = 1, m̃,

H̃n,μ(x) = D̃(x,λn0,μ)V̂ (μ), n = 1,m,

H̃n+m,μ(x) = D̃(x,λn1,μ)V̂ (μ), n = 1, m̃,

H̃n,k(x) = D̃(x,λn0,λk0)αk0, n, k = 1,m,

H̃n,k+m(x) = −D̃(x,λn0,λk1)αk1, n = 1,m, k = 1, m̃,

H̃n+m,k(x) = D̃(x,λn1,λk0)αk0, n = 1, m̃, k = 1,m,

H̃n+m,k+m(x) = −D̃(x,λn1,λk1)αk1, n, k = 1, m̃.

Через H̃ : B → B обозначим оператор, определяемый соотношениями

F̃ = H̃F , F =
[
f
f0

]
∈ B, F̃ =

[
f̃

f̃0

]
∈ B,

f̃(λ) =
∞∫

0

H̃λ,μf(μ) dμ+
p∑

k=1

H̃λ,kf
0
k ,

f̃0n =
∞∫

0

H̃n,μf(μ) dμ+
p∑

k=1

H̃n,kf
0
k .

Тогда при каждом фиксированном x � 0 оператор E + H̃(x) (E —
единичный оператор), действующий из B в B, является линейным
и ограниченным. Принимая во внимание введенные обозначения, запи-
шем (2.2.79)–(2.2.80) в виде

ψ̃(x) = (E + H̃(x))ψ(x). (2.2.83)

Таким образом, доказано следующее утверждение.
Те о р е м а 2.2.14. При каждом фиксированном x � 0 вектор

ψ(x) ∈ B является решением уравнения (2.2.83).
Приведем теперь необходимые и достаточные условия разрешимо-

сти рассматриваемой обратной задачи. Через W′ обозначим множество
векторов S = ({V (λ)}λ>0, {λk,αk}k=1,m) (m свое для каждого S)
таких, что
1) αk > 0, λk < 0 при всех k; λk �= λs при k �= s;
2) функция ρV (λ) непрерывна и ограничена при λ > 0, V (λ) > 0
и M(λ) = O(ρ−1), ρ → 0, где M(λ) определяется по формуле
(2.2.77);
3) существует пара L̃ такая, что выполняется (2.2.4).
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Ясно, что если S — спектральные данные для некоторого L ∈ V ′
N ,

то S ∈ W′.
Те о р ем а 2.2.15. Пусть S ∈ W′. Тогда при каждом фиксирован-

ном x � 0 уравнение (2.2.83) имеет единственное решение в B, т. е.
оператор E + H̃(x) обратим.

До к а з а т е л ь с т в о. Как и при доказательстве леммы 1.4.6, доста-
точно доказать, что при каждом x � 0 однородное уравнение

(E + H̃(x))β(x) = 0, β(x) ∈ B, (2.2.84)

имеет только нулевое решение. Пусть

β(x) =
[
β(x, ·)
β0(x)

]
∈ B, β0(x) = [β0k(x)]T

k=1,p

— решение уравнения (2.2.84), т. е.

β(x,λ) +
∞∫

0

D̃(x,λ,μ)V̂ (μ)β(x,μ) dμ+
m∑

k=1

D̃(x,λ,λk0)αk0βk0(x) −

−
m̃∑

k=1

D̃(x,λ,λk1)αk1βk1(x) = 0, (2.2.85)

βni(x) +
∞∫

0

D̃(x,λni,μ)V̂ (μ)β(x,μ) dμ+
m∑

k=1

D̃(x,λni,λk0)αk0βk0(x) −

−
m̃∑

k=1

D̃(x,λni,λk1)αk1βk1(x) = 0, (2.2.86)

где βk0(x) = β0k(x), k = 1,m, βk1(x) = β0k+m(x), k = 1, m̃. Тогда
(2.2.85) дает аналитическое продолжение для функции β(x,λ) на всю
λ-плоскость и при каждом x � 0 функция β(x,λ) является целой по λ.
Кроме того, согласно (2.2.85), (2.2.86) имеем

β(x,λni) = βni(x). (2.2.87)

Покажем, что при каждом фиксированном x � 0

|β(x,λ)| � Cx

|ρ| exp(|τ |x), λ = ρ2, τ := Im ρ. (2.2.88)

В самом деле, используя (2.2.6) и (2.1.87), получаем

|D̃(x,λ,λki)| � Cx

|ρ| exp(|τ |x). (2.2.89)
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Пусть для определенности σ := Re ρ � 0. Из (2.2.85), (2.2.7) и (2.2.89)
вытекает

|β(x,λ)| � Cx exp(|τ |x)
(∞∫

1

|V̂ (μ)|θ
|ρ− θ| + 1

dθ + 1
|ρ|
)
, μ = θ2. (2.2.90)

В силу (2.2.4)(∞∫

1

|V̂ (μ)|θ
|ρ− θ| + 1

dθ
)2

�
(∞∫

1

|V̂ (μ)|2θ4 dθ
)(∞∫

1

dθ

θ2(|ρ− θ| + 1)2

)
�

� C

∞∫

1

dθ

θ2(|ρ− θ| + 1)2
. (2.2.91)

Так как

|ρ− θ| = σ2 + τ 2 + θ2 − 2σθ,

||ρ| − θ| = σ2 + τ 2 + θ2 − 2|ρ|θ,
то

|ρ− θ| � ||ρ| − θ|. (2.2.92)

В силу (2.2.91), (2.2.92) и (2.2.11)
∞∫

1

|V̂ (μ)|θ
|ρ− θ| + 1

dθ � C

|ρ| . (2.2.93)

Используя (2.2.90) и (2.2.93), приходим к (2.2.88).
Далее, построим функцию Γ(x,λ) по формуле

Γ(x,λ) = −
∞∫

0

〈Φ̃(x,λ), ϕ̃(x,μ)〉
λ− μ

V̂ (μ)β(x,μ) dμ−

−
m∑

k=1

〈Φ̃(x,λ), ϕ̃k0(x)〉
λ− λk0

αk0βk0(x) +

+
m̃∑

k=1

〈Φ̃(x,λ), ϕ̃k1(x)〉
λ− λk1

αk1βk1(x). (2.2.94)

Из (2.1.70), (2.2.6), (2.2.85) и (2.2.94) следует, что

Γ(x,λ) = M̃(λ)β(x,λ) −
∞∫

0

〈S̃(x,λ), ϕ̃(x,μ)〉
λ− μ

V̂ (μ)β(x,μ) dμ−
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−
m∑

k=1

〈S̃(x,λ), ϕ̃k0(x)〉
λ− λk0

αk0βk0(x) +

+
m̃∑

k=1

〈S̃(x,λ), ϕ̃k1(x)〉
λ− λk1

αk1βk1(x). (2.2.95)

Так как 〈S̃(x,λ), ϕ̃(x,μ)〉|x=0 = −1, то из (1.6.1) выводим

〈S̃(x,λ), ϕ̃(x,μ)〉
λ− μ

= − 1
λ− μ

+
x∫

0

S̃(t,λ)ϕ̃(t,μ) dt.

Поэтому (2.2.95) принимает вид

Γ(x,λ) = M̃(λ)β(x,λ) +
∞∫

0

V̂ (μ)β(x,μ)

λ− μ
dμ+

+
m∑

k=1

αk0βk0(x)

λ− λk0
−

m̃∑
k=1

αk1βk1(x)

λ− λk1
+ Γ1(x,λ), (2.2.96)

где

Γ1(x,λ) =
∞∫

0

(x∫

0

S̃(t,λ)ϕ̃(t,μ) dt
)
V̂ (μ)β(x,μ) dμ−

−
m∑

k=1

(x∫

0

S̃(t,λ)ϕ̃k0(t) dt
)
αk0βk0(x) +

+
m̃∑

k=1

(x∫

0

S̃(t,λ)ϕ̃k1(t) dt
)
αk1βk1(x).

Функция Γ1(x,λ) является целой по λ при каждом x � 0. Используя
(2.2.77), получаем из (2.2.96):

Γ(x,λ) = M(λ)β(x,λ) + Γ0(x,λ), (2.2.97)

где
Γ0(x,λ) = Γ1(x,λ) + Γ2(x,λ) + Γ3(x,λ),

Γ2(x,λ) = −
∞∫

0

V̂ (μ)(β(x,λ) − β(x,μ))

λ− μ
dμ,

Γ3(x,λ) = −
m∑

k=1

αk0

λ−λk0
(β(x,λ)−βk0(x))+

m̃∑
k=1

αk1

λ−λk1
(β(x,λ)−βk1(x)).
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В силу (2.2.87) функция Γ0(x,λ) является целой по λ при каждом
фиксированном x � 0. Пользуясь (2.2.97), (2.2.94), (2.2.88) и (2.1.88),
получаем следующие свойства функции Γ(x,λ).

1) При каждом фиксированном x � 0 функция Γ(x,λ) аналитична
в Π \ Λ′ по λ (с простыми полюсами λk0, k = 1,m) и непрерывна
в Π1 \ Λ′. Кроме того,

Res
λ=λk0

Γ(x,λ) = αk0βk0(x), k = 1,m. (2.2.98)

2) Обозначим Γ±(λ) = lim
z→0, Re z>0

Γ(λ± iz), λ > 0. Тогда

1
2πi

(
Γ−(λ) − Γ+(λ)

)
= V (λ)β(x,λ), λ > 0. (2.2.99)

3) При |λ| → ∞
|Γ(x,λ)| � Cx|ρ|−2 exp(−|τ |x). (2.2.100)

Построим теперь функцию B(x,λ) по формуле

B(x,λ) = β(x,λ)Γ(x,λ). (2.2.101)

По теореме Коши
1
2πi

∫

γ0
R

B(x,λ) dλ = 0,

где контур γ0R определен в § 2.1 (см. рис. 2.1.2). В силу (2.2.88),
(2.2.100) и (2.2.101) имеем

lim
R→∞

1
2πi

∫

|λ|=R

B(x,λ) dλ = 0,

и, следовательно,
1
2πi

∫
γ

B(x,λ) dλ = 0, (2.2.102)

где контур γ определен в § 2.1 (см. рис. 2.1.1). Двигая контур γ
в (2.2.102) к вещественной оси и используя теорему о вычетах
и (2.2.98), получаем при достаточно малом ε > 0:

m∑
n=1

αn0|βn0(x)|2+ 1
2πi

∫

|λ|=ε

B(x,λ) dλ+ 1
2πi

∫

γ′′
ε

B(x,λ) dλ = 0, (2.2.103)

где γ′′ε — двусторонний разрез вдоль луча {λ : λ � ε}. Так как M(λ) =
= O(ρ−1) при |λ| → 0, то в силу (2.2.97) и (2.2.101) находим, что при
каждом фиксированном x � 0

B(x,λ) = O(ρ−1) при |λ| → 0,
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и, следовательно,

lim
ε→∞

1
2πi

∫

|λ|=ε

B(x,λ) dλ = 0.

Вместе с (2.2.103), (2.2.99) и (2.2.101) это дает

m∑
k=1

αk0|βk0(x)|2 +
∞∫

0

|β(x,λ)|2V (λ) dλ = 0.

Так как αk0 > 0, V (λ) > 0, то β(x,λ) = 0, βn0(x) = 0, βn1(x) =
= β(x,λn1) = 0. Таким образом, β(x) = 0 и теорема 2.2.15 доказана. �

Те о р е м а 2.2.16. Для того чтобы вектор S = ({V (λ)}λ>0,
{λk,αk}k=1,m) ∈ W′ представлял собой спектральные данные для
некоторой пары L ∈ V ′

N , необходимо и достаточно, чтобы ε(x) ∈
∈ W ′

N , где ε(x) определяется по формуле (2.2.82), а ψ(x) является
решением уравнения (2.2.83). Функция q(x) и число h строятся
по формулам (2.2.19)–(2.2.20).

Через W′′ обозначим множество функций M(λ) таких, что:
1) M(λ) аналитична в Π за исключением конечного числа простых
полюсов Λ′ = {λk}k=1,m, λk = ρ2k < 0 (m свое для каждой функции
M(λ)), причем

αk := Res
λ=λk

M(λ) > 0;

2) M(λ) непрерывна в Π1 \ Λ′, M(λ) = O(ρ−1) при ρ→ 0,

V (λ) := 1
2πi

(
M−(λ) −M+(λ)

)
> 0 при λ > 0;

3) существует L̃ такая, что выполняется (2.2.4).
Те о р е м а 2.2.17. Для того чтобы функция M(λ) ∈ W′′ была

функцией Вейля для некоторой пары L ∈ V ′
N , необходимо и доста-

точно, чтобы ε(x) ∈W ′
N , где ε(x) определяется по формуле (2.2.82).

Мы опускаем доказательства теорем 2.2.16, 2.2.17, так как они
аналогичны соответствующим утверждениям для операторов Штурма–
Лиувилля на конечном интервале из § 1.4 (см. также доказательство
теоремы 2.2.5).

Не с а м о с о п р яже н ны й с л у ч а й. Обратную задачу восстанов-
ления L по спектральным данным можно рассматривать и в неса-
мосопряженном случае, когда q(x) ∈ L(0,∞) — комплекснозначная
функция, и h — комплексное число. Для краткости ограничимся
случаем простого спектра (см. определение 2.2.2). Для несамосопря-
женных дифференциальных операторов с простым спектром вводятся
спектральные данные и исследуется обратная задача восстановления
L по спектральным данным. Рассматривается также важный част-
ный случай возмущения дискретного спектра модельного оператора.
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В этом случае основное уравнение обратной задачи превращается в
систему линейных алгебраических уравнений, а условие разрешимости
основного уравнения — в условие отличия от нуля определителя этой
системы.

О п р е д е л е н и е 2.2.2. Будем говорить, что L имеет простой
спектр, если функция Δ(ρ) имеет конечное число простых нулей в Ω,
и M(λ) = O(ρ−1) при ρ → 0. Запись L ∈ V ′′

N означает, что L имеет
простой спектр и q ∈WN .

Ясно, что V ′
N ⊂ V ′′

N , так как самосопряженные операторы, рассмот-
ренные выше, имеют простой спектр.

Пусть L ∈ V ′′
N . Тогда Λ = {λk}k=1,m, λk = ρ2k, — конечное мно-

жество, а функция Вейля M(λ) аналитична в Π \ Λ′ и непрерыв-
на в Π1 \ Λ; Λ′ = {λk}k=1,r — собственные значения, а Λ′′ =
= {λk}k=r+1,m — спектральные особенности L. Теми же рассуждения-
ми, что и в лемме 2.2.5, доказывается следующее утверждение.

Л емм а 2.2.6. Имеет место соотношение

M(λ) =
∞∫

0

V (μ)

λ− μ
dμ+

m∑
k=1

αk

λ− λk
,

где

V (λ) := 1
2πi

(
M−(λ) −M+(λ)

)
, M±(λ) := lim

z→0, Re z>0
M(λ± iz),

αk :=

{
e(0, ρk)(Δ1(ρk))−1, k = 1, r,
1
2
e(0, ρk)(Δ1(ρk))−1, k = r + 1,m,

Δ1(ρ) := d

dλ
Δ(ρ).

О п р е д е л е н и е 2.2.3. Множество S = ({V (λ)}λ>0,
{λk,αk}k=1,m) называется спектральными данными для L.

Пользуясь теоремой 2.2.1 и леммой 2.2.6, приходим к следующей
теореме единственности.

Те о р е м а 2.2.18. Пусть S и S̃ являются спектральными дан-
ными для L и L̃ соответственно. Если S = S̃, то L = L̃. Таким
образом, задание спектральных данных однозначно определяет L.

Для L ∈ V ′′
N основное уравнение (2.2.83) остается верным и теорема

2.2.14 также имеет место. При этом потенциал q и коэффициент h
строятся по формулам (2.2.82), (2.2.19)–(2.2.20).

В о зм ущен и я д и с к р е т н о г о с п е к т р а . Пусть дана пара L̃ ∈
∈ VN , и пусть M̃(λ) — функция Вейля для L̃. Рассмотрим функцию

M(λ) = M̃(λ) +
∑
λ0∈J

aλ0

λ− λ0
, (2.2.104)
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где J — конечное множество в λ-плоскости; aλ0 , λ0 ∈ J — комплексные
числа. Тогда V̂ (λ) = 0, и основное уравнение (2.2.12) превращается
в линейную алгебраическую систему

ϕ̃(x, z0) = ϕ(x, z0) +
∑
λ0∈J

D̃(x, z0,λ0)aλ0ϕ(x,λ0), z0 ∈ J , (2.2.105)

с определителем det(E + G̃(x)), где G̃(x) = [D̃(x, z0,λ0)aλ0 ]z0,λ0∈J .
Условие разрешимости основного уравнения (условие Р в теореме 2.2.5)
принимает здесь вид

det(E + G̃(x)) �= 0 при всех x � 0. (2.2.106)

Потенциал q и коэффициент h строятся по формулам

q(x) = q̃(x) + ε(x), h = h̃−
∑
λ0∈J

aλ0 , (2.2.107)

ε(x) = −2
∑
λ0∈J

aλ0

d

dx

(
ϕ̃(x,λ0)ϕ(x,λ0)

)
. (2.2.108)

Опираясь на теорему 2.2.5, получаем следующее утверждение.

Те о р ем а 2.2.19. Пусть L̃ ∈ VN . Для того чтобы функция M(λ)
вида (2.2.104) была функцией Вейля для некоторой пары L ∈ VN ,
необходимо и достаточно, чтобы выполнялось (2.2.106) и ε(x) ∈
∈WN , где ε(x) определяется по формуле (2.2.108), а {ϕ(x,λ0}λ0∈J —
решение уравнения (2.2.105). При этих условиях потенциал q и
коэффициент h строятся по формулам (2.2.107).

При м е р 2.2.1. Пусть q̃(x) = 0 и h̃ = 0. Тогда M̃(λ) = 1
iρ
. Рассмот-

рим функцию
M(λ) = M̃(λ) + a

λ− λ0
,

где a и λ0 — комплексные числа. Тогда основное уравнение (2.2.105)
принимает вид

ϕ̃(x,λ0) = F (x)ϕ(x,λ0),

где

ϕ̃(x,λ0) = cos ρ0x, F (x) = 1 + a

x∫

0

cos2 ρ0t dt, λ0 = ρ20.

Условие разрешимости (2.2.106) в данном случае имеет вид

F (x) �= 0 при всех x � 0, (2.2.109)

а функция ε(x) находится по формуле

ε(x) = 2aρ0 sin 2ρ0x
F (x)

+ 2a2 cos4 ρ0x

F 2(x)
.



184 Гл. 2. Сингулярные операторы Штурма–Лиувилля

Случай 1. Пусть λ0 = 0. Тогда F (x) = 1+ ax, а (2.2.109) равносиль-
но условию

a /∈ (−∞, 0). (2.2.110)

Если (2.2.110) выполняется, то M(λ) является функцией Вейля для
пары L вида (2.2.1)–(2.2.2), причем

q(x) = 2a2

(1 + ax)2
, h = −a,

ϕ(x,λ) = cos ρx− a

1+ ax
· sin ρx

ρ
, e(x, ρ) = exp(iρx)

(
1− a

iρ(1+ ax)

)
,

Δ(ρ) = iρ, V (λ) = 1
πρ

, ϕ(x, 0) = 1
1+ ax

.

Если a < 0, то условие разрешимости не выполняется, и функцияM(λ)
не является функцией Вейля.

Случай 2. Пусть λ0 �= 0 — вещественное число, и пусть a > 0.
Тогда F (x) � 1, и условие (2.2.109) выполняется. Но в этом случае
ε(x) /∈ L(0,∞), т. е. ε(x) /∈WN при любом N � 0.

§ 2.3. Обратная задача на полуоси для локально
суммируемых потенциалов

2.3.1. Обратная задача для волнового уравнения. Рассмотрим
следующую краевую задачу B(q(x),h) :

utt = uxx − q(x)u, 0 � x � t, (2.3.1)
u(x,x) = 1, (ux − hu)|x=0, (2.3.2)

где q(x) — комплекснозначная локально интегрируемая функция (т. е.
интегрируемая на каждом конечном интервале), h — комплексное чис-
ло. Обозначим r(t) := u(0, t). Функция r называется следом решения.
В этом параграфе исследуется следующая обратная задача.

З а д ач а 2.3.1. По заданному следу r(t), t � 0, решения B(q(x),h)
построить q(x), x � 0, и h.

Мы докажем теорему единственности решения обратной задачи
2.3.1 (теорема 2.3.3), получим алгоритм ее решения (алгоритм 2.3.1)
и дадим необходимые и достаточные условия ее разрешимости (теорема
2.3.4). Более подробно об обратных задачах для уравнений с частными
производными см. [20, 21, 22, 38, 40, 42, 50, 57, 73, 122, 123, 124, 125,
137, 153–155, 190, 192, 205, 208, 211–213].

З а м е ч а н и е 2.3.1. Краевая задача B(q(x),h) эквивалентна задаче
Коши с точечным источником возмущения. В самом деле, пусть для
простоты здесь h = 0.Положим u(x, t) = 0 при 0 < t < x и u(x, t) =
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= u(−x, t), q(x) = q(−x) при x < 0. Тогда u(x, t) является решением
задачи Гурса

utt = uxx − q(x)u, 0 � |x| � t,

u(x, |x|) = 1.

В свою очередь эта задача Гурса равносильна задаче Коши

utt = uxx − q(x)u, −∞ < x <∞, t > 0,

u|t=0 = 0, ut|t=0 = 2δ(x),

где δ(x) — дельта-функция Дирака. При h �= 0 краевая задача
(2.3.1)–(2.3.2) также соответствует некоторой задаче Коши с точечным
источником возмущения.

Вернемся к краевой задаче (2.3.1)–(2.3.2). Обозначим

Q(x) =
x∫

0

|q(t)| dt, Q∗(x) =
x∫

0

Q(t) dt, d = max(0,−h).

Те ор ем а 2.3.1. Краевая задача (2.3.1), (2.3.2) имеет единствен-
ное решение u(x, t), причем

|u(x, t)| � exp(d(t− x)) exp
(
2Q∗

(
t+ x

2

))
, 0 � x � t. (2.3.3)

До к а з а т е л ь с т в о. Заменой

ξ = t+ x, η = t− x, v(ξ, η) = u
(
ξ − η

2
,
ξ + η

2

)
преобразуем (2.3.1)–(2.3.2) к виду

vξη(ξ, η) = −1
4
q
(
ξ − η

2

)
v(ξ, η), 0 � η � ξ, (2.3.4)

v(ξ, 0) = 1, (vξ(ξ, η) − vη(ξ, η) − hv(ξ, η))|ξ=η = 0. (2.3.5)

Так как vξ(ξ, 0) = 0, то интегрирование (2.3.4) по η дает

vξ(ξ, η) = −1
4

η∫

0

q
(
ξ − α

2

)
v(ξ,α) dα. (2.3.6)

В частности,

vξ(ξ, η)|ξ=η = −1
4

η∫

0

q
(
η − α

2

)
v(η,α) dα. (2.3.7)
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Из (2.3.6) вытекает

v(ξ, η) = v(η, η) − 1
4

ξ∫
η

(η∫

0

q
(
β − α

2

)
v(β,α) dα

)
dβ. (2.3.8)

Вычислим теперь v(η, η). Так как

d

dη
(v(η, η) exp(hη)) = (vξ(ξ, η) + vη(ξ, η) + hv(ξ, η))|ξ=η exp(hη),

то в силу (2.3.5) и (2.3.7) получаем

d

dη
(v(η, η) exp(hη)) = 2vξ(ξ, η)|ξ=η exp(hη) =

= −1
2

exp(hη)

η∫

0

q
(
η − α

2

)
v(η,α) dα.

Это дает (поскольку v(0, 0) = 1):

v(η, η) exp(hη) − 1 = −1
2

η∫

0

exp(hβ)
(β∫

0

q
(
β − α

2

)
v(β,α) dα

)
dβ,

и, следовательно,

v(η, η) = exp(−hη) − 1
2

η∫

0

exp(−h(η − β)) ×

×
(β∫

0

q
(
β − α

2

)
v(β,α) dα

)
dβ. (2.3.9)

Подставляя (2.3.9) в (2.3.8), заключаем, что функция v(ξ, η) удовле-
творяет интегральному уравнению

v(ξ, η) = exp(−hη) − 1
2

η∫

0

exp(−h(η − β))
(β∫

0

q
(
β − α

2

)
v(β,α) dα

)
dβ −

− 1
4

ξ∫
η

(η∫

0

q
(
β − α

2

)
v(β,α) dα

)
dβ. (2.3.10)

Обратно, если v(ξ, η) является решением уравнения (2.3.10), то нетруд-
но убедиться, что v(ξ, η) удовлетворяет (2.3.4)–(2.3.5).
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Будем решать интегральное уравнение (2.3.10) методом последо-
вательных приближений. Вычисления немного различны для h � 0
и h < 0.

Случай 1. Пусть h � 0. Обозначим

v0(ξ, η) = exp(−hη), vk+1(ξ, η) = −1
2

η∫

0

exp(−h(η − β)) ×

×
(β∫

0

q
(
β − α

2

)
vk(β,α) dα

)
dβ − 1

4

ξ∫
η

(η∫

0

q
(
β − α

2

)
vk(β,α) dα

)
dβ.

(2.3.11)

Покажем по индукции, что

|vk(ξ, η)| � 1
k!

(
2Q∗

(
ξ

2

))k
, k � 0, 0 � η � ξ. (2.3.12)

В самом деле, оценка (2.3.12) очевидна при k = 0. Предположим,
что оценка (2.3.12) верна при некотором k � 0. Тогда из (2.3.11)
вытекает

|vk+1(ξ, η)| � 1
2

ξ∫

0

(η∫

0

∣∣∣q(β − α

2

)
vk(β,α)

∣∣∣dα) dβ. (2.3.13)

Подставляя (2.3.12) в правую часть (2.3.13), получаем

|vk+1(ξ, η)| � 1
2k!

ξ∫

0

(
2Q∗

(
β

2

))k(η∫

0

∣∣∣q(β − α

2

)∣∣∣ dα) dβ �

� 1
k!

ξ∫

0

(
2Q∗

(
β

2

))k(β/2∫

0

|q(s)| ds
)
dβ = 1

k!

ξ∫

0

(
2Q∗

(
β

2

))k

Q
(
β

2

)
dβ =

= 1
k!

ξ/2∫

0

(2Q∗(s))k(2Q∗(s))′ ds = 1
(k + 1)!

(
2Q∗

(
ξ

2

))k+1
,

и, следовательно, оценка (2.3.12) доказана.
В силу (2.3.12) ряд

v(ξ, η) =
∞∑

k=0

vk(ξ, η)
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сходится абсолютно и равномерно на компактах 0 � η � ξ � T , причем

|v(ξ, η)| � exp
(
2Q∗

(
ξ

2

))
.

Функция v(ξ, η) является единственным решением уравнения (2.3.10).
Следовательно, функция u(x, t) = v(t + x, t − x) является единствен-
ным решением краевой задачи (2.3.1)–(2.3.2), причем имеет место
(2.3.3).

Случай 2. Пусть h < 0. Заменой w(ξ, η) = v(ξ, η) exp(hη) сведем
(2.3.10) к интегральному уравнению

w(ξ, η) = 1− 1
2

η∫

0

(β∫

0

q
(
β − α

2

)
exp(h(β − α))w(β,α) dα

)
dβ −

− 1
4

ξ∫
η

(η∫

0

q
(
β − α

2

)
exp(h(η − α))w(β,α) dα

)
dβ. (2.3.14)

Методом последовательных приближений, аналогично случаю 1, полу-
чаем, что интегральное уравнение (2.3.14) имеет единственное реше-
ние, причем

|w(ξ, η)| � exp
(
2Q∗

(
ξ

2

))
,

т. е. теорема 2.3.1 доказана также и для случая h < 0. �
З а м е ч а н и е 2.3.2. Из доказательства теоремы 2.3.1 следует, что

решение u(x, t) задачи (2.3.1), (2.3.2) в области ΘT := {(x, t) : 0 � x �
� t, 0 � x + t � 2T} однозначно определяется заданием h и q(x) при
0 � x � T , т. е. если q(x) = q̃(x), x ∈ [0,T ] и h = h̃, то u(x, t) = ũ(x, t)
при (x, t) ∈ ΘT . Поэтому можно также рассматривать краевую задачу
(2.3.1)–(2.3.2) в области ΘT и изучать обратную задачу восстановле-
ния q(x), 0 � x � T и h по заданному следу r(t), t ∈ [0, 2T ].

Через DN (N � 0) обозначим множество функций f(x), x � 0,
таких, что при каждом фиксированном T > 0 функции f (j)(x),
j = 0,N − 1 абсолютно непрерывны на [0,T ], т. е. f (j)(x) ∈ L(0,T ),
j = 0,N. Из доказательства теоремы 2.3.1 вытекает, что r(t) ∈ D2,
r(0) = 1, r′(0) = −h. Кроме того, функция r′′ имеет ту же гладкость,
что и потенциал q. Например, если q ∈ DN , то r ∈ DN+2.

Для решения обратной задачи 2.3.1 будем использовать формулу
Римана решения задачи Коши

utt − p(t)u = uxx − q(x)u+ p1(x, t), −∞ < x <∞, t > 0,
u|t=0 = r(x), ut|t=0 = s(x).

(2.3.15)



§ 2.3. Обратная задача для локально суммируемых потенциалов 189

Известно (см., например, [174, c. 9], что решение задачи (2.3.15) имеет
вид

u(x, t) = 1
2

(
r(x+ t) + r(x− t)

)
+

+ 1
2

x+t∫
x−t

(
s(ξ)R(ξ, 0,x, t)− r(ξ)R2(ξ, 0,x, t)

)
dξ +

+ 1
2

t∫

0

dτ

x+t−τ∫
x+τ−t

R(ξ, τ ,x, t)p1(ξ, τ ) dξ,

где R(ξ, τ ,x, t) — функция Римана, а R2 = ∂R

∂τ
. Отметим, что если

q(x) ≡ const, то R(ξ, τ ,x, t) = R(ξ − x, τ , t). В частности, решение
задачи Коши

utt = uxx − q(x)u, −∞ < t <∞, x > 0,
u|x=0 = r(t), ux|x=0 = hr(t)

(2.3.16)

имеет вид

u(x, t) = 1
2

(
r(t+ x) + r(t− x)

)
−

− 1
2

t+x∫
t−x

r(ξ)(R2(ξ − t, 0,x) − hR(ξ − t, 0,x)) dξ.

Замена переменных τ = t− ξ приводит к соотношению

u(x, t) = 1
2

(
r(t+ x) + r(t− x)

)
+ 1

2

x∫
−x

r(t− τ )G(x, τ ) dτ , (2.3.17)

где G(x, τ ) = −R2(−τ , 0,x) + hR(−τ , 0,x).
З а м е ч а н и е 2.3.3. В (2.3.16) возьмем r(t) = cos ρt. Очевидно, что

функция u(x, t) = ϕ(x,λ) cos ρt, где ϕ(x,λ) была определена в § 1.1,
является решением задачи (2.3.16). Поэтому (2.3.17) дает при t = 0:

ϕ(x,λ) = cos ρx+ 1
2

x∫
−x

G(x, τ ) cosρτ dτ.

Так как G(x,−τ ) = G(x, τ ), то

ϕ(x,λ) = cos ρx+
x∫

0

G(x, τ ) cosρτ dτ ,
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т. е. получили другой вывод представления (1.1.54). Таким образом,
функция G(x, t) является ядром оператора преобразования. В частно-
сти, в § 1.1 было показано, что

G(x,x) = h+ 1
2

x∫

0

q(t) dt. (2.3.18)

Перейдем теперь к решению обратной задачи 2.3.1. Пусть u(x, t) —
решение краевой задачи (2.3.1), (2.3.2). Доопределим u(x, t) = 0 при
0 � t < x и u(x, t) = −u(x,−t), r(t) = −r(−t) при t < 0. Тогда u(x, t)
является решением задачи Коши (2.3.16), и поэтому имеет место
(2.3.17). Но u(x, t) = 0 при x > |t| (это есть проявление связи между
q(x) и r(t)), и, следовательно,

1
2

(
r(t+ x) + r(t− x)

)
+ 1

2

x∫
−x

r(t− τ )G(x, τ ) dτ = 0, |t| < x. (2.3.19)

Обозначим a(t) = r′(t). Дифференцируя (2.3.19) по t и используя соот-
ношения

r(0+) = 1, r(0−) = −1, (2.3.20)

получаем

G(x, t) + F (x, t) +
x∫

0

G(x, τ )F (t, τ ) dτ = 0, 0 < t < x, (2.3.21)

где
F (x, t) = 1

2

(
a(t+ x) + a(t− x)

)
, a(t) = r′(t). (2.3.22)

Уравнение (2.3.21) называется уравнением Гельфанда–Левитана.

Те о р е м а 2.3.2. При каждом фиксированном x > 0 уравнение
(2.3.21) имеет единственное решение.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Зафиксируем x0 > 0. Достаточно доказать,
что однородное уравнение

g(t) +

x0∫

0

g(τ )F (t, τ ) dτ = 0, 0 � t � x0, (2.3.23)

имеет только нулевое решение g(t) = 0.
Пусть g(t), 0 � t � x0, — решение уравнения (2.3.23). Так как

a(t) = r′(t) ∈ D1, то из (2.3.22), (2.3.23) следует, что g(t) абсолютно
непрерывна на [0,x0]. Доопределим g(−t) = g(t) при t ∈ [0,x0] и далее
g(t) = 0 при |t| > x0.
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Покажем, что

x0∫
−x0

r(t− τ )g(τ ) dτ = 0, t ∈ [−x0,x0]. (2.3.24)

В самом деле, в силу (2.3.20) и (2.3.23) имеем

d

dt

( x0∫
−x0

r(t− τ )g(τ ) dτ
)

= d

dt

( t∫
−x0

r(t− τ )g(τ ) dτ +

+

x0∫
t

r(t− τ )g(τ ) dτ
)

= r(+0)g(t) − r(−0)g(t) +

x0∫
−x0

a(t− τ )g(τ ) dτ =

= 2
(
g(t) +

x0∫

0

g(τ )F (t, τ ) dτ
)

= 0.

Следовательно,
x0∫

−x0

r(t− τ )g(τ ) dτ ≡ C0.

Полагая здесь t = 0 и пользуясь нечетностью функции r(−τ )g(τ ),
находим C0 = 0, т. е. верно (2.3.24).

Обозначим Δ0 = {(x, t) : x − x0 � t � x0 − x, 0 � x � x0} и рас-
смотрим функцию

w(x, t) :=
∞∫

−∞
u(x, t− τ )g(τ ) dτ , (x, t) ∈ Δ0, (2.3.25)

где u(x, t) — решение краевой задачи (2.3.1)–(2.3.2). Покажем, что

w(x, t) = 0, (x, t) ∈ Δ0. (2.3.26)

Так как u(x, t) = 0 при x > |t|, то (2.3.25) принимает вид

w(x, t) =
t−x∫
−∞

u(x, t− τ )g(τ ) dτ +
∞∫

t+x

u(x, t− τ )g(τ ) dτ. (2.3.27)

Дифференцируя (2.3.27) и используя соотношения

u(x,x) = 1, u(x,−x) = −1, (2.3.28)
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вычисляем

wx(x, t) = g(t+ x) − g(t− x) +
t−x∫
−∞

ux(x, t− τ )g(τ ) dτ +

+
∞∫

t+x

ux(x, t− τ )g(τ ) dτ , (2.3.29)

wt(x, t) = g(t+ x) + g(t− x) +
t−x∫
−∞

ut(x, t− τ )g(τ ) dτ +

+
∞∫

t+x

ut(x, t− τ )g(τ ) dτ. (2.3.30)

Так как в силу (2.3.28) (ux(x, t) ± ut(x, t))|t=±x = d

dx
u(x,±x) = 0, то

из (2.3.29), (2.3.30) вытекает

wxx(x, t) − wtt(x, t)−q(x)w(x, t)=
∞∫

−∞
[uxx−utt − q(x)u](x, t−τ )g(τ ) dτ ,

и, следовательно,

wtt(x, t) = wxx(x, t) − q(x)w(x, t), (x, t) ∈ Δ0. (2.3.31)

Далее, соотношения (2.3.25) и (2.3.29) дают

w(0, t) =

x0∫
−x0

r(t− τ )g(τ ) dτ , wx(0, t) = h

x0∫
−x0

r(t− τ )g(τ ) dτ = 0,

t ∈ [−x0,x0].
Поэтому, согласно (2.3.24), имеем

w(0, t) = wx(0, t) = 0, t ∈ [−x0,x0]. (2.3.32)

Так как задача Коши (2.3.31)–(2.3.32) имеет только нулевое решение,
то приходим к (2.3.26).

Обозначим u1(x, t) := ut(x, t). Из (2.3.30) находим

wt(x, 0) = 2g(x) +
−x∫
−∞

u1(x, τ )g(τ ) dτ +
∞∫
x

u1(x, τ )g(τ ) dτ =
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= 2
(
g(x) +

∞∫
x

u1(x, τ )g(τ ) dτ
)

= 2
(
g(x) +

x0∫
x

u1(x, τ )g(τ ) dτ
)
.

Учитывая (2.3.26), получаем

g(x) +

x0∫
x

u1(x, τ )g(τ ) dτ = 0, 0 � x � x0.

Это интегральное уравнение имеет только нулевое решение g(x) = 0,
и, следовательно, теорема 2.3.2 доказана. �

Пусть r и r̃ являются следами решений для краевых задач
B(q(x),h) и B(q̃(x), h̃) соответственно.

Те о р е м а 2.3.3. Если r(t) = r̃(t), t � 0, то q(x) = q̃(x), x � 0,

и h = h̃. Таким образом, задание следа r однозначно определяет
потенциал q и коэффициент h.

Док а з а т е л ь с т в о. Так как r(t) = r̃(t), t � 0, то согласно (2.3.22)
имеем: F (x, t) = F̃ (x, t). Поэтому теорема 2.3.2 дает

G(x, t) = G̃(x, t), 0 � t � x. (2.3.33)

В силу (2.3.18)

q(x) = 2
d

dx
G(x,x), h = G(0, 0) = −r′(0). (2.3.34)

Отсюда и из (2.3.33) заключаем, что q(x) = q̃(x), x � 0 и h = h̃. �
Уравнение Гельфанда–Левитана (2.3.21) и теорема 2.3.2 приводят

к следующему алгоритму решения обратной задачи 2.3.1.

А л г о р и т м 2.3.1. Пусть задан след r(t), t � 0.
1) Строим F (x, t), используя (2.3.22).
2) Находим G(x, t) из уравнения (2.3.21).
3) Вычисляем q(x) и h по формулам (2.3.34).

З а м е ч а н и е 2.3.4. Укажем кратко на связь обратной задачи
2.3.1 с обратной спектральной задачей, рассмотренной в § 2.2. Пусть
q(x) ∈ L(0,∞), и пусть u(x, t) — решение задачи (2.3.1), (2.3.2). Тогда
согласно (2.3.3) |u(x, t)| � C1 exp(C2t). Обозначим

Φ(x,λ) = −
∞∫
x

u(x, t) exp(iρt)dt, x � 0, Im ρ � 0,

M(λ) = −
∞∫

0

r(t) exp(iρt)dt, Im ρ � 0.

7 В.А. Юрко
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Нетрудно убедиться, что Φ(x,λ) и M(λ) являются решением Вейля
и функцией Вейля для пары L = L(q(x),h) вида (2.1.1), (2.1.2). Фор-
мула обращения для преобразования Лапласа дает

r(t) = 1
2π

∫
γ1

M(λ) exp(−iρt) dρ = 1
2πi

∫
γ1

sin ρt

ρ
(2ρ)M(λ) dρ =

= 1
2πi

∫
γ

sin ρt

ρ
M(λ) dλ,

где γ — контур, введенный в § 2.1 (см. рис. 2.1.1), а γ1 — образ γ при
отображении ρ→ λ = ρ2. Пусть q̃(x) = h̃ = 0. Так как

1
2πi

∫
γ

sin ρt

ρ
M̃(λ) dλ = r̃(t) = 1,

то
r(t) = 1 + 1

2πi

∫
γ

sin ρt

ρ
M̂(λ) dλ.

Если выполняется соотношение (2.2.5), то

a(t) = 1
2πi

∫
γ

cos ρt M̂(λ)dλ,

и, следовательно,

F (x, t) = 1
2πi

∫
γ

cos ρx cos ρt M̂(λ)dλ,

т. е. уравнение (2.3.21) совпадает с уравнением (2.2.42).
Приведем теперь необходимые и достаточные условия разрешимо-

сти обратной задачи 2.3.1.

Те о р ем а 2.3.4. Для того чтобы функция r(t), t � 0 была следом
для некоторой краевой задачи B(q(x),h) вида (2.3.1), (2.3.2) с q ∈
∈ DN , необходимо и достаточно, чтобы r(t) ∈ DN+2, r(0) = 1 и при
каждом фиксированном x > 0 интегральное уравнение (2.3.21) было
однозначно разрешимо.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Необходимость условий теоремы 2.3.4 до-
казана выше; здесь мы докажем достаточность. Пусть для просто-
ты N � 1 (случай N = 0 требует небольших изменений). Пусть да-
на функция r(t), t � 0, удовлетворяющая условиям теоремы 2.3.4,
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и пусть G(x, t), 0 � t � x, — решение уравнения (2.3.21). Доопределим
G(x, t) = G(x,−t), r(t) = −r(−t) при t < 0 и рассмотрим функцию

u(x, t) := 1
2

(
r(t+ x) + r(t− x)

)
+ 1

2

x∫
−x

r(t− τ )G(x, τ ) dτ ,

−∞ < t <∞, x � 0. (2.3.35)

Далее, построим q и h по формулам (2.3.34) и рассмотрим краевую
задачу (2.3.1)–(2.3.2) с этими q и h. Пусть ũ(x, t) — решение задачи
(2.3.1)–(2.3.2), и пусть r̃(t) := ũ(0, t). Осталось доказать, что ũ = u,
r̃ = r.

Дифференцируя (2.3.35) и учитывая (2.3.20), получаем

ut(x, t) = 1
2

(
a(t+ x) + a(t− x)

)
+G(x, t) +

+ 1
2

x∫
−x

a(t− τ )G(x, τ ) dτ , (2.3.36)

ux(x, t) = 1
2

(
a(t+ x) − a(t− x)

)
+

+ 1
2

(
r(t− x)G(x,x) + r(t+ x)G(x,−x)

)
+

+ 1
2

x∫
−x

r(t− τ )Gx(x, τ ) dτ. (2.3.37)

Так как a(0+) = a(0−), то из (2.3.36) выводим

utt(x, t) = 1
2

(
a′(t+ x) + a′(t− x)

)
+Gt(x, t) +

+ 1
2

x∫
−x

a′(t− τ )G(x, τ ) dτ. (2.3.38)

Интегрирование по частям дает

utt(x, t) = 1
2

(
a′(t+ x) + a′(t− x)

)
+Gt(x, t) −

− 1
2

(
a(t−τ)G(x, τ)

∣∣∣t
−x

+ a(t−τ)G(x, τ)
∣∣∣x
t

)
+ 1
2

x∫
−x

a(t− τ )Gt(x, τ ) dτ =

7*
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= 1
2

(
a′(t+ x) + a′(t− x)

)
+Gt(x, t) + 1

2

(
a(t+ x)G(x,−x) −

− a(t− x)G(x,x)
)

+ 1
2

x∫
−x

r′(t− τ )Gt(x, τ ) dτ.

Снова интегрируя по частям и используя (2.3.20), находим

utt(x, t) = 1
2

(
a′(t+ x) + a′(t− x)

)
+Gt(x, t) +

+ 1
2

(
a(t+ x)G(x,−x) − a(t− x)G(x,x)

)
−

− 1
2

(
r(t− τ )Gt(x, τ )

∣∣∣t
−x

+ r(t− τ )Gt(x, τ )
∣∣∣x
t

)
+

+ 1
2

x∫
−x

r(t− τ )Gtt(x, τ ) dτ = 1
2

(
a′(t+ x) + a′(t− x)

)
+

+ 1
2

(
a(t+ x)G(x,−x) − a(t− x)G(x,x)

)
+

+ 1
2

(
r(t+ x)Gt(x,−x) − r(t− x)Gt(x,x)

)
+

+ 1
2

x∫
−x

r(t− τ )Gtt(x, τ ) dτ. (2.3.39)

Дифференцируя (2.3.37), получаем

uxx(x, t) = 1
2

(
a′(t+ x) + a′(t− x)

)
+

+ 1
2

(
a(t+ x)G(x,−x) − a(t− x)G(x,x)

)
+

+ 1
2

(
r(t+ x) d

dx
G(x,−x) + r(t− x) d

dx
G(x,x)

)
+

+ 1
2

(
r(t+ x)Gx(x,−x) + r(t− x)Gx(x,x)

)
+

+ 1
2

x∫
−x

r(t− τ )Gxx(x, τ ) dτ.
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Вместе с (2.3.35), (2.3.39) и (2.3.34) это дает

uxx(x, t) − q(x)u(x, t) − utt(x, t) = 1
2

x∫
−x

r(t− τ )g(x, τ ) dτ ,

−∞ < t <∞, x � 0, (2.3.40)

где
g(x, t) = Gxx(x, t) −Gtt(x, t) − q(x)G(x, t).

Покажем, что
u(x, t) = 0, x > |t|. (2.3.41)

В самом деле, из (2.3.36) и (2.3.21) вытекает, что ut(x, t) = 0 при
x > |t|, и, следовательно, u(x, t) ≡ C0(x) при x > |t|. Полагая t = 0
в (2.3.35), вычисляем

C0(x) = 1
2

(
r(x) + r(−x)

)
+ 1

2

x∫
−x

r(−τ )G(x, τ ) dτ = 0,

т. е. приходим к (2.3.41).
Из (2.3.40) и (2.3.41) следует, что

1
2

x∫
−x

r(t− τ )g(x, τ ) dτ = 0, x > |t|. (2.3.42)

Дифференцируя (2.3.42) по t и учитывая (2.3.20), находим

1
2

(
r(0+)g(x, t) − r(0−)g(x, t)

)
+ 1

2

x∫
−x

a(t− τ )g(x, τ ) dτ = 0,

или

g(x, t) +
x∫

0

F (t, τ )g(x, τ ) dτ = 0.

Согласно теореме 2.3.2 это однородное уравнение имеет только нулевое
решение g(x, t) = 0, т. е.

Gtt = Gxx − q(x)G, 0 < |t| < x. (2.3.43)

Далее, из (2.3.38) при t = 0 и (2.3.41) вытекает

0 = 1
2

(
a′(x) + a′(−x)

)
+Gt(x, 0) + 1

2

x∫
−x

a′(−τ )G(x, τ ) dτ.
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Так как a′(x) = −a′(−x), G(x, t) = G(x,−t), то
∂G(x, t)
∂t

∣∣∣t=0
= 0. (2.3.44)

В силу (2.3.34) функция G(x, t) удовлетворяет также (2.3.18).
Из (2.3.40) и (2.3.43) вытекает

utt(x, t) = uxx(x, t) − q(x)u(x, t), −∞ < t <∞, x � 0.

Кроме того, (2.3.35) и (2.3.37) дают (с учетом равенства h = G(0, 0))

u|x=0 = r(t), ux|x=0 = hr(t).

Покажем, что
u(x,x) = 1, x � 0. (2.3.45)

Так как функция G(x, t) удовлетворяет (2.3.43), (2.3.44) и (2.3.18), то
согласно (2.3.17) имеем

ũ(x, t) = 1
2

(
r̃(t+ x) + r̃(t− x)

)
+ 1

2

x∫
−x

r̃(t− τ )G(x, τ ) dτ. (2.3.46)

Сравнивая (2.3.35) с (2.3.46), получаем

û(x, t) = 1
2

(
r̂(t+ x) + r̂(t− x)

)
+ 1

2

x∫
−x

r̂(t− τ )G(x, τ ) dτ ,

где û = u − ũ, r̂ = r − r̃. Так как функция r̂(t) непрерывна при
−∞ < t < ∞, то функция û(x, t) также непрерывна при −∞ < t < ∞,
x > 0. С другой стороны, в силу (2.3.41) имеем: û(x, t) = 0 при
x > |t|, и, следовательно, û(x,x) = 0. Согласно (2.3.2) ũ(x,x) = 1,
и мы приходим к (2.3.45). Таким образом, функция u(x, t) является
решением краевой задачи (2.3.1)–(2.3.2). В силу теоремы 2.3.1 полу-
чаем u(x, t) = ũ(x, t), и, следовательно, r(t) = r̃(t). Теорема 2.3.4 до-
казана. �

2.3.2. Обобщенная функция Вейля. Рассмотрим дифференциаль-
ное уравнение и линейную форму L = L(q(x),h):

�y := −y′′ + q(x)y = λy, x > 0,

U(y) := y′(0) − hy(0).

В этом пункте исследуется обратная спектральная задача для L в слу-
чае, когда q(x) — локально суммируемая комплекснозначная функция,
и h — комплексное число. Для этого случая в качестве основной
спектральной характеристики вводится так называемая обобщенная
функция Вейля. Отметим, что В.А. Марченко [174] применял обобщен-
ную спектральную функцию при решении обратной задачи для несамо-
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сопряженного оператора Штурма–Лиувилля с локально суммируемым
потенциалом.

Введем пространство обобщенных функций. Пусть D — множе-
ство всех суммируемых ограниченных на вещественной оси целых
функций экспоненциального типа с обычными операциями сложения
и умножения на комплексные числа и со следующей сходимостью:
последовательность zk(ρ) сходится к z(ρ), если типы σk функций zk(ρ)
ограничены (sup σk < ∞) и ‖zk(ρ) − z(ρ)‖L(−∞,∞) → 0 при k → ∞.
Линейное многообразие D с таким определением сходимости примем
за пространство основных функций.

О пр еде л е н и е 2.3.1. Линейные непрерывные функционалы

R : D → C, z(ρ) �→ R(z(ρ)) = (z(ρ),R),

определенные на основном пространстве D, называются обобщенными
функциями (ОФ). Множество всех ОФ обозначается через D′. После-
довательность ОФ Rk ∈ D′ сходится к R ∈ D′, если lim(z(ρ),Rk) =
= (z(ρ),R), k → ∞, для любой z(ρ) ∈ D. ОФ R ∈ D′ называется
регулярной, если она определяется функцией R(ρ) ∈ L∞ по формуле

(z(ρ),R) =
∞∫

−∞
z(ρ)R(ρ) dρ.

Опр ед е л е н и е 2.3.2. Пусть функция f(t) локально суммируема
при t > 0 (т. е. суммируема на каждом конечном отрезке [0,T ]). ОФ
Lf (ρ) ∈ D′, определяемая равенством

(z(ρ),Lf (ρ)) :=
∞∫

0

f(t)
( ∞∫
−∞

z(ρ) exp(iρt) dρ
)
dt, z(ρ) ∈ D, (2.3.47)

называется обобщенным преобразованием Фурье–Лапласа для функ-
ции f(t).

Так как z(ρ) ∈ D, то

∞∫
−∞

|z(ρ)|2 dρ � sup
−∞<ρ<∞

|z(ρ)| ·
∞∫

−∞
|z(ρ)| dρ,

т. е. z(ρ) ∈ L2(−∞,∞). Поэтому в силу теоремы Пэли–Винера [311]
функция

B(t) := 1
2π

∞∫
−∞

z(ρ) exp(iρt) dρ
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является непрерывной и финитной, т. е. существует d > 0 такое, что
B(t) = 0 при |t| > d и

z(ρ) =
d∫

−d

B(t) exp(−iρt) dt. (2.3.48)

Следовательно, интеграл в (2.3.47) существует. Отметим, что если
f(t) ∈ L(0,∞), то

(z(ρ),Lf (ρ)) :=
∞∫

−∞
z(ρ)

(∞∫

0

f(t) exp(iρt) dt
)
dρ,

т. е. Lf (ρ) является регулярной ОФ (порожденной
∫∞
0 f(t) exp(iρt) dt)

и совпадает с обычным преобразованием Фурье–Лапласа для функции
f(t). Так как

1
π

∞∫
−∞

1− cos ρx

ρ2
exp(iρt)dρ =

{
x− t, t < x,
0, t > x,

то имеет место следующая формула обращения:

x∫

0

(x− t)f(t)dt =
(
1
π
· 1− cos ρx

ρ2
, Lf (ρ)

)
. (2.3.49)

Пусть функция u(x, t) является решением задачи (2.3.1), (2.3.2)
с локально суммируемым комплекснозначным потенциалом q(x). До-
определим u(x, t) = 0 при 0 < t < x и обозначим Φ(x,λ) := −Lu(ρ)
(λ = ρ2), т. е.

(z(ρ),Φ(x,λ)) = −
∞∫
x

u(x, t)
( ∞∫
−∞

z(ρ) exp(iρt)dρ
)
dt. (2.3.50)

При z(ρ) ∈ D, ρ2z(ρ) ∈ L(−∞,∞), ν = 1, 2 положим

(z(ρ), (iρ)νΦ(x,λ)) := ((iρ)νz(ρ),Φ(x,λ)),

(z(ρ),Φ(ν)(x,λ)) := dν

dxν (z(ρ),Φ(x,λ)).

Те о р е м а 2.3.5. Справедливы соотношения

�Φ(x,λ) = λΦ(x,λ), U(Φ) = 1.
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До к а з а т е л ь с т в о. Вычисляем

(z(ρ), �Φ(x,λ)) = (z(ρ),−Φ′′(x,λ) + q(x)Φ(x,λ)) =

= −
∞∫

−∞
(iρ)z(ρ) exp(iρx)dρ− ux(x,x)

∞∫
−∞

z(ρ) exp(iρx)dρ+

+
∞∫
x

(
uxx(x, t) − q(x)u(x, t)

)( ∞∫
−∞

z(ρ) exp(iρt) dρ
)
dt,

(z(ρ),λΦ(x,λ)) = −
∞∫

−∞
(iρ)z(ρ) exp(iρx)dρ−

− ut(x,x)
∞∫

−∞
z(ρ) exp(iρx)dρ+

+
∞∫
x

utt(x, t)
( ∞∫
−∞

z(ρ) exp(iρt) dρ
)
dt.

Используя тождество ut(x,x) + ux(x,x) = d

dx
u(x,x) ≡ 0, получаем

(z(ρ), �Φ(x,λ) − λΦ(x,λ)) = 0. Далее, так как

(z(ρ),Φ′(x,λ)) =
∞∫

−∞
z(ρ) exp(iρx) dρ−

−
∞∫
x

ux(x, t)
( ∞∫
−∞

z(ρ) exp(iρt) dρ
)
dt,

то

(z(ρ),U(Φ)) = (z(ρ),Φ′(0,λ) − hΦ(0,λ)) =
∞∫

−∞
z(ρ) dρ,

и теорема 2.3.5 доказана. �
Опр еде л е н и е 2.3.3. ОФ Φ(x,λ) называется обобщенным реше-

нием Вейля, а ОФ M(λ) := Φ(0,λ) называется обобщенной функцией
Вейля (ОФВ) для L(q(x),h).

Отметим, что если q(x) ∈ L(0,∞), то |u(x, t)| � C1 exp(C2t),
и Φ(x,λ), M(λ) совпадают с обычными решением и функцией Вейля
соответственно (см. замечание 2.3.4).
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Обратная задача формулируется следующим образом.
З а д ач а 2.3.2. По заданной ОФВ M(λ) построить потенциал q(x)

и число h.
Обозначим r(t) := u(0, t). Из (2.3.50) вытекает

(z(ρ),M(λ)) = −
∞∫

0

r(t)
( ∞∫
−∞

z(ρ) exp(iρt) dρ
)
dt,

т. е. M(λ) = −Lr(ρ). Используя (2.3.49), получаем дифференцировани-
ем

r(t) = − d2

dt2

(
1
π
· 1− cos ρt

ρ2
, M(λ)

)
, (2.3.51)

и обратная задача 2.3.2 сводится к обратной задаче 2.3.1 по следу r,
рассмотренной в 2.3.1. Таким образом, доказаны следующие теоремы.

Те о р ем а 2.3.6. Пусть M(λ) и M̃(λ) — ОФВ для L = L(q(x),h)
и L̃ = L(q̃(x), h̃) соответственно. Если M(λ) = M̃(λ), то L = L̃.
Таким образом, задание ОФВ однозначно определяет потенциал q
и коэффициент h.

Те о р е м а 2.3.7. Пусть ϕ(x,λ) — решение уравнения �ϕ = λϕ
при начальных условиях ϕ(0,λ) = 1, ϕ′(0,λ) = h. Тогда справедливо
представление

ϕ(x,λ) = cos ρx+
x∫

0

G(x, t) cos ρt dt,

причем функция G(x, t) удовлетворяет интегральному уравнению

G(x, t) + F (x, t) +
x∫

0

G(x, τ )F (t, τ ) dτ = 0, 0 < t < x, (2.3.52)

где F (x, t) = (r′(t + x) + r′(t − x))/2. Функция r определяется по
формуле (2.3.51), причем r ∈ D2. Если q ∈ DN , то r ∈ DN+2. Кроме
того, при каждом фиксированном x > 0 интегральное уравнение
(2.3.52) однозначно разрешимо.

Те о р е м а 2.3.8. Для того чтобы ОФ M ∈ D′ была ОФВ для
некоторой пары L(q(x),h) с q ∈ DN , необходимо и достаточно,
чтобы
1) r ∈ DN+2, r(0) = 1, где r определяется по формуле (2.3.51);
2) при каждом x > 0 интегральное уравнение (2.3.52) было одно-
значно разрешимо.

Потенциал q и коэффициент h строятся по следующему алгоритму.
А л г о р и т м 2.3.2. Дана ОФВ M(λ).

1) Строим r(t) по формуле (2.3.51).
2) Находим G(x, t) из интегрального уравнения (2.3.52).

3) Вычисляем q(x) и h по формулам q(x) = 2
dG(x, x)
dx

, h = G(0, 0).
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В заключение докажем теорему о разложении для случая локально
суммируемых комплекснозначных потенциалов q.

Те о р е м а 2.3.9. Пусть f(x) ∈ W2. Тогда равномерно на компак-
тах

f(x) = 1
π

(
ϕ(x,λ)F (λ)(iρ),M(λ)

)
, (2.3.53)

где

F (λ) =
∞∫

0

f(t)ϕ(t,λ) dt. (2.3.54)

До к а з а т е л ь с т в о. Предположим сначала, что q(x) ∈ L(0,∞).
Пусть f(x) ∈ Q, где Q = {f ∈ W2 : U(f) = 0, �f ∈ L2(0,∞)} (общий
случай, когда f ∈W2, требует небольших изменений).

Пусть D+ = {z(ρ) ∈ D : ρz(ρ) ∈ L2(−∞,∞)}. Ясно, что z(ρ) ∈ D+

тогда и только тогда, когда B(t) ∈W 1
2 [−d, d] в (2.3.48). Для z(ρ) ∈ D+

интегрирование по частям в (2.3.48) дает

z(ρ) =
d∫

−d

B(t) exp(−iρt) dt = 1
iρ

d∫

−d

B′(t) exp(−iρt) dt.

Используя (2.3.54), вычисляем

F (λ) = 1
λ

∞∫

0

f(t)
(
−ϕ′′(t,λ) + q(t)ϕ(t,λ)

)
dt = 1

λ

∞∫

0

ϕ(t,λ)�f(t) dt,

и, следовательно, F (λ)(iρ) ∈ D+. В силу теоремы 2.1.8 имеем

f(x) = 1
2πi

∫
γ

ϕ(x,λ)F (λ)M(λ) dλ = − 1
π

∫
γ1

ϕ(x,λ)F (λ)(iρ)M(λ) dρ,

(2.3.55)
где контур γ1 в ρ-плоскости является образом γ при отображении ρ→
→ λ = ρ2. Согласно замечанию 2.3.4

M(λ) = −
∞∫

0

r(t) exp(iρt) dt, |r(t)| � C1 exp(C2t). (2.3.56)

Возьмем b > C2. Тогда по теореме Коши из (2.3.55)–(2.3.56) выводим

f(x) = 1
π

∞+ib∫

−∞+ib

ϕ(x,λ)F (λ)(iρ)
(
−

∞∫

0

r(t) exp(iρt) dt
)
dρ =

= − 1
π

∞∫

0

r(t)
( ∞+ib∫

−∞+ib

ϕ(x,λ)F (λ)(iρ) exp(iρt) dρ
)
dt.
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Снова используя теорему Коши, получаем

f(x) = − 1
π

∞∫

0

r(t)
( ∞∫
−∞

ϕ(x,λ)F (λ)(iρ) exp(iρt) dρ
)
dt =

= 1
π

(
ϕ(x,λ)F (λ)(iρ),M(λ)

)
,

т. е. верно (2.3.53).
Пусть теперь q(x) является локально суммируемой комплекснознач-

ной функцией. Обозначим

qR(x) =
{
q(x), 0 � x � R,
0, x > R.

Пусть rR(t) — след, построенный для потенциала qR. Согласно заме-
чанию 2.3.2

rR(t) = r(t) при t � 2R. (2.3.57)

Так как qR(x) ∈ L(0,∞), то в силу (2.3.53) имеем

f(x) = − 1
π

∞∫

0

rR(t)
( ∞∫
−∞

ϕ(x,λ)F (λ)(iρ) exp(iρt) dρ
)
dt.

Пусть x ∈ [0,T ] при некотором T > 0. Тогда существует d > 0 такое,
что

f(x) = − 1
π

d∫

0

rR(t)
( ∞∫
−∞

ϕ(x,λ)F (λ)(iρ) exp(iρt) dρ
)
dt, 0 � x � T.

При достаточно большом R (R > d/2) в силу (2.3.57) имеем

f(x) = − 1
π

d∫

0

r(t)
( ∞∫
−∞

ϕ(x,λ)F (λ)(iρ) exp(iρt) dρ
)
dt =

= − 1
π

∞∫

0

r(t)
( ∞∫
−∞

ϕ(x,λ)F (λ)(iρ) exp(iρt) dρ
)
dt =

= 1
π

(
ϕ(x,λ)F (λ)(iρ),M(λ)

)
,

т. е. верно соотношение (2.3.53), и теорема 2.3.9 доказана. �
З а м е ч а н и е 2.3.5. Задание ОФВ M равносильно заданию обоб-

щенной спектральной функции (ОСФ) R, введенной В.А. Марченко
(см. [174]). Более того, можно показать, что R(ρ) = π−1(iρ)M(λ).
В самосопряженном случае (когда потенциал q(x) является веществен-
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ной локально суммируемой функцией, а h — вещественное число)
имеем: (f(λ),R) =

∫∞
−∞ f(λ)dσ(λ), где σ(λ) — спектральная функция

оператора. Таким образом, обратная задача для самосопряженного опе-
ратора Штурма–Лиувилля по спектральной функции является частным
случаем обратной задачи 2.3.2 по ОФВ.

§ 2.4. Операторы Штурма–Лиувилля на оси

В §§ 2.4, 2.5 рассматриваются сингулярные дифференциальные операто-
ры Штурма–Лиувилля на оси и дается решение обратной задачи рассеяния.
В § 2.4 вводятся данные рассеяния и изучаются их свойства. В § 2.5, используя
метод оператора преобразования, мы даем вывод так называемого основного
уравнения и доказываем его однозначную разрешимость. Используя основ-
ное уравнение, мы получаем алгоритм решения обратной задачи рассеяния и
необходимые и достаточные условия ее разрешимости. Далее рассматривается
важный частный случай — класс безотражательных потенциалов; приводятся
явные формулы для построения таких потенциалов. В заключение методом
обратной задачи рассеяния дается решение задачи Коши для нелинейного
уравнения Кортевега–де Фриза. Отметим, что обратная задача рассеяния на
оси для оператора Штурма–Лиувилля рассматривалась многими авторами (см.,
например, [173, 164, 80, 70]).

2.4.1. Решения Йоста. Рассмотрим дифференциальное уравнение

�y := −y′′ + q(x)y = λy, −∞ < x <∞. (2.4.1)

Везде в этом пункте будем предполагать, что функция q(x) веществен-
на и ∞∫

−∞
(1 + |x|)|q(x)| dx <∞. (2.4.2)

Пусть λ = ρ2, ρ = σ + iτ , и пусть для определенности τ := Im ρ � 0.
Обозначим Ω+ = {ρ : Im ρ > 0},

Q+
0 (x) =

∞∫
x

|q(t)| dt, Q+
1 (x) =

∞∫
x

Q+
0 (t) dt =

∞∫
x

(t− x)|q(t)| dt,

Q−
0 (x) =

x∫
−∞

|q(t)| dt, Q−
1 (x) =

x∫
−∞

Q−
0 (t) dt =

x∫
−∞

(t− x)|q(t)| dt.

Ясно, что lim
x→±∞Q±

j (x) = 0. Следующая теорема вводит решения Йоста

e(x, ρ) и g(x, ρ) с заданным поведением на ±∞.

Те о р е м а 2.4.1. Уравнение (2.4.1) имеет единственные решения
y = e(x, ρ) и y = g(x, ρ), удовлетворяющие интегральным уравнени-
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ям

e(x, ρ) = exp(iρx) +
∞∫
x

sin ρ(t− x)

ρ
q(t)e(t, ρ) dt,

g(x, ρ) = exp(−iρx) +
x∫

−∞

sin ρ(x− t)

ρ
q(t)g(t, ρ) dt.

Функции e(x, ρ) и g(x, ρ) обладают следующими свойствами.
1) При каждом фиксированном x функции e(ν)(x, ρ) и g(ν)(x, ρ)

(ν = 0, 1) аналитичны в Ω+ и непрерывны в Ω+.
2) При ν = 0, 1 имеем

e(ν)(x, ρ) = (iρ)ν exp(iρx)(1+ o(1)), x→ +∞,

g(ν)(x, ρ) = (−iρ)ν exp(−iρx)(1+ o(1)), x→ −∞,
(2.4.3)

равномерно в Ω+. Кроме того, при ρ ∈ Ω+:

|e(x, ρ) exp(−iρx)| � exp(Q+
1 (x)),

|e(x, ρ) exp(−iρx) − 1| � Q+
1 (x) exp(Q+

1 (x)),
|e′(x, ρ) exp(−iρx) − iρ| � Q+

0 (x) exp(Q+
1 (x)),

(2.4.4)

|g(x, ρ) exp(iρx)| � exp(Q−
1 (x)),

|g(x, ρ) exp(iρx) − 1| � Q−
1 (x) exp(Q−

1 (x)),
|g′(x, ρ) exp(iρx) + iρ| � Q−

0 (x) exp(Q−
1 (x)).

(2.4.5)

3) При каждом ρ ∈ Ω+ и при каждом вещественном α: e(x, ρ) ∈
∈ L2(α,∞), g(x, ρ) ∈ L2(−∞,α). Кроме того, e(x, ρ) и g(x, ρ) являют-
ся единственными решениями (2.4.1) (с точностью до постоянного
множителя) с этим свойством.

4) При |ρ| → ∞, ρ ∈ Ω+, ν = 0, 1 имеем

e(ν)(x, ρ) = (iρ)ν exp(iρx)
(
1 + ω+(x)

iρ
+ o
(
1
ρ

))
,

ω+(x) = −1
2

∞∫
x

q(t) dt,

g(ν)(x, ρ) = (−iρ)ν exp(−iρx)
(
1 + ω−(x)

iρ
+ o
(
1
ρ

))
,

ω−(x) = −1
2

x∫
−∞

q(t) dt

(2.4.6)

равномерно по x � α и x � α соответственно.
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5) При вещественных ρ �= 0 функции {e(x, ρ), e(x,−ρ)}
и {g(x, ρ), g(x,−ρ)} образуют фундаментальные системы решений
для (2.4.1) и

〈e(x, ρ), e(x,−ρ)〉 = −〈g(x, ρ), g(x,−ρ)〉 ≡ −2iρ, (2.4.7)

где 〈y, z〉 := yz′ − y′z.
6) Функции e(x, ρ) и g(x, ρ) имеют представления

e(x, ρ) = exp(iρx) +
∞∫
x

A+(x, t) exp(iρt) dt,

g(x, ρ) = exp(−iρx) +
x∫

−∞
A−(x, t) exp(−iρt) dt,

(2.4.8)

где A±(x, t) — вещественные непрерывные функции, причем

A+(x,x) = 1
2

∞∫
x

q(t)dt, A−(x,x) = 1
2

x∫
−∞

q(t)dt, (2.4.9)

|A±(x, t)| � 1
2
Q±

0

(
x+ t

2

)
exp
(
Q±

1 (x) −Q±
1

(
x+ t

2

))
. (2.4.10)

Функции A±(x, t) имеют первые производные A±
1 := ∂A±

∂x
, A±

2 :=

= ∂A±

∂t
; функции

A±
i (x, t) ± 1

4
q
(
x+ t

2

)
абсолютно непрерывны по x и t, и∣∣∣A±

i (x, t) ± 1
4
q
(
x+ t

2

)∣∣∣ � 1
2
Q±

0 (x)Q±
0

(
x+ t

2

)
exp(Q±

1 (x)), i = 1, 2.
(2.4.11)

Для функции e(x, ρ) теорема 2.4.1 доказана в § 2.1 (см. теоремы
2.1.1–2.1.3). Для g(x, ρ) рассуждения аналогичны. Кроме того, все
утверждения теоремы 2.4.1 для g(x, ρ) могут быть получены из соот-
ветствующих утверждений для e(x, ρ) заменой x→ −x.

В следующей лемме мы описываем свойства решений Йоста ej(x, ρ)
и gj(x, ρ), построенным для потенциалов qj , которые аппроксими-
руют q.

Лемм а 2.4.1. Если (1+ |x|)|q(x)| ∈ L(a,∞), a > −∞, и

lim
j→∞

∞∫
a

(1+ |x|)|qj(x) − q(x)| dx = 0, (2.4.12)
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то

lim
j→∞

sup
ρ∈Ω+

sup
x�a

|(e(ν)
j (x, ρ) − e(ν)(x, ρ)) exp(−iρx)| = 0, ν = 0, 1.

(2.4.13)
Если (1 + |x|)|q(x)| ∈ L(−∞, a), a < ∞, и lim

j→∞
∫a

−∞(1 + |x|)|qj(x) −
− q(x)| dx = 0, то

lim
j→∞

sup
ρ∈Ω+

sup
x�a

|(g(ν)
j (x, ρ) − g(ν)(x, ρ)) exp(iρx)| = 0, ν = 0, 1. (2.4.14)

Здесь ej(x, ρ) и gj(x, ρ) — решения Йоста для qj .

Док а з а т е л ь с т в о. Обозначим

zj(x, ρ) = ej(x, ρ) exp(−iρx), z(x, ρ) = e(x, ρ) exp(−iρx),
uj(x, ρ) = |zj(x, ρ) − z(x, ρ)|.

Из (2.1.8) вытекает

zj(x, ρ) − z(x, ρ) = 1
2iρ

∞∫
x

(1− exp(2iρ(t− x))) ×

× (q(t)z(t, ρ) − qj(t)zj(t, ρ)) dt.

Отсюда, учитывая (2.1.29), выводим

uj(x, ρ) �
∞∫
x

(t− x)|(q(t) − qj(t))z(t, ρ)| dt+
∞∫
x

(t− x)|qj(t)|uj(t, ρ) dt.

Согласно (2.4.4)

|z(x, ρ)| � exp(Q+
1 (x)) � exp(Q+

1 (a)), x � a, (2.4.15)

и, следовательно,

uj(x, ρ) � exp(Q+
1 (a))

∞∫
a

(t− a)|q(t) − qj(t)| dt+

+
∞∫
x

(t− x)|qj(t)|uj(t, ρ) dt.
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В силу леммы 2.1.2 имеем

uj(x, ρ) � exp(Q+
1 (a))

∞∫
a

(t− a)|q(t) − qj(t)| dt exp
(∞∫

x

(t− x)|qj(t)| dt
)

�

� exp(Q+
1 (a))

∞∫
a

(t− a)|q(t) − qj(t)| dt exp
(∞∫

a

(t− a)|qj(t)| dt
)
.

Поэтому

uj(x, ρ) � Ca

∞∫
a

(t− a)|q(t) − qj(t)| dt. (2.4.16)

В частности, (2.4.16) и (2.4.12) дают lim
j→∞

sup
ρ∈Ω+

sup
x�a

uj(x, ρ) = 0, и мы

приходим к (2.4.13) для ν = 0. Обозначим vj(x, ρ) = |(e′j(x, ρ) −
− e′(x, ρ)) exp(−iρx)|. Из (2.1.20) вытекает

vj(x, ρ) �
∞∫
x

|q(t)z(t, ρ) − qj(t)zj(t, ρ)| dt,

и, следовательно,

vj(x, ρ) �
∞∫
a

|(q(t) − qj(t))z(t, ρ)| dt+
∞∫
a

|qj(t)|uj(t, ρ) dt. (2.4.17)

В силу (2.4.15)–(2.4.17) получаем

vj(x, ρ) � Ca

(∞∫
a

|q(t) − qj(t)| dt+
∞∫
a

(t− a)|q(t) − qj(t)| dt ·
∞∫
a

|qj(t)| dt
)
.

Вместе с (2.4.12) это дает: lim
j→∞

sup
ρ∈Ω+

sup
x�a

vj(x, ρ) = 0, и мы приходим к

(2.4.13) для ν = 1. Соотношения (2.4.14) доказываются аналогично. �

2.4.2. Данные рассеяния. При вещественных ρ �= 0 функции
{e(x, ρ), e(x,−ρ)} и {g(x, ρ), g(x,−ρ)} образуют фундаментальные си-
стемы решений уравнения (2.4.1). Поэтому

e(x, ρ) = a(ρ)g(x,−ρ) + b(ρ)g(x, ρ),

g(x, ρ) = c(ρ)e(x, ρ) + d(ρ)e(x,−ρ). (2.4.18)

Изучим свойства коэффициентов a(ρ), b(ρ), c(ρ) и d(ρ).
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Лемма 2.4.2. При вещественных ρ �= 0 имеют место следующие
соотношения:

c(ρ) = −b(−ρ), d(ρ) = a(ρ), (2.4.19)

a(ρ) = a(−ρ), b(ρ) = b(−ρ), (2.4.20)

|a(ρ)|2 = 1 + |b(ρ)|2, (2.4.21)

a(ρ) = − 1
2iρ

〈e(x, ρ), g(x, ρ)〉, b(ρ) = 1
2iρ

〈e(x, ρ), g(x,−ρ)〉. (2.4.22)

До к а з а т е л ь с т в о. Так как e(x, ρ) = e(x,−ρ), g(x, ρ) = g(x,−ρ),
то (2.4.20) следует из (2.4.18). Используя (2.4.18), вычисляем

〈e(x, ρ), g(x, ρ)〉 = 〈a(ρ)g(x,−ρ) + b(ρ)g(x, ρ), g(x, ρ)〉 = −2iρa(ρ),
〈e(x, ρ), g(x,−ρ)〉 = 〈a(ρ)g(x,−ρ) + b(ρ)g(x, ρ), g(x,−ρ)〉 = 2iρb(ρ),
〈e(x, ρ), g(x, ρ)〉 = 〈e(x, ρ), c(ρ)e(x, ρ) + d(ρ)e(x,−ρ)〉 = 2iρd(ρ),

〈e(x,−ρ), g(x, ρ)〉 = 〈e(x,−ρ), c(ρ)e(x, ρ) + d(ρ)e(x,−ρ)〉 = 2iρc(ρ),

т. е. верны (2.4.19) и (2.4.22). Далее,

−2iρ = 〈e(x, ρ), e(x,−ρ)〉 = 〈a(ρ)g(x,−ρ) + b(ρ)g(x, ρ),
a(−ρ)g(x, ρ) + b(−ρ)g(x,−ρ)〉 = a(ρ)a(−ρ)〈g(x,−ρ),

g(x, ρ)〉 + b(ρ)b(−ρ)〈g(x, ρ), g(x,−ρ)〉 = −2iρ
(
|a(ρ)|2 − |b(ρ)|2

)
,

и мы приходим к (2.4.21). �
Отметим, что (2.4.22) дает аналитическое продолжение для a(ρ)

в Ω+. Поэтому функция a(ρ) аналитична в Ω+ и ρa(ρ) непрерывна
в Ω+. Функция ρb(ρ) непрерывна при вещественных ρ. Кроме того,
из (2.4.22) и (2.4.6) вытекает

a(ρ) = 1− 1
2iρ

∞∫
−∞

q(t) dt+ o
(
1
ρ

)
, b(ρ) = o

(
1
ρ

)
, |ρ| → ∞ (2.4.23)

(в областях определения), и, следовательно, функция ρ(a(ρ) − 1) огра-
ничена в Ω+. Используя (2.4.22) и (2.4.8), можно получить более
точные формулы

a(ρ) = 1− 1
2iρ

∞∫
−∞

q(t) dt+ 1
2iρ

∞∫

0

A(t) exp(iρt) dt,

b(ρ) = 1
2iρ

∞∫
−∞

B(t) exp(iρt) dt,

(2.4.24)

где A(t) ∈ L(0,∞) и B(t) ∈ L(−∞,∞) — вещественные функции.
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В самом деле,

2iρa(ρ)=g(0, ρ)e′(0, ρ)−e(0, ρ)g′(0, ρ)=
(
1+

0∫
−∞

A−(0, t) exp(−iρt) dt
)
×

×
(
iρ−A+(0, 0) +

∞∫

0

A+
1 (0, t) exp(iρt) dt

)
+

+
(
1 +

∞∫

0

A+(0, t) exp(iρt) dt
)(
iρ−A−(0, 0) −

−
0∫

−∞
A−
1 (0, t) exp(−iρt) dt

)
.

Интегрирование по частям дает

iρ

0∫
−∞

A−(0, t) exp(−iρt) dt = −A−(0, 0) +
0∫

−∞
A−
2 (0, t) exp(−iρt) dt,

iρ

∞∫

0

A+(0, t) exp(iρt) dt = −A+(0, 0) −
∞∫

0

A+
2 (0, t) exp(iρt) dt.

Далее,
0∫

−∞
A−(0, t) exp(−iρt) dt

∞∫

0

A+
1 (0, s) exp(iρs) ds =

=
0∫

−∞
A−(0, t)

(∞∫
−t

A+
1 (0, ξ + t) exp(iρξ) dξ

)
dt =

=
∞∫

0

( 0∫

−ξ

A−(0, t)A+
1 (0, ξ + t) dt

)
exp(iρξ) dξ.

Аналогично
0∫

−∞
A−
1 (0, t) exp(−iρt) dt

∞∫

0

A+(0, s) exp(iρs) ds =

=
∞∫

0

( 0∫

−ξ

A−
1 (0, t)A+(0, ξ + t) dt

)
exp(iρξ) dξ.
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Так как

2(A+(0, 0) +A−(0, 0)) =
∞∫

−∞
q(t) dt,

то мы приходим к (2.4.24) для a(ρ), где

A(t)=A+
1 (0, t)−A−

1 (0,−t)+A−
2 (0,−t) −A+

2 (0, t)−A+(0, 0)A−(0,−t)−

−A−(0, 0)A+(0, t)+
0∫

−t

A−(0, ξ)A+
1 (0, ξ + t) dξ−

0∫
−t

A−
1 (0, ξ)A+(0, ξ + t) dξ.

Из (2.4.10)–(2.4.11) вытекает, что A(t) ∈ L(0,∞). Для функции b(ρ)
рассуждения аналогичны.

Обозначим

e0(x, ρ) = e(x, ρ)
a(ρ)

, g0(x, ρ) = g(x, ρ)
a(ρ)

, (2.4.25)

s+(ρ) = − b(−ρ)
a(ρ)

, s−(ρ) = b(ρ)

a(ρ)
. (2.4.26)

Функции s+(ρ) и s−(ρ) называются коэффициентами отражения
(правым и левым соответственно). Из (2.4.18), (2.4.25) и (2.4.26) вы-
текает

e0(x, ρ) = g(x,−ρ) + s−(ρ)g(x, ρ),
g0(x, ρ) = e(x,−ρ) + s+(ρ)e(x, ρ).

(2.4.27)

Используя (2.4.25), (2.4.27) и (2.4.3), получаем

e0(x, ρ) ∼ exp(iρx) + s−(ρ) exp(−iρx) (x→ −∞),
e0(x, ρ) ∼ t(ρ) exp(iρx) (x→ ∞),

g0(x, ρ) ∼ t(ρ) exp(iρx) (x→ −∞),
g0(x, ρ) ∼ exp(−iρx) + s+(ρ) exp(iρx) (x→ ∞),

где t(ρ) = (a(ρ))−1 называется коэффициентом прохождения.
Отметим основные свойства функций s±(ρ). В силу (2.4.20)–

(2.4.22) и (2.4.26) функции s±(ρ) непрерывны при вещественных
ρ �= 0, и s±(ρ) = s±(−ρ). Кроме того, (2.4.21) влечет |s±(ρ)|2 =
= 1− |a(ρ)|−2, и, следовательно, |s±(ρ)| < 1 при вещественных ρ �= 0.
Далее, согласно (2.4.23) и (2.4.26), s±(ρ) = o(ρ−1) при |ρ| → ∞. Обо-
значим через R±(x) преобразование Фурье для s±(ρ) :

R±(x) := 1
2π

∞∫
−∞

s±(ρ) exp(±iρx) dρ. (2.4.28)
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Тогда R±(x) ∈ L2(−∞,∞) вещественны и

s±(ρ) =
∞∫

−∞
R±(x) exp(∓iρx) dx. (2.4.29)

Из (2.4.25) и (2.4.27) вытекает

ρe(x, ρ) = ρa(ρ)
(
(s−(ρ) + 1)g(x, ρ) + g(x,−ρ) − g(x, ρ)

)
,

ρg(x, ρ) = ρa(ρ)
(
(s+(ρ) + 1)e(x, ρ) + e(x,−ρ) − e(x, ρ)

)
,

и, следовательно, lim
ρ→0

ρa(ρ)(s±(ρ) + 1) = 0.

Изучим теперь свойства дискретного спектра.

О пр еде л е н и е 2.4.1.Те значения параметра λ, для которых урав-
нение (2.4.1) имеет ненулевые решения y(x) ∈ L2(−∞,∞), называются
собственными значениями, а соответствующие решения называются
собственными функциями.

Свойства собственных значений аналогичны свойствам дискретного
спектра для оператора Штурма–Лиувилля на полуоси.

Те о р ем а 2.4.2. Числа λ � 0 не являются собственными значе-
ниями.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Повторить рассуждения из теорем 2.1.6 и
2.2.12. �

Пусть Λ+ := {λ, λ = ρ2, ρ ∈ Ω+ : a(ρ) = 0} — множество нулей
функции a(ρ) в верхней полуплоскости Ω+. Так как a(ρ) аналитична
в Ω+ и, в силу (2.4.23),

a(ρ) = 1 +O(ρ−1), |ρ| → ∞, Imρ � 0,

то Λ+ является не более чем счетным ограниченным множеством.

Те о р е м а 2.4.3. Множество собственных значений совпадает
с Λ+. Собственные значения {λk} отрицательны (т. е.Λ+⊂(−∞, 0)).
Для каждого собственного значения λk = ρ2k существует только
одна (с точностью до постоянного множителя) собственная функ-
ция, а именно:

g(x, ρk) = dke(x, ρk), dk �= 0. (2.4.30)

Собственные функции e(x, ρk) и g(x, ρk) вещественны. Собственные
функции, соответствующие различным собственным значениям,
ортогональны в L2(−∞,∞).

Док а з а т е л ь с т в о. Пусть λk = ρ2k ∈ Λ+. В силу (2.4.22),

〈e(x, ρk), g(x, ρk)〉 = 0, (2.4.31)

т. е. верно (2.4.30). Согласно теореме 2.4.1 e(x, ρk) ∈ L2(α,∞),
g(x, ρk) ∈ L2(−∞,α) при каждом вещественном α. Поэтому (2.4.30)
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влечет e(x, ρk), g(x, ρk) ∈ L2(−∞,∞). Таким образом, e(x, ρk)
и g(x, ρk) являются собственными функциями, а λk = ρ2k —
собственными значениями.

Обратно, пусть λk = ρ2k, ρk ∈ Ω+, — собственное значение, и пусть
yk(x) — соответствующая собственная функция. Так как yk(x) ∈
∈ L2(−∞,∞), то

yk(x) = ck1e(x, ρk), yk(x) = ck2g(x, ρk), ck1, ck2 �= 0,

и, следовательно, (2.4.31) верно. Используя (2.4.22), получаем a(ρk) =
= 0, т. е. λk ∈ Λ+.

Пусть λn и λk (λn �= λk) — собственные значения с собственными
функциями yn(x) = e(x, ρn) и yk(x) = e(x, ρk) соответственно. Тогда
интегрирование по частям дает

∞∫
−∞

�yn(x) yk(x) dx =
∞∫

−∞
yn(x)�yk(x) dx,

и, следовательно,

λn

∞∫
−∞

yn(x)yk(x) dx = λk

∞∫
−∞

yn(x)yk(x) dx,

или ∞∫
−∞

yn(x)yk(x) dx = 0.

Далее, пусть λ0 = u + iv, v �= 0, — невещественное собственное
значение с собственной функцией y0(x) �= 0. Так как q(x) вещественна,
то λ0 = u − iv также является собственным значением с собственной
функцией y0(x). Так как функция λ0 �= λ0, то в силу ортогональности
имеем

‖y0‖2L2
=

∞∫
−∞

y0(x)y0(x) dx = 0,

что невозможно. Таким образом, все собственные значения {λk} явля-
ются вещественными, и, следовательно, собственные функции e(x, ρk)
и g(x, ρk) также являются вещественными. Вместе с теоремой 2.4.2 это
дает: Λ+ ⊂ (−∞, 0). �

При λk = ρ2k ∈ Λ+ положим

α+
k =

( ∞∫
−∞

e2(x, ρk) dx
)−1

, α−
k =

( ∞∫
−∞

g2(x, ρk) dx
)−1

.
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Те о р е м а 2.4.4. Множество Λ+ является конечным, т. е. в Ω+

функция a(ρ) имеет не более конечного числа нулей. Все нули a(ρ)
в Ω+ простые, т. е. a1(ρk) �= 0, где a1(ρ) := d

dρ
a(ρ). Кроме того,

α+
k = dk

ia1(ρk)
, α−

k = 1
idka1(ρk)

, (2.4.32)

где числа dk определены в (2.4.30).

До к а з а т е л ь с т в о. 1) Покажем, что

−2ρ
x∫

−A

e(t, ρ)g(t, ρ) dt = 〈e(t, ρ), ġ(t, ρ)〉
∣∣∣x
−A

,

2ρ

A∫
x

e(t, ρ)g(t, ρ) dt = 〈ė(t, ρ), g(t, ρ)〉
∣∣∣A
x
,

(2.4.33)

где ė(t, ρ) := d

dρ
e(t, ρ), ġ(t, ρ) := d

dρ
g(t, ρ). В самом деле,

d

dx
〈e(x, ρ), ġ(x, ρ)〉 = e(x, ρ)ġ′′(x, ρ) − e′′(x, ρ)ġ(x, ρ).

Так как

−e′′(x, ρ) + q(x)e(x, ρ) = ρ2e(x, ρ),

− ġ′′(x, ρ) + q(x)ġ(x, ρ) = ρ2ġ(x, ρ) + 2ρg(x, ρ),

то
d

dx
〈e(x, ρ), ġ(x, ρ)〉 = −2ρe(x, ρ)g(x, ρ).

Аналогично:
d

dx
〈ė(x, ρ), g(x, ρ)〉 = 2ρe(x, ρ)g(x, ρ),

и мы приходим к (2.4.33).
Из (2.4.33) вытекает

2ρ

A∫

−A

e(t, ρ)g(t, ρ) dt = −〈ė(x, ρ), g(x, ρ)〉 − 〈e(x, ρ), ġ(x, ρ)〉 +

+ 〈ė(x, ρ), g(x, ρ)〉∣∣∣x=A
+ 〈e(x, ρ), ġ(x, ρ)〉∣∣∣x=−A

.

С другой стороны, дифференцируя (2.4.22) по ρ, получаем

2iρa1(ρ) + 2ia(ρ) = −〈ė(x, ρ), g(x, ρ)〉 − 〈e(x, ρ), ġ(x, ρ)〉.
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При ρ = ρk это дает

ia1(ρk) =
A∫

−A

e(t, ρk)g(t, ρk) dt+ δk(A), (2.4.34)

где

δk(A) = − 1
2ρk

(
〈ė(x, ρk), g(x, ρk)〉∣∣∣x=A

+ 〈e(x, ρk), ġ(x, ρk)〉∣∣∣x=−A

)
.

Так как ρk = iτk, τk > 0, то в силу (2.4.4) имеем

e(x, ρk), e′(x, ρk) = O(exp(−τkx)), x→ +∞.

Согласно (2.4.8),

ė(x, ρk) = ix exp(−τkx) +
∞∫
x

itA+(x, t) exp(−τkt) dt,

ė′(x, ρk) = i exp(−τkx) − ixτk exp(−τkx) − ixA+(x,x) exp(−τkx) +

+
∞∫
x

itA+
1 (x, t) exp(−τkt) dt.

Поэтому ė(x, ρk), ė′(x, ρk) = O(1) при x → +∞. Отсюда, используя
(2.4.30), вычисляем

〈ė(x, ρk), g(x, ρk)〉 = dk〈ė(x, ρk), e(x, ρk)〉 = o(1), x→ +∞,

〈e(x, ρk), ġ(x, ρk)〉 = 1
dk

〈g(x, ρk), ġ(x, ρk)〉 = o(1), x→ −∞.

Следовательно, lim
A→ +∞

δk(A) = 0. Тогда (2.4.34) влечет

ia1(ρk) =
∞∫

−∞
e(t, ρk)g(t, ρk) dt.

Снова используя (2.4.30), получаем

ia1(ρk) = dk

∞∫
−∞

e2(t, ρk) dt = 1
dk

∞∫
−∞

g2(t, ρk) dt.

Поэтому a1(ρk) �= 0, и (2.4.32) верно.
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2) Предположим, что Λ+ = {λk} — бесконечное множество. Так как
Λ+ ограничено и λk = ρ2k < 0, то ρk = iτk → 0, τk > 0. В силу (2.4.4),
(2.4.5) существует A > 0 такая, что

e(x, iτ) � 1
2

exp(−τx) при x � A, τ � 0,

g(x, iτ) � 1
2

exp(τx) при x � −A, τ � 0,
(2.4.35)

и, следовательно,

∞∫

A

e(x, ρk)e(x, ρn) dx � exp(−(τk + τn)A)

4(τk + τn)
� exp(−2AT )

8T
,

−A∫
−∞

g(x, ρk)g(x, ρn) dx � exp(−(τk + τn)A)

4(τk + τn)
� exp(−2AT )

8T
,

(2.4.36)

где T = max
k

τk. Так как собственные функции e(x, ρk) и e(x, ρn) орто-
гональны в L2(−∞,∞), то

0 =
∞∫

−∞
e(x, ρk)e(x, ρn) dx =

∞∫

A

e(x, ρk)e(x, ρn) dx+

+ 1
dkdn

−A∫
−∞

g(x, ρk)g(x, ρn) dx+
A∫

−A

e2(x, ρk) dx+

+
A∫

−A

e(x, ρk)(e(x, ρn) − e(x, ρk)) dx. (2.4.37)

Возьмем x0 � −A так, чтобы e(x0, 0) �= 0. Согласно (2.4.30)

1
dkdn

= e(x0, ρk)e(x0, ρn)

g(x0, ρk)g(x0, ρn)
.

Так как функции e(x, ρ) и g(x, ρ) непрерывны при Im ρ � 0, то с помо-
щью (2.4.35) вычисляем

lim
k,n→∞

g(x0, ρk)g(x0, ρn) = g2(x0, 0) > 0,

lim
k,n→∞

e(x0, ρk)e(x0, ρn) = e2(x0, 0) > 0.
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Поэтому lim
k,n→∞

(dkdn)−1 > 0. Вместе с (2.4.36) это дает

∞∫

A

e(x, ρk)e(x, ρn) dx+ 1
dkdn

−A∫
−∞

g(x, ρk)g(x, ρn) dx+

+
A∫

−A

e2(x, ρk) dx � C > 0 (2.4.38)

при достаточно больших k и n. С другой стороны, действуя таким же
образом, как и при доказательстве теоремы 2.2.10, нетрудно проверить,
что

A∫

−A

e(x, ρk)(e(x, ρn) − e(x, ρk)) dx→ 0 при k,n→ ∞. (2.4.39)

Соотношения (2.4.37)–(2.4.39) приводят к противоречию. Это означает,
что Λ+ является конечным множеством. �

Таким образом, множество собственных значений имеет вид

Λ+ = {λk}k=1,N , λk = ρ2k, ρk = iτk, 0 < τ1 < . . . < τm.

Опр еде л е н и е 2.4.2. Множество J+ = {s+(ρ),λk,α
+
k ; ρ ∈ R, k =

= 1,N} называется правыми данными рассеяния, а множество J− =
= {s−(ρ),λk,α

−
k ; ρ ∈ R, k = 1,N} называется левыми данными рассея-

ния.
Прим е р 2.4.1. Пусть q(x) ≡ 0. Тогда

e(x, ρ) = exp(iρx), g(x, ρ) = exp(−iρx), a(ρ) = 1, b(ρ) = 0,

s±(ρ) = 0, N = 0,

т. е. множество собственных значений пусто.

2.4.3. Вспомогательные утверждения. В этом пункте изучаются
связи между данными рассеяния J+ и J−. Рассмотрим функцию

γ(ρ) = 1
a(ρ)

N∏
k=1

ρ− iτk

ρ+ iτk
. (2.4.40)

Л емм а 2.4.3. (i1) Функция γ(ρ) аналитична в Ω+ и непрерывна
в Ω+ \ {0}.
(i2) Функция γ(ρ) не имеет нулей в Ω+ \ {0}.
(i3) При |ρ| → ∞, ρ ∈ Ω+:

γ(ρ) = 1 +O(ρ−1). (2.4.41)

(i4) |γ(ρ)| � 1 при ρ ∈ Ω+.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Свойства (i1)–(i3) являются очевидными
следствиями предыдущих утверждений, и только (i4) нуждается
в доказательстве. В силу (2.4.21), |a(ρ)| � 1 при вещественных ρ �= 0,
и, следовательно,

|γ(ρ)| � 1 при вещественных ρ �= 0. (2.4.42)

Предположим, что функция ρa(ρ) аналитична в начале координат.
Тогда, используя (2.4.40) и (2.4.42), выводим, что γ(ρ) имеет устра-
нимую особенность в начале координат, и γ(ρ) (после продолжения
по непрерывности) является непрерывной в Ω+. Используя (2.4.41),
(2.4.42) и принцип максимума, приходим к (i4).

В общем случае мы не можем пользоваться этими рассуждениями
для γ(ρ). Поэтому мы введем потенциалы

qr(x) =
{
q(x), |x| � r,
0, |x| > r, r � 0,

и рассмотрим соответствующие решения Йоста er(x, ρ) и gr(x, ρ). Ясно,
что er(x, ρ) ≡ exp(iρx) при x � r и gr(x, ρ) ≡ exp(−iρx) при x � −r.
При каждом фиксированном x функции e(ν)

r (x, ρ) и g(ν)
r (x, ρ) (ν = 0, 1)

являются целыми по ρ. Положим

ar(ρ) = − 1
2iρ

〈er(x, ρ), gr(x, ρ)〉, γr(ρ) = 1
ar(ρ)

Nr∏
k=1

ρ− iτkr

ρ+ iτkr
,

где ρkr = iτkr, k = 1,Nr, — нули ar(ρ) в верхней полуплоскости Ω+.
Функция ρar(ρ) является целой по ρ, и (см. лемму 2.4.2) |ar(ρ)| � 1
при вещественных ρ. Функция γr(ρ) аналитична в Ω+, и

|γr(ρ)| � 1 при ρ ∈ Ω+. (2.4.43)

В силу леммы 2.4.1

lim
r→∞ sup

ρ∈Ω+

sup
x�a

|(e(ν)
r (x, ρ) − e(ν)(x, ρ)) exp(−iρx)| = 0,

lim
r→∞ sup

ρ∈Ω+

sup
x�a

|(g(ν)
r (x, ρ) − g(ν)(x, ρ)) exp(iρx)| = 0,

при ν = 0, 1 и при каждом вещественном a. Поэтому lim
r→∞ sup

ρ∈Ω+

|ρ(ar(ρ)−
−a(ρ))| = 0, т. е.

lim
r→∞ ρar(ρ) = ρa(ρ) равномерно в Ω+. (2.4.44)

В частности, (2.4.44) дает 0 < τkr � C при всех k и r.
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Пусть δr — нижняя грань расстояний между нулями {ρkr} функции
ar(ρ) в верхней полуплоскости Im ρ > 0. Покажем, что

δ∗ := inf
r>0

δr > 0. (2.4.45)

В самом деле, предположим от противного, что существует последова-
тельность rk → ∞ такая, что δrk

→ 0. Пусть ρ(1)
k = iτ

(1)
k , ρ(2)

k = iτ
(2)
k

(τ (1)
k , τ (2)

k � 0) — нули ark
(ρ) такие, что ρ

(1)
k − ρ

(2)
k → 0 при k → ∞.

Из (2.4.4)–(2.4.5) вытекает, что существует A > 0 такое, что

er(x, iτ) � 1
2

exp(−τx) при x � A, τ � 0, r � 0,

gr(x, iτ) � 1
2

exp(τx) при x � −A, τ � 0, r � 0.
(2.4.46)

Так как функции erk
(x, ρ(1)

k ) и erk
(x, ρ(2)

k ) ортогональны в L2(−∞,∞),
то

0 =
∞∫

−∞
erk

(x, ρ(1)
k )erk

(x, ρ(2)
k ) dx =

∞∫

A

erk
(x, ρ(1)

k )erk
(x, ρ(2)

k ) dx+

+ 1

d(1)
k d(2)

k

−A∫
−∞

grk
(x, ρ(1)

k )grk
(x, ρ(2)

k ) dx+
A∫

−A

e2rk
(x, ρ(1)

k ) dx+

+
A∫

−A

erk
(x, ρ(1)

k )(erk
(x, ρ(2)

k ) − erk
(x, ρ(1)

k )) dx, (2.4.47)

где числа d(j)
k определяются из

grk
(x, ρ(j)

k ) = d
(j)
k erk

(x, ρ(j)
k ), d

(j)
k �= 0.

Возьмем x0 � −A. Тогда, в силу (2.4.46),

grk
(x0, ρ

(1)
k )grk

(x0, ρ
(2)
k ) � C > 0,

и
1

d(1)
k d(2)

k

= erk (x0, ρ
(1)
k )erk (x0, ρ

(2)
k )

grk(x0, ρ
(1)
k )grk (x0, ρ

(2)
k )

.

Используя лемму 2.4.1, получаем

lim
k→∞

erk
(x0, ρ

(1)
k )erk

(x0, ρ
(2)
k ) � 0,

следовательно,
lim

k→∞
1

d
(1)
k d

(2)
k

� 0.
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Тогда

∞∫

A

erk
(x, ρ(1)

k )erk
(x, ρ(2)

k ) dx+ 1

d
(1)
k d

(2)
k

−A∫
−∞

grk
(x, ρ(1)

k )grk
(x, ρ(2)

k ) dx+

+
A∫

−A

e2rk
(x, ρ(1)

k ) dx � C > 0.

С другой стороны,

A∫

−A

erk
(x, ρ(1)

k )(erk
(x, ρ(2)

k ) − erk
(x, ρ(1)

k )) dx→ 0 при k → ∞.

Отсюда и из (2.4.47) получаем противоречие, т. е. (2.4.45) доказано.
Пусть Dδ,R := {ρ ∈ Ω+ : δ < |ρ| < R}, где 0 < δ < min(δ∗, τ1), R >

> τN . Используя (2.4.44), можно показать, что

lim
r→∞ γr(ρ) = γ(ρ) равномерно в Dδ,R. (2.4.48)

Из (2.4.43) и (2.4.48)Ъ вытекает, что |γ(ρ)| � 1 при ρ ∈ Dδ,R. В силу
произвольности δ и R получаем: |γ(ρ)| � 1 при ρ ∈ Ω+, т. е. (i4) дока-
зано. �

Из леммы 2.4.3 вытекает

(a(ρ))−1 = O(1) при |ρ| → 0, ρ ∈ Ω+. (2.4.49)

Отметим также, что поскольку функция σa(σ) непрерывна в на-
чале координат, то при достаточно малых вещественных σ имеем:
1 � |a(σ)| = |γ(σ)|−1 � C|σ|−1.

Свойства функции γ(ρ), полученные в лемме 2.4.3, позволяют вос-
становить функцию γ(ρ) в Ω+ по ее модулю |γ(σ)| на вещественной
оси σ.

Лемм а 2.4.4. Справедливо следующее соотношение:

γ(ρ) = exp
(
1
πi

∞∫
−∞

ln |γ(ξ)|
ξ − ρ

dξ
)
, ρ ∈ Ω+. (2.4.50)

Д о к а з а т е л ь с т в о. 1) Функция ln γ(ρ) аналитична в Ω+

и ln γ(ρ) = O(ρ−1) при |ρ| → ∞, ρ ∈ Ω+. Рассмотрим замкнутый
контур CR (с обходом против часовой стрелки), который является
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границей области DR = {ρ ∈ Ω+ : |ρ| < R} (см. рис. 2.4.1). Согласно
интегральной формуле Коши имеем

ln γ(ρ) = 1
2πi

∫

CR

ln γ(ξ)

ξ − ρ
dξ, ρ ∈ DR.

Так как
lim

R→∞
1
2πi

∫
|ξ|=R

ξ∈Ω+

ln γ(ξ)

ξ − ρ
dξ = 0,

то

ln γ(ρ) = 1
2πi

∞∫
−∞

ln γ(ξ)

ξ − ρ
dξ, ρ ∈ Ω+. (2.4.51)

2) Возьмем вещественное σ и замкнутый контур Cσ
R,δ (с обхо-

дом против часовой стрелки), состоящий из полуокружностей C0
R =

= {ξ : ξ = R exp(iϕ), ϕ ∈ [0,π]}, Γσ
δ = {ξ : ξ − σ = δ exp(iϕ), ϕ ∈

∈ [0,π]}, δ > 0 и интервалов [−R,R] \ [σ − δ,σ + δ] (см. рис. 2.4.1).

RR �RR

рис. 2.4.1
По теореме Коши

1
2πi

∫

Cσ
R,δ

ln γ(ξ)

ξ − σ
dξ = 0.

Так как

lim
R→∞

1
2πi

∫

C0
R

ln γ(ξ)

ξ − σ
dξ = 0, lim

δ→0

1
2πi

∫

Γσ
δ

ln γ(ξ)

ξ − σ
dξ = −1

2
ln γ(σ),

то при вещественных σ получаем

ln γ(σ) = 1
πi

∞∫
−∞

ln γ(ξ)

ξ − σ
dξ. (2.4.52)

В (2.4.52) (и везде в дальнейшем, где необходимо) интеграл понимает-
ся в смысле главного значения.
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3) Пусть γ(σ) = |γ(σ)| exp(−iβ(σ)). Разделяя в (2.4.52) веществен-
ную и мнимую части, получаем

β(σ) = 1
π

∞∫
−∞

ln |γ(ξ)|
ξ − σ

dξ, ln |γ(σ))| = − 1
π

∞∫
−∞

β(ξ)

ξ − σ
dξ.

Тогда, используя (2.4.51), вычисляем при ρ ∈ Ω+:

ln γ(ρ) = 1
2πi

∞∫
−∞

ln |γ(ξ)|
ξ − ρ

dξ − 1
2π

∞∫
−∞

β(ξ)

ξ − ρ
dξ =

= 1
2πi

∞∫
−∞

ln |γ(ξ)|
ξ − ρ

dξ − 1

2π2

∞∫
−∞

( ∞∫
−∞

dξ

(ξ − ρ)(s− ξ)

)
ln |γ(s)| ds.

Так как 1
(ξ − ρ)(s− ξ)

= 1
s− ρ

(
1

ξ − ρ
− 1
ξ − s

)
,

то при ρ ∈ Ω+ и при вещественных s
∞∫

−∞

dξ

(ξ − ρ)(s− ξ)
= πi

s− ρ
.

Следовательно,

ln γ(ρ) = 1
πi

∞∫
−∞

ln |γ(ξ)|
ξ − ρ

dξ, ρ ∈ Ω+,

и мы приходим к (2.4.50). �
Из (2.4.21) и (2.4.26) вытекает, что |a(ρ)|−2 = 1 − |s±(ρ)|2 при

вещественных ρ �= 0. В силу (2.4.40) при вещественных ρ �= 0 имеем

|γ(ρ)| =
√
1− |s±(ρ)|2 .

Используя (2.4.40) и (2.4.50), получаем

a(ρ) =
N∏

k=1

ρ− iτk

ρ+ iτk
exp
(
− 1
2πi

∞∫
−∞

ln(1− |s±(ξ)|2)
ξ − ρ

dξ
)
, ρ ∈ Ω+. (2.4.53)

Отметим, что так как функция ρa(ρ) непрерывна в Ω+, то

ρ2

1− |s±(ρ)|2 = O(1) при |ρ| → 0.
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Соотношение (2.4.53) позволяет установить связи между данными
рассеяния J+ и J−. Точнее, по данным J+ можно однозначно восста-
новить J− (и наоборот) по следующему алгоритму.

А л г о р и т м 2.4.1. Пусть заданы J+. Тогда
1) строим функцию a(ρ) по (2.4.53);
2) вычисляем dk и α−

k , k = 1,N , по (2.4.32);
3) находим b(ρ) и s−(ρ) по (2.4.26).

§ 2.5. Обратная задача рассеяния на оси

2.5.1. Основное уравнение. Обратная задача рассеяния ставится
следующим образом: по данным рассеяния J+ (или J−) построить
потенциал q.

Центральную роль при построении решения обратной задачи рас-
сеяния играет так называемое основное уравнение, которое является
линейным интегральным уравнением с параметром. В этом пункте
мы даем вывод основного уравнения и доказываем его однозначную
разрешимость. Далее мы получаем решение обратной задачи рассеяния
и необходимые и достаточные условия ее разрешимости.

Те о р ем а 2.5.1. При каждом фиксированном x функции A±(x, t),
определенные в (2.4.8), удовлетворяют интегральным уравнениям

F+(x+ y) +A+(x, y) +
∞∫
x

A+(x, t)F+(t+ y) dt = 0, y > x, (2.5.1)

F−(x+ y) +A−(x, y) +
x∫

−∞
A−(x, t)F−(t+ y) dt = 0, y < x, (2.5.2)

где

F±(x) = R±(x) +
N∑

k=1

α±
k exp(∓τkx), (2.5.3)

а функции R±(x) определены в (2.4.28). Уравнения (2.5.1) и (2.5.2)
называются основными уравнениями или уравнениями Гельфанда–
Левитана–Марченко.

До к а з а т е л ь с т в о. В силу (2.4.18) и (2.4.19) имеем(
1

a(ρ)
− 1
)
g(x, ρ) = s+(ρ)e(x, ρ) + e(x,−ρ) − g(x, ρ). (2.5.4)

Положим A+(x, t) = 0 при t < x и A−(x, t) = 0 при t > x.Тогда, исполь-
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зуя (2.4.8) и (2.4.29), получаем

s+(ρ)e(x, ρ) + e(x,−ρ) − g(x, ρ) =

=

⎛⎝ ∞∫
−∞

R+(y) exp(iρy)dy

⎞⎠⎛⎝exp(iρx) +
∞∫

−∞
A+(x, t) exp(iρt) dt

⎞⎠+

+
∞∫

−∞
(A+(x, t) −A−(x, t)) exp(−iρt) dt =

∞∫
−∞

H(x, y) exp(−iρy) dy,

где

H(x, y)=A+(x, y)−A−(x, y)+R+(x+ y)+
∞∫
x

A+(x, t)R+(t+ y) dt. (2.5.5)

Таким образом, при каждом фиксированном x правая часть в (2.5.4)
является преобразованием Фурье функции H(x, y). Поэтому

H(x, y) = 1
2π

∞∫
−∞

(
1

a(ρ)
− 1
)
g(x, ρ) exp(iρy) dρ. (2.5.6)

Фиксируем x и y (y > x) и рассмотрим функцию

f(ρ) :=
(

1
a(ρ)

− 1
)
g(x, ρ) exp(iρy). (2.5.7)

Согласно (2.4.6) и (2.4.23),

f(ρ) = c

ρ
exp(iρ(y − x))(1+ o(1)), |ρ| → ∞, ρ ∈ Ω+ (2.5.8)

Пусть Cδ,R — замкнутый контур (с обходом против часовой стрелки),
который является границей области Dδ,R = {ρ ∈ Ω+ : δ < |ρ| < R}, где
δ < τ1 < . . . < τN < R. Таким образом, все нули ρk = iτk, k = 1,N ,
функции a(ρ) лежат в Dδ,R. По теореме о вычетах

1
2πi

∫

Cδ,R

f(ρ) dρ =
N∑

k=1

Res
ρ=ρk

f(ρ).

С другой стороны, из (2.5.7), (2.5.8), (2.4.5) и (2.4.49) вытекает

lim
R→∞

1
2πi

∫
|ρ|=R

ρ∈Ω+

f(ρ) dρ = 0, lim
δ→0

1
2πi

∫
|ρ|=δ

ρ∈Ω+

f(ρ) dρ = 0.

8 В.А. Юрко
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Поэтому

1
2πi

∞∫
−∞

f(ρ) dρ =
N∑

k=1

Res
ρ=ρk

f(ρ).

Отсюда и из (2.5.6)–(2.5.7) выводим

H(x, y) = i
N∑

k=1

g(x, iτk) exp(−τky)

a1(iτk)
.

Используя (2.4.30), (2.4.8) и (2.4.32), получаем

H(x, y) = i
N∑

k=1

dke(x, iτk) exp(−τky)

a1(iτk)
=

= −
N∑

k=1

α+
k

⎛⎝exp(−τk(x+ y)) +
∞∫
x

A+(x, t) exp(−τk(t+ y)) dt

⎞⎠ .

(2.5.9)

Так как A−(x, y) = 0 при y > x, то (2.5.5) и (2.5.9) дают (2.5.1).
Соотношение (2.5.2) доказывается аналогично. �

Л е м м а 2.5.1. Пусть даны неотрицательные функции
v(x),u(x) (a � x � T � ∞) такие, что v(x) ∈ L(a,T ), u(x)v(x) ∈
∈ L(a,T ), и пусть c1 � 0. Если

u(x) � c1 +
T∫
x

v(t)u(t) dt, (2.5.10)

то

u(x) � c1 exp
(T∫

x

v(t) dt
)
. (2.5.11)

До к а з а т е л ь с т в о. Положим

ξ(x) := c1 +
T∫
x

v(t)u(t) dt.

Тогда ξ(T ) = c1, −ξ′(x) = v(x)u(x) и (2.5.10) дает 0 � −ξ′(x) �
� v(x)ξ(x). Пусть c1 > 0. Тогда ξ(x) > 0 и

0 � −ξ′(x)
ξ(x)

� v(x).
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Интегрируя это неравенство, получаем

ln ξ(x)

ξ(T )
�

T∫
x

v(t) dt,

и, следовательно,

ξ(x) � c1 exp
(T∫

x

v(t) dt
)
.

Согласно (2.5.10) u(x) � ξ(x), и мы приходим к (2.5.11).
Если c1 = 0, то ξ(x) = 0. В самом деле, предположим от противного,

что ξ(x) �= 0. Тогда существует T0 � T такое, что ξ(x) > 0 при x < T0,
и ξ(x) ≡ 0 при x ∈ [T0,T ]. Повторяя рассуждения, получаем для x < T0
и достаточно малого ε > 0,

ln ξ(x)

ξ(T0 − ε)
�

T0−ε∫
x

v(t) dt �
T0∫
x

v(t) dt,

что невозможно. Таким образом, ξ(x) ≡ 0, и (2.5.11) становится оче-
видным. �

Лемм а 2.5.2. Функции F±(x) являются абсолютно непрерыв-
ными и при каждом фиксированном a > −∞,

∞∫
a

|F±(±x)| dx <∞,

∞∫
a

(1 + |x|)|F±′(±x)| dx <∞. (2.5.12)

До к а з а т е л ь с т в о. 1) Согласно (2.5.3) и (2.4.28), F+(x) ∈
∈ L2(a,∞) при каждом фиксированном a > −∞. По непрерывности
(2.5.1) верно также при y = x :

F+(2x) +A+(x,x) +
∞∫
x

A+(x, t)F+(t+ x) dt = 0. (2.5.13)

Перепишем (2.5.13) в виде

F+(2x) +A+(x,x) + 2

∞∫
x

A+(x, 2ξ − x)F+(2ξ) dξ = 0. (2.5.14)

Из (2.5.14) и (2.4.10) вытекает, что функция F+(x) непрерывна и при
x � a верна оценка

|F+(2x)| � 1
2
Q+

0 (x) + exp(Q+
1 (a))

∞∫
x

Q+
0 (ξ)|F+(2ξ)| dξ. (2.5.15)

8*
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Фиксируем r � a. Тогда при x � r (2.5.15) дает

|F+(2x)| � 1
2
Q+

0 (r) + exp(Q+
1 (a))

∞∫
x

Q+
0 (ξ)|F+(2ξ)| dξ.

Применяя лемму 2.5.1, получаем

|F+(2x)| � 1
2
Q+

0 (r) exp(Q+
1 (a) exp(Q+

1 (a))), x � r � a,

и, следовательно,

|F+(2x)| � CaQ
+
0 (x), x � a. (2.5.16)

Из (2.5.16) вытекает, что при каждом a > −∞
∞∫
a

|F+(x)| dx <∞.

2) В силу (2.5.14) функция F+(x) абсолютно непрерывна и

2F+′(2x) + d

dx
A+(x,x) − 2A+(x,x)F+(2x) +

+ 2

∞∫
x

(
A+
1 (x, 2ξ − x) +A+

2 (x, 2ξ − x)
)
F+(2ξ) dξ = 0,

где
A+
1 (x, t) = ∂A+(x, t)

∂x
, A+

2 (x, t) = ∂A+(x, t)
∂t

.

Учитывая (2.4.9), получаем

F+′(2x) = 1
4
q(x) + P (x), (2.5.17)

где

P (x) = −
∞∫
x

(
A+
1 (x, 2ξ − x) +A+

2 (x, 2ξ − x)
)
F+(2ξ) dξ −

− 1
2
F+(2x)

∞∫
x

q(t) dt.

Из (2.5.16) и (2.4.11) вытекает

|P (x)| � Ca(Q+
0 (x))2, x � a. (2.5.18)
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Так как

xQ+
0 (x) �

∞∫
x

t|q(t)| dt,

то из (2.5.17) и (2.5.18) следует, что при каждом a > −∞,
∞∫
a

(1 + |x|)|F+′(x)| dx <∞,

и (2.5.12) доказано для F+(x). Для F−(x) рассуждения анало-
гичны. �

Перейдем теперь к изучению разрешимости основных уравнений
(2.5.1) и (2.5.2). Пусть заданы множества J± = {s±(ρ),λk,α

±
k ; ρ ∈

∈ R, k = 1,N}, удовлетворяющие следующему условию.
Ус л о в и е A. При вещественных ρ �= 0 функции s±(ρ) непре-

рывны, |s±(ρ)| < 1, s±(ρ) = s±(−ρ) и s±(ρ) = o(ρ−1) при |ρ| → ∞.
Вещественные функции R±(x), определенные в (2.4.28), являются
абсолютно непрерывными, R±(x) ∈ L2(−∞,∞), и при каждом фик-
сированном a > −∞

∞∫
a

|R±(±x)| dx <∞,

∞∫
a

(1 + |x|)|R±′(±x)| dx <∞. (2.5.19)

Кроме того, λk = −τ 2k < 0, α±
k > 0, k = 1,N.

Те о р е м а 2.5.2. Пусть даны J+ (J−), удовлетворяющие усло-
вию А. Тогда при каждом фиксированном x интегральное уравне-
ние (2.5.1) ((2.5.2) соответственно) имеет единственное решение
A+(x, y) ∈ L(x,∞) (A−(x, y) ∈ L(−∞,x) соответственно).

До к а з а т е л ь с т в о. Для определенности рассмотрим уравнение
(2.5.1). Для (2.5.2) рассуждения аналогичны. Нетрудно проверить, что
при каждом x оператор

(Jxf)(y) =
∞∫
x

F+(t+ y)f(t) dt, y > x,

является компактным в L(x,∞). Поэтому достаточно доказать, что
однородное уравнение

f(y) +
∞∫
x

F+(t+ y)f(t) dt = 0 (2.5.20)

имеет только нулевое решение. Пусть f(y) ∈ L(x,∞) — вещественная
функция, удовлетворяющая (2.5.20). Из (2.5.20) и условия А вытекает,
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что функции F+(y) и f(y) ограничены на полуоси y > x, и, следова-
тельно, f(y) ∈ L2(x,∞). Используя (2.5.3) и (2.4.28), вычисляем

0 =
∞∫
x

f2(y) dy +
∞∫
x

∞∫
x

F+(t+ y)f(t)f(y) dtdy =

=
∞∫
x

f2(y) dy +
N∑

k=1

α+
k

(∞∫
x

f(y) exp(−τky) dy
)2

+

+ 1
2π

∞∫
−∞

s+(ρ)Φ2(ρ) dρ,

где Φ(ρ) =
∫∞

x f(y) exp(iρy) dy. В силу равенства Парсеваля имеем

∞∫
x

f2(y) dy = 1
2π

∞∫
−∞

|Φ(ρ)|2 dρ,

и, следовательно,

N∑
k=1

α+
k

(∞∫
x

f(y) exp(−τky) dy
)2

+

+ 1
2π

∞∫
−∞

|Φ(ρ)|2
(
1− |s+(ρ)| exp(i(2θ(ρ) + η(ρ)))

)
dρ = 0,

где θ(ρ) = arg Φ(ρ), η(ρ) = arg(−s+(ρ)). Возьмем в этом равенстве
вещественную часть:

N∑
k=1

α+
k

(∞∫
x

f(y) exp(−τky) dy
)2

+

+ 1
2π

∞∫
−∞

|Φ(ρ)|2
(
1− |s+(ρ)| cos((2θ(ρ) + η(ρ)))

)
dρ = 0.

Так как |s+(ρ)| < 1, то это возможно только если Φ(ρ) ≡ 0. Тогда
f(y) = 0, и теорема 2.5.2 доказана. �
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З а м е ч а н и е 2.5.1. Основные уравнения (2.5.1)–(2.5.2) могут быть
записаны в следующем виде:

F+(2x+ y) +B+(x, y)+

+
∞∫

0

B+(x, t)F+(2x+ y + t) dt = 0, y > 0,

F−(2x+ y) +B−(x, y)+

+
0∫

−∞
B−(x, t)F−(2x+ y + t) dt = 0, y < 0,

(2.5.21)

где B±(x, y) = A±(x,x+ y).

2.5.2. Решение обратной задачи рассеяния. В этом пункте, ис-
пользуя основные уравнения (2.5.1)–(2.5.2), мы даем решение обратной
задачи рассеяния восстановления потенциала q по данным рассеяния
J+ (или J−). Сначала докажем теорему единственности.

Те о р е м а 2.5.3. Задание данных рассеяния J+ (или J−) одно-
значно определяет потенциал q.

Док а з а т е л ь с т в о. Пусть J+ и J̃+ — правые данные рассеяния
для потенциалов q и q̃ соответственно, и пусть J+ = J̃+. Тогда из
(2.5.3) и (2.4.28) вытекает, что F+(x) = F̃+(x). В силу теорем 2.5.1
и 2.5.2, A+(x, y) = Ã+(x, y). Поэтому, учитывая (2.4.9), получаем q = q̃.
Для J− рассуждения аналогичны. �

Решение обратной задачи рассеяния может быть построено по сле-
дующему алгоритму.

А л г о р и т м 2.5.1. Пусть заданы J+ (или J−).
1) Вычисляем функцию F+(x) (или F−(x)) по (2.5.3) и (2.4.28).
2) Находим A+(x, y) (или A−(x, y)), решая основное уравнение (2.5.1)
(или (2.5.2) соответственно).
3) Строим q(x) = −2 d

dx
A+(x,x) (или q(x) = 2

d

dx
A−(x,x)).

Перейдем теперь к описанию необходимых и достаточных условий
разрешимости обратной задачи рассеяния. Сначала докажем следую-
щее вспомогательное утверждение.

Л е м м а 2.5.3. Пусть даны множества J± = {s±(ρ),λk,α
±
k ; ρ ∈

∈ R, k = 1,N}, удовлетворяющие условию А, и пусть A±(x, y) —
решения интегральных уравнений (2.5.1), (2.5.2). Построим функции
e(x, ρ) и g(x, ρ) по (2.4.8) и функции q±(x) по формулам

q+(x) = −2 d

dx
A+(x,x), q−(x) = 2

d

dx
A−(x,x). (2.5.22)
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Тогда для каждого фиксированного a > −∞
∞∫
a

(1+ |x|)|q±(±x)| dx <∞, (2.5.23)

и

−e′′(x, ρ) + q+(x)e(x, ρ) = ρ2e(x, ρ),

− g′′(x, ρ) + q−(x)g(x, ρ) = ρ2g(x, ρ). (2.5.24)

До к а з а т е л ь с т в о. 1) Из (2.5.19) и (2.5.3) вытекает
∞∫
a

|F±(±x)| dx <∞,

∞∫
a

(1 + |x|)|F±′(±x)| dx <∞. (2.5.25)

Перепишем (2.5.1) в виде

F+(y + 2x) +A+(x,x+ y) +

+
∞∫

0

A+(x,x+ t)F+(t+ y + 2x) dt = 0, y > 0, (2.5.26)

и для каждого фиксированного x рассмотрим оператор

(Fxf)(y) =
∞∫

0

F+(t+ y + 2x)f(t) dt, y � 0,

в L(0,∞). Из теоремы 2.5.2 вытекает, что существует (E + Fx)−1,
где E — единичный оператор, и ‖(E + Fx)−1‖ < ∞. Используя лемму
1.3.1 (или аналог леммы 1.3.2 для бесконечного интервала) нетрудно
убедиться, что A+(x, y), y � x и ‖(E +Fx)−1‖ являются непрерывными
функциями. Так как

‖Fx‖ = sup
y

∞∫

0

|F+(t+ y + 2x)| dt = sup
y

∞∫

y+2x

|F+(ξ)| dξ �
∞∫

2x

|F+(ξ)| dξ,

то lim
x→∞ ‖Fx‖ = 0. Поэтому C0

a := sup
x�a

‖(E + Fx)−1‖ <∞. Обозначим

τ0(x) =
∞∫
x

|F+′(t)| dt, τ1(x) =
∞∫
x

τ0(t) dt =
∞∫
x

(t− x)|F+′(t)| dt.

Тогда
|F+(x)| � τ0(x). (2.5.27)
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Из (2.5.26) вытекает A+(x,x+ y) = −(E + Fx)−1F+(y + 2x), и, следо-
вательно,
∞∫

0

|A+(x,x+ y)| dy � C0
a

∞∫

0

|F+(y + 2x)| dy � C0
aτ1(2x), x � a. (2.5.28)

Используя (2.5.26), (2.5.27) и (2.5.28), вычисляем

|A+(x,x+ y)| � τ0(y + 2x) +
∞∫

0

|A+(x,x+ t)|τ0(t+ y + 2x) dt �

�
(
1 + C0

aτ1(2x)
)
τ0(y + 2x). (2.5.29)

Применяя лемму 1.3.1, можно показать, что функция A+(x, y) имеет
первые производные

A+
1 (x, y) := ∂A+(x, y)

∂x
, A+

2 (x, y) := ∂A+(x, y)
∂y

,

и поэтому, дифференцируя (2.5.1), получаем

F+′(x+ y) +A+
1 (x, y) −A+(x,x)F+(x+ y)+

+
∞∫
x

A+
1 (x, t)F+(t+ y) dt = 0,

F+′(x+ y) +A+
2 (x, y) +

∞∫
x

A+(x, t)F+′(t+ y) dt = 0.

(2.5.30)

Обозначим A+
0 (x,x + y) := d

dx
A+(x,x + y). Дифференцируя (2.5.26)

по x, вычисляем

2F+′(y + 2x) +A+
0 (x,x+ y) +

∞∫

0

A+
0 (x,x+ t)F+(t+ y + 2x) dt+

+ 2

∞∫

0

A+(x,x+ t)F+′(t+ y + 2x) dt = 0, (2.5.31)

и, следовательно,
∞∫

0

|A+
0 (x,x+ y)| dy � 2C0

a

(∞∫

0

|F+′(y + 2x)| dy +

+
∞∫

0

|A+(x,x+ t)|
(∞∫

0

|F+′(t+ y + 2x)| dy
)
dt
)
.
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В силу (2.5.29) это дает
∞∫

0

|A+
0 (x,x+ y)| dy � 2C0

a

(
τ0(2x) + (1+ C0

aτ1(2x))
∞∫

0

τ 20 (t+ 2x) dt
)

�

� 2C0
aτ0(2x)

(
1 + (1 + C0

aτ1(2x))τ1(2x)
)
. (2.5.32)

Из (2.5.31) вытекает

|A+
0 (x,x+ y) + 2F+′(y + 2x)| �

∞∫

0

|A+
0 (x,x+ t)F+(t+ y + 2x)| dt+

+ 2

∞∫

0

|A+(x,x+ t)F+′(t+ y + 2x)| dt.

Используя (2.5.27), (2.5.32) и (2.5.29), получаем

|A+
0 (x,x+ y) + 2F+′(y + 2x)| � 2C0

aτ0(y + 2x)τ0(2x)τ1(2x) ×
× (1 + C0

aτ1(2x)) + 2τ0(2x)τ0(y + 2x)(1+ C0
aτ1(2x)).

При y = 0 имеем

|2 d

dx
A+(x,x) + 4F+′(2x)| � 2Caτ

2
0 (2x), x � a,

где Ca = 4(1 + C0
aτ1(2a))2. Учитывая (2.5.22), заключаем

∞∫
a

(1+ |x|)|q+(x)| dx � 4

∞∫
a

(1+ |x|)|F+′(2x)| dx+Ca

∞∫
a

(1+ |x|)τ 20 (2x) dx.

Так как

xτ0(2x) �
∞∫

2x

t|F+′(t)| dt �
∞∫

0

t|F+′(t)| dt,

то приходим к (2.5.23) для q+. Для q− рассуждения аналогичны.
2) Докажем теперь (2.5.24). Для определенности докажем (2.5.24)

для e(x, ρ). Сначала дополнительно предположим, что функция F+′(x)
абсолютно непрерывна и F+′′(x) ∈ L(a,∞) при каждом a > −∞. Диф-
ференцируя равенство

J(x, y) := F+(x+ y) +A+(x, y) +

+
∞∫
x

A+(x, t)F+(t+ y) dt = 0, y > x, (2.5.33)
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вычисляем

Jyy(x, y)=F+′′(x+ y)+A+
yy(x, y)+

∞∫
x

A+(x, t)F+′′(t+ y) dt= 0, (2.5.34)

Jxx(x, y) = F+′′(x+ y) +A+
xx(x, y) − d

dx
A+(x,x)F+(x+ y) −

−A+(x,x)F+′(x+ y) −A+
1 (x, t)|t=xF

+(x+ y) +

+
∞∫
x

A+
xx(x, t)F+(t+ y) dt = 0. (2.5.35)

Интегрирование по частям в (2.5.34) дает

Jyy(x, y) = F+′′(x+ y) +A+
yy(x, y) +

+
(
A+(x, t)F+′(t+ y) −A+

2 (x, t)F+(t+ y)
)∣∣∣∞

x
+

+
∞∫
x

A+
tt(x, t)F

+(t+ y) dt = 0.

Из (2.5.29) и (2.5.30) вытекает, что подстановка в бесконечности равна
нулю, и, следовательно,

Jyy(x, y) = F+′′(x+ y) +A+
yy(x, y) −A+(x,x)F+′(x+ y) +

+A+
2 (x,x)F+(x+ y) +

∞∫
x

A+
tt(x, t)F

+(t+ y) dt = 0. (2.5.36)

Используя (2.5.35), (2.5.36), (2.5.33), (2.5.22) и равенство

Jxx(x, y) − Jyy(x, y) − q+(x)J(x, y) = 0,

которое следует из соотношения J(x, y) = 0, получаем

f(x, y) +
∞∫
x

f(x, t)F+(t+ y) dt = 0, y � x, (2.5.37)
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где f(x, y) := A+
xx(x, y) − A+

yy(x, y) − q+(x)A+(x, y). Нетрудно прове-
рить, что f(x, y) ∈ L(x,∞) при каждом x � a. По теореме 2.5.2 одно-
родное уравнение (2.5.37) имеет только нулевое решение, т. е.

A+
xx(x, y) −A+

yy(x, y) − q+(x)A+(x, y) = 0, y � x. (2.5.38)

Дифференцируя (2.4.8) дважды, получаем

e′′(x, ρ) = (iρ)2 exp(iρx) − (iρ)A+(x,x) exp(iρx) −

−
(
d

dx
A+(x,x) +A+

1 (x, t)|t=x

)
exp(iρx) +

+
∞∫
x

A+
xx(x, t) exp(iρt) dt. (2.5.39)

С другой стороны, интегрируя дважды по частям, вычисляем

ρ2e(x, ρ) = −(iρ)2 exp(iρx) − (iρ)2
∞∫
x

A+(x, t) exp(iρt) dt =

= −(iρ)2 exp(iρx) + (iρ)A+(x,x) exp(iρx) −

−A+
2 (x, t)|t=x

exp(iρx) −
∞∫
x

A+
tt(x, t) exp(iρt) dt.

Вместе с (2.4.8) и (2.5.39) это дает

e′′(x, ρ) + ρ2e(x, ρ) − q+(x)e(x, ρ) =

=
(
−2 d

dx
A+(x,x) − q+(x)

)
exp(iρx) +

∞∫
x

(A+
xx(x, t) −A+

tt(x, t) −

− q+(x)A+(x, t)) exp(iρt) dt.

Учитывая (2.5.22) и (2.5.38), приходим к (2.5.24) для e(x, ρ).
Рассмотрим теперь общий случай, когда верно (2.5.25). Обозначим

через ẽ(x, ρ) решение Йоста для потенциала q+. Наша цель — доказать,
что ẽ(x, ρ) ≡ e(x, ρ). Для этого выберем функции F+

j (x) так, чтобы
F+

j (x), F+
j

′(x) были абсолютно непрерывны, F+
j

′′(x) ∈ L(a,∞) для
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каждого a > −∞ и

lim
j→∞

∞∫
a

|F+
j (x) − F+(x)| dx = 0,

lim
j→∞

∞∫
a

(1 + |x|)|F+
j

′(x) − F+′(x)| dx = 0.

(2.5.40)

Обозначим

τ0j(x) =
∞∫
x

|F+
j

′(t) − F+′(t)| dt,

τ1j(x) =
∞∫
x

τ0j(t) dt =
∞∫
x

(t− x)|F+
j

′(t) − F+′(t)| dt.

Используя (2.5.40) и лемму 1.3.1, можно показать, что при достаточно
больших j интегральное уравнение

F+
j (x+ y) +A+

(j)(x, y) +
∞∫
x

A+
(j)(x, t)F

+
j (t+ y) dt = 0, y > x,

имеет единственное решение A+
(j)(x, y), причем

∞∫
x

|A+
(j)(x, y) −A+(x, y)| dy � Caτ1j(2x), x � a. (2.5.41)

Следовательно,

lim
j→∞

max
x�a

∞∫
x

|A+
(j)(x, y) −A+(x, y)| dy = 0. (2.5.42)

Обозначим

ej(x, ρ) = exp(iρx) +
∞∫
x

A+
(j)(x, t) exp(iρt) dt, (2.5.43)

q+j (x) = −2 d

dx
A+

(j)(x,x).

Ранее было доказано, что −e′′j (x, ρ) + q+j (x)ej(x, ρ) = ρ2ej(x, ρ), т. е.
ej(x, ρ) — решение Йоста для потенциала q+j . Используя (2.5.40),
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(2.5.41) и действуя так же, как и в первой части доказательства леммы
2.5.3, получаем

lim
j→∞

∞∫
a

(1+ |x|)|q+j (x) − q+(x)| dx = 0.

В силу леммы 2.4.1 это дает

lim
j→∞

max
ρ∈Ω+

max
x�a

|(ej(x, ρ) − ẽ(x, ρ)) exp(−iρx)| = 0.

С другой стороны, используя (2.4.8), (2.5.42) и (2.5.43), выводим

lim
j→∞

max
ρ∈Ω+

max
x�a

|(ej(x, ρ) − e(x, ρ)) exp(−iρx)| = 0.

Следовательно, e(x, ρ) ≡ ẽ(x, ρ), и (2.5.24) доказано для функции
e(x, ρ). Для g(x, ρ) рассуждения аналогичны. Поэтому лемма 2.5.3
доказана. �

Сформулируем теперь необходимые и достаточные условия разре-
шимости обратной задачи рассеяния

Те о р е м а 2.5.4. Для того чтобы множество J+ = {s+(ρ), λk,
α+

k ; ρ ∈ R, k = 1,N} было правыми данными рассеяния для некото-
рого вещественного потенциала q, удовлетворяющего (2.4.2), необ-
ходимо и достаточно, чтобы выполнялись следующие условия:

1) λk = −τ 2k , 0 < τ1 < . . . < τN ; α+
k > 0, k = 1,N ;

2) при вещественных ρ �= 0 функция s+(ρ) непрерывна, s+(ρ) =
= s+(−ρ), |s+(ρ)| < 1, и

s+(ρ) = o(ρ−1) при |ρ| → ∞, (2.5.44)
ρ2

1− |s+(ρ)|2 = O(1) при |ρ| → 0; (2.5.45)

3) функция ρ(a(ρ) − 1), где a(ρ) определено формулами

a(ρ) :=
N∏

k=1

ρ− iτk

ρ+ iτk
exp(B(ρ)),

B(ρ) := − 1
2πi

∞∫
−∞

ln(1− |s+(ξ)|2)
ξ − ρ

dξ, ρ ∈ Ω+, (2.5.46)

непрерывна и ограничена в Ω+, и

(a(ρ))−1 = O(1) при |ρ| → 0, ρ ∈ Ω+, (2.5.47)

lim
ρ→0

ρa(ρ)
(
s+(ρ) + 1

)
= 0 при вещественных ρ; (2.5.48)
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4) функции R±(x), определенные формулами

R±(x) = 1
2π

∞∫
−∞

s±(ρ) exp(±iρx) dρ, s−(ρ) := −s+(−ρ)a(−ρ)
a(ρ)

, (2.5.49)

вещественны и абсолютно непрерывны, R±(x) ∈ L2(−∞,∞), и при
каждом a > −∞ верно (2.5.19).

Док а з а т е л ь с т в о. Необходимость теоремы 2.5.4 доказана выше.
Докажем достаточность. Пусть дано множество J+, удовлетворяющее
условиям теоремы 2.5.4. Согласно (2.5.46) имеем

B(ρ) = 1
2πi

∞∫
−∞

θ(ξ)

ξ − ρ
dξ, ρ ∈ Ω+, θ(ξ) := ln 1

1− |s+(ξ)|2 . (2.5.50)

При вещественных ξ �= 0 функция θ(ξ) непрерывна и

θ(ξ) = θ(−ξ) � 0, (2.5.51)

θ(ξ) = o(ξ−2) при ξ → ∞ и θ(ξ) = O
(
ln 1
ξ

)
при ξ → 0.

Функция B(ρ) аналитична в Ω+, непрерывна в Ω+ \ {0} и при веще-
ственных ρ �= 0,

B(ρ) = 1
2
θ(ρ) + 1

2πi

∞∫
−∞

θ(ξ)

ξ − ρ
dξ, (2.5.52)

причем интеграл в (2.5.52) понимается в смысле главного значения:

∞∫
−∞

:= lim
ε→0

(ρ−ε∫
−∞

+
∞∫

ρ+ε

)
.

Используя (2.5.46), (2.5.51), (2.5.52) и условие (3) теоремы, получаем

a(ρ) = a(−ρ) при вещественных ρ �= 0. (2.5.53)

Кроме того, при вещественных ρ �= 0 (2.5.46) и (2.5.52) дают

|a(ρ)|2 = | exp(B(ρ))|2 = exp(2ReB(ρ)) = exp(θ(ρ)),

и, следовательно,

1− |s+(ρ)|2 = |a(ρ)|−2 при вещественных ρ �= 0. (2.5.54)
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Далее, функция s−(ρ), определенная в (2.5.49), непрерывна при веще-
ственных ρ �= 0, и в силу (2.5.53) s−(ρ) = s−(−ρ), |s−(ρ)| = |s+(ρ)|.
Поэтому, учитывая (2.5.44), (2.5.45) и (2.5.48), получаем

s−(ρ) = o(ρ−1) при |ρ| → ∞,
ρ2

1− |s−(ρ)|2 = O(1) при |ρ| → 0,

lim
ρ→0

ρa(ρ)
(
s−(ρ) + 1

)
= 0 при вещественных ρ.

Покажем, что
a21(ρk) < 0, k = 1,N , (2.5.55)

где a1(ρ) = d

dρ
a(ρ), ρk = iτk. В самом деле, из (2.5.46) вытекает

a1(ρk) = d

dρ

( N∏
j=1

ρ− iτj

ρ+ iτj

)
|ρ=ρk

exp(B(ρk)).

Используя (2.5.51), вычисляем

B(ρk) = 1
2πi

∞∫
−∞

θ(ξ)

ξ − iτk
dξ =

= 1
2πi

∞∫
−∞

ξθ(ξ)

ξ2 + τ 2k
dξ + τk

2π

∞∫
−∞

θ(ξ)

ξ2 + τ 2k
dξ = τk

2π

∞∫
−∞

θ(ξ)

ξ2 + τ 2k
dξ.

Так как
d

dρ

( N∏
j=1

ρ− iτj

ρ+ iτj

)
|ρ=ρk

= 1
2iτk

N∏
j=1
j �=k

τk − τj

τk + τj

)
,

то числа a1(ρk) являются чисто мнимыми, и (2.5.55) доказано. Обозна-
чим

α−
k = − 1

a21(ρk)α+
k

, k = 1,N. (2.5.56)

Согласно (2.5.55)–(2.5.56) α−
k > 0, k = 1,N. Таким образом, мы имеем

множества J± = {s±(ρ), λk, α
±
k ; ρ ∈ R, k = 1,N}, которые удовлетво-

ряют условию А. Поэтому верны теорема 2.5.2 и лемма 2.5.3. Пусть
A±(x, y) — решения уравнений (2.5.1)–(2.5.2). Построим функции
e(x, ρ) и g(x, ρ) по (2.4.8) и функции q±(x) — по (2.5.22). Тогда верны
(2.5.23)–(2.5.25).

Л емм а 2.5.4. Справедливы соотношения

s+(ρ)e(x, ρ) + e(x,−ρ) = g(x, ρ)
a(ρ)

,

s−(ρ)g(x, ρ) + g(x,−ρ) = e(x, ρ)
a(ρ)

.
(2.5.57)
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До к а з а т е л ь с т в о. 1) Обозначим

Φ+(x, y) = R+(x+ y) +
∞∫
x

A+(x, t)R+(t+ y) dt,

Φ−(x, y) = R−(x+ y) +
x∫

−∞
A−(x, t)R−(t+ y) dt.

При каждом фиксированном x имеем: Φ±(x, y) ∈ L2(−∞,∞), и
∞∫

−∞
Φ+(x, y) exp(−iρy) dy = s+(ρ)e(x, ρ),

∞∫
−∞

Φ−(x, y) exp(iρy) dy = s−(ρ)g(x, ρ).

(2.5.58)

В самом деле, используя (2.4.8) и (2.5.49), вычисляем

s+(ρ)e(x, ρ) =
(
exp(iρx) +

∞∫
x

A+(x, t) exp(iρt) dt
)
×

×
∞∫

−∞
R+(ξ) exp(−iρξ) dξ =

∞∫
−∞

R+(x+ y) exp(−iρy) dy +

+
∞∫
x

A+(x, t)
( ∞∫
−∞

R+(t+ y) exp(−iρy) dy
)
dt =

=
∞∫

−∞

(
R+(x+ y) +

∞∫
x

A+(x, t)R+(t+ y) dt
)

exp(−iρy) dy =

=
∞∫

−∞
Φ+(x, y) exp(−iρy) dy.

Второе соотношение в (2.5.58) доказывается аналогично.
Из (2.5.1)–(2.5.2) вытекает

Φ+(x, y) = −A+(x, y) −
N∑

k=1

α+
k exp(−τky)e(x, iτk), y > x,

Φ−(x, y) = −A−(x, y) −
N∑

k=1

α−
k exp(τky)g(x, iτk), y < x.

Тогда
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∞∫
−∞

Φ+(x, y) exp(−iρy) dy =
x∫

−∞
Φ+(x, y) exp(−iρy) dy −

−
∞∫
x

(
A+(x, y) +

N∑
k=1

α+
k exp(−τky)e(x, iτk)

)
exp(−iρy) dy.

Согласно (2.4.8) имеем∞∫
x

A+(x, y) exp(−iρy) dy = e(x,−ρ) − exp(−iρx),

и, следовательно,
∞∫

−∞
Φ+(x, y) exp(−iρy) dy =

x∫
−∞

Φ+(x, y) exp(−iρy) dy +

+ exp(−iρx) − e(x,−ρ) −
N∑

k=1

α+
k

τk + iρ
exp(−iρx) exp(−τkx)e(x, iτk).

Аналогично
∞∫

−∞
Φ−(x, y) exp(iρy) dy =

∞∫
x

Φ+(x, y) exp(iρy) dy +

+ exp(iρx) − g(x,−ρ) −
N∑

k=1

α−
k

τk + iρ
exp(iρx) exp(τkx)g(x, iτk).

Сравнивая с (2.5.58), выводим

s+(ρ)e(x, ρ) + e(x,−ρ) = h−(x, ρ)
a(ρ)

,

s−(ρ)g(x, ρ) + g(x,−ρ) = h+(x, ρ)
a(ρ)

,
(2.5.59)

где

h−(x, ρ) := exp(−iρx)a(ρ)
(
1+

x∫
−∞

Φ+(x, y) exp(iρ(x− y)) dy−

−
N∑

k=1

α+
k

τk + iρ
exp(−τkx)e(x, iτk)

)
,

h+(x, ρ) := exp(iρx)a(ρ)
(
1 +

∞∫
x

Φ−(x, y) exp(iρ(y − x)) dy−

−
N∑

k=1

α−
k

τk + iρ
exp(τkx)g(x, iτk)

)
.

(2.5.60)
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2) Изучим свойства функций h±(x, ρ). В силу (2.5.59) имеем

h−(x, ρ) = a(ρ)
(
s+(ρ)e(x, ρ) + e(x,−ρ)

)
,

h+(x, ρ) = a(ρ)
(
s−(ρ)g(x, ρ) + g(x,−ρ)

)
.

(2.5.61)

В частности, получаем, что функции h±(x, ρ) непрерывны при ве-
щественных ρ �= 0, и, в силу (2.5.53), h±(x, ρ) = h±(x,−ρ). Так как
lim
ρ→0

ρa(ρ)
(
s±(ρ) + 1

)
= 0, то из (2.5.61) вытекает

lim
ρ→0

ρh±(x, ρ) = 0. (2.5.62)

Поэтому функции ρh±(x, ρ) непрерывны при вещественных ρ. В си-
лу (2.5.60) функции ρh±(x, ρ) аналитичны в Ω+, непрерывны в Ω+

и (2.5.62) верно при ρ ∈ Ω+. Учитывая (2.5.61) и (2.4.7), получаем

〈e(x, ρ),h−(x, ρ)〉 = 〈h+(x, ρ), g(x, ρ)〉 = −2iρa(ρ). (2.5.63)

Так как |s±(ρ)| < 1, то из (2.5.59) вытекает, что

sup
ρ �=0

|(a(ρ))−1h±(x, ρ)| <∞. (2.5.64)

при вещественных ρ �= 0. Используя (2.5.60), вычисляем

h+(x, iτk)= ia1(iτk)α−
k g(x, iτk), h

−(x, iτk)= ia1(iτk)α+
k e(x, iτk), (2.5.65)

lim
|ρ|→∞
Im ρ�0

h±(x, ρ) exp(∓iρx) = 1, (2.5.66)

где a1(ρ) = d

dρ
a(ρ).

3) Из (2.5.59) вытекает

s+(ρ)e(x, ρ) + e(x,−ρ) = h−(x, ρ)
a(ρ)

,

e(x, ρ) + s+(−ρ)e(x,−ρ) = h−(x,−ρ)
a(−ρ) .

Решая эту линейную алгебраическую систему, получаем

e(x, ρ)
(
1− s+(ρ)s+(−ρ)

)
= h−(x,−ρ)

a(−ρ) − s+(−ρ)h
−(x, ρ)
a(ρ)

.

В силу (2.5.53)–(2.5.54) имеем

1− s+(ρ)s+(−ρ) = 1− |s+(ρ)|2 = 1

|a(ρ)|2 = 1
a(ρ)a(−ρ) .

Поэтому
e(x, ρ)
a(ρ)

= s−(ρ)h−(x, ρ) + h−(x,−ρ). (2.5.67)
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Используя (2.5.67) и второе соотношения из (2.5.59), вычисляем

h−(x, ρ)g(x,−ρ) − h−(x,−ρ)g(x, ρ) = G(ρ), (2.5.68)

где
G(ρ) := 1

a(ρ)

(
h+(x, ρ)h−(x, ρ) − e(x, ρ)g(x, ρ)

)
. (2.5.69)

Согласно (2.5.65) и (2.5.56) имеем

h+(x, iτk)h−(x, iτk) − e(x, iτk)g(x, iτk) = 0, k = 1,N ,

и, следовательно, функция G(ρ) аналитична в Ω+ и непрерывна
в Ω+ \ {0}. В силу (2.5.66)

lim
|ρ|→∞
Im ρ�0

h+(x, ρ)h−(x, ρ) = 1.

Так как a(ρ) = 1+O(ρ−1) при |ρ| → ∞, ρ ∈ Ω+, то из (2.5.69) вытекает

lim
|ρ|→∞
Im ρ�0

G(ρ) = 0.

В силу (2.5.68), G(−ρ) = −G(ρ) при вещественных ρ �= 0. Продолжим
G(ρ) в нижнюю полуплоскость по формуле

G(ρ) = −G(−ρ), Im ρ < 0. (2.5.70)

Тогда функция G(ρ) аналитична в C \ {0} и

lim
|ρ|→∞

G(ρ) = 0. (2.5.71)

Далее, из (2.5.69), (2.5.47), (2.5.62) и (2.5.64) вытекает: lim
ρ→0

ρ2G(ρ) = 0,

т. е. функция ρG(ρ) является целой по ρ. С другой стороны, используя
(2.5.69), (2.5.62) и (2.5.64), получаем: lim

ρ→0
ρG(ρ) = 0 при веществен-

ных ρ, и, следовательно, функция G(ρ) является целой по ρ. Вместе
с (2.5.71) и теоремой Лиувилля это дает G(ρ) ≡ 0, т. е.

h+(x, ρ)h−(x, ρ) = e(x, ρ)g(x, ρ), ρ ∈ Ω+, (2.5.72)

h−(x, ρ)g(x,−ρ) = h−(x,−ρ)g(x, ρ) при вещественных ρ �= 0.
(2.5.73)

4) Рассмотрим теперь функцию p(x, ρ) := h+(x, ρ)(e(x, ρ))−1. Обо-
значим E = {x : e(x, 0)e(x, iτ1) . . . e(x, iτN ) = 0}. Так как функция
e(x, ρ) является решением уравнения (2.5.24) и для ρ ∈ Ω+,

|e(x, ρ) exp(−iρx) − 1| �
∞∫
x

|A+(x, t)| dt→ 0 при x→ ∞, (2.5.74)

то E — конечное множество. Возьмем фиксированное x /∈ E . Пусть
ρ∗ ∈ Ω+ является нулем функции e(x, ρ), т. е. e(x, ρ∗) = 0. Так как
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x /∈ E , то ρ∗ �= 0, ρ∗ �= iτk, k = 1,N ; поэтому ρ∗a(ρ∗) �= 0. В силу
(2.5.63) это дает h−(x, ρ∗) �= 0. Согласно (2.5.72) имеем: h+(x, ρ∗) = 0.
Так как все нули функции e(x, ρ) являются простыми (этот факт
доказывается аналогично теореме 2.2.9), то заключаем, что функция
p(x, ρ) аналитична в Ω+ и непрерывна в Ω+ \ {0}. Из (2.5.66) и (2.5.74)
вытекает, что p(x, ρ) → 1 при |ρ| → ∞, ρ ∈ Ω+. В силу (2.5.72), (2.5.73)
имеем: p(x, ρ) = p(x,−ρ) при вещественных ρ �= 0. Продолжим p(x, ρ)
в нижнюю полуплоскость по формуле p(x, ρ) = p(x,−ρ), Im ρ < 0. Тогда
функция p(x, ρ) аналитична в C \ {0} и

lim
|ρ|→∞

p(x, ρ) = 1. (2.5.75)

Так как e(x, 0) �= 0, то из (2.5.62) вытекает lim
ρ→0

ρp(x, ρ) = 0, и, следо-

вательно, функция p(x, ρ) является целой по ρ. Вместе с (2.5.75) это
дает p(x, ρ) ≡ 1, т. е.

h+(x, ρ) ≡ e(x, ρ). (2.5.76)

Тогда с учетом (2.5.72) заключаем, что

h−(x, ρ) ≡ g(x, ρ). (2.5.77)

Отсюда, используя (2.5.59), приходим к (2.5.57). Лемма 2.5.4 доказана.
Вернемся к до к а з а т е л ь с т в у т е о р е м ы 2.5.4. Из (2.5.57) и

(2.5.24) вытекает
q−(x) = q+(x) := q(x). (2.5.78)

Тогда (2.5.23) влечет (2.4.2), и функции e(x, ρ) и g(x, ρ) являются
решениями Йоста для потенциала q, определенного в (2.5.78).

Обозначим через J̃± = {s̃+(ρ), λ̃k, α̃
+
k ; ρ ∈ R, k = 1, Ñ} данные

рассеяния для данного потенциала q и положим

ã(ρ) := − 1
2iρ

〈e(x, ρ), g(x, ρ)〉. (2.5.79)

Используя (2.5.63) и (2.5.76), (2.5.77), вычисляем 〈e(x, ρ), g(x, ρ)〉 =
= −2iρa(ρ). Вместе с (2.5.79) это дает ã(ρ) ≡ a(ρ), и, следовательно,
Ñ = N , λ̃k = λk, k = 1,N. Далее, из (2.4.21) вытекает

s̃+(ρ)e(x, ρ) + e(x,−ρ) = g(x, ρ)
a(ρ)

,

s̃−(ρ)g(x, ρ) + g(x,−ρ) = e(x, ρ)
a(ρ)

.

Сравнивая с (2.5.47), получаем s̃±(ρ) = s±(ρ), ρ ∈ R. В силу (2.4.26)
имеем

α̃+
k = dk

ia1(ρk)
, α̃−

k = 1
idka1(ρk)

. (2.5.80)

С другой стороны, из (2.5.76), (2.5.77) и (2.5.65) вытекает

e(x, iτk) = ia1(iτk)α−
k g(x, iτk), g(x, iτk) = ia1(iτk)α+

k e(x, iτk),
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т. е. dk = ia1(iτk)α+
k = (ia1(iτk)α−

k )−1. Сравнивая с (2.5.80), заключаем,
что α̃± = α±, и теорема 2.5.4 доказана. �

З а м е ч а н и е 2.5.2. Существует связь между обратной задачей
рассеяния и задачей Римана для аналитических функций. В самом
деле, перепишем (2.4.27) в виде

Q−(x, ρ) = Q+(x, ρ)Q(ρ), (2.5.81)

где

Q−(x, ρ) =
[
g(x,−ρ) e(x,−ρ)
g′(x,−ρ) e′(x,−ρ)

]
, Q+(x, ρ) =

[
e(x, ρ) g(x, ρ)
e′(x, ρ) g′(x, ρ)

]
,

Q(ρ) =

⎡⎢⎣ 1
a(ρ)

b(−ρ)
a(ρ)

− b(ρ)

a(ρ)

1
a(ρ)

⎤⎥⎦ .
Для каждого x матрица-функция Q±(x, ρ) аналитична и ограниче-

на при ±Im ρ > 0. В силу (2.4.26) и (2.4.53) матрица-функция Q(ρ)
может быть однозначно восстановлена по данным рассеяния J+ (или
J−). Таким образом, обратная задача рассеяния сводится к зада-
че Римана (2.5.81). Отметим, что теорию решения задачи Рима-
на можно найти, например, в [88]. Применяя преобразование Фу-
рье к (2.5.81), как это показано выше, приходим к уравнениям
Гельфанда–Левитана–Марченко (2.5.1), (2.5.2) или (2.5.21). Отметим,
что использование задачи Римана в теории решения обратных задач
представляет только методический интерес и не является независимым
методом, так как может рассматриваться как частный случай метода
спектральных отображений.

2.5.3. Безотражательные потенциалы. Возмущения дискретно-
го спектра. Потенциал q, удовлетворяющий (2.4.2), называется без-
отражательным, если b(ρ) ≡ 0. В силу (2.4.26) и (2.4.53) мы имеем
в этом случае

s±(ρ) ≡ 0, a(ρ) =
N∏

k=1

ρ− iτk

ρ+ iτk
. (2.5.82)

Теорема 2.5.4 позволяет доказать существование безотражатель-
ных потенциалов и описать их все. Точнее, справедлива следующая
теорема.

Те о р е м а 2.5.5. Пусть заданы произвольные числа λk =−τ 2k < 0,
α+

k > 0, k = 1,N . Положим s+(ρ) ≡ 0, ρ ∈ R, и рассмотрим дан-
ные J+ = {s+(ρ), λk, α

+
k ; ρ ∈ R, k = 1,N}. Тогда существует

единственный безотражательный потенциал q, удовлетворяющий
(2.4.2), для которого J+ являются правыми данными рассеяния.
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Теорема 2.5.5 является очевидным следствием теоремы 2.5.4, так
как для этого множества J+ все условия теоремы 2.5.4 выполнены
и верно (2.5.82).

Для безотражательных потенциалов уравнение (2.5.1) принимает
вид

A+(x, y) +
N∑

k=1

α+
k exp(−τk(x+ y)) +

+
N∑

k=1

α+
k exp(−τky)

∞∫
x

A+(x, t) exp(−τkt) dt = 0. (2.5.83)

Ищем решение уравнения (2.5.83) в виде

A+(x, y) =
N∑

k=1

Pk(x) exp(−τky).

Подставляя это выражение в (2.5.83), получаем следующую линейную
алгебраическую систему относительно Pk(x) :

Pk(x) +
N∑

j=1

α+
j

exp(−(τk + τj)x)

τk + τj
Pj(x) = −α+

k exp(−τkx), k = 1,N.

(2.5.84)
Решая (2.5.84), вычисляем Pk(x) = Δk(x)/Δ(x), где

Δ(x) = det
[
δkl + α+

k
exp(−(τk + τl)x)

τk + τl

]
k,l=1,N

(2.5.85)

и Δk(x) — определитель, получающийся из Δ(x) заменой k-го столбца
на столбец свободных членов. Тогда

q(x) = −2 d

dx
A+(x,x) = −2

N∑
k=1

Δk(x)

Δ(x)
exp(−τkx),

и, следовательно,

q(x) = −2 d2

dx2
ln Δ(x). (2.5.86)

Таким образом, (2.5.85) и (2.5.86) позволяют вычислять безотража-
тельные потенциалы по заданным числам {λk, α

+
k }k=1,N .

Пр и м е р 2.5.1. Пусть N = 1, τ = τ1, α = α+
1 , Δ(x) = 1 +

+ α(2τ )−1 exp(−2τx). Тогда (2.5.86) дает
q(x) = − 4τα(

exp(τx) +
α

2τ
exp(−τx)

)2 .
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Обозначим β = −(2τ )−1 ln(2τ/α). Тогда

q(x) = − 2τ 2

ch2(τ(x− β))
.

Если q = 0, то s±(ρ) ≡ 0, N = 0, a(ρ) ≡ 1. Поэтому теорема 2.5.5 по-
казывает, что все безотражательные потенциалы могут быть построены
из нулевого потенциала и заданных чисел {λk, α

+
k }, k = 1,N. Ниже

мы кратко рассмотрим более общий случай возмущения дискретного
спектра для произвольного потенциала q. Точнее, справедлива следую-
щая теорема.

Те о р е м а 2.5.6. Пусть J+ = {s+(ρ), λk, α
+
k ; ρ ∈ R, k = 1,N} —

правые данные рассеяния для некоторого вещественного потен-
циала q, удовлетворяющего (2.4.2). Возьмем произвольные чис-
ла λ̃k = −τ̃ 2k < 0, α̃+

k > 0, k = 1, Ñ , и рассмотрим множество
J̃+ = {s+(ρ), λ̃k, α̃

+
k ; ρ ∈ R, k = 1, Ñ} с той же функцией s+(ρ),

что и в J+. Тогда существует вещественный потенциал q̃, удовле-
творяющий (2.4.2), для которого J̃+ являются правыми данными
рассеяния.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Проверим условия теоремы теоремы 2.5.4
для J̃+. Согласно (2.5.46) и (2.5.49) построим функции ã(ρ) и s̃−(ρ) по
формулам

ã(ρ) :=
Ñ∏

k=1

ρ− iτ̃k

ρ+ iτ̃k
exp
(
− 1
2πi

∞∫
−∞

ln(1− |s+(ξ)|2)
ξ − ρ

dξ
)
, ρ ∈ Ω+,

s̃−(ρ) := −s+(−ρ) ã(−ρ)
ã(ρ)

.

(2.5.87)
Вместе с (2.4.53) это дает

ã(ρ) = a(ρ)
Ñ∏

k=1

ρ− iτ̃k

ρ+ iτ̃k

N∏
k=1

ρ+ iτk

ρ− iτk
. (2.5.88)

В силу (2.4.26) имеем

s−(ρ) = −s+(−ρ)a(−ρ)
a(ρ)

. (2.5.89)

Используя (2.5.87)–(2.5.89), получаем

s̃−(ρ) = s−(ρ). (2.5.90)

Так как данные рассеяния J+ удовлетворяют всем условиям теоремы
2.5.4, то из (2.5.88) и (2.5.90) вытекает, что J̃+ также удовлетворяют
всем условиям теоремы 2.5.4. Тогда в силу теоремы 2.5.4 существует
вещественный потенциал q̃, удовлетворяющий (2.4.2), для которого J̃+
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являются правыми данными рассеяния. �

2.5.4. Решение задачи Коши для уравнения КдФ. Обратные
спектральные задачи играют существенную роль при интегрировании
некоторых важных эволюционных уравнений математической физики.
В 1967 г. Гарднер, Грин, Краскл и Миура [89] обнаружили глубо-
кую связь хорошо известного с конца XIXв. нелинейного уравнения
Кортевега–де Фриза (КдФ)

qt = 6qqx − qxxx

со спектральной теорией операторов Штурма–Лиувилля. Они сумели
найти глобальное решение задачи Коши для уравнения КдФ сведением
ее к обратной спектральной задаче. Эти исследование породили новое
направление в математической физике (более подробно см. работы [1,
2, 157, 236, 304] и литературу в них). В этом пункте мы даем решение
задачи Коши для уравнения КдФ и для этого используем идеи из [89,
157] и результаты этого параграфа по обратной задаче рассеяния.

Рассмотрим задачу Коши для уравнения КдФ:

qt = 6qqx − qxxx, −∞ < x <∞, t > 0, (2.5.91)
q|t=0 = q0(x), (2.5.92)

где q0(x) — вещественная функция, удовлетворяющая (2.4.2). Обозна-
чим через Q0 множество вещественных функций q(x, t), −∞ < x <
<∞, t � 0, таких, что

max
0�t�T

∞∫
−∞

(1 + |x|)|q(x, t)| dt <∞

для каждого фиксированного T > 0. Пусть Q1 — множество функций
q(x, t) таких, что q, q̇, q′, q′′, q′′′ ∈ Q0. Здесь и далее «точка» обозначает
дифференцирование по t, а «штрих» — дифференцирование по x. Будем
искать решение задачи Коши (2.5.91), (2.5.92) в классе Q1. Докажем
сначала теорему единственности.

Те о р е м а 2.5.7. Задача Коши (2.5.91)–(2.5.92) имеет не более
одного решения.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть q, q̃ ∈ Q1 — решения задачи Ко-
ши (2.5.91)–(2.5.92). Положим w := q − q̃. Тогда w ∈ Q1, w|t=0 = 0
и wt = 6(qwx +wq̃x)−wxxx. Умножая это равенство на w и интегрируя
по x, получаем

∞∫
−∞

wwt dx = 6

∞∫
−∞

w(qwx + wq̃x) dx−
∞∫

−∞
wwxxx dx.
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Интегрирование по частям дает
∞∫

−∞
wwxxx dx = −

∞∫
−∞

wxwxx dx =
∞∫

−∞
wxwxx dx,

и, следовательно,
∫∞
−∞wwxxx dx = 0. Так как

∞∫
−∞

qwwx dx =
∞∫

−∞
q
(
1
2
w2
)

x
dx = −1

2

∞∫
−∞

qxw
2 dx,

то ∞∫
−∞

wwt dx =
∞∫

−∞

(
q̃x − 1

2
qx
)
w2 dx.

Обозначим

E(t) = 1
2

∞∫
−∞

w2 dx, m(t) = 12max
x∈R

∣∣∣q̃x − 1
2
qx

∣∣∣.
Тогда Ė(t) � m(t)E(t), и, следовательно,

0 � E(t) � E(0) exp
( t∫

0

m(ξ) dξ
)
.

Так как E(0) = 0, то заключаем, что E(t) ≡ 0, т. е. w ≡ 0. �
Наша следующая цель — построить решение задачи Коши

(2.5.91)–(2.5.92) сведением к обратной задаче рассеяния на оси.
Пусть q(x, t) — решение задачи Коши (2.5.91)–(2.5.92). Рассмотрим
уравнение Штурма–Лиувилля

Ly := −y′′ + q(x, t)y = λy (2.5.93)

с параметром t. Тогда решения Йоста для (2.5.93) и данные рассеяния
также зависят от t. Покажем, что уравнение (2.5.91) равносильно
уравнению

L̇ = [A,L], (2.5.94)

где Ay = −4y′′′ + 6qy′ + 3q′y, а [A,L] := AL − LA. В самом деле, так
как Ly = −y′′ + qy, то

L̇y = q̇y, ALy = −4(−y′′ + qy)′′′ + 6q(−y′′ + qy)′ + 3q′(−y′′ + qy),
LAy = −(−4y′′′ + 6qy′ + 3q′y)′′ + q(−4y′′′ + 6qy′ + 3q′y),

и, следовательно, (AL− LA)y = (6qq′ − q′′′)y. Уравнение (2.5.94) назы-
вается уравнением Лакса или представлением Лакса.
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Л ем м а 2.5.5. Пусть q(x, t) — решение (2.5.91), и пусть y =
= y(x, t,λ) — решение (2.5.93). Тогда (L− λ)(ẏ −Ay) = 0, т. е. функ-
ция ẏ −Ay также является решением (2.5.93).

В самом деле, дифференцируя (2.5.93) по t, получаем L̇y + (L −
− λ)ẏ = 0, или, в силу (2.5.94), (L− λ)ẏ = LAy −ALy = (L− λ)Ay. �

Пусть e(x, t, ρ) и g(x, t, ρ) — решения Йоста (2.5.93), введенные
в § 2.4. Положим e± = e(x, t,±ρ), g± = g(x, t,±ρ).

Лемм а 2.5.6. Справедливо следующее соотношение

ė+ = Ae+ − 4iρ3e+. (2.5.95)

До к а з а т е л ь с т в о. По лемме 2.5.5 функция ė+ − Ae+ является
решением уравнения (2.5.93). Так как функции {e+, e−} образуют
фундаментальную систему решений для (2.5.93), то

ė+ −Ae+ = β1e+ + β2e−,

где βk = βk(t, ρ), k = 1, 2, не зависят от x. При x→ +∞ имеем

e± ∼ exp(±iρx), ė+ ∼ 0, Ae+ ∼ 4iρ3 exp(iρx),

следовательно, β1 = −4iρ3, β2 = 0, и (2.5.95) доказано. �
Лемм а 2.5.7. Справедливы следующие соотношения:

ȧ = 0, ḃ = −8iρ3b, ṡ+ = 8iρ3s+, (2.5.96)

λ̇j = 0, α̇+
j = 8κ

3
jα

+
j . (2.5.97)

До к а з а т е л ь с т в о. Согласно (2.4.18) имеем

e+ = ag+ + bg−. (2.5.98)

Дифференцируя (2.5.98) по t, получаем: ė+ =(ȧg++ ḃg−)+(aġ++bġ−).
Используя (2.5.95) и (2.5.98), вычисляем

a(Ag+ − 4iρ3g+) + b(Ag− − 4iρ3g−) = (ȧg+ + ḃg−) + (aġ+ + bġ−).

Так как g± ∼ exp(±iρx), ġ± ∼ 0, Ag± ∼ ±4iρ3 exp(±iρx) при x→ −∞,
то

−8iρ3 exp(−iρx) ∼ ȧ exp(iρx) + ḃ exp(−iρx),
т. е. ȧ = 0, ḃ = −8iρ3b. Следовательно, ṡ+ = 8iρ3s+, и верно (2.5.96).

Собственные значения λj = ρ2j = −κ
2
j , κj > 0, j = 1,N , являются

нулями функции a = a(ρ, t). Так как ȧ = 0, то λ̇j = 0. Обозначим ej =
= e(x, t, iκj), gj = g(x, t, iκj), j = 1,N. По теореме 2.4.3 имеем: gj =
= djej , где dj = dj(t) не зависят от x. Дифференцируя соотношение
gj = djej по t и используя (2.5.95), вычисляем

ġj = ḋjej + dj ėj = ḋjej + djAej − 4κ
3
jdjej ,

или
ġj = ḋj(dj)−1gj +Agj − 4κ

3
jgj .
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При x → −∞ имеем: gj ∼ exp(κjx), ġj ∼ 0, Agj ∼ −4κ
3
j exp(κjx),

и, следовательно, ḋj =8κ
3
jdj . Учитывая (2.4.32), получаем: α̇+

j =8κ
3
jα

+
j .

�
Таким образом, мы доказали следующую теорему.

Те о р е м а 2.5.8. Пусть q(x, t) — решение задачи Коши (2.5.91)–
(2.5.92), и пусть J+(t) = {s+(t, ρ), λj(t), α+

j (t), j = 1,N} — данные
рассеяния для q(x, t). Тогда

s+(t, ρ) = s+(0, ρ) exp(8iρ3t),

λj(t) = λj(0), α+
j (t) = α+

j (0) exp(8κ
3
j t),

j = 1,N (λj = −κ
2
j ). (2.5.99)

Формулы (2.5.99) дают эволюцию данных рассеяния по t, и мы
получаем следующий алгоритм решения задачи Коши (2.5.91)–(2.5.92).

А л г о р и т м 2.5.2. Пусть задана функция q(x, 0) = q0(x).
1) Строим данные рассеяния {s+(0, ρ), λj(0), α+

j (0), j = 1,N}.
2) Вычисляем {s+(t, ρ), λj(t), α+

j (t), j = 1,N} по формулам
(2.5.99).

3) Находим функцию q(x, t), решая обратную задачу рассеяния.

Отметим еще раз ключевые моменты при решении задачи Коши
(2.5.91), (2.5.92) методом обратной задачи.

1) Наличие представления Лакса (2.5.94).
2) Эволюция данных рассеяния по t.
3) Решение обратной задачи.
Среди решений уравнения КдФ (2.5.91) есть весьма важные част-

ные решения вида q(x, t) = f(x − ct). Такие решения называются
солитонами. Подставляя q(x, t) = f(x − ct) в (2.5.91), получаем:
f ′′′ + 6ff ′ + cf ′ = 0, или (f ′′ + 3f2 + cf)′ = 0. Ясно, что функция

f(x) = − c

2 ch2
(√

c x

2

)
удовлетворяет этому уравнению. Поэтому функция

q(x, t) = − c

2 ch2
(√

c (x − ct)

2

) (2.5.100)

является солитоном. Интересно отметить, что солитоны соответ-
ствуют безотражательным потенциалам. Рассмотрим задачу Коши
(2.5.91)–(2.5.92) в случае, когда q0(x) является безотражательным
потенциалом, т. е. s+(0, ρ) = 0. Тогда в силу (2.5.99) имеем: s+(t, ρ) = 0
при всех t, т. е. решение q(x, t) задачи Коши (2.5.91), (2.5.92) явля-
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ется безотражательным потенциалом при всех t. Используя (2.5.86)

и (2.5.100), получаем: q(x, t) = −2 d2

dx2
Δ(x, t), где

Δ(x, t) = det
[
δkl + α+

k (0) exp(8κ
3
kt)

exp(−(κk+κl)x)

κk+κl

]
k,l=1,N

.

В частности, если N = 1, то α+
1 (0) = 2κ1 и

q(x, t) = − 2κ
2
1

ch2(κ1(x− 4κ
2
1t))

.

Положив c = 4κ
2
1, приходим к (2.5.100).



Гл а в а 3

ОБРАТНЫЕ ЗАДАЧИ ДЛЯ

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ ОПЕРАТОРОВ

ПРОИЗВОЛЬНЫХ ПОРЯДКОВ

Глава посвящена построению теории решения обратных задач для диффе-
ренциальных операторов

�y := y(n) +
n−2∑
k=0

pk(x)y(k) (3.0)

на полуоси и на конечном интервале. В качестве основной спектральной
характеристики вводится и изучается так называемая матрица Вейля [265],
наиболее полно выражающая спектральные свойства дифференциального опе-
ратора. Данная терминология связана с тем, что введенная матрица является
обобщением классической функции Вейля для самосопряженного оператора
Штурма–Лиувилля [165]. Использование концепции матрицы Вейля и мето-
да спектральных отображений позволяет построить общую теорию решения
обратной задачи для несамосопряженных дифференциальных операторов (3.0)
при произвольном поведении спектра.

В § 3.1 дается постановка обратной задачи и доказывается теорема един-
ственности восстановления дифференциального оператора по заданной матри-
це Вейля. В § 3.2 исследуется решение обратной задачи на полуоси и в основ-
ном излагаются результаты из [265]. В частности, приводится вывод основного
уравнения обратной задачи, которое является особым линейным интегральным
уравнением (см. (3.2.10)) в соответствующем банаховом пространстве, и до-
казывается его однозначная разрешимость. С использованием решения основ-
ного уравнения получена процедура решения обратной задачи и необходимые
и достаточные условия ее разрешимости. В § 3.3 дается решение обратной
задачи на конечном интервале. Здесь возникают специфические трудности,
связанные с наличием нетривиальных структурных свойств матрицы Вейля
в окрестностях точек спектра. Основное уравнение обратной задачи в данном
случае будет линейным уравнением в пространстве последовательностей. До-
казывается его однозначная разрешимость, получены необходимые и достаточ-
ные условия, алгоритм решения обратной задачи, исследуется устойчивость.
Приводится контрпример, показывающий, что при выбрасывании из матрицы
Вейля одного элемента единственность решения обратной задачи нарушается.
В § 3.4 дается решение обратной задачи для самосопряженного случая. Другие,
более специальные обратные задачи, когда для определения коэффициентов
дифференциального оператора (3.0) задается не вся матрица Вейля, а лишь
некоторая ее часть, изучались в [250]. При этом на дифференциальный опе-
ратор накладываются дополнительные условия. Такие «неполные» обратные
задачи имеют свою специфику исследования.

Будем использовать следующие обозначения.
1. Если рассматривается некоторый дифференциальный оператор �, то на-

ряду с ним рассматривается дифференциальный оператор �̃ того же вида, но
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с другими коэффициентами. Если некоторый символ ϕ обозначает объект,
относящийся к �, то ϕ̃ обозначает аналогичный объект, относящийся к �̃,
а ϕ̂ = ϕ− ϕ̃.

2. Матрицу A с элементами aij , i = 1, r, j = 1, s, будем записывать од-
ним из следующих способов: A = [aij ]i=1,r, j=1,s = [ai1, . . . , ais]i=1,r = [a1j , . . .
. . . , arj ]

T
j=1,s, где i — номер строки, j — номер столбца, T — знак транспони-

рования.
3. Через E будем обозначать единичную матрицу соответствующей размер-

ности или единичный оператор в соответствующем пространстве.
4. Если при λ→ λ0

F (λ) =

p∑
k=−q

αk(λ− λ0)
k + o((λ− λ0)

p),

то [F (λ)]
〈k〉
|λ=λ0

= F〈k〉(λ0) := αk.

§ 3.1. Свойства спектральных характеристик
3.1.1. Матрица Вейля. Рассмотрим дифференциальное уравне-

ние и линейные формы L = L(�,U) вида

�y := y(n) +
n−2∑
ν=0

pν(x)y(ν) = λy = ρny, 0 � x � T � ∞, (3.1.1)

Uξa(y) = y(σξa)(a) +
σξa−1∑
ν=0

uξνay
(ν)(a), ξ = 1,n, (3.1.2)

на полуоси (T = ∞) или на конечном отрезке (T < ∞). Здесь pν(x) ∈
∈ L(0,T ) — комлекснозначные суммируемые функции; a = 0 при T =
= ∞ и a = 0,T при T <∞; 0 � σξa � n− 1, σξa �= σηa (ξ �= η).

Известно [188, c. 53], что ρ-плоскость можно разбить на секторы S

раствора
π

n

(
arg ρ ∈

(
νπ

n
,
(ν + 1)π

n

)
, ν = 0, 2n− 1

)
, в каждом из кото-

рых корни R1,R2, . . . ,Rn уравнения Rn − 1 = 0 можно занумеровать
так, чтобы

Re(ρR1) < Re(ρR2) < . . . < Re(ρRn), ρ ∈ S. (3.1.3)

Пусть функции Φ(x,λ) = [Φm(x,λ)]T
m=1,n

являются решениями

уравнения (3.1.1) при условиях Uξ0(Φm) = δξm, ξ = 1,m, а также
для T < ∞ UηT (Φm) = 0, η = 1,n−m, а для T = ∞ Φm(x,λ) =
= O(exp(ρRmx)), x → ∞, ρ ∈ S в каждом секторе S со свойством
(3.1.3). Здесь и в дальнейшем δξm — символ Кронекера. Обозначим
Mmk(λ) = Uk0(Φm), k = m+ 1,n. Функции Φm(x,λ) называются ре-
шениями Вейля, а функции Mmk(λ) — функциями Вейля. Матрица
M(λ) = [Mmk(λ)]m,k=1,n, гдеMmk(λ) = δmk, k = 1,m, называется мат-
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рицей Вейля или спектром L. Рассмотрим фундаментальную систему
решений уравнения (3.1.1): C(x,λ) = [Cm(x,λ)]T

m=1,n
при условиях

Uξ0(Cm) = δξm, ξ = 1,n. Тогда

Φ(x,λ) = M(λ)C(x,λ). (3.1.4)

Постановка обратной задачи. По заданной матрице Вейля M(λ)
построить дифференциальное уравнение и линейные формы L = (�,U).

В этом параграфе исследуется структура особенностей функций
Вейля (теорема 3.1.1) и доказывается теорема единственности вос-
становления дифференциального уравнения и линейных форм (3.1.1),
(3.1.2) на полуоси и на конечном отрезке при произвольном поведении
спектра по заданной матрице Вейля M(λ) (теорема 3.1.2). Ниже, в
§ 3.3, приведен контрпример, показывающий, что выбрасывание из мат-
рицы Вейля одного элемента приводит к нарушению единственности
решения обратной задачи.

Пусть α ∈ (0,T ), ρα := 2nmax
ν

‖pν‖L(α,T ). Известно [188, с. 58], что

в каждом секторе S со свойством (3.1.3) существует фундаментальная
система решений уравнения (3.1.1) Bα = {yk(x, ρ)}k=1,n вида

y
(ν)
k (x, ρ) = (ρRk)ν exp(ρRkx)(1+O(ρ−1)), |ρ| → ∞, x � α, (3.1.5)

причем функции yk(x, ρ) удовлетворяют при x � α, rk = k уравнениям

yk(x, ρ) = exp(ρRkx) −

−
x∫
α

rk∑
j=1

Rj exp(ρRj(x− t))Mt(yk) dt+

+
T∫
x

n∑
j=rk+1

Rj exp(ρRj(x− t))Mt(yk) dt,

Mt(yk) := 1
n
ρ1−n

n−2∑
μ=0

pμ(t)y(μ)
k (t, ρ). (3.1.6)

Функции y
(ν)
k (x, ρ), ν = 0,n− 1, при каждом x � 0 регулярны по ρ ∈

∈ Sα := {ρ : ρ ∈ S, |ρ| > ρα}, непрерывны при x � 0, ρ ∈ Sα и имеют
оценку

|y(ν)
k (x, ρ)(ρRk)−ν exp(−ρRkx) − 1| � ρα|ρ|−1, x � α, ρ ∈ Sα.

При |ρ| → ∞, ρ ∈ S

det[y(ν−1)
k (x, ρ)]k,ν=1,n = ρn(n−1)/2 det[Rν−1

k ]k,ν=1,n(1 +O(ρ−1)).
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Кроме того, нам потребуется фундаментальная система решений
уравнения (3.1.1)

Bαm = {y01(x, ρ), . . . , y0m(x, ρ), ym+1(x, ρ), . . . , yn(x, ρ)},
где yk(x, ρ) ∈ Bα, k = m+ 1,n, а функции y0k(x, ρ), k = 1,m, являются
решениями уравнения (3.1.6) при x � α, rk = m. При этом функции
y
0(ν)
k (x, ρ), ν = 0,n− 1, непрерывны при x ∈ [0,T ], ρ ∈ Sα, регулярны
по ρ ∈ Sα при каждом x ∈ [0,T ] и

y
0(ν)
k (x, ρ) = O(ρν exp(ρRmx)), x � α, |ρ| → ∞, ρ ∈ S.

Для случая T = ∞ введем также фундаментальную систему реше-
ний B0

α = {yk0(x, ρ)}k=1,n, где функции yk0(x, ρ) являются решениями

уравнения (3.1.6) при x � α, rk = k − 1. При этом функции y(ν)
k0 (x, ρ),

ν = 0,n− 1, непрерывны при x � 0, ρ ∈ Sα, регулярны по ρ ∈ Sα при
каждом x � 0 и

y
(ν)
k0 (x, ρ) = (ρRk)ν exp(ρRkx)(1+O(ρ−1)), x � α, |ρ| → ∞,

lim
x→∞ y

(ν)
k0 (x, ρ)(ρRk)−ν exp(−ρRkx) = 1,

det[y(ν−1)
k0 (x, ρ)]k,ν=1,n ≡ ρn(n−1)/2 det[Rν−1

k ]k,ν=1,n.

Обозначим

ωξ(R) = Rσξ0 , Ω(j1, . . . , jp) = det[ωjν (Rk)]ν,k=1,p,

Ωμ(j1, . . . jp) = det[ωjν (Rk)]ν=1,p;k=1,p+1\μ,

μ0mk = (Ω(1,m)−1Ω(1,m− 1, k),
a0mk = (−1)m+k(Ω(1,m))−1Ωk(1,m− 1),

а также Γ = {λ : Imλ = 0}, Γ±1 = {λ : ±λ � 0}; Π,Π±1 —
λ-плоскость с разрезами Γ,Γ±1 соответственно.

Те о р ем а 3.1.1. 1) Пусть T < ∞. Тогда функция Вейля Mmk(λ)
является мероморфной по λ, причем

Mmk(λ) = (Δmm(λ))−1Δmk(λ),
Δmk(λ) := (−1)m+k det[UξT (Cν)]ξ=1,n−m;ν=m,n\k.

(3.1.7)

2) Пусть T = ∞. Тогда функция Вейля Mmk(λ) является регу-
лярной в Π(−1)n−m за исключением не более чем счетного ограни-
ченного множества полюсов Λ′

mk. При (−1)n−mλ � 0 за исключе-
нием ограниченных множеств Λ±

mk существуют конечные пределы
M±

mk = lim
z→0,Re z>0

Mmk(λ± iz).

9 В.А. Юрко
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Док а з а т е л ь с т в о. Пусть T = ∞, {yk(x, ρ)}k=1,n — фундамен-
тальная система решений B0 дифференциального уравнения (3.1.1).
Обозначим

Δ0
mk(ρ) = det[Uξ0(yν)]ν=1,m;ξ=1,m−1,k.

Тогда имеем

Φm(x,λ) =
n∑

k=1

amk(ρ)yk(x, ρ).

Из условий на решения Вейля Φm(x,λ) получаем

amk(ρ) = 0, k > m,
m∑

k=1

amk(ρ)Uξ0(yk) = δξm, ξ = 1,m.

Отсюда находим

Φm(x,λ) =
m∑

k=1

amk(ρ)yk(x, ρ),

amk(ρ) = (−1)m+k(Δ0
mm(ρ))−1 det[Uξ0(yν)]ξ=1,m−1;ν=1,m\k.

(3.1.8)

Так как Mmk(λ) = Uk0(Φm(x,λ)), то из (3.1.8) вытекает, что

Mmk(λ) = (Δ0
mm(ρ))−1Δ0

mk(ρ). (3.1.9)

Отсюда, используя асимптотические свойства (3.1.5) функций
y
(ν)
k (x, ρ), имеем при |ρ| → ∞, ρ ∈ S:

amk(ρ) = ρ−σm0(a0mk +O(ρ−1)),

Φm(x,λ) = ρ−σm0

m∑
k=1

exp(ρRkx)(a0mk +O(ρ−1)),
(3.1.10)

Δ0
mk(ρ) = ρσ10+...+σm−1,0+σk0Ω(1,m− 1, k)(1 +O(ρ−1)),

Mmk(λ) = ρσk0−σm0μ0mk(1 +O(ρ−1)).
(3.1.11)

Повторяя предыдущие рассуждения для фундаментальной системы ре-
шений Bαm, получаем

Mmk(λ) = (Δ1
mm(ρ))−1Δ1

mk(ρ),
Δ1

mk(ρ) = det[Uξ0(y0ν)]ν=1,m;ξ=1,m−1,k.
(3.1.12)

Обозначим G = {ρ : arg ρ ∈ (((−1)n−m − 1) π
2n

, ((−1)n−m + 3) π
2n

)}.
Область G состоит из двух секторов S с одним и тем же набором
{Rξ}ξ=1,m. Следовательно, функции Δ1

mk(ρ) являются регулярными
при ρ ∈ G, |ρ| > ρα, и непрерывными при ρ ∈ G, |ρ| � ρα. Отсю-
да, с учетом (3.1.9), (3.1.11), (3.1.12) и произвольности α, получаем
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утверждение теоремы при T = ∞. Положим Λmk = Λ′
mk ∪ Λ+

mk ∪ Λ−
mk,

Λ =
⋃

m,k
Λmk.

Пусть теперь T < ∞. Из условий на решения Вейля Φm(x,λ)
получаем

Φm(x,λ) = (Δmm(λ))−1 ×
× det[Cν(x,λ),U1T (Cν), . . . ,Un−m,T (Cν)]ν=m,n. (3.1.13)

Отсюда следует утверждение теоремы при T <∞. �
При T <∞ обозначим Λm = {λlm}l�1 — множество нулей (с учетом

кратностей) целой функции Δmm(λ); Λ =
n−1⋃
m=1

Λm. Числа λlm совпада-

ют с собственными значениями краевых задач Sm для дифференциа-
льного уравнения (3.1.1) с краевыми условиями Uξ0(y) = UηT (y) = 0,
ξ = 1,m, η = 1,n−m. В самом деле, пусть λ0 — собственное значение,
а ψ(x) — соответствующая собственная функция краевой задачи Sm.
Тогда

ψ(x) =
n∑

μ=1

αμCμ(x,λ0),

причем
n∑

μ=1

αμUξ0(Cμ(x,λ0)) = 0, ξ = 1,m,

n∑
μ=1

αμUηT (Cμ(x,λ0)) = 0, η = 1,n−m.

Так как ψ(x) �≡ 0, то эта линейная однородная алгебраическая система
имеет ненулевые решения, и, следовательно, определитель системы
равен нулю, т. е. Δmm(λ0) = 0. Повторяя все рассуждения в обратном
порядке, получаем, что если Δmm(λ0) = 0, то λ0 — собственное значе-
ние краевой задачи Sm.

Известно, что при l → ∞ имеют место асимптотические формулы

λlm = (−1)n−m

(
π

T

(
sin πm

n

)−1 (
l + χm0 +O

(
1
l

)))n

. (3.1.14)

При этом, начиная с некоторого, все собственные значения простые.
Обозначим через Gδm λ-плоскость с выброшенными кругами |λ− λ0| <
< δ, λ0 ∈ Λm; Gδ =

n−1⋂
m=1

Gδ,m. Положим

smk = σk0 +
m−1∑
ξ=1

σξ0 +
n−m∑
η=1

σηT − n(n− 1)
2

,

9*
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Δ1
mk(ρ) = det[U10(yν), . . .

. . . ,Um−1,0(yν),Uk0(yν),U1T (yν), . . . ,Un−m,T (yν)]ν=1,n, (3.1.15)

где {yν(x, ρ)}ν=1,n — фундаментальная система решений B0 в сек-
торе S со свойством (3.1.3). Тогда

Φm(x,λ) =
n∑

k=1

amk(ρ)yk(x, ρ),

amk(ρ) = (−1)m+k

Δ1
mm(ρ)

det[U10(yν), . . . ,Um−1, 0(yν),

U1T (yν), . . . ,Un−m,T (yν)]ν=1,n\k.

(3.1.16)

Представим функции Cν(x,λ) в виде

Cν(x,λ) =
n∑

μ=1

ανμ(ρ)yμ(x, ρ).

Тогда det[Uξ0(Cν)]ξ,ν=1,n = det[Uξ0(yν)]ξ,ν=1,n det[ανμ]νμ=1,n, и, анало-
гично,

Δmk(λ) = Δ1
mk(ρ) det[ανμ]ν,μ=1,n.

Следовательно,

Δmk(λ) = Δ1
mk(ρ)

(
det[Uξ0(yν)]ξ,ν=1,n

)−1
.

Отсюда, используя (3.1.15), (3.1.16) и асимптотические свойства (3.1.5)
функций y(ν)

k (x, ρ), получим при |λ| → ∞, arg((−1)n−mλ) = β �= 0, ρ ∈
∈ S:

amk(ρ) = ρ−σm0
(
a0mk +O(ρ−1)

)
, k = 1,m,

amk(ρ) = O
(
ρ−σm0 exp(ρ(Rm −Rk)T )

)
, k = m+ 1,n,

(3.1.17)

Δmk(λ) = ρsmk
Ω(1,m− 1, k)

Ω(1,n)
det[RσjT

ν ]ν=m+1,n;j=1,n−m ×

× exp
(
Tρ

n∑
j=m+1

Rj

)(
1 +O

(
ρ−1)), (3.1.18)

Mmk(λ) = ρσk0−σm0μ0mk(1 + (ρ−1)),

Φm(x,λ) = ρ−σm0

m∑
k=1

exp(ρRkx)(a0mk +O(ρ−1)), x ∈ [0,T ),
(3.1.19)
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а также

|Δmm(λ)| > C|ρ|smm

∣∣∣ exp
(
Tρ

n∑
j=m+1

Rj

)∣∣∣, λ ∈ Gδ,m,

|Φ(ν)
m (x,λ)| < C|ρ|ν−σm0 | exp(ρRmx)|, λ ∈ Gδ,m,

(3.1.20)

Δmk(λ) = O
(
ρsmk exp

(
Tρ

n∑
j=m+1

Rj

))
, |λ| → ∞. (3.1.21)

3.1.2. Вспомогательные утверждения. Обозначим через Wν

множество функций f(x), 0 < x < T , таких, что f(x), f ′(x), . . .
. . . , f (ν−1)(x) абсолютно непрерывны и f (k)(x) ∈ L(0,T ), k = 0, ν.
Пусть N � 0 — фиксированное целое число. Будем говорить, что
L ∈ VN , если pν(x) ∈ Wν+N , ν = 0,n− 2. В дальнейшем считаем, что
L ∈ VN . Доопределим pn(x) = 1, pn−1(x) = 0, uξνa = δν,σξa

, ν � σξa.
Обозначим

〈y(x), z(x)〉 = 〈y(x), z(x)〉� :=
n−1∑

ν,j=0

Lνj(x)y(ν)(x)z(j)(x), (3.1.22)

Lνj(x) =
n−ν−1∑

s=j

(−1)sCj
sp

(s−j)
s+ν+1(x), ν + j � n− 1,

Lνj(x) = 0, ν + j > n− 1,

(3.1.23)

где Cj
s := s!(j!(s − j)!)−1. Рассмотрим дифференциальное уравнение

и линейные формы L∗ = (�∗,U∗):

�∗z = (−1)nz(n) +
n−2∑
ν=0

(−1)ν(pν(x)z)(ν) = λz, (3.1.24)

U∗
ξa(z) = z(σ∗

ξa)(a) +
σ∗

ξa−1∑
ν=0

u∗ξνaz
(ν)(a), σ∗

ξa = n− 1− σn+1−ξ,a,

(3.1.25)

где линейные формы U∗
a = [(−1)n−1−σkaU∗

n−k+1,a]T
k=1,n

определяются
из соотношения

〈y, z〉|x=a = Ua(y)U∗
a (z) =

n∑
k=1

(−1)n−1−σkaUka(y)U∗
n−k+1,a(z),

Ua = [Uξa]ξ=1,n.

Ясно, что L∗ ∈ VN . Таким образом, для любых достаточно гладких
функций y(x), z(x) имеем

�y z − y �∗z = d

dx
〈y, z〉. (3.1.26)
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В частности, если функции y(x,λ), z(x,μ) являются решениями диф-
ференциальных уравнений �y = λy, �∗z = μz, то

d

dx
〈y, z〉 = (λ− μ)yz. (3.1.27)

Для определенности здесь и в §§ 3.2–3.4 считаем, что
σξ0 = n − ξ. Пусть функции Φ∗

m(x,λ), m = 1,n, являются реше-
ниями уравнения (3.1.24) при условиях U∗

ξ0(Φ
∗
m) = δξm, ξ = 1,m,

а также для T < ∞ U∗
ηT (Φ∗

m) = 0, η = 1,n−m, а для T = ∞
Φ∗

m(x,λ) = O(exp(ρR∗
mx)), x → ∞, ρ ∈ S, R∗

m = −Rn−m+1. Обо-
значим M∗

mk(λ) = U∗
k0(Φ

∗
m), Φ∗(x,λ) = [(−1)k−1Φ∗

n−k+1(x,λ)]k=1,n,
M∗(λ) = U∗

0 (Φ∗(x,λ)). Введем решения дифференциального урав-
нения (3.1.24) C∗(x,λ) = [(−1)k−1C∗

n−k+1(x,λ)]k=1,n при условиях
U∗

ξ0(C
∗
m) = δξm, ξ = 1,n. Тогда

Φ∗(x,λ) = C∗(x,λ)M∗(λ). (3.1.28)

Свойства функций Вейля M∗
mk(λ) совершенно аналогичны свойствам

функций Вейля Mmk(λ). При T <∞
M∗

mk(λ) = (Δ∗
mm(λ))−1Δ∗

mk(λ),
Δ∗

mk(λ) = (−1)m+k det[U∗
ξT (C∗

ν )]ξ=1,n−m;ν=m,n\k .

При T = ∞ функции M∗
mk(λ) являются регулярными в Π(−1)m за ис-

ключением не более чем счетного множества полюсов Λ∗, ′
mk, и при

(−1)mλ � 0, за исключением ограниченных множеств Λ∗,±
mk , существу-

ют конечные пределы M∗,±
mk (λ) = lim

z→0
M∗

mk(λ± iz), Re z > 0.

Лемм а 3.1.1. Справедливо соотношение

M∗(λ) = (M(λ))−1.

В самом деле, воспользуемся соотношением (3.1.27). При λ = μ
имеем

d

dx
〈Φk(x,λ),Φ∗

j (x,λ)〉 = 0,

или
〈Φk(x,λ),Φ∗

j (x,λ)〉
∣∣∣A
0

= 0, A > 0.

Так как при k + j � n

lim
A→T

〈Φk(x,λ),Φ∗
j (x,λ)〉|x=A = 0,

〈Φk(x,λ),Φ∗
j (x,λ)〉|x=0

=
n∑

ν=1

(−1)ν−1Uν0(Φk)U∗
n−ν+1,0(Φ

∗
j ) =

=
n∑

ν=1

(−1)ν−1Mkν(λ)M∗
j,n−ν+1(λ),
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то получаем
n∑

ν=1

(−1)ν−1Mkν(λ)M∗
j,n−ν+1(λ) = 0, (3.1.29)

т. е. M(λ)M∗(λ) = E. Лемма 3.1.1 доказана. �
Пусть y(x) — некоторая достаточно гладкая функция. Обозначим

�y(x) = [y(ν)(x)]T
ν=0,n−1

.

Л e м м а 3.1.2. Пусть функции yk(x), k = 1,n− 1, яв-
ляются решениями дифференциального уравнения (3.1.1), а
zj(x) = det[y(ν)

k (x)]k=1,n−1,j=0,n−1\n−j−1. Тогда

zj(x) =
j∑

s=0

(−1)s(pn−s(x)z0(x))(j−s), j = 0,n− 1, (3.1.30)

�∗z0(x)=λz0(x), det(�y1(x), . . . , �yn−1(x), �y(x))=〈y(x),z0(x)〉. (3.1.31)

Доказательство. Соотношения (3.1.30) докажем по индукции. Для
j = 0 (3.1.30) очевидно. Предположим, что (3.1.30) верно для j =
= 0,μ− 1. Так как z′μ(x) = zμ+1(x) + (−1)μpn−μ−1(x)z0(x), то исполь-
зуя (3.1.30) при j = μ− 1, получим

zμ =
μ−1∑
s=0

(−1)s(pn−s(x)z0(x))(μ−s) +

+ (−1)μpn−μ(x)z0(x) =
μ∑

s=0

(−1)s(pn−s(x)z0(x))(μ−s).

Далее, очевидно, что z′n−1(x) = (λ − p0(x))(−1)nz0(x). С другой
стороны, из (3.1.30) получаем

z′n−1(x) =
n−1∑
s=0

(−1)s(pn−s(x)z0(x))(n−s).

Следовательно, �∗z0(x) = λz0(x). Разлагая det[�y1(x), . . . , �yn−1(x), �y(x)]
по последнему столбцу и учитывая (3.1.30), получим

det[�y1(x), . . . , �yn−1(x), �y(x)] =
n−1∑
j=0

(−1)jy(n−1−j)(x)zj(x) =

=
n−1∑
j=0

(−1)jy(n−1−j)(x)
j∑

s=0

(−1)s(pn−s(x)z0(x))(j−s) = 〈y(x), z0(x)〉.

Лемма 3.1.2 доказана. �
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Лемм а 3.1.3. Имеет место равенство

Φ∗
m(x,λ) = det[Φ(s)

n (x,λ), . . .

. . . ,Φ(s)
n−m+2(x,λ),Φ(s)

n−m(x,λ), . . . ,Φ(s)
1 (x,λ)]s=0,n−2 . (3.1.32)

Доказательство. Через y∗m(x,λ) обозначим правую часть равен-
ства (3.1.32). Пусть y(x) — некоторая достаточно гладкая функция.
Из (3.1.31) следует, что �∗y∗m(x,λ) = λy∗m(x,λ) и

det[�Φn(x,λ), . . . , �Φn−m+2(x,λ), �Φn−m(x,λ), . . . , �Φ1(x,λ), �y(x)]|x=a =

= 〈y(x), y∗m(x,λ)〉|x=a =
n∑

k=1

(−1)k−1Uka(y)U∗
n−k+1,a(y∗m). (3.1.33)

При a = 0 в (3.1.33) последовательно берем y(x) = Φn(x,λ), . . ., y(x) =
= Φn−m+1(x,λ) и получаем: U∗

ξ0(y
∗
m) = δξm, ξ = 1,m. При T <∞, a =

= T , взяв в соотношении (3.1.33) последовательно y(x) = Φ1(x,λ), . . .
. . ., y(x) = Φn−m(x,λ), имеем: U∗

ηT (y∗m) = 0, η = 1,n−m. При T = ∞
из определения функций y∗m(x,λ) и асимптотических свойств решений
Вейля Φ(s)

m (x,λ) получаем: y∗m(x,λ) = O(exp(ρR∗
mx)), x → ∞, ρ ∈ S.

Следовательно, y∗m(x,λ) = Φ∗
m(x,λ). Лемма 3.1.3 доказана. �

3.1.3. Теорема единственности. Получим теперь теорему един-
ственности решения обратной задачи. Обозначим

C0(x,λ) = [�Cm(x,λ)]m=1,n, Φ0(x,λ) = [�Φm(x,λ)]m=1,n.

Тогда равенство (3.1.4) принимает вид

Φ0(x,λ) = C0(x,λ)MT (λ). (3.1.34)

Так как detM(λ) ≡ 1, то, используя (3.1.34) и теорему
Остроградского–Лиувилля, находим

detΦ0(x,λ) = detC0(x,λ) = (−1)n(n−1)/2. (3.1.35)

Пусть L, L̃ ∈ VN . Определим матрицу P(x,λ) = [Pjk(x,λ)]j,k=1,n

по формуле P(x,λ) = Φ0(x,λ)(Φ̃0(x,λ))−1 или в координатах:

Pjk(x,λ) = det[Φ̃(n−1)
ν (x,λ), . . . , Φ̃(k)

ν (x,λ),Φ(j−1)
ν (x,λ),

Φ̃(k−2)
ν (x,λ), . . . , Φ̃ν(x,λ)]ν=1,n =

=
n∑

ν=1

(−1)ν+k−n−1Φ(j−1)
ν (x,λ) det[Φ̃(s)

n (x,λ), . . .

. . . , Φ̃(s)
ν+1(x,λ), Φ̃(s)

ν−1(x,λ), . . . , Φ̃(s)
1 (x,λ)]s=0,n−1\k−1. (3.1.36)
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Отметим, что идея использования отображений пространств реше-
ний дифференциальных уравнений для исследования обратной задачи
принадлежит З.Л.Лейбензону [159, 160]. Из (3.1.36) и асимптотиче-
ских свойств решений Вейля Φm(x,λ), Φ̃m(x,λ) при |λ| → ∞ получаем
оценки |Pjk(x,λ)| < C|ρ|j−k, j, k = 1,n,

|P1k(x,λ) − δ1k| < C|ρ|−1, k = 1,n
(3.1.37)

(для T <∞ λ ∈ Gδ). Обозначим

〈[yν ]T
ν=0,n−1

, [zj ]Tj=0,n−1
〉� :=

n−1∑
ν,j=0

Lνj(x)yνzj ,

где функции Lνj(x) определяются по формуле (3.1.23).

Л е м м а 3.1.4. Пусть ỹ(x) — некоторая достаточно гладкая
функция. Тогда

P(x,λ)�̃y(x) =
n∑

k=1

(−1)k−1〈ỹ(x), Φ̃∗
n−k+1(x,λ)〉�̃�Φk(x,λ), (3.1.38)

〈(P(x,λ) − P(x,μ)) �̃Φk(x,λ), �Φ∗
j (x,μ)〉� =

= 〈Φk(x,λ),Φ∗
j (x,μ)〉� − 〈Φ̃k(x,λ), Φ̃∗

j (x,μ)〉�̃ . (3.1.39)

Док а з а т е л ь с т в о. Воспользуемся соотношениями (3.1.36). Име-
ем

P(x,λ)�̃y(x) =
n∑

k=1

(−1)k−1�Φk(x,λ) det[�̃Φn(x,λ), . . .

. . . , �̃Φk+1(x,λ), �̃Φk−1(x,λ), . . . , �̃Φ1(x,λ), �̃y(x)].

Отсюда, используя леммы 3.1.2 и 3.1.3, получаем формулу (3.1.38).
Далее, так как

P(x,λ)�̃Φk(x,λ) = �Φk(x,λ),

то
〈P(x,λ)�̃Φk(x,λ), �Φ∗

j (x,μ)〉� = 〈Φk(x,λ),Φ∗
j (x,μ)〉�. (3.1.40)

В силу (3.1.38)

〈P(x,μ)�̃Φk(x,λ), �Φ∗
j (x,μ)〉� =

n∑
s=1

(−1)s−1〈Φ̃k(x,λ), Φ̃∗
n−s+1(x,μ)〉�̃ ×

× 〈Φs(x,μ),Φ∗
j (x,μ)〉�.
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Согласно (3.1.27) 〈Φs(x,μ),Φ∗
j (x,μ)〉� не зависит от x. Исполь-

зуя условия на решения Вейля при x = 0 и x = T , находим:
〈Φs(x,μ),Φ∗

j (x,μ)〉� = (−1)s−1δs,n−j+1. Таким образом,

〈P(x,μ)�̃Φk(x,λ), �Φ∗
j (x,μ)〉� = 〈Φ̃k(x,λ), Φ̃∗

j (x,μ)〉�̃,
что вместе с (3.1.40) дает (3.1.39). Лемма 3.1.4 доказана. �

Те о р ем а 3.1.2. Если M(λ) = M̃(λ), то L = L̃. Другими словами,
задание матрицы Вейля M(λ) однозначно определяет дифференци-
альное уравнение и линейные формы (3.1.1)–(3.1.2).

Док а з а т е л ь с т в о. Преобразуем матрицу P(x,λ). Для этого вос-
пользуемся формулой (3.1.34):

P(x,λ) = Φ0(x,λ)(Φ̃0(x,λ))−1 =

= C0(x,λ)MT (λ)(M̃T (λ))−1(C̃0(x,λ))−1 = C0(x,λ)(C̃0(x,λ))−1.

Отсюда и из (3.1.35) заключаем, что при каждом фиксированном x
матрица-функция P (x,λ) является целой аналитической по λ. Поль-
зуясь оценками (3.1.37) и теоремой Лиувилля [206, с. 209], получаем:
P11(x,λ) ≡ 1, P1k(x,λ) ≡ 0, k = 2,n. Но тогда Φm(x,λ) ≡ Φ̃m(x,λ)
при всех x,λ,m и, следовательно, L = L̃. Теорема 3.1.2 доказана. �

§ 3.2. Восстановление дифференциальных операторов
на полуоси

Рассмотрим дифференциальное уравнение и линейные формы L ∈ VN вида
(3.1.1), (3.1.2) на полуоси (T = ∞). В этом параграфе дается решение обратной
задачи восстановления L по матрице Вейля M(λ) при произвольном пове-
дении спектра. Получено основное уравнение обратной задачи. Указываются
необходимые и достаточные условия, которым удовлетворяет матрица Вейля
M(λ). Приводится процедура построения коэффициентов дифференциального
уравнения и линейных форм по матрице Вейля M(λ). Основные результаты
параграфа содержатся в теоремах 3.2.1, 3.2.3.

3.2.1. Основное уравнение обратной задачи. Предварительно
докажем несколько вспомогательных утверждений.

Л емм а 3.2.1. Функции

Mmk(λ)−Mm,m+1(λ)Mm+1,k(λ), M∗
n−m,k(λ)−M∗

n−m,m+1(λ)M∗
n−m+1,k(λ),

Φm(x,λ)−Mm,m+1(λ)Φm+1(x,λ), Φ∗
n−m(x,λ)−Mm,m+1(λ)Φ∗

n−m+1(x,λ)

регулярны при λ ∈ Γ(−1)n−m \ Λ.
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Док а з а т е л ь с т в о. 1) Так как Mm,k(λ) = M∗
m,k(λ) = δmk, k � m,

то из (3.1.29) при k + j = n, k + j = n− 1 имеем

M∗
n−m,n−m+1(λ) = Mm,m+1(λ) , (3.2.1)

−M∗
n−m−1,n−m+1(λ) = Mm,m+2(λ) −Mm,m+1(λ)Mm+1,m+2(λ),

−Mn−m−1,n−m+1(λ) = M∗
m,m+2(λ) −M∗

m,m+1(λ)M∗
m+1,m+2(λ).

Отсюда вытекает регулярность при λ ∈ Γ(−1)n−m \ Λ функций

Mmk(λ) −Mm,m+1(λ)Mm+1,k(λ),

M∗
n−m,k(λ) −M∗

n−m,n−m+1(λ)M∗
n−m+1,k(λ)

при k = m + 2. При k < m + 2 меняем местами линейные формы Uk0
и Um+2,0 и повторяем предыдущие рассуждения.

2) Докажем по индукции, что функции Φn−m(x,λ) −
− M∗

m,m+1(λ)Φn−m+1(x,λ) регулярны при λ ∈ Γ(−1)m \ Λ. В силу
(3.1.4) и леммы 3.1.1 имеем: C(x,λ) = M∗(λ)Φ(x,λ), или

Cn−m(x,λ) = Φn−m(x,λ) −
m−1∑
j=0

(−1)jM∗
m−j,m+1(λ) ×

× Φn−m+j+1(λ), m = 1,n− 1. (3.2.2)

Отсюда при m = 1 следует, что функция Φn−1(x,λ) −M∗
12(λ)Φn(x,λ)

является целой аналитической по λ. Предположим, что для j =
= 1,m− 1 регулярность функций

Φn−j(x,λ) −M∗
j,j+1(λ)Φn−j+1(x,λ)

при λ ∈ Γ(−1)j \ Λ доказана. Тогда, используя соотношение (3.2.2),
получим, что функция

Φn−m(x,λ) −M∗
m,m+1(λ)Φn−m+1(x,λ) −

[
m−1
2 ]∑

j=1

(M∗
m−2j,m+1(λ) −

−M∗
m−2j,m−2j+1(λ)M∗

m−2j+1,m+1(λ))Φn−m+2j+1(x,λ)

регулярна при λ ∈ Γ(−1)m \ Λ. Следовательно, функция

Φn−m(x,λ) −M∗
m,m+1(λ)Φn−m+1(x,λ)

регулярна при λ ∈ Γ(−1)m \ Λ. Таким образом, с учетом (3.2.1) до-
казана регулярность функций Φm(x,λ) − Mm,m+1(λ)Φm+1(x,λ) при
λ ∈ Γ(−1)n−m \Λ. Аналогично устанавливается и регулярность функций
Φ∗

n−m(x,λ) −Mm,m+1(λ)Φ∗
n−m+1(x,λ). Лемма 3.2.1 доказана. �
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Отметим, что поскольку L ∈ VN , то асимптотическую формулу
(3.1.11) для Mmk(λ) можно уточнить, а именно:

Mmk(λ)=ρm−kμ0mk

(
1+

n+N−1∑
i=1

μmki

ρi +o
(

1

ρn+N−1

))
, |ρ| → ∞, ρ ∈ S.

Пусть L, L̃ ∈ VN . Рассмотрим в λ-плоскости замкнутый контур
γ = γ−1 ∪ γ0 ∪ γ1 (с обходом против часовой стрелки), где γ0 — огра-
ниченный замкнутый контур, охватывающий множество Λ ∪ Λ̃ ∪ {0}
(Λ ∪ Λ̃ ∪ {0} ⊂ intγ0), a γ±1 — двусторонний разрез вдоль луча {λ : ±
±λ > 0, λ /∈ intγ0} (см. рис. 3.2.1). Обозначим Jγ = {λ : λ /∈ γ ∪ intγ0}.

�

�0
�1�-1

рис. 3.2.1

Л емм а 3.2.2. Справедливы соотношения

Φ̃(x,λ)=Φ(x,λ)− 1
2πi

∫
γ

〈Φ̃(x,λ), Φ̃∗(x,μ)〉�̃
λ− μ

Φ(x,μ) dμ, λ ∈ Jγ , (3.2.3)

〈Φ(x,λ),Φ∗(x,μ)〉�
λ− μ

− 〈Φ̃(x,λ), Φ̃∗(x,μ)〉�̃
λ− μ

=

= 1
2πi

∫
γ

〈Φ̃(x,λ), Φ̃∗(x, ξ)〉�̃
λ− ξ

〈Φ(x, ξ),Φ∗(x,μ)〉�
ξ − μ

dξ, λ,μ ∈ Jγ . (3.2.4)

В (3.2.3) (и везде в дальнейшем, где это необходимо) интеграл
понимается в смысле главного значения [88, c. 27].

До к а з а т е л ь с т в о. Обозначим γR =(γ
⋂{λ : |λ|�R})⋃{λ : |λ|=

=R}. Так как

1
λ− μ

(
1

λ− ξ
− 1
μ− ξ

)
= 1

(λ− ξ)(ξ − μ)
, (3.2.5)
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то согласно интегральной формуле Коши [206, c. 166] имеем

P1k(x,λ) = 1
2πi

∫
γR

P1k(x, ξ)
λ− ξ

dξ,

Pjk(x,λ) − Pjk(x,μ)

λ− μ
= 1

2πi

∫
γR

Pjk(x, ξ)
(λ− ξ)(ξ − μ)

dξ,

λ,μ ∈ Jγ ∩ {ξ : |ξ| < R}.
Используя оценки (3.1.37), получаем

lim
R→∞

1
2πi

∫

|ξ|=R

P1k(x, ξ) − δ1k
λ− ξ

dξ = 0,

lim
R→∞

1
2πi

∫

|ξ|=R

Pjk(x, ξ)
(λ− ξ)(ξ − μ)

dξ = 0,

и, следовательно,

P1k(x,λ) = δ1k + 1
2πi

∫
γ

P1k(x, ξ)
λ− ξ

dξ, λ ∈ Jγ ,

Pjk(x,λ) − Pjk(x,μ)

λ− μ
= 1

2πi

∫
γ

Pjk(x, ξ)
(λ− ξ)(ξ − μ)

dξ, λ,μ ∈ Jγ .

(3.2.6)

В силу (3.1.38), (3.2.6) имеем

n∑
k=1

P1k(x,λ)ỹ(k−1)(x) = ỹ(x) + 1
2πi

∫
γ

n∑
k=1

P1k(x, ξ)ỹ(k−1)(x) dξ

λ− ξ
=

= ỹ(x) + 1
2πi

∫
γ

〈ỹ(x), Φ̃∗(x, ξ)〉�̃
λ− ξ

Φ(x, ξ) dξ.

Полагая здесь ỹ(x) = Φ̃j(x,λ) и учитывая равенство

Φj(x,λ) =
n∑

k=1

P1k(x,λ)Φ̃(k−1)
j (x,λ),

получаем соотношение (3.2.3). Аналогично из (3.1.38), (3.2.6) имеем

P(x,λ) −P(x,μ)

λ− μ
�̃y(x) = 1

2πi

∫
γ

P(x, ξ)�̃y(x)
(λ− ξ)(ξ − μ)

dξ =

= 1
2πi

∫
γ

n∑
s=1

(−1)s−1 〈ỹ(x), Φ̃∗
n−s+1(x, ξ)〉�̃

(λ− ξ)(ξ − μ)
�Φs(x, ξ) dξ.
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Отсюда, с учетом (3.1.39), выводим

〈Φk(x,λ),Φ∗
j (x,μ)〉�

λ− μ
− 〈Φ̃k(x,λ), Φ̃∗

j (x,μ)〉�̃
λ− μ

=

=
〈P(x,λ) −P(x,μ)

λ− μ
�̃Φk(x,λ), �Φ∗

j (x,μ)
〉

�
=

= 1
2πi

∫
γ

〈Φ̃k(x,λ), Φ̃∗(x, ξ)〉�̃
λ− ξ

· 〈Φ(x, ξ),Φ
∗
j (x,μ)〉�

ξ − μ
dξ.

Лемма 3.2.2 доказана. �
Обозначим

Y = [δj,k−1]j=1,n−1,k=1,n, M∂(λ) = diag[Mm,m+1(λ)]m=1,n−1,

A0(λ) = M̂(λ)M̃−1(λ), Ã0(λ) = M̂(λ)M−1(λ).

При вещественных λ определим матрицы

f(x,λ) = [fk(x,λ)]T
k=2,n

, f∗(x,λ) = [(−1)k−1f∗n−k+1(x,λ)]k=1,n−1

по формулам

fk(x,λ) = χ((−1)n−k+1λ)Φk(x,λ), f∗k (x,λ) = χ((−1)k−1λ)Φ∗
k(x,λ),

где χ(λ) — функция Хевисайда. При λ ∈ γ положим

a(λ) = χ+1(λ)χ−1(λ)Y A0(λ)Y T , N(λ) = E + 1
2
a(λ),

ã(λ) = χ+1(λ)χ−1(λ)Y Ã0(λ)Y T , Ñ(λ) = E − 1
2
ã(λ),

где χ±1(λ) = 1 при λ ∈ γ0 ∪ γ±1 и χ±1(λ) = 0 при λ ∈ γ∓1. При λ,μ ∈ γ
определим матрицы

ϕ(x,λ) = [ϕk(x,λ)]T
k=2,n

, g∗(x,λ) = [g∗k(x,λ)]k=2,n,

G∗(x,λ) = [G∗
k(x,λ)]k=1,n, r(x,λ,μ) = [rkj(x,λ,μ)]k,j=2,n

по формулам

ϕ(x,λ) =
{
Y Φ(x,λ) λ ∈ γ0,
f(x,λ) λ ∈ γ1 ∪ γ−1,

g∗(x,λ) =
{ −Φ∗(x,λ)A0(λ)Y T λ ∈ γ0,

−f∗(x,λ)M̂∂(λ) λ ∈ γ1 ∪ γ−1,

r(x,λ,μ) = 〈ϕ(x,λ), g∗(x,μ)〉�
λ− μ

, G∗(x,λ) = g∗(x,λ)Y.
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Аналогично определим матрицы ϕ̃(x,λ), g̃∗(x,λ), G̃∗(x,λ), r̃(x,λ,μ)
c Φ̃(x,λ), f̃(x,λ), Φ̃∗(x,λ), f̃∗(x,λ), Ã0(λ) вместо Φ(x,λ), f(x,λ),
Φ∗(x,λ), f∗(x,λ), A0(λ). Наконец, матрицы

Γ̃(λ,μ) = [Γ̃ij(λ,μ)]j,ν=1,n, Ã(μ) = [Ãjν(μ)]j,ν=1,n, μ ∈ γ,

определим по формулам

Γ̃(λ,μ) = −〈Φ̃(x,λ), G̃∗(x,μ)〉�̃ |x=0,

Ãjν(μ) = δj,ν−1χ(−1)n−j (μ)M̂j,j+1(μ), μ ∈ γ1 ∪ γ−1,

Ã(μ) = Ã0(μ), μ ∈ γ0.

Так как G̃∗(x,μ) = −Φ̃∗(x,μ)Ã(μ), то

Γ̃(λ,μ) = 〈Φ̃(x,λ), Φ̃∗(x,μ)〉�̃ |x=0 Ã(μ) = M̃(λ)M̃−1(μ)Ã(μ),

и, следовательно,

Γ̃jν(λ,μ) = δj+1,νχ(−1)n−j (μ)M̂j,j+1(μ), ν � j + 1,

Γ̃jν(λ,μ) = χ+1(μ)χ−1(μ)M̂jν(μ) + ˜̃Γjν(λ,μ), ν > j + 1,
(3.2.7)

где функции ˜̃Γjν(λ,μ) построены поMks, M̃ks при s− k < ν − j. Далее,

Ã0(λ)A0(λ) = M̂(λ)M−1(λ)M̂(λ)M̃−1(λ) =

= M̂(λ)M̃−1(λ) − M̂(λ)M−1(λ) = A0(λ) − Ã0(λ),

т. е.
A0(λ) − Ã0(λ) = Ã0(λ)A0(λ), (3.2.8)

и, следовательно, a(λ) − ã(λ) = ã(λ)a(λ). Отсюда получаем

Ñ(λ)N(λ) − 1
4
ã(λ)a(λ) = E, Ñ(λ)a(λ)− ã(λ)N(λ) = 0. (3.2.9)

Те о р е м а 3.2.1. Справедливы соотношения

ϕ̃(x,λ) = Ñ(λ)ϕ(x,λ) + 1
2πi

∫
γ

r̃(x,λ,μ)ϕ(x,μ) dμ, λ ∈ γ, (3.2.10)

Ñ(λ)r(x,λ,μ)−r̃(x,λ,μ)N(μ)+ 1
2πi

∫
γ

r̃(x,λ, ξ)r(x, ξ,μ) dξ = 0. (3.2.11)

Уравнение (3.2.10) является искомым основным уравнением обратной
задачи.
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Док а з а т е л ь с т в о. В силу (3.1.4), (3.1.28) и леммы 3.1.1 имеем

Φ̃∗(ν)(x,μ)Φ(j)(x,μ) = C̃∗(ν)(x,μ)M̃−1(μ)M(μ)C(j)(x,μ) =

= C̃∗(ν)(x,μ)M̃−1(μ)M̂(μ)C(j)(x,μ) + C̃∗(ν)(x,μ)C(j)(x,μ) =

= Φ̃∗(ν)(x,μ)M̂(μ)M−1(μ)Φ(j)(x,μ) + C̃∗(ν)(x,μ)C(j)(x,μ) =

= Φ̃∗(ν)(x,μ)Ã0(μ)Φ(j)(x,μ) + C̃∗(ν)(x,μ)C(j)(x,μ) =

= −g̃∗(ν)(x,μ)ϕ(j)(x,μ) + C̃∗(ν)(x,μ)C(j)(x,μ), μ ∈ γ0.

Следовательно, при μ ∈ γ0 функция

Φ̃∗(ν)(x,μ)Φ(j)(x,μ) + g̃∗(ν)(x,μ)ϕ(j)(x,μ)

является целой по μ. Далее из леммы 3.2.1 вытекает, что функция

Φ̃∗(ν)(x,μ)Φ(j)(x,μ) − f̃∗(ν)(x,μ)M̂∂(μ)f (j)(x,μ)

регулярна при μ ∈ Γ \ Λ. Отсюда следует, что функция

Φ̃∗(ν)(x,μ)Φ(j)(x,μ) + g̃∗(ν)(x,μ)ϕ(j)(x,μ)

регулярна при μ ∈ Γ \Λ. Таким образом, из соотношений (3.2.3), (3.2,4)
с использованием теоремы Коши получим

Φ̃(x,λ)=Φ(x,λ) + 1
2πi

∫
γ

〈Φ̃(x,λ), g̃∗(x,μ)〉�̃
λ− μ

ϕ(x,μ) dμ, λ ∈ Jγ , (3.2.12)

〈Φ(x,λ),Φ∗(x,μ)〉�
λ− μ

− 〈Φ̃(x,λ), Φ̃∗(x,μ)〉�̃
λ− μ

+

+ 1
2πi

∫
γ

〈Φ̃(x,λ), g̃∗(x, ξ)〉�̃
λ− ξ

〈ϕ(x, ξ),Φ∗(x,μ)〉�
ξ − μ

dξ = 0,

λ,μ ∈ Jγ . (3.2.13)

В силу непрерывности из (3.2.12) при λ ∈ γ1 ∪ γ−1 имеем

f̃(x,λ) = f(x,λ) + 1
2πi

∫
γ

〈f̃(x,λ), g̃∗(x,μ)〉�̃
λ− μ

ϕ(x,μ) dμ. (3.2.14)
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Учитывая (3.1.27) получаем при μ ∈ γ0

〈Y Φ̃(x,λ), g̃∗(x,μ)〉�̃
λ− μ

=

=
〈Y Φ̃(x,λ), Φ̃∗(x,μ)〉�̃ |x=0Ã0(μ)Y T

λ− μ
+

x∫

0

Y Φ̃(t,λ)g̃∗(t,μ)dt =

= Y M̃(λ)M̃−1(μ)Ã0(μ)Y T

μ− λ
+

x∫

0

Y Φ̃(t,λ)g̃∗(t,μ) dt.

Следовательно, из (3.2.12), используя формулы Сохоцкого [88, с. 38],
вычисляем

Y Φ̃(x,λ) = Φ(x,λ) − 1
2
ã(λ)ϕ(x,λ) +

+ 1
2πi

∫
γ

〈Y Φ̃(x,λ), g̃∗(x,μ)〉�̃
λ− μ

ϕ(x,μ) dμ, λ ∈ γ0,

что вместе с (3.2.14) дает (3.2.10).
Далее, из (3.2.13), повторяя предыдущие рассуждения, получаем

Ñ(λ) 〈ϕ(x,λ),Φ∗(x,μ)〉�
λ− μ

− 〈ϕ̃(x,λ), Φ̃∗(x,μ)〉�̃
λ− μ

+

+ 1
2πi

∫
γ

r̃(x,λ, ξ) 〈ϕ(x, ξ),Φ∗(x,μ)〉�
λ− μ

dξ = 0,

λ ∈ γ, μ ∈ Jγ , (3.2.15)

Так как при ξ ∈ γ0

〈ϕ(x, ξ),Φ∗(x,μ)〉�
ξ − μ

= YM(ξ)M−1(μ)

ξ − μ
+

x∫

0

ϕ(t, ξ)Φ∗(t,μ) dt,

то из (3.2.15), используя формулы Сохоцкого, имеем

Ñ(λ) 〈ϕ(x,λ),Φ∗(x,μ)〉�
λ− μ

− 〈ϕ̃(x,λ), Φ̃∗(x,μ)〉�̃
λ− μ

− 1
2
r̃(x,λ,μ)Y +

+ 1
2πi

∫
γ

r̃(x,λ, ξ) 〈ϕ(x, ξ),Φ∗(x,μ)〉�
ξ − μ

dξ = 0, λ ∈ γ, μ ∈ γ0.
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Умножая обе части этого равенства на −A0(μ)Y T справа и используя
(3.2.8), получаем

Ñ(λ)r(x,λ,μ) − r̃(x,λ,μ)(E + a(μ)) + 1
2
r̃(x,λ,μ)a(μ) +

+ 1
2πi

∫
γ

r̃(x,λ, ξ)r(x, ξ,μ) dξ = 0, λ ∈ γ, μ ∈ γ0. (3.2.16)

В силу непрерывности из (3.2.15) имеем

Ñ(λ) 〈ϕ(x,λ), f∗(x,μ)〉�
λ− μ

− 〈ϕ̃(x,λ), f̃∗(x,μ)〉�̃
λ− μ

+

+ 1
2πi

∫
γ

r̃(x,λ, ξ) 〈ϕ(x, ξ), f∗(x,μ)〉�
ξ − μ

dξ = 0, λ ∈ γ, μ ∈ γ1 ∪ γ−1.

Отсюда, и из (3.2.16) выводим (3.2.11). Теорема 3.2.1 доказана. �
В дальнейшем для простоты считаем, что L, L̃ ∈ VN выбраны так,

что
M̂m,m+1(λ) = O(ρ−n−2), |λ| → ∞. (3.2.17)

Покажем, что имеют место оценки

|g̃∗(ν)
j (x,μ)| < C|θ|ν−j−n| exp(−θRjx)|,

|g̃∗(ν)(x,μ)ϕ(s)(x,μ)| < C|θ|ν+s−2n, μ = θn, μ ∈ γ1 ∪ γ−1.
(3.2.18)

В самом деле, при μ ∈ γ1 ∪ γ−1

g̃
∗(ν)
j (x,μ) = (−1)j−1χ(−1)n−j+1(μ)Φ̃∗(ν)

n−j+2(x,μ)M̂j−1,j(μ),

|Φ̃∗(ν)
n−j+2(x,μ)| < C|θ|ν+2−j | exp(−θRj−1x)|.

При j = n− 2ν, ν = 0, [n/2]

g̃
∗(ν)
j (x,μ) = 0 (μ ∈ γ1), Re(θ(Rj −Rj−1)) = 0 (μ ∈ γ−1),

а при j = n− 2ν − 1, ν = 0, [n/2]

g̃
∗(ν)
j (x,μ) = 0 (μ ∈ γ−1), Re(θ(Rj −Rj−1)) = 0 (μ ∈ γ1).

Отсюда, с учетом (3.2.17), получаем первую оценку (3.2.18). Так как

|ϕ(s)
j (x,μ)| < C|θ|j+s−n| exp(θRjx)|,

то

|g̃∗(ν)(x,μ)ϕ(s)(x,μ)| �
n∑

j=2

|g̃∗(ν)
j (x,μ)ϕ(s)

j (x,μ)| < C|θ|ν+s−2n.
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Обозначим

κνs(x) = 1
2πi

∫
γ

g̃∗(ν)(x,μ)ϕ(s)(x,μ) dμ, ν + s � n− 1, (3.2.19)

tjν(x) = −
j∑

β=ν+1

Cβ
j C

ν
β−1κβ−ν−1,j−β(x), j > ν,

tjν(x) = δjν , j � ν; j, ν = 0,n,

(3.2.20)

ξν(x) =
n−ν−1∑

s=0

n−s∑
j=ν+1

(Cj
j+sC

ν
j−1p̃j+s(x)κj−ν−1,s(x) +

+ δs0(−1)j−ν
j−ν−1∑

r=0

Cr
j−ν−1p̃

(j−ν−1−r)
j (x)κr0(x)),

ν = 0,n− 2, (3.2.21)

εν(x) = ξν(x) −
n−2∑

j=ν+1

εj(x)tjν(x), ν = 0,n− 2. (3.2.22)

Следующая лемма устанавливает связи между коэффициентами диф-
ференциальных уравнений и линейных форм L и L̃.

Л е мм а 3.2.3. Справедливы соотношения

pν(x) = p̃ν(x) + εν(x), ũξν0 =
n−1∑
j=0

uξj0tjν(0). (3.2.23)

До к а з а т е л ь с т в о. Дифференцируя соотношение (3.2.12) по x и
учитывая (3.1.27), (3.2.19), (3.2.20), получаем

n∑
ν=0

tjνΦ̃(ν)(x,λ) = Φ(j)(x,λ) +

+ 1
2πi

∫
γ

〈Φ̃(x,λ), g̃∗(x,μ)〉�̃
λ− μ

ϕ(j)(x,μ) dμ, λ ∈ Jγ . (3.2.24)

Далее,

�̃Φ̃(x,λ) − �Φ(x,λ) − 1
2πi

∫
γ

〈Φ̃(x,λ), g̃∗(x,μ)〉�̃
λ− μ

�ϕ(x,μ) dμ =

= λΦ̃(x,λ) − λΦ(x,λ) − 1
2πi

∫
γ

〈Φ̃(x,λ), g̃∗(x,μ)〉�̃
λ− μ

μϕ(x,μ) dμ.
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Отсюда и из (3.2.12) вытекает, что

�̃Φ̃(x,λ) = �Φ(x,λ) + 1
2πi

∫
γ

〈Φ̃(x,λ), g̃∗(x,μ)〉�̃
λ− μ

�ϕ(x,μ) dμ+

+ 1
2πi

∫
γ

〈Φ̃(x,μ), g̃∗(x,μ)〉�̃ ϕ(x,μ) dμ, λ ∈ Jγ . (3.2.25)

Из (3.2.25), с учетом (3.2.24), (3.1.22), имеем

�̃Φ̃(x,λ) =
n∑

j=0

pj(x)
n∑

ν=0

tjν(x)Φ̃(ν)(x,λ) +
n−1∑

ν,j=0

L̃νj(x)Φ̃(ν)(x,λ)κj0(x),

и, следовательно,

pν(x) = p̃ν(x) −
n∑

j=ν+1

pj(x)tjν(x) −
n−1∑
j=0

L̃νj(x)κj0(x),

или

p̂ν(x) = −
n∑

j=ν+1

p̂j(x)tjν(x) −
n∑

j=ν+1

p̃j(x)tjν(x) −
n−1∑
j=0

L̃νj(x)κj0(x).

Используя (3.1.23), (3.2.20), (3.2.21), вычисляем

ξν(x) =
n∑

j=ν+1

p̃j(x)tjν(x) −
n−1∑
j=0

L̃νj(x)κj0(x),

и, следовательно,

p̂ν(x) = ξν(x) −
n∑

j=ν+1

p̂j(x)tjν(x).

Таким образом, p̂ν(x) = εν(x), и первое соотношение (3.2.23) доказано.

Так как g̃∗(ν)(x,μ)ϕ(j)(x,μ) = G̃∗ν(x,μ)Φ(j)(x,μ), то из (3.2.24) при
x = 0 имеем

n−1∑
ν=0

(n−1∑
j=0

uξj0tjν(0)
)
Φ̃(ν)(0,λ) = Uξ0(Φ(x,λ)) +

+ 1
2πi

∫
γ

〈Φ̃(x,λ), G̃∗(x,μ)〉�̃ |x=0

λ− μ
Uξ0(Φ(x,μ)) dμ,
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или ˜̃
Uξ0(Φ̃(x,λ)) = Uξ0(Φ(x,λ)) + 1

2πi

∫
γ

Γ̃(λ,μ)

μ− λ
Uξ0(Φ(x,μ)) dμ,

где ˜̃
U ξ0(y) =

n−1∑
ν=0

(n−1∑
j=0

uξj0tjν(0)
)
y(ν)(0).

Согласно (3.2.7) Γ̃iν(λ,μ) = 0, j � ν, и, следовательно,˜̃
U ξ0(Φ̃m(x,λ)) = δξm, ξ � m.

Отсюда и из условий на решения Вейля Φ̃m(x,λ)) получаем
n−ξ−1∑

ν=0

u

̂

ξν0Φ̃(ν)
m (0,λ) ≡ 0, 1 � ξ � m � n,

где

u

̂

ξν0 = ũξν0 −
n−1∑
j=0

uξj0tjν(0).

Следовательно, u

̂
ξν0 = 0, т. е. верно второе соотношение (3.2.23). �

Отметим, что попутно мы получили формулу

Ũξ0(Φ̃m(x,λ)) = Uξ0(Φm(x,λ)) +

+ 1
2πi

∫
γ

n∑
j=m+1

Γ̃mj(λ,μ)

μ− λ
Uξ0(Φ̃j(x,μ)) dμ. (3.2.26)

Обозначим γ′′ = {λ : λ ∈ γ1 ∪ γ−1, d(λ, γ0) � α0 > 0}, γ′ = γ \ γ′′,
где d(λ, γ0) := inf |λ− μ|, μ ∈ γ0. Таким образом γ = γ′ ∪ γ′′.

Л е мм а 3.2.4. Имеют место оценки

|r̃kj(x,λ,μ)| < Cx| exp((ρRk − θRj)x)|
|ρ|n−k|θ|n+j(|ρ− θ| + 1)

(3.2.27)

при λ ∈ γ, μ ∈ γ′′ или λ ∈ γ′′, μ ∈ γ;

|r̃(ν+1)
kj (x,λ,μ)| < Cx| exp((ρRk − θRj)x)|

|ρ|n−k|θ|n+j
(|ρ| + |θ|)ν (3.2.28)

при λ,μ ∈ γ, ν = 0,n− 1.
Док а з а т е л ь с т в о. Пусть λ ∈ γ, μ ∈ γ′′ или λ ∈ γ′′, μ ∈ γ. Пусть

|ρ− θ| � ε0, где ε0 > 0 —достаточно малое фиксированное число. Тогда
либо λ,μ ∈ γ1, либо λ,μ ∈ γ−1 и, следовательно,

g̃∗j (x,μ) = (−1)j−1χ(−1)n−j+1(μ)Φ̃∗
n−j+2(x,μ)M̂j−1,j(μ).
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При k = j − 1 либо ϕk(x,λ) ≡ 0, либо g̃∗j (x,μ) ≡ 0, т. е. rkj(x,λ,μ) ≡ 0.
При k �= j − 1 в силу (3.1.27) и равенств

r̃kj(0,λ,μ) = 0 (k � j), lim
x→∞ r̃kj(x,λ,μ) = 0 (k � j − 2)

имеем

r̃kj(x,λ,μ) =
x∫
a

ϕ̃k(t,λ)g̃∗j (t,μ) dt,

где a = 0 при k � j и a = ∞ при k � j − 2. Отсюда, используя оценки
(3.2.18) и

|ϕ̃(s)
k (x,λ)| < C|ρ|k+s−n| exp(ρRkx)|, (3.2.29)

получаем оценку (3.2.27). Пусть теперь |ρ− θ| � ε0. Используя (3.1.22),
(3.2.18), (3.2.29), имеем

|r̃kj(x,λ,μ)| �
∣∣∣∣ 〈ϕ̃k(x,λ), g̃∗j (x,μ)〉�̃

λ− μ

∣∣∣∣ �

� Cx| exp((ρRk − θRj)x)|
|ρ|n−k|θ|n+j |λ− μ|

n−1∑
i=0

|ρ|n−i−1|θ|i.

Покажем, что при λ ∈ γ, μ ∈ γ′′ или λ ∈ γ′′, μ ∈ γ

1
|λ− μ|

n−1∑
i=0

|ρ|n−i−1|θ|i � C

|ρ− θ| + 1
, |ρ− θ| � ε0.

В самом деле, если λ ∈ γ0, μ ∈ γ′′ или λ ∈ γ′′, μ ∈ γ0, то эта оценка
очевидна. Если λ,μ ∈ γ1 или λ,μ ∈ γ−1, то |λ− μ| = ||λ| − |μ||, |ρ− θ| =
= ||ρ| − |θ|| и, следовательно,

1
|λ− μ|

n−1∑
i=0

|ρ|n−i−1|θ|i � 1
|ρ− θ| � C0

|ρ− θ| + 1
, C0 = ε0 + 1

ε0
.

Если же λ ∈ γ1, μ ∈ γ−1 или λ ∈ γ−1, μ ∈ γ1, то |λ − μ| = |λ| + |μ|
и, следовательно,

1
|λ− μ|

n−1∑
i=0

|ρ|n−i−1|θ|i � 2(n+ 1)
|ρ| + |θ| � C

|ρ− θ| + 1
.

Таким образом, оценка (3.2.27) доказана.
Далее, в силу (3.1.27) имеем

r̃
(ν+1)
kj (x,λ,μ) = dν

dxν (ϕ̃k(x,λ)g̃∗j (x,μ)), λ,μ ∈ γ.

Отсюда, с учетом (3.2.18), (3.2.29), получаем (3.2.28). Лемма 3.2.4
доказана. �
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Отметим, что так как при λ,μ ∈ γ0

〈ϕ̃(x,λ), g̃∗(x,μ)〉�̃ |x=0 = −Y M̃(λ)M̃−1(μ)Ã0(μ)Y T ,

то, в силу (3.1.27), имеем при λ,μ ∈ γ0:

r̃(x,λ,μ) = Y M̃(λ)M̃−1(μ)Ã0(μ)Y T

μ− λ
+

x∫

0

ϕ̃(t,λ)g̃∗(t,μ) dt. (3.2.30)

Пусть для определенности arg ρ ∈ (0, 2π
n

). Обозначим

Ω(x,λ) = diag [ρk−n exp(ρRkx)]k=2,n,

ϕ+(x,λ) = Ω−1(x,λ)ϕ(x,λ), r+(x,λ,μ) = Ω−1(x,λ)r(x,λ,μ)Ω(x,μ),
a+(x,λ) = Ω−1(x,λ)a(λ)Ω(x,λ), N+(x,λ) = Ω−1(x,λ)N(λ)Ω(x,λ).

Аналогично определим матрицы ϕ̃+(x,λ), r̃+(x,λ,μ), ã+(x,λ),
Ñ+(x,λ). Из (3.2.29), (3.2.30) и леммы 3.2.4 вытекает, что

|ϕ̃+(ν)(x,λ)| < C|ρ|ν , λ ∈ γ, ν = 0,n− 1,

|r̃+kj(x,λ,μ)| < Cx

|θ|2n(|ρ− θ| + 1)
; λ ∈ γ, μ ∈ γ′′ ∨ λ ∈ γ′′, μ ∈ γ,

|r̃+(ν+1)
kj (x,λ,μ)| < Cx|θ|−2n(|ρ| + |θ|)ν , λ,μ ∈ γ, ν = 0,n− 1,

(3.2.31)
причем функции r̃+kj(x,λ,μ) непрерывны при λ,μ ∈ γ1, λ,μ ∈ γ−1,
а при λ,μ ∈ γ0

r̃+(x,λ,μ) = ã+(x,λ)

μ− λ
+ H̃+(x,λ,μ),

где H̃+(x,λ,μ) — непрерывная функция. Аналогичные свойства имеют
функции r+(x,λ,μ), ϕ+(x,λ). Из теоремы 3.2.1 и равенств (3.2.9)
вытекает следующая теорема.

Те о р е м а 3.2.2. Справедливы соотношения

ϕ̃+(x,λ) = Ñ+(x,λ)ϕ+(x,λ) +

+ 1
2πi

∫
γ

r̃+(x,λ,μ)ϕ+(x,μ) dμ, λ ∈ γ, (3.2.32)

Ñ+(x,λ)r+(x,λ,μ) − r̃+(x,λ,μ)N+(x,μ) +

+ 1
2πi

∫
γ

r̃+(x,λ, ξ)r+(x, ξ,μ) dξ = 0, λ,μ ∈ γ, (3.2.33)
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Ñ+(x,λ)N+(x,λ) − 1
4
ã+(x,λ)a+(x,λ) = E,

Ñ+(x,λ)a+(x,λ) − ã+(x,λ)N+(x,λ) = 0.
(3.2.34)

Введем теперь банахово пространство B = Ln−1
2 (γ′) ⊕ Ln−1∞ (γ′′)

вектор-функций z(λ) = [zj(λ)]j=1,n−1, λ ∈ γ, с нормой

‖z‖B =
n−1∑
j=1

(
‖zj‖L2(γ′) + ‖zj‖L∞(γ′′)

)
.

При фиксированном x � 0 рассмотрим линейные операторы в B:

Ãz(λ) = Ñ+(x,λ)z(λ) + 1
2πi

∫
γ

r̃+(x,λ,μ)z(μ) dμ, λ ∈ γ,

Az(λ) = Ñ+(x,λ)z(λ) − 1
2πi

∫
γ

r+(x,λ,μ)z(μ) dμ, λ ∈ γ.
(3.2.35)

Л емм а 3.2.5. При фиксированном x � 0 операторы A, Ã явля-
ются линейными ограниченными операторами в B, причем ÃA =
= AÃ = E.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Ограниченность операторов A, Ã очевидна.
Используя формулу смены порядка интегрирования в особом интеграле
[88, c. 60], получаем

1
2πi

∫
γ

r̃+(x,λ, ξ) dξ 1
2πi

∫
γ

r+(x, ξ,μ)z(μ) dμ =

= 1
4
ã+(x,λ)a+(x,λ) + 1

2πi

∫
γ

(
1
2πi

∫
γ

r̃+(x,λ, ξ)r+(x, ξ,μ) dξ
)
z(μ) dμ.

Тогда из (3.2.33), (3.2.34), (3.2.35) вытекает, что

ÃAz(λ) = (Ñ+(x,λ)N+(x,λ) − 1
4
ã+(x,λ)a+(x,λ))z(λ) −

− 1
2πi

∫
γ

(
Ñ+(x,λ)r+(x,λ,μ) − r̃+(x,λ,μ)N+(x,λ) +

+ 1
2πi

∫
γ

r̃+(x,λ, ξ)r+(x, ξ,μ) dξ
)
z(μ) dμ = z(λ),

т. е. ÃA = E. Аналогично доказывается, что AÃ = E. Лемма 3.2.5
доказана. �
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С л ед с т в и е 3.2.1. При x � 0 основное уравнение обратной зада-
чи (3.2.10) имеет единственное решение в классе Ω−1(x,λ)ϕ(x,λ) ∈
∈ B, причем sup

x
‖Ω−1(x,λ)ϕ(x,λ)‖B <∞.

3.2.2. Необходимые и достаточные условия. Обозначим
через W множество матриц M(λ) = [Mmk(λ)]m,k=1,n таких, что:
1) Mmk(λ) = δmk, m � k; Mmk(λ) = O(ρm−k), |λ| → ∞, m < k; 2)
функции Mmk(λ) регулярны в Π(−1)n−m за исключением не более
чем счетного ограниченного множества полюсов Λ′

mk и непрерывны в
Π(−1)n−m за исключением ограниченных множеств Λmk; 3) функции
Mmk(λ) − Mm,m+1(λ)Mm+1,k(λ) регулярны при λ ∈ Γ(−1)n−m \ Λ,
Λ =

⋃
m,k

Λmk (множество Λ свое для каждой матрицы M(λ)).

Те о р е м а 3.2.3. Для того чтобы матрица M(λ) ∈ W была
матрицей Вейля для L ∈ VN , необходимо и достаточно, чтобы
выполнялись следующие условия:
1) (асимптотика) существует L̃ ∈ VN такая, что M̂m,m+1(λ) =
= O(ρ−n−2), |λ| → ∞;
2) (условие Р) при x � 0 уравнение (3.2.10) имеет един-
ственное решение в классе Ω−1(x,λ)ϕ(x,λ) ∈ B, причем
sup

x
‖Ω−1(x,λ)ϕ(x,λ)‖B <∞;

3) εν(x) ∈ Wν+N , ν = 0,n− 2, где функции εν(x) определяются
по формулам (3.2.19)–(3.2.22).
При выполнении этих условий дифференциальное уравнение
и линейные формы L = (�,U) строятся по формулам (3.2.23).

Пример 2.2.1 показывает существенность условий 2,3 теоремы3.2.3.

Необходимость условий теоремы 3.2.3 доказана выше в п. 3.2.1. До-
кажем их достаточность. Пусть ϕ(x,λ) — решение уравнения (3.2.10).

Л ем м а 3.2.6. Функции ϕ(ν)(x,λ), ν = 0,n− 1, абсолютно непре-
рывны по x на каждом конечном интервале, и при фиксированном
x � 0 Ω−1(x,λ)ρ−νϕ(ν)(x,λ) ∈ B, ν = 0,n.

Док а з а т е л ь с т в о. Построим сначала обратный оператор при
x = 0. Обозначим B(λ) = diag [χ((−1)n−k+1λ)]k=2,n при λ ∈ γ1 ∪ γ−1

и B(λ)=E при λ ∈ γ0. Тогда ϕ̃(x,λ) = B(λ)Y Φ̃(x,λ). В силу (3.1.27)
r̃(x,λ,μ) = r̃0(λ,μ) + r̃1(x,λ,μ), где

r̃1(x,λ,μ) =
x∫

0

ϕ̃(t,λ)g̃∗(t,μ) dt, r̃0(λ,μ) = r̃(0,λ,μ) = κ̃(λ,μ)

μ− λ
,

κ̃(λ,μ) = B(λ)Y M̃(λ)M̃∗(μ)Ã(μ)Y T , κ̃(λ,λ) = ã(λ).
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Положим

r0(λ,μ) = κ(λ,μ)

μ− λ
, κ(λ,μ) = B(λ)YM(λ)M∗(μ)A(μ)Y T ,

M∗(λ) = M−1(λ), κ(λ,λ) = a(λ).

Используя (3.2.5), равенстваM∗(λ) =M−1(λ), M̃∗(λ) = M̃−1(λ) и ана-
литические свойства функций M(λ), M̃(λ), получаем

M(λ)M∗(μ)

λ− μ
− M̃(λ)M̃∗(μ)

λ− μ
= 1

2πi

∫
γ

M̃(λ)M̃∗(ξ)M(ξ)M∗(μ)

(λ− ξ)(ξ − μ)
dξ.

Повторяя рассуждения, приведенные при доказательстве теоремы 3.2.1,
находим

Ñ(λ)r0(λ,μ) − r̃0(λ,μ)N(μ) + 1
2πi

∫
γ

r̃0(λ, ξ)r0(ξ,μ) dξ = 0

и, аналогично,

N(λ)r̃0(λ,μ) − r0(λ,μ)Ñ(μ) + 1
2πi

∫
γ

r0(λ, ξ)r̃0(ξ,μ) dξ = 0.

Рассмотрим операторы

A0y(λ) = N(λ)y(λ) − 1
2πi

∫
γ

r0(λ,μ)y(μ) dμ,

Ã0y(λ) = Ñ(λ)y(λ) + 1
2πi

∫
γ

r̃0(λ,μ)y(μ) dμ.

Как и при доказательстве леммы 3.2.5, убеждаемся, что A0, Ã0 яв-
ляются линейными и ограниченными операторами в B, причем A0Ã0 =
= Ã0A0 = E.

Проведем регуляризацию уравнения (3.2.10). Обозначим γ− =
= {λ : λ ∈ γ1 ∪ γ−1, |λ| � R}, γ+ = γ \ γ−, где R — достаточно большое
вещественное число. Рассмотрим опеpатор

Qy(λ) =

⎧⎨⎩
y(λ), λ ∈ γ−

N(λ)y(λ) − 1
2πi

∫
γ r

0(λ,μ)y(μ) dμ, λ ∈ γ+.

Ясно, что Q — линейный ограниченный оператор в B. Выберем R так,
чтобы существовал огpаниченный Q−1. Это возможно, так как пpи
больших R опеpатоp Q «мало отличается» от A0. Применяя опеpатоp
Q к обеим частям pавенства (3.2.10), получаем
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˜̃ϕ(x,λ) = ϕ(x,λ) + 1
2πi

∫
γ

˜̃r(x,λ,μ)ϕ(λ,μ) dμ,

где ˜̃ϕ(x,λ) =

{
N(λ)ϕ̃(x,λ) − 1

2πi

∫
γ+ r

0(λ,μ)ϕ̃(x,μ) dμ, λ ∈ γ+,
ϕ̃(x,λ), λ ∈ γ−,

˜̃r(x,λ,μ)=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

r̃(x,λ,μ), λ ∈ γ−,
N(λ)r̃(x,λ,μ)− 1

2πi

∫
γ+ r

0(λ, ξ)r̃(x, ξ,μ) dξ, λ∈γ+, μ∈γ−,
N(λ)r̃1(x,λ,μ) − 1

2πi

∫
γ+ r

0(λ, ξ)r̃1(x, ξ,μ) dξ+

+ 1
2πi

∫
γ− r

0(λ, ξ)r̃0(x, ξ,μ) dξ, λ,μ ∈ γ+.

Выполним замену:˜̃ϕ+
(x,λ) = Ω−1(x,λ)˜̃ϕ(x,λ), ϕ+(x,λ) = Ω−1(x,λ)ϕ(x,λ),˜̃r+(x,λ,μ) = Ω−1(x,λ)˜̃r(x,λ,μ)Ω(x,μ).

Тогда ˜̃ϕ+
(x,λ) = ϕ+(x,λ) + 1

2πi

∫
γ

˜̃r+(x,λ,μ)ϕ+(x,μ) dμ, (3.2.36)

причем

ρ−ν ˜̃ϕ+(ν)
(x,λ) ∈ B, ν = 0,n,

|˜̃r+(x,λ,μ)| � Cx|θ|−2n(|ρ− θ| + 1)−1,

|˜̃r+(ν+1)

kj (x,λ,μ)| � Cx|θ|−2n(|ρ| + |θ|)ν , ν = 0,n− 1.

Оператор ˜̃
Ay(λ) = y(λ) + 1

2πi

∫
γ

˜̃r+(x,λ,μ)y(μ) dμ, B → B,

при каждом x � 0 является линейным ограниченным оператором Фред-

гольма. Покажем, что ˜̃A−1

существует и ограничен. Для этого доста-
точно доказать, что однородное уравнение

y+(λ) + 1
2πi

∫
γ

˜̃r+(x,λ,μ)y+(μ) dμ = 0, y+(λ) ∈ B,

имеет только нулевое решение. Обозначим y(λ) = Ω(x,λ)y+(λ). Тогда

y(λ) + 1
2πi

∫
γ

˜̃r(x,λ,μ)y(μ) dμ = 0.
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Положим
z̃(λ) = Ñ(λ)y(λ) + 1

2πi

∫
γ

r̃(x,λ,μ)y(μ) dμ.

Применяя оператор Q, получим

Qz̃(λ) = y(λ) + 1
2πi

∫
γ

˜̃r(x,λ,μ)y(μ) dμ = 0.

Так как оператор Q обратим, то z̃(λ) = 0. Тогда

Ñ(λ)y(λ) + 1
2πi

∫
γ

r̃(x,λ,μ)y(μ) dμ = 0, Ω−1(x,λ)y(λ) ∈ B.

Отсюда и из условия P теоремы 3.2.3 вытекает, что y(λ) = 0 и, следо-

вательно, y+(λ) = 0. Таким образом, оператор ˜̃A−1

существует и огра-
ничен. Далее, используя уравнение Фредгольма (3.2.36), нетрудно по-
лучить, что функции ϕ+(ν)(x,λ), ν = 0,n− 1, абсолютно непрерывны
по x на каждом конечном интервале и при фиксированном x � 0
ρ−νϕ+(ν)(x,λ) ∈ B, ν = 0,n. Лемма 3.2.6 доказана. �

Построим функции Φ(x,λ) = [Φm(x,λ)]T
m=1,n

по формуле

Φ(x,λ) = Φ̃(x,λ) − 1
2πi

∫
γ

〈Φ̃(x,λ), g̃∗(x,μ)〉�̃
λ− μ

ϕ(x,μ) dμ, λ ∈ Jγ , (3.2.37)

а также дифференциальное уравнение и линейные формы L = (�,U)
по формулам (3.2.23), где функции εν(x), tjν(x) определяются по фор-
мулам (3.2.19)–(3.2.22). Ясно, что L ∈ VN .

Л е мм а 3.2.7. Имеют место равенства

�ϕ(x,λ) = λϕ(x,λ), λ ∈ γ; �Φ(x,λ) = λΦ(x,λ), λ ∈ Jγ .

До к а з а т е л ь с т в о. Дифференцируя соотношения (3.2.10),
(3.2.37) по x и учитывая (3.1.27), (3.2.19), (3.2.20), вычисляем

n∑
ν=0

tjν(x)ϕ̃(ν)(x,λ) = Ñ(λ)ϕ(j)(x,λ) +

+ 1
2πi

∫
γ

r̃(x,λ,μ)ϕ(j)(x,μ) dμ, λ ∈ γ, (3.2.38)

n∑
ν=0

tjν(x)Φ̃(ν)(x,λ) = Φ(j)(x,λ) +
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+ 1
2πi

∫
γ

〈Φ̃(x,λ), g̃∗(x,μ)〉�̃
λ− μ

ϕ(j)(x,μ) dμ, λ ∈ Jγ . (3.2.39)

Покажем, что имеют место равенства

�̃ϕ̃(x,λ) = Ñ(λ)�ϕ(x,λ) + 1
2πi

∫
γ

r̃(x,λ,μ)�ϕ(x,μ) dμ+

+ 1
2πi

∫
γ

〈ϕ̃(x,λ), g̃∗(x,μ)〉�̃ ϕ(x,μ) dμ, λ ∈ γ, (3.2.40)

�̃Φ̃(x,λ) = �Φ(x,λ) + 1
2πi

∫
γ

〈Φ̃(x,λ), g̃∗(x,μ)〉�̃
λ− μ

�ϕ(x,μ) dμ+

+ 1
2πi

∫
γ

〈Φ̃(x,λ), g̃∗(x,μ)〉�̃ ϕ(x,μ) dμ, λ ∈ Jγ . (3.2.41)

В самом деле, в силу (3.2.23), (3.2.19)–(3.2.22) имеем

p̃ν(x) = pν(x) +
n∑

j=ν+1

pj(x)tjν(x) +
n−1∑
j=0

L̃νj(x)κj0(x).

Отсюда и из (3.2.38), (3.1.22) вытекает, что

Ñ(λ)�ϕ(x,λ) + 1
2πi

∫
γ

r̃(x,λ,μ)�ϕ(x,μ) dμ+

+ 1
2πi

∫
γ

〈ϕ̃(x,λ), g̃∗(x,μ)〉�̃ ϕ(x,μ) dμ =
n∑

j=0

pj(x)
n∑

ν=0

tjν(x)ϕ̃(ν)(x,λ) +

+
n−1∑

ν,j=0

L̃νj(x)κj0(x)ϕ̃(ν)(x,λ) =
n∑

ν=0

p̃ν(x)ϕ̃(ν)(x,λ) = �̃ϕ̃(x,λ).

Аналогично доказывается и (3.2.41).
Из (3.2.40) следует, что

λϕ̃(x,λ) = Ñ(λ)�ϕ(x,λ) + 1
2πi

∫
γ

r̃(x,λ,μ)�ϕ(x,μ) dμ+

+ 1
2πi

∫
γ

(λ− μ)r̃(x,λ,μ)ϕ(x,μ) dμ,
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или

Ñ(λ)
(
�ϕ(x,λ) − λϕ(x,λ)

)
+

+ 1
2πi

∫
γ

r̃(x,λ,μ)
(
�ϕ(x,μ) − μϕ(x,μ)

)
dμ = 0.

Обозначим y(x,λ) := �ϕ(x,λ) − λϕ(x,λ), y(x,λ) = [yk(x,λ)]k=2,n.
Тогда

Ñ(λ)y(x,λ) + 1
2πi

∫
γ

r̃(x,λ,μ)y(x,μ) dμ = 0, λ ∈ γ. (∗)

В силу леммы 3.2.6
1
λ
Ω−1(x,λ)y(x,λ) ∈ B. Из (*) при λ ∈ γ′′ имеем

yk(x,λ) = − 1
2πi

∫
γ

n∑
j=2

r̃kj(x,λ,μ)yj(x,μ) dμ.

Отсюда, с учетом леммы 3.2.4, получаем оценку

|yk(x,λ)| � Cx|ρ|k−n| exp(ρRkx)|, λ ∈ γ′′.

Следовательно, Ω−1(x,λ)y(x,λ) ∈ B. Тогда, согласно условию P теоре-
мы 3.2.3, однородное уравнение (∗) имеет только нулевое решение, т. е.
�ϕ(x,λ) = λϕ(x,λ), λ ∈ γ.

Далее, из (3.2.41) вытекает, что

λΦ̃(x,λ) = �Φ(x,λ) + 1
2πi

∫
γ

〈Φ̃(x,λ), g̃∗(x,μ)〉�̃
λ− μ

μϕ(x,μ) dμ+

+ 1
2πi

∫
γ

〈Φ̃(x,λ), g̃∗(x,μ)〉�̃ ϕ(x,μ) dμ,

или

�Φ(x,λ) = λ
(
Φ̃(x,λ) − 1

2πi

∫
γ

〈Φ̃(x,λ), g̃∗(x,μ)〉�̃
λ− μ

ϕ(x,μ) dμ
)
,

и, следовательно, с учетом (3.2.37), �Φ(x,λ) = λΦ(x,λ). Лемма 3.2.7
доказана. �

Лемма 3.2.8. Функции Φ(x,λ) = [Φm(x,λ)]T
m=1,n

являются реше-
ниями Вейля для L.

До к а з а т е л ь с т в о. Из (3.2.37) следует, что при фиксированном
x � 0 функции Φ(ν)(x,λ), ν = 0,n, регулярны при λ ∈ Jγ . Кроме того,
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из (3.2.10), (3.2.37), как и при доказательстве теоремы 3.2.1, вытекает,
что

lim
z→λ,z∈Jγ

Φ(ν)
m (x, z) = ϕ(ν)

m (x,λ), λ ∈ γ0 ∪ γ(−1)n−m+1 , m = 2,n.

Так как g̃∗(ν)(x,μ)ϕ(j)(x,μ) = G̃∗(ν)(x,μ)Φ(j)(x,μ), то из (3.2.39) полу-
чаем

n−1∑
j=0

uξj0

n∑
ν=0

tjν(0)Φ̃(ν)(0,λ) = Uξ0(Φ(x,λ)) +

+ 1
2πi

∫
γ

〈Φ̃(x,λ), G̃∗(x,μ)〉�̃
λ− μ |x=0

Uξ0(Φ(x,μ)) dμ,

или

Ũξ0(Φ̃(x,λ)) = Uξ0(Φ(x,λ)) + 1
2πi

∫
γ

Γ̃(λ,μ)

μ− λ
Uξ0(Φ(x,μ)) dμ.

Отсюда, с учетом (3.2.7), имеем

Ũξ0(Φ̃m(x,λ)) = Uξ0(Φm(x,λ)) +

+ 1
2πi

∫
γ

n∑
j=m+1

Γ̃mj(λ,μ)

μ− λ
Uξ0(Φj(x,μ)) dμ. (3.2.42)

Последовательно положив в (3.2.42) ξ = n,n− 1, . . . , 1 и учитывая, что
Ũξ0(Φ̃m(x,λ)) = δξm, ξ = 1,m, находим: Uξ0(Φm(x,λ)) = δξm, ξ = 1,m.

Далее, используя оценки ‖ϕ+(x,λ)‖B < C и (3.2.18), получаем∫
γ

|g̃∗(ν)(x,μ)ϕ(x,μ)| |dμ| < C exp(ax), a > 0, ν = 0,n− 1. (3.2.43)

В λ-плоскости рассмотрим область

G0
ε = {λ : d(λ, γ0) � ε, arg(±λ) /∈ (−ε, ε)}, ε > 0.

Из (3.2.37) с учетом (3.1.22), (3.2.43) следует, что

|Φm(x,λ)| < C|ρ|m−n exp(ax)| expρRmx|, x � 0, λ ∈ G0
ε.

Обозначим через Φ0(x,λ) = [Φ0
m(x,λ)]T

m=1,n
решения Вейля для L,

Φ

̂

m(x,λ) = Φm(x,λ) − Φ0
m(x,λ). Тогда функции Φ

̂

m(x,λ) регулярны
при λ ∈ Jγ и

|Φ

̂

m(x,λ)| < C|ρ|m−n exp(ax)| exp(ρRmx)|, x � 0, λ ∈ G0
ε.

Кроме того, �Φ

̂

m(x,λ) = λΦ

̂

m(x,λ), Uξ0(Φ

̂

m(x,λ)) = 0, ξ = 1,m.
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Покажем, что Φ

̂

m(x,λ) ≡ 0. В самом деле, так как функции
[Φ0

m(x,λ)]m=1,n образуют фундаментальную систему решений диффе-
ренциального уравнения �y = λy, то

Φ

̂

m(x,λ) =
n∑

j=1

αjm(λ)Φ0
j(x,λ).

Применяя последовательно линейные формы U10, . . . ,Um0, находим
αjm(λ) = 0, j = 1,m. Таким образом,

Φ

̂

m(x,λ) =
n∑

j=m+1

αjm(λ)Φ0
j(x,λ),

причем функции αjm(λ) регулярны при λ ∈ Jγ . Предположим, что
при некотором s (m+ 1 � s � n) αsm(λ) �≡ 0, αjm(λ) ≡ 0, j = s+ 1,n.

Выберем λ∗ ∈ G0
ε так, чтобы αsm(λ∗) �= 0, Re(ρ∗(Rs −Rs−1)) > a. Тогда

Φ0
s(x,λ

∗) = 1
αsm(λ∗)

(Φ

̂

m(x,λ∗) −
s−1∑

j=m+1

αjm(λ∗)Φ0
j(x,λ

∗)),

и, следовательно, |Φ0
s(x,λ∗)| < C∗ exp(ax)| expρ∗Rs−1x|, x > 0. С дру-

гой стороны, из (3.1.10) вытекает, что

|Φ0
s(x,λ

∗)| > C∗
1 | exp ρ∗Rsx|, x > 0.

Полученное противоречие доказывает, что αjm(λ) ≡ 0, j = m+ 1,n,
т. е. Φ

̂
m(x,λ) ≡ 0. Следовательно, Φm(x,λ) = Φ0

m(x,λ). Лемма 3.2.8
доказана. �

Лемм а 3.2.9. Матрица M(λ) является матрицей Вейля для L.

До к а з а т е л ь с т в о. Обозначим черезM0
mξ(λ) = Uξ0(Φm) функции

Вейля для L, M

̂

mξ(λ) = Mmξ(λ) −M0
mξ(λ). Согласно (3.2.26)

Ũξ0(Φ̃m(x,λ)) = Uξ0(Φm(x,λ)) +

+ 1
2πi

∫
γ

n∑
j=m+1

Γ̃0
mj(λ,μ)

μ− λ
Uξ0(Φj(x,μ)) dμ, (3.2.44)

где Γ̃0(λ,μ) имеет тот же вид, что и Γ̃(λ,μ), но с M0
mξ вместо Mmξ.

Сравнивая (3.2.42) и (3.2.44), получаем

1
2πi

∫
γ

(
Γ̃mξ(λ,μ) − Γ̃0

mξ(λ,μ)
)

dμ

μ− λ
+ 1

2πi

∫
γ

ξ−1∑
j=m+1

(
Γ̃mj(λ,μ) −

− Γ̃0
mj(λ,μ)

)
M0

jξ(μ) dμ

μ− λ
= 0, ξ > m, λ ∈ Jγ . (3.2.45)
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Покажем по индукции, что M

̂

mξ(λ) ≡ 0, ξ > m. При ξ = m + 1
из (3.2.45) с учетом (3.2.7), имеем

1
2πi

∫
γ

χ(−1)n−m(μ)M

̂

m,m+1(μ) dμ

μ− λ
= 0, λ ∈ Jγ ,

или
1
2πi

∫
γ0∪γ(−1)n−m

M

̂

m,m+1(μ)

μ− λ
dμ = 0,

и, следовательно, M

̂

m,m+1(λ) ≡ 0.
Предположим, что M

̂

mj(λ) ≡ 0, j = m+ 1, ξ − 1. Тогда, в силу
(3.2.7)

Γ̃mj(λ,μ) = Γ̃0
mj(λ,μ), j = m+ 1, ξ − 1; ˜̃Γmξ(λ,μ) = ˜̃Γ0

mξ(λ,μ).

Таким образом, из (3.2.45) получаем∫
γ0

M

̂

mξ(μ)

μ− λ
dμ = 0, λ ∈ Jγ . (3.2.46)

Функция M

̂

m,ξ(λ) регулярна при λ ∈ Jγ и λ ∈ γ(−1)n−m+1 . Далее,
функции

Mmξ(λ) −Mm,m+1(λ)Mm+1,ξ(λ), M0
mξ(λ) −M0

m,m+1(λ)M0
m+1,ξ(λ)

регулярны при λ ∈ γ(−1)n−m . Так как M

̂

mj(λ) ≡ 0, j = m+ 1, ξ − 1,
то функцияM

̂

mξ(λ) регулярна при λ ∈ γ(−1)n−m . Таким образом, функ-

ция M

̂

mξ(λ) регулярна при λ /∈ intγ0 и M

̂

mξ(λ) = O(ρ−1), |λ| → ∞.

Тогда из (3.2.46) вытекает, что M

̂

mξ(λ) ≡ 0. Лемма 3.2.9 доказана. �
Таким образом, теорема 3.2.3 полностью доказана.

З а м е ч а н и е 3.2.1. Метод, изложенный в § 3.2, позволяет ре-
шать обратную задачу и для дифференциальных операторов с несум-
мируемыми коэффициентами. В самом деле, пусть матрица M(λ) ∈ W
удовлетворяет условиям 1, 2 теоремы 3.2.3. Тогда, согласно выше-
указанной процедуре, по M(λ) можно построить дифференциальное
уравнение и линейные формы вида (3.1.1), (3.1.2). При этом коэффи-
циенты pk(x) уравнения (3.1.1) будут, вообще говоря, несуммируемыми
функциями (см. пример 2.2.1).

З а м е ч а н и е 3.2.2. Мы упоминали выше, что существует другое
обобщение функции Вейля оператора Штурма–Лиувилля. Сравним
понятие введенной выше матрицы Вейля с понятием m-матрицы из
[188] (где использовались несколько другие обозначения). Для про-
стоты пусть n = 4 и Uξ(y) = y(ξ−1)(0). Пусть функции Φk(x,λ), k =
= 1, 4, являются решениями уравнения (3.1.1) для n = 4 при усло-

10 В.А. Юрко
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виях Φ(ν−1)
k (0,λ) = δνk, ν = 1, k, Φk(x,λ) = O(exp(ρRkx)), x → ∞,

ρ ∈ Sμ, в каждом секторе со свойством (3.1.3). Положим Mkν(λ) =
= Φ(ν−1)

k (0,λ), ν > k. Таким образом,

Φ1(0,λ) = 1, Φ1(x,λ) = O(exp(ρR1x)), x→ ∞,

Φ2(0,λ) = 0, Φ′
2(0,λ) = 1, Φ2(x,λ) = O(exp(ρR2x)), x→ ∞,

Φ3(0,λ) = Φ′
3(0,λ) = 0, Φ′′

3 (0,λ) = 1,

Φ3(x,λ) = O(exp(ρR3x)), x→ ∞,

Φ4(0,λ) = Φ′
4(0,λ) = Φ′′

4 (0,λ) = 0, Φ′′′
4 (0,λ) = 1,

M12(λ) = Φ′
1(0,λ), M13(λ) = Φ′′

1 (0,λ), M14(λ) = Φ′′′
1 (0,λ),

M23(λ) = Φ′′
2 (0,λ), M24(λ) = Φ′′′

2 (0,λ),
M34(λ) = Φ′′′

3 (0,λ),

и матрица Вейля M(λ) имеет вид

M(λ) =

⎡⎢⎣ 1 M12(λ) M13(λ) M14(λ)
0 1 M23(λ) M24(λ)
0 0 1 M34(λ)
0 0 0 1

⎤⎥⎦ .
Ясно, что⎡⎢⎣ Φ1(x,λ)

Φ2(x,λ)
Φ3(x,λ)
Φ4(x,λ)

⎤⎥⎦ =

⎡⎢⎣ 1 M12(λ) M13(λ) M14(λ)
0 1 M23(λ) M24(λ)
0 0 1 M34(λ)
0 0 0 1

⎤⎥⎦
⎡⎢⎣ C1(x,λ)
C2(x,λ)
C3(x,λ)
C4(x,λ)

⎤⎥⎦ ,
где Ck(x,λ), k = 1, 4, — решения (3.1.1) для n = 4 при начальных
условиях C

(ν−1)
k (0,λ) = δνk, ν, k = 1, 4. Для функций Φk(x,λ) мы

имеем шкалу роста: наименьшая экспонента при Φ1, наибольшая —
при Φ4. При этом Φ1 и Φ2 убывают на бесконечности, а Φ3 и Φ4 растут.

Пусть теперь ψk(x,λ), k = 1, 2, являются решениями уравнения
(3.1.1) для n = 4 при условиях

ψ1(0,λ) = 0, ψ′
1(0,λ) = −1, ψ1(x,λ) ∈ L2(0,∞),

ψ2(0,λ) = 1, ψ′
2(0,λ) = 0, ψ2(x,λ) ∈ L2(0,∞),

и пусть

m11(λ) = ψ′′
1 (0,λ), m12(λ) = ψ′′′

1 (0,λ),
m21(λ) = ψ′′

2 (0,λ), m22(λ) = ψ′′′
2 (0,λ).

Матрицу

m(λ) =
[
m11(λ) m12(λ)
m21(λ) m22(λ)

]



§ 3.3. Восстановление дифференциальных операторов 291

будем называть m-матрицей. Ясно, что,[
ψ1(x,λ)
ψ2(x,λ)

]
=
[ −C2(x,λ)
C1(x,λ)

]
+m(λ)

[
C3(x,λ)
C4(x,λ)

]
,

ψ1(x,λ) = −Φ2(x,λ), ψ2(x,λ) = Φ1(x,λ) −M12(λ)Φ2(x,λ),
m11(λ) = −M23(λ), m12(λ) = −M24(λ),

m21(λ) = M13(λ) −M12(λ)M23(λ), m22(λ) = M14(λ) −M12(λ)M24(λ).

В самосопряженном случае задание m-матрицы m(λ) равносильно за-
данию спектральной матрицы σ(λ), причем

m(λ) =
∞∫

−∞

dσ(μ)

μ− λ
.

Спектральная матрица σ(λ) и m-матрица m(λ) используются при ис-
следовании прямых задач спектрального анализа для уравнения (3.1.1)
в самосопряженном случае (подробнее см. [188]), но они неудобны при
исследовании обратных задач. Матрица Вейля M(λ) является более
удачным и естественным объектом в теории обратных задач.

Отметим, что в самосопряженном случае имеют место следующие
связи между Mkj(λ):

M12(λ) = M34(λ), M24(λ) = −M13(λ) +M12(λ)M23(λ).

§ 3.3. Восстановление дифференциальных операторов
на конечном интервале

Рассмотрим дифференциальное уравнение и линейные формы L ∈ VN вида
(3.1.1), (3.1.2) на конечном интервале (T <∞). В этом параграфе дается реше-
ние обратной задачи восстановления L по матрице Вейля M(λ). Используются
обозначения и результаты из § 3.1. При решении обратной задачи на конечном
отрезке возникают специфические трудности, связанные с наличием свойств
S1, S2 матрицы Вейля M(λ) (см. леммы 3.3.1, 3.3.2). Получены необходимые
и достаточные условия на матрицу Вейля и процедура построения коэффициен-
тов дифференциального уравнения и линейных форм по матрице Вейля M(λ),
исследована устойчивость решения обратной задачи. Основные результаты па-
раграфа содержатся в теоремах 3.3.1–3.3.4. В п. 3.3.5 приводится контрпример,
показывающий, что выбрасывание из матрицы Вейля одного элемента приводит
к нарушению единственности решения обратной задачи.

3.3.1. Свойства матрицы Вейля. Будем говорить, что L ∈ V ′
N ,

если L ∈ VN и функции Δmm(λ), m = 1,n− 1, имеют лишь простые
нули. Если L ∈ V ′

N , то матрицы M(λ), M∗(λ) имеют лишь простые
полюсы. Для простоты везде в дальнейшем считаем, что L ∈ V ′

N .

10*
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Так как L ∈ VN , то асимптотическую формулу (3.1.14) можно уточ-
нить:

λlm = (−1)n−m
(
π

T

(
sin πm

n

)−1
·
(
l +

n+N−1∑
ν=0

χmν

lν
+ κlm

ln+N−1

))n

, (3.3.1)

где κlm = o(1) при l → ∞. Обозначим βlmk = Res
λlm

Mmk(λ). В силу

(3.1.7) имеем
βlmk = Δmk(λlm)

Δ̇mm(λlm)
,

и при l → ∞

βlmk = ln+m−k−1
(n+N−1∑

ν=0

χmkν

lν
+ κlmk

ln+N−1

)
, χmk0 �= 0,

Mm+1,k,〈0〉 = lm+1−k
(n+N−1∑

ν=0

ηmkν

lν
+ κ

0
lmk

ln+N−1

)
, ηmk0 �= 0,

(3.3.2)

где κlmk = o(1), κ
0
lmk = o(1). Из (3.1.7), (3.1.20), (3.1.21) вытекает, что

|Mmk(λ)| < C|ρ|m−k, λ ∈ Gδ (3.3.3)

(Gδ — λ-плоскость с выброшенными кругами |λ − λ0| < δ, λ0 ∈ Λ)
и, следовательно,

Mmk(λ) =
∞∑
l=1

βlmk

λ− λlm
. (3.3.4)

Таким образом, функция Вейля Mmk(λ) однозначно определяется за-
данием своих полюсов и вычетов {λlm, βlmk}l�1.

Для λ0 ∈ Λ определим матрицу N (λ0) = [Njk(λ0)]j,k=1,n по формуле

N (λ0) = M〈−1〉(λ0)(M〈0〉(λ0))−1.

Так как Mmk(λ) = δmk, m � k, то Njk(λ0) = 0 при j � k. Покажем,
что

N (λ0)N (λ0) = 0,
Φ〈−1〉(x,λ0) = N (λ0)Φ〈0〉(x,λ0), Φ∗

〈−1〉(x,λ0) = −Φ∗
〈0〉(x,λ0)N (λ0).

(3.3.5)
В самом деле, так как M∗(λ)M(λ) = E, то

M∗
〈−1〉(λ0)M〈−1〉(λ0) = 0,

M∗
〈−1〉(λ0)M〈0〉(λ0) +M∗

〈0〉(λ0)M〈−1〉(λ0) = 0.

Отсюда находим, что N (λ0) = −(M∗
〈0〉(λ0))

−1M∗
〈−1〉(λ0), и, следователь-

но,

N (λ0)N (λ0) = −(M∗
〈0〉(λ0))

−1M∗
〈−1〉(λ0)M〈−1〉(λ0)(M〈0〉(λ0))−1 = 0.
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Далее, в силу (3.1.4), (3.1.28) и леммы 3.1.1, имеем: C(x,λ) =
= M∗(λ)Φ(x,λ) и C∗(x,λ) = Φ∗(x,λ)M(λ). Тогда

M∗
〈0〉(λ0)Φ〈−1〉(x,λ0) +M∗

〈−1〉(λ0)Φ
∗
〈0〉(x,λ0) = 0,

Φ∗
〈−1〉(x,λ0)M〈0〉(λ0) + Φ∗

〈0〉(x,λ0)M〈−1〉(λ0) = 0.

Отсюда получаем (3.3.5).
Из равенств (3.1.13) и �Φm(x,λ) = λΦm(x,λ) имеем

Un−m+1,T (Φm(x,λ)) = (−1)n−m(Δmm(λ))−1Δm−1,m−1(λ), (3.3.6)

�Φm,〈−1〉(x,λ0) = λ0Φm,〈−1〉(x,λ0),
�Φm,〈0〉(x,λ0) = λ0Φm,〈0〉(x,λ0) + Φm,〈−1〉(x,λ0).

(3.3.7)

Установим два важных свойства матрицы Вейля. Доопределим Λ0 =
= Λn = ∅.

Л е м м а 3.3.1 ( с в о й с т в о S1 ). Если λ0 /∈ Λm, то Nj,m+1(λ0) =
= . . . = Njn(λ0) = 0, j = 1,m. Если, кроме того, λ0 ∈ Λν+1

⋂
. . .

. . .
⋂

Λm−1, λ0 /∈ Λν , 1 � ν + 1 < m � n, то Nν+1,m(λ0) �= 0.

Док а з а т е л ь с т в о. Первое утверждение леммы докажем по ин-
дукции. Так как λ0 ∈ Λm, то из (3.1.13) вытекает, что Φm,〈−1〉(x,λ0) =
= 0. С другой стороны, в силу (3.3.5)

Φm,〈−1〉(x,λ0) = Nm,m+1(λ0)Φm+1,〈0〉(x,λ0) + . . .+Nmn(λ0)Φn,〈0〉(x,λ0).

Применяя к этому равенству линейные формы Um+1, 0, . . . ,Un0, после-
довательно находим: Nm,m+1(λ0) = . . . = Nmn(λ0) = 0.

Предположим, что Nj,m+1(λ0) = . . . = Njn(λ0) = 0, j =
= m− s+ 1,m, s � 1. Согласно (3.3.5) имеем

Φm−s,〈−1〉(x,λ0) = Nm−s,m−s+1(λ0)Φm−s+1,〈0〉(x,λ0) + . . .

. . . + Nm−s,n(λ0)Φn,〈0〉(x,λ0),
или

Φm−s,〈−1〉(x,λ0) −
s∑

i=1

Nm−s,m−s+i(λ0)Φm−s+i,〈0〉(x,λ0) =

=
n−m+s∑
i=s+1

Nm−s,m−s+i(λ0)Φm−s+i,〈0〉(x,λ0)
df= ψ(x). (3.3.8)

Так как Φm,〈−1〉(x,λ0) = 0, то, в силу (3.3.7), функции Φm−s,〈−1〉(x,λ0),
Φm,〈0〉(x,λ0) являются решениями уравнения �y = λ0y. Далее, исполь-
зуя (3.3.5) и предположение индукции, получаем
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s−1∑
i=1

Nm−s,m−s+i(λ0)Φm−s+i,〈−1〉(x,λ0) =

=
s−1∑
i=1

Nm−s,m−s+i(λ0)
m∑

ν=m−s+i+1

Nm−s+i,ν(λ0)Φν,〈0〉(x,λ0) =

=
m∑

ν=m−s+2

Φν,〈0〉(x,λ0)
ν−m+s−1∑

i=1

Nm−s,m−s+i(λ0)Nm−s+i,ν(λ0) = 0,

и, следовательно, функция
∑s−1

i=1 Nm−s,m−s+i(λ0)Φm−s+i,〈0〉(x,λ0) яв-
ляется решением уравнения �y = λ0y. Отсюда и из (3.3.8) вытекает,
что �ψ(x) = λ0ψ(x). Вновь используя (3.3.8), получаем

Uξ0(ψ) = UξT (ψ) = 0, ξ = 1,m, η = 1,n−m.

Так как λ0 не является собственным значением краевой задачи Sm,
то ψ(x) ≡ 0. Применяя теперь к равенству (3.3.8) линейные фор-
мы Um+1,0, . . . ,Un0, последовательно находим: Nm−s,k(λ0) = 0, k =
= m+ 1,n.

Доказательство второго утверждения леммы мы проведем от про-
тивного. Так как
Δνν(λ0) �= 0, Δss(λ0) = 0, s = ν + 1,m− 1, то из (3.3.6) следует, что

Un−s+1,T (Φs,〈0〉(x,λ0)) �= 0, s = ν + 2,m− 1, Φν+1,〈−1〉(x,λ0) �≡ 0.

Предположим, что Nν+1,m(λ0) = 0. Тогда

Φν+1,〈−1〉(x,λ0) = Nν+1,ν+2(λ0)Φν+2,〈0〉(x,λ0) + . . .

. . . + Nν+1,m−1(λ0)Φm−1,〈0〉(x,λ0).

Применяя последовательно линейные формы Un−m+2,T , . . . ,Un−ν−1,T ,
получаем
Nν+1,m−1(λ0) = . . . = Nν+1,ν+2(λ0) = 0, т. е. Φν+1,〈−1〉(x,λ0) ≡ 0. �

Обозначим As(λ0) = [Njν(λ0)]j=1,n−s, ν=n−s,n, s = 1,n− 1.

Лемм а 3.3.2 ( с в о й с т в о S2 ). Справедливо соотношение

rankAs(λ0) � 1, s = 1,n− 1.

Доказательство проведем по индукции. Покажем, что rankA1(λ0) �
� 1. В самом деле, если Δn−2,n−2(λ0) = Δn−1,n−1(λ0) = 0, то из (3.3.6)
имеем: U2,T (Φn−1,〈−1〉(x,λ0)) = 0, U2,T (Φn−1,〈0〉(x,λ0)) �= 0. Применяя
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линейные формы U2,T к равенству Φ〈−1〉(x,λ0) = N (λ0)Φ〈0〉(x,λ0), по-
лучаем

Nj,n−1(λ0)U2,T (Φn−1,〈0〉(x,λ0)) +

+ Nj,n(λ0)U2,T (Φn,〈0〉(x,λ0)) = 0, j = 1,n− 1,

и, следовательно, rankA1(λ0) � 1. Если же Δn−2,n−2(λ0) �= 0 или
Δn−1,n−1(λ0) �= 0, то по лемме 3.3.1 Njn(λ0) = 0, j = 1,n− 1, т. е.
rankA1(λ0) � 1.

Предположим, что соотношения rankAk(λ0) � 1 при k = 1, s− 1
уже доказаны. Если Δn−s−1,n−s−1(λ0) = Δn−s,n−s(λ0) = 0, то из (3.3.6)
имеем

Us+1,T (Φn−s,〈−1〉(x,λ0)) = 0, Us+1,T (Φn−s,〈0〉(x,λ0)) �= 0

и, следовательно,
n∑

k=n−s

Njk(λ0)Us+1,T (Φk,〈0〉(x,λ0)) = 0, j = 1,n− s. (3.3.9)

Возьмем фиксированную ненулевую строку матрицы As(λ0):

[Nν,n−s(λ0), . . . ,Nνn(λ0)] �= [0, . . . , 0].

Так как rankAs−1(λ0) � 1, то Njk(λ0) = αjNνk(λ0), k = n− s+ 1,n.
Тогда из (3.3.9) вытекает, что

(Nj,n−s(λ0) − αjNν,n−s(λ0))Us+1,T (Φn−s,〈0〉(x,λ0)) = 0,

или Nj,n−s(λ0) = αjNν,n−s(λ0). Следовательно, rankAs(λ0) � 1. Если
Δn−s−1,n−s−1(λ0) �= 0 или Δn−s,n−s(λ0) �= 0, то по лемме 3.3.1,

Nj,n−s+1(λ0) = . . . = Njn(λ0) = 0, j = 1,n− s,

т. е. rankAs(λ0) � 1. Лемма 3.3.2 доказана. �
Через W обозначим множество мероморфных матриц M(λ) =

= [Mmk(λ)]m,k=1,n, Mmk(λ) = δmk (m � k), имеющих только простые
полюсы Λ (множество Λ свое для каждой матрицы M(λ)) и таких, что
верно (3.3.3) и при каждом λ0 ∈ Λ матрица M(λ) обладает свойствами
S1, S2, где множества Λm = {λlm}l�1, λlm �= λl0,m (l �= l0) определены
следующим образом: если λ0 ∈ Λ, Nkj(λ0) �= 0, то λ0 ∈ Λk

⋂
. . .
⋂

Λj−1.
Очевидно, что если M(λ) ∈ W, то при λ0 ∈ Λ N (λ0)N (λ0) = 0.

Если L ∈ V ′
N и M(λ) — матрица Вейля для L, то M(λ) ∈ W.

Л е м м а 3.3.3. Дана матрица M(λ) = [Mmk(λ)]m,k=1,n,
Mmk(λ) = δmk (m � k), регулярная в проколотой окрестности точ-
ки λ0 и имеющая в этой точке простой полюс. Для того чтобы
матрица M∗(λ) := (M(λ))−1 имела в точке λ0 простой полюс,
необходимо и достаточно, чтобы N (λ0)N (λ0) = 0.
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Док а з а т е л ь с т в о. Необходимость очевидна. Докажем достаточ-
ность. Пусть N (λ0)N (λ0) = 0. Обозначим через Xp множество матриц
A = [Aνj ]ν,j=1,n, у которых Aνj = 0 при j − ν < n − p. Ясно, что если
A ∈ Xp, B ∈ Xq, то AB ∈ Xp+q−n. Так как M(λ)M∗(λ) = E, то

M∗(λ) =
∞∑

k=1−n

(λ− λ0)kM∗
〈k〉(λ0),

n−k−1∑
j=−1

M∗
〈−j−k〉(λ0)M〈j〉(λ0), k = 1,n− 1.

Отсюда, с учетом условия N (λ0)N (λ0) = 0, имеем

M∗
〈−k〉(λ0) = −M∗

〈1−k〉(λ0)N (λ0) −

−
(n−k−1∑

j=1

M∗
〈−j−k〉(λ0)M〈j〉(λ0)

)
(M〈0〉(λ0))−1,

M∗
〈1−k〉(λ0)N (λ0) = −

(n−k∑
j=1

M∗
〈−j−k+1〉(λ0)M〈j〉(λ0)

)
×

× (M〈0〉(λ0))−1N (λ0), k = 2,n− 1.

Так как N (λ0) ∈ Xn−1, M∗
〈−k〉(λ0) ∈ Xn−k, то отсюда находим

M∗
〈1−k〉(λ0)N (λ0), M∗

〈−k〉(λ0) ∈ Xn−k−2, k = 2,n− 1.

Повторяя этот прием конечное число раз, получим: M∗
〈−k〉(λ0) = 0, k =

= 2,n− 1. �
С л е д с т в и е 3.3.1. Если M(λ) ∈ W, то матрица M∗(λ) :=

= (M(λ))−1 имеет только простые полюсы.
Пусть L̃ ∈ V ′

N , M(λ) ∈ W. Обозначим

D̃(x,λ,λ0) =
[
− 〈Φ̃(x,λ), Φ̃∗(x,μ)〉�̃

λ− μ

]〈0〉
|μ=λ0

,

D̃〈k〉(x, z0,λ0) = [D̃(x,λ,λ0)]
〈k〉
|λ=z0

, k = 0,−1.
Лемм а 3.3.4. Имеют место равенства

D̃(x,λ,λ0)N (λ0) =
〈Φ̃(x,λ), Φ̃∗

〈−1〉(x,λ0)〉�̃
λ− λ0

,

Ñ (z0)D̃〈0〉(x, z0,λ0) =
[
− 〈Φ̃〈−1〉(x, z0), Φ̃

∗(x,μ)〉�̃
z0 − μ

]〈0〉
|μ=λ0

,
(3.3.10)
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D̃〈−1〉(x, z0,λ0) = Ñ (z0)D̃〈0〉(x, z0,λ0) − δ(z0,λ0)E, (3.3.11)

Ñ (z0)D̃〈0〉(x, z0,λ0)Ñ (λ0) =
〈Φ̃〈−1〉(x, z0), Φ̃

∗
〈−1〉(x,λ0)〉�̃

z0 − λ0
, (z0 �= λ0),

Ñ (z0)D̃〈0〉(x, z0,λ0)Ñ (λ0)=Ñ (λ0)−〈Φ̃〈−1〉(x, z0), Φ̃∗
〈0〉(x,λ0)〉�̃ (z0 = λ0),

(3.3.12)
где δ(z0,λ0) = 0 (z0 �= λ0), δ(z0,λ0) = 1 (z0 = λ0).

До к а з а т е л ь с т в о. В силу (3.1.27) и леммы 3.1.1

〈Φ̃(x,λ), Φ̃∗(x,λ)〉�̃ = M̃(λ)M̃∗(λ) = E,

и, следовательно,
s∑

k=−1

〈Φ̃〈k〉(x,λ0), Φ̃∗
〈s−k〉(x,λ0)〉�̃ = δs0E, s = 0, 1. (3.3.13)

Так как

D̃(x,λ,λ0) = − 〈Φ̃(x,λ), Φ̃∗
〈0〉(x,λ0)〉�̃

λ− λ0
− 〈Φ̃(x,λ), Φ̃∗

〈−1〉(x,λ0)〉�̃
(λ− λ0)

2
, (3.3.14)

то, с учетом (3.3.13), получим

D̃〈−1〉(x, z0,λ0) = − 〈Φ̃〈−1〉(x, z0), Φ̃
∗
〈0〉(x,λ0)〉�̃

z0 − λ0
−

− 〈Φ̃〈−1〉(x, z0), Φ̃
∗
〈−1〉(x,λ0)〉�̃

(z0 − λ0)
2

,

D̃〈0〉(x, z0,λ0) = − 〈Φ̃〈0〉(x, z0), Φ̃
∗
〈0〉(x,λ0)〉�̃

z0 − λ0
+

+
〈Φ̃〈−1〉(x, z0), Φ̃

∗
〈0〉(x,λ0)〉�̃

(z0 − λ0)
2

− 〈Φ̃〈0〉(x, z0), Φ̃
∗
〈−1〉(x,λ0)〉�̃

(z0 − λ0)
2

+

+ 2
〈Φ̃〈−1〉(x, z0), Φ̃

∗
〈−1〉(x,λ0)〉�̃

(z0 − λ0)
3

, z0 �= λ0,

D̃〈−1〉(x,λ0,λ0) = −E + 〈Φ̃〈−1〉(x,λ0), Φ̃∗
〈1〉(x,λ0)〉�̃,

D̃〈0〉(x,λ0,λ0) = 〈Φ̃〈0〉(x,λ0), Φ̃∗
〈1〉(x,λ0)〉�̃+

+ 〈Φ̃〈−1〉(x,λ0), Φ̃∗
〈2〉(x,λ0)〉�̃,

(3.3.15)
и, следовательно,

D̃〈0〉(x, z0,λ0) =
[
− 〈Φ̃〈0〉(x, z0), Φ̃

∗(x,μ)〉�̃
z0 − μ

+

+
〈Φ̃〈−1〉(x, z0), Φ̃

∗(x,μ)〉�̃
(z0 − μ)2

]〈0〉
|μ=λ0

. (3.3.16)
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Согласно (3.3.5) имеем: Φ̃∗
〈−1〉(x,λ0)Ñ (λ0) = Ñ (λ0)Φ̃〈−1〉(x,λ0) = 0. От-

сюда и из (3.3.14)–(3.3.16) вытекает утверждение леммы 3.3.4. �
Из леммы 3.3.4, с учетом равенств

〈Φ̃(x,λ), Φ̃∗(x,μ)〉|x=0 = M̃(λ)M̃∗(μ),

〈Φ̃(x,λ), Φ̃∗(x,μ)〉|x=T = ŨT (Φ̃(x,λ))Ũ∗
T (Φ̃∗(x,μ)),

получаем следствие.

С л ед с т в и е 3.3.2. Справедливы соотношения

D̃kν(0,λ,λ0) = − δkν

λ− λ0
, k � ν;

D̃kν(0,λ,λ0) = Fkν(M̃j,j+s, s = 1, ν − k, j = 1,n− 1), k < ν;

D̃kν(T ,λ,λ0)=(D̃(T ,λ,λ0)Ñ (λ0))kν =(Ñ (z0)D̃〈0〉(T , z0,λ0))kν =0, k<ν;

(Ñ (z0)D̃〈0〉(T , z0,λ0)Ñ (λ0))kν = δ(z0,λ0)Ñkν(z0), k < ν,

где Fkν — некоторая функция.
Обозначим

Y = [δj,k−1]j=1,n−1, k=1,n,

N0(λ0) = N (λ0), N1(λ0) = Ñ (λ0),

P̃ε(x,λ,λ0) = D̃(x,λ,λ0)Nε(λ0)Y T ,

G̃ε(x, z0,λ0) = Y D̃〈0〉(x, z0,λ0)Nε(λ0)Y T ,

g̃∗ε (x,λ0) = −Φ̃∗
〈0〉(x,λ0)Nε(λ0)Y T , ε = 0, 1,

P̃ (x,λ,λ0) = D̃(x,λ,λ0)N̂ (λ0)Y T ,

G̃(x, z0,λ0) = Y D̃〈0〉(x, z0,λ0)N̂ (λ0)Y T ,

g̃∗(x,λ0) = −Φ̃∗
〈0〉(x,λ0)N̂ (λ0)Y T ,

ϕ̃(x,λ0) = Y Φ̃〈0〉(x,λ0), Λ̃(λ0) = λ0E + Y Ñ (λ0)Y T ,

Λ(λ0) = λ0E + YN (λ0)Y T .

Лемм а 3.3.5. Имеют место равенства

�̃ϕ̃(x,λ0) = Λ̃(λ0)ϕ̃(x,λ0), (3.3.17)

P̃ ′
ε(x,λ,λ0) = Φ̃(x,λ)g̃∗ε(x,λ0),

G̃′
ε(x, z0,λ0) = ϕ̃(x, z0)g̃∗ε(x,λ0), ε = 0, 1, (3.3.18)

P̃ (x,λ,λ0) (λE − Λ(λ0)) = 〈Φ̃(x,λ), g̃∗(x,λ0)〉�̃, (3.3.19)



§ 3.3. Восстановление дифференциальных операторов 299

Λ̃(z0)G̃(x, z0,λ0) − G̃(x, z0,λ0)Λ(λ0) −
− δ(z0,λ0)Y N̂ (λ0)Y T = 〈ϕ̃(x, z0), g̃∗(x,λ0)〉�̃. (3.3.20)

Если Ñ (λ0)N (λ0) = 0, то

P̃ε(x,λ,λ0) (λE − Λ(λ0)) = 〈Φ̃(x,λ), g̃∗ε(x,λ0)〉�̃, ε = 0, 1, (3.3.21)

Λ̃(z0)G̃ε(x, z0,λ0) − G̃ε(x, z0,λ0)Λ(λ0) − δ(z0,λ0)YNε(λ0)Y T =

= 〈ϕ̃(x, z0), g̃∗ε(x,λ0)〉�̃, ε = 0, 1. (3.3.22)

До к а з а т е л ь с т в о. В силу (3.3.5), (3.3.7)

�̃Φ̃〈0〉(x,λ0) = (λ0E + Ñ (λ0))Φ̃〈0〉(x,λ0),

откуда следует (3.3.17). Учитывая (3.1.27), вычисляем

D̃′(x,λ,λ0) = −Φ̃(x,λ)Φ̃∗
〈0〉(x,λ0),

и, следовательно, верно (3.3.18). Далее, из (3.3.10), (3.3.14) имеем

(λ− λ0)D̃(x,λ,λ0) + D̃(x,λ,λ0)Ñ (λ0) = −〈Φ̃(x,λ), Φ̃∗
〈0〉(x,λ0)〉�̃.

Умножая это равенство на Nε(λ0)Y T , получаем

P̃ε(x,λ,λ0) (λE − Λ(λ0)) + P̃1(x,λ,λ0)YNε(λ0)Y T =

= 〈Φ̃(x,λ), g̃∗ε(x,λ0)〉�̃, ε = 0, 1, (3.3.23)

откуда следует (3.3.19), (3.3.21). Из (3.3.11) вытекает, что

Y [P̃ε(x,λ,λ0)]
〈−1〉
|λ=z0

= Y Ñ (z0)[P̃ε(x,λ,λ0)]
〈0〉
|λ=z0

− δ(z0,λ0)YNε(λ0)Y T .

Используя (3.3.23), находим

G̃ε(x, z0,λ0) (z0E − Λ(λ0)) + Y [P̃ε(x,λ,λ0)]
〈−1〉
|λ=λ0

+

+ G̃1(x, z0,λ0)YN (λ0)Y T = 〈ϕ̃(x, z0), g̃∗ε(x,λ0)〉�̃.
Отсюда, с учетом равенства

Y Ñ (z0)[P̃ε(x,λ,λ0)]
〈0〉
|λ=z0

= Y Ñ (z0)Y T G̃ε(x, z0,λ0),

имеем

Λ̃(z0)G̃(x, z0,λ0) − G̃ε(x, z0,λ0)Λ(λ0) + G̃1(x, z0,λ0)YN (λ0)Y T −
− δ(z0,λ0)YNε(λ0)Y T = 〈ϕ̃(x, z0), g̃∗ε(x,λ0)〉�̃.

Из этого равенства вытекают соотношения(3.3.20), (3.3.22). Лемма
3.3.5 доказана. �
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3.3.2. Основное уравнение обратной задачи. Рассмотрим
L, L̃ ∈ V ′

N . Обозначим

ξl =
n−1∑
m=1

(
|λlm − λ̃lm| +

n∑
k=m+1

|Nmk(λlm) − Ñmk(λ̃lm)|l
)
l1−n

и везде в дальнейшем считаем, что числа λlm и λ̃lm занумерованы
так, что λlm �= λl0m0 , λ̃lm �= λ̃l0m0 , λlm �= λ̃l0m0 при l �= l0, |m−m0| = 1.
Очевидно, такая нумерация возможна, и она означает, что «склеенные»
полюсы имеют одинаковые номера l.

Л е мм а 3.3.6. Справедливы соотношения

Φ̃(x,λ) = Φ(x,λ) +
∑
λ0∈I

P̃ (x,λ,λ0)ϕ(x,λ0), (3.3.24)

ϕ̃(x, z0) = ϕ(x, z0) +
∑
λ0∈I

G̃(x, z0,λ0)ϕ(x, z0), z0 ∈ I, (3.3.25)

G̃(x, z0,κ0) −G(x, z0,κ0) =
∑
λ0∈I

G̃(x, z0,λ0)G(x,λ0,κ0),

z0, κ0 ∈ I, (3.3.26)

где I = Λ ∪ Λ̃, ϕ(x,λ0) = Y Φ〈0〉(x,λ0), G(x, z0,λ0) = Y D〈0〉(x, z0,λ0) ×
× N̂ (λ0)Y T , причем ряды сходятся «со скобками»:∑

λ0∈I

= lim
k→∞

∑
λ0∈Ik

, Ik = I ∩ {λ : |λ| � Rk},

окружности |λ| = Rk отстоят на положительное расстояние
от множества I.

До к а з а т е л ь с т в о. Используя (3.3.5), (3.3.10), вычисляем

Res
μ=λ0

[
− 〈Φ̃(x,λ), Φ̃∗(x,μ)〉�̃

λ− μ
Φ(x,μ)

]
= D̃(x,λ,λ0)Φ〈−1〉(x,λ0) −

− 〈Φ̃(x,λ), Φ̃∗
〈−1〉(x,λ0)〉�̃

λ− λ0
Φ〈0〉(x,λ0) = D̃(x,λ,λ0)N̂ (λ0)Φ〈0〉(x,λ0) =

= D̃(x,λ,λ0)N̂ (λ0)Y Tϕ(x,λ0),

Res
ξ=λ0

[ 〈Φ̃(x,λ), Φ̃∗(x, ξ)〉�̃
λ− ξ

· 〈Φ(x, ξ),Φ∗(x,μ)〉�
ξ − μ

]
=

= D̃(x,λ,λ0)Ñ (λ0)
[ 〈Φ〈0〉(x,λ0),Φ

∗(x,μ)〉�
λ0 − μ

− 〈Φ〈−1〉(x,λ0),Φ
∗(x,μ)〉�

(λ0 − μ)2

]
−

− D̃(x,λ,λ0)
〈Φ〈−1〉(x,λ0)(x,λ0),Φ

∗(x,μ)〉�
λ0 − μ

.
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Следовательно, учитывая (3.3.10), (3.3.16), имеем

Res
μ=λ0

[
− 〈Φ̃(x,λ), Φ̃∗(x,μ)〉�̃

λ− μ
Φ(x,μ)

]
= P̃ (x,λ,λ0)ϕ(x,λ0), (3.3.27)

[
Res
ξ=λ0

( 〈Φ̃(x,λ), Φ̃∗(x, ξ)〉�̃
λ− ξ

· 〈Φ(x, ξ),Φ∗(x,μ)〉�
ξ − μ

)]〈0〉
|μ=κ0

=

= D̃(x,λ,λ0)N̂ (λ0)D〈0〉(x,λ0,κ0). (3.3.28)

Рассмотрим в λ-плоскости контур γ = γ+ ∪ γ−, γ± = {λ : ±Imλ =
= C0, −∞ < ∓Re λ <∞}, выбранный так, чтобы I ⊂ {λ : |Imλ| < C0}.
Положим Jγ = C \ int γ. Тогда верны соотношения (3.2.3), (3.2.4) (до-
казательство точно такое же, как и для случая полуоси). Используя
(3.3.27), (3.3.28) и теорему о вычетах [206, с. 239], получаем соотно-
шения (3.3.24), (3.3.26). Равенство (3.3.25) непосредственно вытекает
из (3.3.24). Лемма 3.3.6 доказана. �

З а м е ч а н и е 3.3.1. При каждом фиксированном x ∈ [0,T ] соот-
ношение (3.3.25) можно рассматривать как систему линейных уравне-
ний относительно ϕ(x, z0), z0 ∈ I. Но ряд в (3.3.25) сходится только
«со скобками». Поэтому (3.3.25) неудобно использовать в качестве
основного уравнения обратной задачи. Ниже мы преобразуем (3.3.25)
к линейному уравнению в соответствующем банаховом пространстве
(см.(3.3.41)).

Обозначим

Yk = diag[δνk]ν=1,n−1, λl0k = λlk, λl1k = λ̃lk,

Λ̃lε =
n−1∑
k=1

YkΛ̃(λlεk), ϕ̃lε(x) =
n−1∑
k=1

Ykϕ̃(x,λlεk),

g̃∗lε(x) =
n−1∑
k=1

g̃∗ε (x,λlεk)Yk, P̃ ∗
lε(x,λ) =

n−1∑
k=1

P̃ ∗
ε (x,λ,λlεk)Yk,

G̃(l0ε0),(lε)(x) =
n−1∑

k,k0=1

Yk0G̃ε(x,λl0,ε0,k0 ,λlεk)Yk, ε, ε0 = 0, 1.

Аналогично определяются Λlε, ϕlε(x), G(l0ε0),(lε)(x). Рассмотрим V ′ —
упорядоченное множество индексов v = (l, ε), l � 1, ε = 0, 1 (ε меня-
ется быстрее); V — упорядоченное множество индексов j = (v, k) =
= (l, ε, k), v ∈ V ′, k = 1,n− 1 (k меняется быстрее). Введем матрицы

ϕ̃(x) = [ϕ̃v(x)]Tv∈V ′ = [ϕ̃j(x)]Tj∈V , g̃
∗(x) = [g̃∗v(x)]v∈V ′ = [g̃∗j (x)]j∈V ,

G̃(x) = [G̃v0,v(x)]v0,v∈V ′ = [G̃j0,j(x)]j0,j∈V ,
v0 = (l0, ε0), j0 = (v0, k0) = (l0, ε0, k0),
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Λ̃ = diag[Λ̃v]v∈V ′ , J = diag[(−1)εE]v∈V ′ , J1 = [δl0,lθv0,v]v0,v∈V ′ ,
θvv = E, θ(l,0),(l,1) = −E, θ(l,1),(l,0) = 0, E = [δμk]μ,k=1,n−1.

Аналогично определяются матрицы ϕ, G, Λ. Обозначим

w∗
lk(x) = lk−n+1 exp(−xl ctg kπ

n
), wl0k(x) = ξlw

∗
lk(x),

wl1k(x) = w∗
lk(x), w(x) = diag[wj(x)]j∈V .

Покажем, что имеет место оценка

|ϕ̃(ν)
j (x)| < Clνw∗

lk(x), j ∈ V.

В самом деле, по построению ϕ̃j(x) = ϕ̃lεk(x) = Φ̃k+1,〈0〉(x,λlεk).
Из асимптотической формулы (3.1.14) следует, что при достаточ-
но больших l (l > l+) Δ̃k+1(λlεk) �= 0 и, следовательно, ϕ̃j(x) =
= Φ̃k+1(x,λlεk). В силу (3.1.20) справедлива оценка

|Φ̃(ν)
k+1(x,λ)| < C|ρ|ν−n+k+1| exp(ρRk+1x)|, ρ ∈ S, λ ∈ Gδ,k+1.

Тогда, используя (3.1.14), находим: |Φ̃(ν)
k+1(x,λlεk)| < Clνw∗

lk(x), l > l+.

Отсюда и вытекает искомая оценка для |ϕ̃(ν)
j (x)|. Используя лемму

Шварца [206, с. 363], получаем

|ϕ̃(ν)
l0k(x) − ϕ̃

(ν)
l1k(x)| < Cξll

νw∗
lk(x).

Аналогично

|g̃∗(ν)
j (x)| < Clν(w∗

lk(x))−1, |g̃∗(ν)
l0k (x) − g̃

∗(ν)
l1k (x)| < Cξll

ν(w∗
lk(x))−1,

|G̃j0,j(x)| < C

|l − l0| + 1
· w

∗
l0,k0

(x)

w∗
lk(x)

, |G̃(ν+1)
j0,j

(x)| < C(l+ l0)ν · w
∗
l0,k0

(x)

w∗
lk(x)

,

|G̃j0,(l0k)(x) − G̃j0,(l1k)(x)| < Cξl

|l − l0| + 1
· w

∗
l0,k0

(x)

wlk(x)
,

|G̃(l0,0,k0),j(x) − G̃(l0,1,k0),j(x)| <
Cξl0

|l − l0| + 1
· w

∗
l0,k0

(x)

wlk(x)
.

Те же оценки верны и для ϕ(x), G(x).
С учетом введенных обозначений соотношения (3.3.24)–(3.3.26)

принимают вид

Φ̃(x,λ) = Φ(x,λ) +
∞∑
l=1

(
P̃l0(x,λ)ϕl0(x) − P̃l1(x,λ)ϕl1(x)

)
, (3.3.29)

ϕ̃l0,ε0(x) = ϕl0,ε0(x) +
∞∑
l=1

(
G̃(l0,ε0),(l,0)(x)ϕl0(x) − G̃(l0,ε0),(l,1)(x)ϕl1(x)

)
,



§ 3.3. Восстановление дифференциальных операторов 303

G̃(l0,ε0),(l1,ε1)(x) −G(l0,ε0),(l1,ε1)(x) =

=
∞∑
l=1

(
G̃(l0,ε0),(l,0)(x)G(l,0),(l1,ε1)(x) − G̃(l0,ε0),(l,1)(x)G(l,1),(l1,ε1)(x)

)
,

или

ϕ̃(x) = (E + G̃(x)J)ϕ(x), (3.3.30)

(E + G̃(x)J)(E −G(x)J) = E, (3.3.31)

причем, как и ранее, ряды в (3.3.30), (3.3.31) сходятся «со скобками».
Далее, согласно лемме 3.3.5, имеем

�̃ϕ̃(x) = Λ̃ϕ̃(x), (3.3.32)

P̃ ′
lε(x,λ) = Φ̃(x,λ)g̃∗lε(x), G̃′(x) = ϕ̃(x)g̃∗(x), (3.3.33)

1∑
ε=0

(−1)ε
(
P̃lε(x,λ) (λE − Λlε) − 〈Φ̃(x,λ), g̃∗lε(x)〉�̃

)
ϕlε(x) = 0, (3.3.34)(

Λ̃(E + G̃(x)J) − (E + G̃(x)J)Λ
)
ϕ(x) = 〈ϕ̃(x), g̃∗(x)〉�̃ Jϕ(x). (3.3.35)

Пусть ∞∑
l=1

ξll
n−1 <∞.

Обозначим

κνs(x) = g̃∗(ν)(x)Jϕ(s)(x) =
∞∑
l=1

(
g̃
∗(ν)
l0 (x)ϕ(s)

l0 (x) − g̃
∗(ν)
l1 (x)ϕ(s)

l1 (x)
)
,

ν + s � n− 1. (3.3.36)

Функции tjν(x), ξν(x), εν(x) определим по формулам (3.2.20)–(3.2.22).

Л емм а 3.3.7. Справедливы соотношения

pν(x) = p̃ν(x) + εν(x), ũξνa =
n−1∑
j=0

uξjatjν(a), a = 0,T. (3.3.37)

До к а з а т е л ь с т в о. Дифференцируя соотношения (3.3.29) по x
и учитывая (3.3.33), (3.3.36), (3.2.20), вычисляем

n∑
ν=0

tjν(x)Φ̃(ν)(x,λ) = Φ(j)(x,λ) +

+
∞∑
l=1

(
P̃l0(x,λ)ϕ(j)

l0 (x) − P̃l1(x,λ)ϕ(j)
l1 (x)

)
. (3.3.38)
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Далее, с учетом (3.3.29), (3.3.32), (3.3.34), имеем

�̃Φ̃(x,λ) = �Φ(x,λ) +
∞∑
l=1

(
P̃l0(x,λ)�ϕl0(x) − P̃l1(x,λ)�ϕl1(x)

)
+

+ 〈Φ̃(x,λ), g̃∗(x)〉�̃ Jϕ(x). (3.3.39)

Из (3.3.39), с учетом (3.3.38), (3.1.22), как и при доказательстве леммы
3.2.3, получаем: pν(x) = p̃ν(x) + εν(x), ν = 0,n− 2.

Обозначим

˜̃
U ξa(y) =

n−1∑
ν=0

(n−1∑
j=0

uξjatjν(a)
)
y(ν)(a).

Из (3.3.38) следует, что

˜̃
Uξa(Φ̃(x,λ)) = Uξa(Φ(x,λ)) +

+
∞∑
l=1

(
P̃l0(a,λ)Uξa(ϕl0(x)) − P̃l1(a,λ)Uξa(ϕl1(x))

)
,

или, в координатах:

˜̃
Uξa(Φ̃k(x,λ)) = Uξa(Φk(x,λ)) +

+
∞∑
l=1

n∑
ν=2

((ν−1∑
j=1

D̃kj(a,λ,λl,ν−1)Njν(λl,ν−1)
)
·

Uξa(Φν,〈0〉(x,λl,ν−1)) −

−
(ν−1∑

j=1

D̃kj(a,λ, λ̃l,ν−1)Ñjν(λ̃l,ν−1)
)
Uξa(Φν,〈0〉(x, λ̃l,ν−1))

)
.

При a = 0, используя следствие 3.3.2, получаем: ˜̃Uξ0(Φ̃k) = δξk, ξ � k,

и, следовательно, ˜̃Uξ0 = Ũξ0. Аналогично доказывается, что
˜̃
UξT = ŨξT .

Лемма 3.3.7 доказана. �
Обозначим

ψ̃(x) = w−1(x)J1ϕ̃(x), H̃(x) = w−1(x)J1G̃(x)JJ−1
1 w(x),

ψ(x) = w−1(x)J1ϕ(x), H(x) = w−1(x)J1G(x)JJ−1
1 w(x).
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Очевидно, что имеют место оценки

|ψ̃(ν)
j (x)| < Clν , |H̃j0,j(x)| < Cξl

|l − l0| + 1
,

|H̃(ν+1)
j0,j (x)| < C(l + l0)νξl, j, j0 ∈ V.

(3.3.40)

Аналогичные оценки верны для ψ(x), H(x).
Тогда соотношения (3.3.30), (3.3.31) принимают вид

ψ̃(x) = (E + H̃(x))ψ(x), (3.3.41)

(E + H̃(x))(E −H(x)) = E, (3.3.42)

причем ряды в (3.3.41), (3.3.42) сходятся абсолютно и равномерно
по x ∈ [0,T ]. Уравнение (3.3.41) называется основным уравнением
обратной задачи. Меняя местами L и L̃, получаем аналогично

ψ(x) = (E −H(x))ψ̃(x), (E −H(x)(E + H̃(x)) = E. (3.3.43)

Рассмотрим банахово пространство m ограниченных последователь-
ностей α = [αj ]j∈V с нормой ‖α‖m = sup

j
|αj |. Из (3.3.40), (3.3.42),

(3.3.43) следует, что при каждом фиксированном x ∈ [0,T ] оператор
E + H̃(x), действующий из m в m, является линейным ограниченным
оператором,

‖H̃(x)‖m→m = sup
j0

∑
j

|H̃j0,j(x)| < C
∑

l

ξl, (3.3.44)

причем оператор E + H̃(x) имеет ограниченный обратный.

3.3.3. Необходимые и достаточные условия. В этом пункте
устанавливаются необходимые и достаточные условия разрешимости
рассматриваемой обратной задачи.

Те о р ем а 3.3.1.Для того чтобы матрица M(λ) ∈ W была мат-
рицей Вейля для L ∈ V ′

N , необходимо и достаточно, чтобы выпол-
нялись следующие условия:

1) (асимптотика) существует пара L̃ ∈ V ′
N такая, что

∞∑
l=1

ξll
n−1 <∞;

2) (условие P ) при каждом фиксированном x ∈ [0,T ] линейный
ограниченный оператор E + H̃(x), действующий из m в m, имеет
ограниченный обратный;

3) εν(x) ∈ Wν+N , ν = 0,n− 2, где функции εν(x) определя-
ются по формулам (3.3.36), (3.2.20)–(3.2.22), ϕ(x) = J−1

1 w(x)(E +
+ H̃(x))−1ψ̃(x).

При выполнении этих условий дифференциальное уравнение и ли-
нейные формы L = (�,U) строятся по формулам (3.3.37).
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Необходимость условий теоремы 3.3.1 доказана выше в
п. 3.3.1–3.3.3. Докажем их достаточность. Пусть ψ(x) = [ψj(x)]Tj∈V —
решение уравнения (3.3.41). Нетрудно убедиться, что функции
ψ

(ν)
j (x), ν = 0,n− 1, абсолютно непрерывны при x ∈ [0,T ] и

|ψ(ν)
j (x)| < Clν . Определим функции ϕ(x) = [ϕj(x)]Tj∈V = [ϕv(x)]Tv∈V ′

по формуле ϕ(x) = J−1
1 w(x)ψ(x).Тогда

ϕ̃(x) = (E + G̃(x)J)ϕ(x), (3.3.45)

причем |ϕ(ν)
j (x)| < Clνw∗

lk(x), |ϕ(ν)
l0k(x)− ϕ

(ν)
l1k(x)| < Cξllνw∗

lk(x). Постро-
им функции Φ(x,λ) = [Φk(x,λ)]T

k=1,n
по формуле

Φ(x,λ) = Φ̃(x,λ) −
∞∑
l=1

(
P̃l0(x,λ)ϕl0(x) − P̃l1(x,λ)ϕl1(x)

)
. (3.3.46)

Из (3.3.45), (3.3.46) следует, что при фиксированном x ∈ [0,T ] функ-
ции Φ(ν)(x,λ), ν = 0,n, являются мероморфными по λ и ϕj(x) =
= Φk+1,〈0〉(x,λlεk). Отметим также, что в силу леммы 3.3.5 имеют
место формулы (3.3.32)–(3.3.35). Построим дифференциальное уравне-
ние и линейные формы L = (�,U) по формулам (3.3.37), где функции
εν(x), tjν(x) определены по формулам (3.3.36), (3.2.20)–(3.2.22). Ясно,
что L ∈ VN .

Л е мм а 3.3.8. Имеют место равенства
�ϕ(x) = Λϕ(x), �Φ(x,λ) = λΦ(x,λ).

До к а з а т е л ь с т в о. Дифференцируя соотношения (3.3.45),
(3.3.46) по x и учитывая (3.3.33), (3.3.36), (3.2.20), получаем

n∑
ν=0

tjν(x)ϕ̃(ν)(x) = (E + G̃(x)J)ϕ(j)(x), (3.3.47)

n∑
ν=0

tjν(x)Φ̃(ν)(x,λ) = Φ(j)(x,λ) +

+
∞∑
l=1

(
P̃l0(x,λ)ϕ(j)

l0 (x) − P̃l1(x,λ)ϕ(j)
l1 (x)

)
. (3.3.48)

Из (3.3.47), с учетом (3.1.22), (3.3.36), (3.3.37), (3.2.20)–(3.2.22), имеем

(E + G̃(x)J)�ϕ(x) + 〈ϕ̃(x), g̃∗(x)〉�̃ Jϕ(x) =
n∑

ν=0

(
p̃ν(x) +

+
n∑

j=ν+1

pj(x)tjν(x) +
n−1∑
j=0

L̃νjκj0(x)
)
ϕ̃(ν)(x) = �̃ϕ̃(x). (3.3.49)
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Аналогично доказывается справедливость соотношения

�̃Φ̃(x,λ) = �Φ(x,λ) +
∞∑
l=1

(
P̃l0(x,λ)�ϕl0(x) − P̃l1(x,λ)�ϕl1(x)

)
+

+ 〈Φ̃(x,λ), g̃∗(x)〉�̃ Jϕ(x). (3.3.50)

Из (3.3.49), с учетом (3.3.32), (3.3.35), следует, что

Λ̃ϕ̃(x) = (E + G̃(x)J)�ϕ(x) +
(
Λ̃(E + G̃(x)J) − (E + G̃(x)J)Λ

)
ϕ(x),

или
(E + G̃(x)J)(�ϕ(x)− Λϕ(x)) = 0.

Согласно условию P теоремы 3.3.1 заключаем, что �ϕ(x) = Λϕ(x).
Далее, из (3.3.50), с учетом (3.3.34), вытекает

λΦ̃(x,λ) = �Φ(x,λ) +
∞∑
l=1

(
P̃l0(x,λ)Λl0ϕl0(x) − P̃l1(x,λ)Λl1ϕl1(x)

)
+

+
∞∑
l=1

(
〈Φ̃(x,λ), g̃∗l0(x)〉�̃ ϕl0(x) − 〈Φ̃(x,λ), g̃∗l1(x)〉�̃ ϕl1(x)

)
=

= �Φ(x,λ) + λ
∞∑
l=1

(
P̃l0(x,λ)ϕl0(x) − P̃l1(x,λ)ϕl1(x)

)
,

и, следовательно, �Φ(x,λ) = λΦ(x,λ). Лемма 3.3.8 доказана. �
Центральное место в доказательстве достаточности теоремы 3.3.1

занимает следующая лемма.

Л емм а 3.3.9. Справедливы соотношения

Uξ0(Φk(x,λ)) = δξk, ξ = 1, k; UξT (Φk(x,λ)) = 0, ξ = 1,n− k,

т. е. Φ(x,λ) — решение Вейля для L.

До к а з а т е л ь с т в о. Используя равенства (3.3.48) и (3.3.37), по-
лучаем

Ũξa(Φ̃(x,λ)) = Uξa(Φ(x,λ)) +

+
∞∑
l=1

(
P̃l0(a,λ)Uξa(ϕl0(x)) − P̃l1(a,λ)Uξa(ϕl1(x))

)
,
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или, в координатах:

Ũξa(Φ̃k(x,λ)) = Uξa(Φk(x,λ)) +

+
∞∑
l=1

n∑
ν=2

((ν−1∑
j=1

D̃kj(a,λ,λl,ν−1)Njν(λl,ν−1)
)
Uξa(Φν,〈0〉(x,λl,ν−1)) −

−
ν−1∑
j=1

D̃kj(a,λ, λ̃l,ν−1)Ñjν(λ̃l,ν−1)
)
Uξa(Φν,〈0〉(x, λ̃l,ν−1))

)
. (3.3.51)

Пусть a = 0. Последовательно положив в (3.3.51) ξ = n,n− 1, . . . , 1
и учитывая следствие 3.3.2, вычисляем : Uξ0(Φk(x,λ)) = δξk, ξ = 1, k.

Пусть a = T . В дальнейших преобразованиях используются свой-
ства S1, S2 и следствие 3.3.2. Запишем (3.3.51) в виде

ŨξT (Φ̃k(x,λ)) = UξT (Φk(x,λ)) +

+
∞∑
l=1

( k∑
j=1

D̃kj(T ,λ,λl,j)
n∑

ν=j+1

Njν(λl,ν−1)UξT (Φν,〈0〉(x,λl,ν−1)) −

−
k∑

ν=2

(D̃Ñ )kν(T ,λ, λ̃l,ν−1)UξT (Φν,〈0〉(x, λ̃l,ν−1))
)
. (3.3.52)

Отсюда при λ = λl0,k−1, λ = λ̃l0,k−1 имеем

ŨξT (Φ̃k,〈0〉(x,λl0,k−1)) = UξT (Φk,〈0〉(x,λl0,k−1)) +

+
∞∑
l=1

( k∑
j=1

D̃kj,〈0〉(T ,λl0,k−1,λl,j)
n∑

ν=j+1

Njν(λl,ν−1)UξT (Φν,〈0〉(x,λl,ν−1)) −

−
k∑

ν=2

(D̃〈0〉Ñ )kν(T ,λl0,k−1, λ̃l,ν−1)UξT (Φν,〈0〉(x, λ̃l,ν−1))
)
,

k = 2,n, (3.3.53)

ŨξT (Φ̃k,〈0〉(x, λ̃l0,k−1)) = UξT (Φk,〈0〉(x, λ̃l0,k−1)) +

+
∞∑
l=1

( k∑
j=1

D̃kj,〈0〉(T , λ̃l0,k−1,λl,j)
n∑

ν=j+1

Njν(λl,ν−1)UξT (Φν,〈0〉(x,λl,ν−1)) −

−
k∑

ν=2

(D̃〈0〉Ñ )kν(T , λ̃l0,k−1, λ̃l,ν−1) · UξT (Φν,〈0〉(x, λ̃l,ν−1))
)
,

k = 2,n. (3.3.54)
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Соотношения (3.3.53) оставляем без изменения, а соотношения (3.3.54)
заменяем их линейными комбинациями. Для этого при фиксированном
μ = 1,n− 1 умножаем (3.3.54) на Ñμk(λ̃l0,k−1) и суммируем по k от μ+
+ 1 до n. Получаем

∞∑
l=1

( μ∑
j=1

(Ñ D̃〈0〉)μj(T , λ̃l0,μ,λl,j) ×

×
n∑

ν=j+1

Njν(λl,ν−1)UξT (Φν,〈0〉(x,λl,ν−1)) −

−
μ∑

ν=2

(Ñ D̃〈0〉Ñ )μν(T , λ̃l0,μ, λ̃l,ν−1) ×

× UξT (Φν,〈0〉(x, λ̃l,ν−1))
)

= 0, (3.3.55)

ξ = 1,n− μ, μ = 1,n− 1,

При фиксированном s (1 � s � n− 1) рассмотрим систему, состоящую
из уравнений (3.3.55) при μ = 1, s и уравнений (3.3.53) при k = 2, s.
Используя условие P теоремы 3.3.1 и свойство S2, находим

UξT (Φν,〈0〉(x, λ̃l,ν−1)) = UξT (Φν,〈0〉(x,λl,ν−1)) = 0, ν = 1, s− 1,
n∑

ν=s+1

Njν(λl,ν−1)UξT (Φν,〈0〉(x,λl,ν−1)) = 0, j = 1, s, ξ = 1,n− s.

Подставляя эти соотношения в (3.3.52), приходим к равенствам
UξT (Φk(x,λ)) = 0, ξ = 1,n− k. Лемма 3.3.9 доказана. �

Лемма 3.3.10. Матрица M(λ) является матрицей Вейля для L.
До к а з а т е л ь с т в о.Обозначим через M0

kξ(λ) = Uξ0(Φk), M0(λ) =
= [M0

kξ(λ)]k,ξ=1,n матрицу Вейля для L, M0,∗(λ) := (M0(λ))−1. Пока-
жем по индукции, что Mk,k+γ(λ) = M0

k,k+γ(λ) при γ � 1.
Так как N (λ0) = M〈−1〉(λ0)(M〈0〉(λ0))−1, то

Njν(λ0) = Mjν,〈−1〉(λ0) + Fjν(Mr,r+s, s = 1, ν − j − 1, r � 1). (3.3.56)

Из (3.3.51) при a = 0, используя лемму 3.3.9, следствие 3.3.2 и (3.3.56),
получаем

M̃k,k+γ(λ) = M0
k,k+γ(λ) +

∞∑
l=1

(
β̃l,k,k+γ

λ− λ̃lk

− βl,k,k+γ

λ− λlk

)
+

+ F0
kγ(M̃r,r+j,Mr,r+j , j = 1, γ − 1, r � 1). (3.3.57)



310 Гл. 3. Обратные задачи для дифференциальных операторов

В частности, при γ = 1 имеем

M0
k,k+1(λ) =

∞∑
l=1

βl,k,k+1

λ− λlk
= Mk,k+1(λ).

Далее, равенство (3.3.46) можно записать в виде

Φ(x,λ) = Φ̃(x,λ) −
∑
λ0∈I

P̃ (x,λ,λ0)ϕ(x,λ0),

где ϕ(x,λ0) = Y Φ〈0〉(x,λ0), I = Λ ∪ Λ̃. Тогда

Φ〈−1〉(x, z0) = Φ̃〈−1〉(x, z0) −
∑
λ0∈I

P̃〈−1〉(x, z0,λ0)ϕ(x,λ0).

В силу (3.3.11) имеем

P̃〈−1〉(x, z0,λ0) = Ñ (z0)P̃〈0〉(x, z0,λ0) − δ(z0,λ0)N̂ (λ0)Y T ,

и, следовательно,

Φ〈−1〉(x, z0) = Ñ (z0)Φ̃〈0〉(x, z0) −
−
∑
λ0∈I

Ñ (z0)P̃〈0〉(x, z0,λ0)ϕ(x,λ0) + N̂ (z0)Y Tϕ(x, z0) =

= Ñ (z0)Φ̃〈0〉(x, z0) + N̂ (z0)Φ̃〈0〉(x, z0) = N (z0)Φ̃〈0〉(x, z0).

Отсюда вытекает, что N (λ0) = M0
〈−1〉(λ0)(M

0
〈0〉(λ0))

−1 df= N 0(λ0). В си-
лу свойства S2 имеем: N 0(λ0)N 0(λ0) = N (λ0)N (λ0) = 0. Тогда, соглас-
но лемме 3.3.3, матрица M0,∗(λ) имеет лишь простые полюсы. Кроме
того, получаем, что λlm = λ0lm, где {λ0lm}l�1 — собственные значения
краевых задач Sm для L.

Из результатов, полученных в п. 3.3.3, вытекает, что

M̃k,k+γ(λ) = M0
k,k+γ(λ) +

∞∑
l=1

(
β̃l,k,k+γ

λ− λ̃lk

− β0
l,k,k+γ

λ− λlk

)
+

+ F0
kγ(M̃r,r+j, M0

r,r+j, j = 1, γ − 1, r � 1), (3.3.58)

где β0lkξ = Res
λlk

M0
kξ(λ). Если Mr,r+j(λ) = M0

r,r+j(λ), j = 1, γ − 1, r �
� 1, то, сравнивая (3.3.57) и (3.3.58), получаем:Mr,r+γ(λ) =M0

r,r+γ(λ).
Лемма 3.3.10 доказана. �

Попутно доказано, что матрицы M(λ), M∗(λ) имеют только про-
стые полюсы, т. е. L ∈ V ′

N . Таким образом, теорема 3.3.1 полностью
доказана.
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3.3.4. Устойчивость решения обратной задачи. Вышеприведен-
ный метод позволяет исследовать и устойчивость решения обратной
задачи по матрице Вейля. Пусть L̃ ∈ V ′

N , и пусть L ∈ V ′
N выбрана так,

что
Λ0 :=

∞∑
l=1

ξll
n−1 <∞.

Величина Λ0 будет характеризовать «близость» матриц Вейля M(λ)
и M∗(λ).

Те о р ем а 3.3.2. Существует δ > 0 (зависящее от L̃) такое, что
если Λ0 < δ, то
max

0�x�T
|p(j)

ν (x)−p̃(j)
ν (x)| < CΛ0, 0 � j � ν � n− 2; |uξνa−ũξνa| < CΛ0.

Здесь и далее в п. 3.3.4 одним и тем же символом C будем
обозначать различные положительные константы в оценках, зависящие
только от L̃.

Предварительно докажем вспомогательное утверждение.

Л емм а 3.3.11. Существует δ > 0 (зависящее от L̃) такое, что
если

Λ1 :=
∞∑
l=1

ξll
n−2 < δ,

то

|ψ(ν)
j (x)| < Clν , |ψ(ν)

j (x) − ψ̃
(ν)
j (x)| < Clν−1Λ1,

j ∈ V , ν = 0,n− 1. (3.3.59)

Доказательство проведем по индукции. При этом будем использо-
вать оценки (3.3.40). Уравнение (3.3.41) запишем в координатах:

ψ̃j0(x) = ψj0(x) +
∑
j∈V

H̃j0,j(x)ψj(x), j0 ∈ V. (3.3.60)

При фиксированном x ∈ [0,T ] это уравнение в банаховом простран-
стве m. Согласно (3.3.44) можно выбрать δ > 0 так, чтобы при Λ1 < δ :

‖H̃(x)‖m→m = sup
j0∈V

∑
j∈V

|H̃j0,j(x)| < 1
2
.

Тогда из (3.3.60) имеем: |ψj(x)| < C, j ∈ V. Отсюда и из (3.3.60)
получаем

|ψj0(x) − ψ̃j0(x)| <
∑
j∈V

|H̃j0,j(x)ψj(x)| <

< C
∞∑
l=1

ξl

|l − l0| + 1
<
C

l0

∞∑
l=1

ξll <
C

l0
Λ1.



312 Гл. 3. Обратные задачи для дифференциальных операторов

Таким образом, оценки (3.3.59) при ν = 0 доказаны.
Предположим, что оценки (3.3.59) доказаны при ν = 0, s− 1. Диф-

ференцируя (3.3.60), вычисляем

ψ̃
(s)
j0

(x) = ψ
(s)
j0

(x) +
∑
j∈V

n∑
μ=0

Cμ
s H̃

(μ)
j0,j(x)ψ

(s−μ)
j (x), j0 ∈ V , (3.3.61)

или
ξ̃j0(x) = ξj0(x) +

∑
j∈V

h̃j0,j(x)ξj(x), j0 ∈ V , (3.3.62)

где

h̃j0,j(x) = H̃j0,j(x)
ls

ls0
, ξj(x) = 1

ls
ψ

(s)
j (x),

ξ̃j0(x) = 1
ls0

(
ψ̃

(s)
j0

(x) −
n∑

μ=1

Cμ
s

∑
j∈V

H̃
(μ)
j0,j(x)ψ

(s−μ)
j (x)

)
.

Используя оценки (3.3.59) при ν = 0, s− 1 и (3.3.40), получаем

|ξ̃j0(x)| < C, sup
j0∈V

∑
j∈V

|h̃j0,j(x)| < C
∞∑
l=1

ξl

|l − l0| + 1
ls

ls0
< CΛ1.

Выберем δ > 0 так, чтобы при Λ1 < δ :

‖h̃(x)‖m→m = sup
j0∈V

∑
j∈V

|h̃j0,j(x)| < 1
2
.

Тогда из (3.3.62) находим: |ξj(x)| < C, j ∈ V , или |ψ(s)
j (x)| < Cls, j ∈

∈ V. Отсюда и из (3.3.61), (3.3.40) имеем

|ψ̃(s)
j0

(x) − ψ
(s)
j0

(x)| < C
s∑

μ=0

∑
j∈V

|H̃(μ)
j0,j(x)ψ

(s−μ)
j (x)| < Cls−1

0 Λ1.

Лемма 3.3.11 доказана. �
Док а з а т е л ь с т в о т е о р емы 3.3.2. Выберем δ > 0, как в лемме

3.3.11. Пусть Λ0 < δ. Тогда, в силу леммы 3.3.11, имеют место оценки
(3.3.59). Так как J1ϕ(x) = w(x)ψ(x), т. е.

ϕl0k(x) − ϕl1k(x) = ξlw
∗
lk(x)ψl0k(x), ϕl1k(x) = w∗

lk(x)ψl1k(x),

то из (3.3.59) получаем оценки

|ϕ(ν)
j (x)| < Clνw∗

lk(x),

|ϕ(ν)
l0k(x) − ϕ

(ν)
l1k(x)| < Cξll

νw∗
lk(x), ν = 0,n− 1.

(3.3.63)
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Используя (3.3.36), (3.3.63) и полученные в п. 3.3.3 оценки для функ-
ций g̃∗(ν)

j (x), g̃
∗(ν)
l0k (x) − g̃

∗(ν)
l1k (x), находим

|κ(μ)
νs (x)| < C

∞∑
l=1

ξll
ν+s+μ, ν + s+ μ � n− 1.

Следовательно, с учетом (3.2.20), (3.2.21), имеем

|t(μ)
jν (x)| < C

∞∑
l=1

ξll
j−ν−1+μ, |ξ(μ)

ν (x)| < C
∞∑
l=1

ξll
n−ν−1+μ. (3.3.64)

Из (3.3.37), (3.2.22) вытекает, что

p̂ν(x) = ξν(x) −
n−2∑

j=ν+1

p̂j(x)tjν(x), ν = 0,n− 2.

Отсюда, используя (3.3.64), последовательно при ν = n− 2,n− 3, . . . , 0
вычисляем |p̂(j)

ν (x)| < CΛ0, 0 � j � ν. Аналогично получаем оценку
|ûξνa| < CΛ0. Теорема 3.3.2 доказана. �

Иногда удобнее работать в пространстве L2(0,T ). Будем говорить,
что L ∈ V ′

N2, если L ∈ V ′
N и p

(ν+N)
ν (x) ∈ L2(0,T ). Отметим, что для

L ∈ V ′
N2 имеют место асимптотические формулы (3.3.1), (3.3.2), где

{κlm}, {κlmk}, {κ0
lmk} ∈ l2. Аналогично теореме 3.3.1 доказывается

следующая теорема.

Те о р е м а 3.3.3. Для того чтобы матрица M(λ) ∈ W была
матрицей Вейля для L ∈ V ′

N2, необходимо и достаточно, чтобы
выполнялись следующие условия:

1) (асимптотика) существует пара L̃ ∈ V ′
N2 такая, что∑∞

l=1(ξll
n+N−1)2 <∞;

2) выполняется условие P .
Отметим, что при «малых» возмущениях условие P автоматически

выполняется, т. е. справедлива следующая теорема.

Те о р е м а 3.3.4. Пусть задана пара L̃ ∈ V ′
N2. Тогда существует

δ > 0 (зависящее от L̃) такое, что если матрица M(λ) ∈ W удовле-
творяет условию

Λ+ :=
( ∞∑

l=1

(ξlln+N−1)2
) 1

2
< δ,

то существует единственная пара L ∈ V ′
N2, для которого матрица

M(λ) является матрицей Вейля. При этом

‖p(j)
ν (x) − p̃(j)

ν (x)‖L2(0,T ) < CΛ+, 0 � j � ν +N ,

|uξνa − ũξνa| < CΛ+, (3.3.65)
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где константа C зависит только от L̃.
В самом деле, в силу (3.3.44) можно выбрать δ > 0 так, что при

Λ+ < δ ‖H̃(x)‖m→m < 1, x ∈ [0,T ], и, следовательно, условие P вы-
полняется. Доказательство оценок (3.3.65) аналогично доказательству
теоремы 3.3.2.

3.3.5. Контрпример. Пусть для определенности n = 3. Покажем,
что если из матрицы Вейля M(λ) выбросить функцию Вейля M13(λ),
то единственность решения обратной задачи нарушится. Другими сло-
вами, функции Вейля M12(λ), M23(λ) не определяют однозначно диф-
ференциальное уравнение и линейные формы L.

Рассмотрим L̃ = (�̃, Ũ) вида

�̃y = y′′′, Ũ1a(y) = y′′(a) + α̃ay
′(a),

Ũ2a(y) = y′(a), Ũ3a(y) = y(a), a = 0,T.

Пусть функции X̃k(x,λ) являются решениями уравнения y′′′ = λy =
= ρ3y при условиях X̃(ν−1)

k (0,λ) = δνk, ν, k = 1, 3. Тогда

X̃k(x,λ) = 1
3

3∑
j=1

(ρRj)1−k exp(ρRjx). (3.3.66)

В частности, X̃k(x, 0) = xk−1

(k − 1)!
. Очевидно, что при λ = 0

Δ̃11(0) = Δ̃22(0) = Δ̃12(0) = 0 (3.3.67)

при любых α̃0, α̃T . Выберем коэффициенты α̃0, α̃T так, чтобы функ-
ции Δ̃11(λ), Δ̃22(λ) имели только простые нули. Покажем, что такой
выбор возможен. В силу симметрии достаточно рассмотреть функцию
Δ̃22(λ) = X̃ ′′

1 (T ,λ) + α̃T X̃
′
1(T ,λ). Используя (3.3.66), вычисляем

Δ̃22(λ) = λX̃2(T ,λ) + α̃TλX̃3(T ,λ),

3 ˙̃Δ22(λ)=(2X̃2(T ,λ)+TX̃1(T ,λ)) +α̃T (X̃3(T ,λ)+TX̃2(T ,λ)).
(3.3.68)

Обозначим через B множество нулей функции

Δ̃(λ) := λX̃2(T ,λ)
(
X̃3(T ,λ) + TX̃2(T ,λ)

)
−

− λX̃3(T ,λ)
(
2X̃2(T ,λ) + TX̃1(T ,λ)

)
,

и пусть B(α̃T ) = {λ0 : Δ̃22(λ0) = ˙̃Δ22(λ0) = 0} — множество кратных

нулей функции Δ̃22(λ). Ясно, что B(α̃T ) — конечное множество. Если
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λ0 ∈ B(α̃T ), то, в силу (3.3.68), Δ̃(λ0) = 0, т. е. B(α̃T ) ⊂ B. Далее, если
α̃0T �= α̃T и λ0 ∈ B(α̃T ) ∩ B(α̃0T ), то из (3.3.68) вытекает, что

λ0X̃2(T ,λ0) = λ0X̃3(T ,λ0) = 2X̃2(T ,λ0) +

+ TX̃1(T ,λ0) = X̃3(T ,λ0) + TX̃2(T ,λ0) = 0.

Так как 2X̃2(T , 0) + TX̃1(T , 0) = 3T �= 0, то λ0 �= 0 и, следовательно,
X1(T ,λ0) = X2(T ,λ0) = X3(T ,λ0) = 0, что невозможно. Таким обра-
зом, если α̃0T �= α̃T , то B(α̃T ) ∩ B(α̃0T ) = ∅. Отсюда, из соотношения
B(α̃T ) ⊂ B и непрерывности B(α̃T ) вытекает, что существует α̃T , для
которого B(α̃T ) = ∅.

Определим теперь матрицу M(λ) = [Mmk(λ)]m,k=1,3, Mmk(λ) =
= δmk, m � k, по формулам

M12(λ) = M̃12(λ), M23(λ) = M̃23(λ), M13(λ) = M̃13(λ) + θ

λ
, (3.3.69)

где θ — комплексное число. Из (3.3.67), (3.3.69) следует, что при
достаточно малом θ M(λ) ∈ W и удовлетворяет условиям теореме
3.3.4. Тогда, согласно теореме 3.3.4, существует L ∈ V ′

N2, для которого
M(λ) является матрицей Вейля.

§ 3.4. Самосопряженный случай

Рассмотрим дифференциальное уравнение и линейные формы L = (�,U)
вида (3.1.1)–(3.1.2) на полуоси (T = ∞). В § 3.1, 3.2 приведено решение
обратной задачи в общем несамосопряженном случае. Центральную роль при
этом играло основное уравнение обратной задачи. Одним из условий, при
которых произвольная матрица M(λ) будет матрицей Вейля для некоторого
несамосопряженного дифференциального оператора, является разрешимость
основного уравнения. В общем случае это условие труднопроверяемо. В связи
с этим важной задачей является описание классов операторов, для которых
разрешимость основного уравнения может быть доказана. Одним из таких
классов является класс самосопряженных операторов. В этом параграфе иссле-
дуется обратная задача в самосопряженном случае. Доказывается однозначная
разрешимость основного уравнения, получены необходимые и достаточные
условия разрешимости обратной задачи и алгоритм ее решения по матрице
Вейля. Некоторые различия в обозначениях указаны ниже.

3.4.1. Свойства матрицы Вейля. Пусть для определенности n =
= 2m, σξ = n− ξ. Обозначим

〈y(x), z(x)〉� =
∑

ν+j�n−1

n−ν−1∑
s=j

(−1)sCj
sp

(s−j)
s+ν+1(x)y

(ν)(x)z(j)(x), (3.4.1)
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где Cj
s = s!(j!(s − j)!)−1. Предположим, что L = L∗, где сопряженная

пара L∗ = (�∗,U∗) определяется соотношениями

�∗z = z(n) +
n−2∑
ν=0

(−1)ν(pν(x)z)ν ,

〈y(x), z(x)〉�|x=0
=

n∑
ξ=1

(−1)ξ−1Uξ0(y)U∗
n−ξ+1,0(z). (3.4.2)

При любых достаточно гладких функциях y(x), z(x) имеем: �y z −
− y �z = d

dx
〈y, z〉�. В частности, если функции y(x,λ), z(x,μ) являются

решениями уравнений �y = λy, �z = μy, то

d

dx
〈y(x,λ), z(x,μ)〉�|x=0

= (λ− μ)y(x,λ)z(x,μ). (3.4.3)

В § 3.1 доказано, что функции Вейля Mkξ(λ) регулярны в Π(−1)k за ис-
ключением не более чем счетного ограниченного множества полюсов
Λ′

kξ и непрерывны в Π(−1)k \ {0} за исключением ограниченных мно-
жеств Λkξ. При |λ| → ∞ Mkξ(λ)ρξ−k = O(1). Обозначим Λ =

⋃
k,ξ

Λk,ξ,

M±
kξ = limMkξ(λ± iz), z → 0, Re z > 0, −∞ < λ <∞;

Qkξ(λ) = (2πi)−1(M−
kξ(λ) −M+

kξ(λ)), Qk(λ) = Qk,k+1(λ).

Наряду с L рассмотрим дифференциальное уравнение и линейные
формы L̃ того же вида, но с нулевыми коэффициентами. Для упро-
щения выкладок ограничимся случаем отсутствия дискретного спек-
тра. Будем говорить, что L ∈ V 0

N , если pν(x) ∈ Wν+N , Λ = ∅,
Mkξ(λ)ρξ−k = O(1), λ → 0; Q̂k(λ) = O(ρ−n−2), |λ| → ∞, и L ∈ V 1

N ,
если L ∈ V 0

N , L = L∗. Решение обратной задачи будем искать в классах
V 1

N . Отметим, что L̃ ∈ V 1
N при любом N � 0. Условие Q̂k(λ) = O(ρ−n−2)

не является ограничением и введено для упрощения выкладок.
Те о р е м а 3.4.1. Пусть L ∈ V 1

N . Тогда матрица Вейля M(λ)
обладает следующими свойствами:
1) Mkξ(λ) = δkξ, k � ξ;
2) функции Mkξ(λ) регулярны в Π(−1)k и непрерывны в Π(−1)k \ {0};
3) функции Mkξ(λ)ρξ−k ограничены;
4) функции Mkξ(λ) −Mk,k+1(λ)Mk+1,ξ(λ) регулярны при λ ∈ Γ(−1)k ;
5) Q̂k(λ) = O(ρ−n−2), |λ| → ∞;
6) Mk,k+1(λ) = Mn−k,n−k+1(λ);
7) (−1)mQm > 0, λ ∈ Γ(−1)m.

Отметим, что Qk(λ) ≡ 0 при λ ∈ Γ(−1)k−1 , и функции ρQk(λ) непре-
рывны и ограничены при λ ∈ Γ(−1)k.

Свойства 1–5 частью очевидны, частью доказаны в §§ 3.1, 3.2. Они
не связаны с самосопряженностью оператора. Докажем свойства 6 и 7.
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В силу (3.4.3) имеем:
d

dx
〈Φk(x,λ),Φn−k(x,λ)〉� = 0. Так как Rn−k =

= −Rk+1 и
|Φ(ν)

k (x,λ)| � C|ρ|ν+k−n| exp(ρRkx)|, (3.4.4)

то
lim

x→∞〈Φk(x,λ),Φn−k(x,λ)〉� = 0.

Следовательно, 〈Φk(x,λ),Φn−k(x,λ)〉�|x=0 = 0. Используя (3.4.2), по-
лучаем

n∑
ξ=1

(−1)ξ−1Uξ0(Φk(x,λ))Un−ξ+1,0(Φn−k(x,λ)) = 0,

т. е. Mk,k+1(λ) = Mn−k,n−k+1(λ). Отсюда, в частности, вытекает, что
функция Qm(λ) вещественна. Пусть f(x) ∈ W2 финитна и f(0) = 0.
Рассмотрим функцию

Y (x,λ) =
∞∫

0

G(x, t,λ)f(t) dt,

где

G(x, t,λ) =
m∑

j=1

(−1)j−1

{
Φn−j+1(x,λ)Φj(t,λ), x < t,

Φj(x,λ)Φn−j+1(t,λ), x > t.

Преобразуем Y (x,λ) к виду

Y (x,λ) = 1
λ

m∑
j=1

(−1)j−1
(x∫

0

Φj(x,λ)�Φn−j+1(t,λ)f(t) dt+

+
∞∫
x

Φn−j+1(x,λ)�Φj(t,λ)f(t) dt
)
.

Интегрируя дважды по частям слагаемые со старшими производными
и используя оценки (3.4.4) и соотношение

n∑
j=1

(−1)j−1Φ(ν)
j (x,λ)Φn−j+1(x,λ) = δν,n−1,

вычисляем: Y (x,λ) = λ−1(−f(x) +Z(x,λ)), где Z(x,λ) = O(ρ−1), |ρ| →
→ ∞ равномерно по x � 0. Следовательно,

lim
R→∞

∣∣∣ 1
2πi

∮

|λ|=R

Y (x,λ) dλ+ f(x)
∣∣∣ = 0. (3.4.5)
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Так как

Φk(x,λ) = Ck(x,λ) +
n∑

ξ=k+1

Mkξ(λ)Cξ(x,λ)

и функции Mkξ(λ)ρξ−k ограничены, то G(x, t, ξ) = O(ρ1−n) равномерно
на компактах и, следовательно,

lim
ε→0

1
2πi

∫

|λ|=ε

Y (x,λ) dλ = 0. (3.4.6)

Функции Φk(x,λ)−Mk,k+1(λ)Φk+1(x,λ) регулярны при λ ∈ Γ(−1)k . То-
гда из (3.4.5)–(3.4.6), применяя метод контурного интеграла, получим
разложение

f(x) =
∫

Γ(−1)m

F (λ)Φm+1(x,λ)(−1)mQm(λ) dλ, (3.4.7)

F (λ) :=
∞∫

0

f(x)Φm+1(x,λ) dx

равномерно на компактах. Следовательно,
∞∫

0

|f(x)|2 dx =
∫

Γ(−1)m

|F (λ)|2(−1)mQm(λ) dλ. (3.4.8)

Известными методами спектральной теории дифференциальных опера-
торов можно доказать, что соотношения (3.4.7), (3.4.8) справедливы
для всех функций f(x) ∈ L2(0,∞) и (−1)mQm(λ) > 0, λ ∈ Γ(−1)m .
Отметим, что соотношение (−1)mQm(λ) > 0 может быть выведено и
непосредственно из свойств матрицы Вейля. Теорема 3.4.1 доказана. �

Те о р е м а 3.4.2. Пусть L ∈ V 1
N . Тогда матрица Вейля M(λ) од-

нозначно определяется заданием функций Q1(λ), . . . ,Qm(λ) по фор-
мулам

Qn−k(λ) = Qk(λ), k = 1,m− 1, (3.4.9)

Mkξ(λ) =
∫

Γ(−1)k

Qk(μ)Mk+1,ξ(μ)

λ− μ
dμ, k < ξ, λ ∈ Π(−1)k . (3.4.10)

В самом деле, функции Mkξ(λ) регулярны в Π(−1)k , непрерывны
в Π(−1)k \ {0} и Mkξ(λ)ρξ−k ограничены. Следовательно,

Mkξ(λ) =
∫

Γ(−1)k

Qkξ(μ)

λ− μ
dμ. (3.4.11)
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Так как функции Mkξ(λ) − Mk,k+1(λ)Mk+1,ξ(λ) регулярны при λ ∈
∈ Γ(−1)k , то Qkξ(λ) = Qk(λ)Mk+1,ξ(λ), и (3.4.10) доказано. Соотноше-
ние (3.4.9) является следствием свойства 6 теоремы 3.4.1. �

З а м е ч а н и е 3.4.1. Формула (3.4.10) верна и для случая L ∈ V 0
N ,

а также для любой матрицы M(λ), обладающей свойствами 1–4 теоре-
мы 3.4.1.

Введем обозначения: ϕ(x,λ) = [χ((−1)k−1λ)Φk(x,λ)]T
k=2,n

— вектор-
столбец,

q(x,λ) = [(−1)k−1χ((−1)k−1λ)Φ̃n−k+2(x,λ)Q̂k−1(λ)]k=2,n

—вектор-строка, χ(λ) функция Хевисайда,

r(x,λ,μ) =
〈ϕ̃(x,λ), q(x,μ)〉�̃

λ− μ
, (3.4.12)

γν(x)=
∞∫

−∞
|q(ν)(x,λ)ϕ(x,λ)| dλ, γνs(x) =

∞∫
−∞

q(ν)(x,λ)ϕ(s)(x,λ) dλ, (3.4.13)

tjν(x) = −∑j
β=ν+1C

β
j C

ν
β−1γβ−ν−1,j−β(x), j > ν,

tjν(x) = δjν , j � ν,

⎫⎬⎭ (3.4.14)

ξν(x) = (−1)νγn−ν−1,0(x) +
n−ν−1∑

s=0

Cs
nC

ν
n−s−1γn−ν−s−1,s(x), (3.4.15)

ψν(x) = ξν(x) −
n−2∑

j=ν+1

ψj(x)tjν(x), ν = 0,n− 2. (3.4.16)

Те о р е м а 3.4.3. При фиксированном x � 0 вектор-функция
ϕ(x,λ) является решением линейного интегрального уравнения

ϕ̃(x,λ) = ϕ(x,λ) +
∞∫

−∞
r(x,λ,μ)ϕ(x,μ) dμ. (3.4.17)

Уравнение (3.4.17) называется основным уравнением обратной задачи.

Те о р е м а 3.4.4. Справедливы соотношения

pν(x) = ψν(x), uξν0 +
n−1∑

j=ν+1

uξj0tjν(0) = 0. (3.4.18)

Теоремы 3.4.3, 3.4.4 являются очевидными следствиями теоремы
3.2.1 и леммы 3.2.3. Отметим, что (3.4.17) является интегральным
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уравнением Фредгольма, причем

sup
−∞<λ<∞

∞∫
−∞

|(Ω(x,λ)r(x,λ,μ)Ω−1(x,μ))jk| dμ <∞,

где Ω(x,λ) = diag[ρn−k exp(−ρRkx)]k=2,n. Следовательно, оператор

Af(λ) = f(λ) +
∞∫

−∞
Ω(x,λ)r(x,λ,μ)Ω−1(x,μ)f(μ) dμ

является линейным ограниченным оператором, действующим из B в B,
где B = Ln−1∞ (−∞,∞) — банахово пространство вектор-функций
z(λ) = [zj(λ)]j=1,n−1, λ ∈ (−∞,∞), zj(λ) ∈ L∞(−∞,∞) с нормой

‖z‖B =
∑n−1

j=1 ‖zj‖L∞(−∞,∞).

3.4.2. Решение обратной задачи. В этом пункте приведена тео-
рема о разрешимости основного уравнения в самосопряженном случае
и дано решение обратной задачи. Обозначим: W — множество матриц
M(λ) = [Mkξ(λ)]k,ξ=1,n, обладающих свойствами 1–7 теоремы 3.4.1.

Те о р е м а 3.4.5. Пусть M(λ) ∈ W. Тогда при каждом фикси-
рованном x � 0 уравнение (3.4.17) имеет и притом единственное
решение в классе Ω(x,λ)ϕ(x,λ) ∈ B.

Док а з а т е л ь с т в о. Достаточно доказать, что однородное урав-
нение

h(x,λ) +
∞∫

−∞
r(x,λ,μ)h(x,μ) dμ = 0, (3.4.19)

где Ω(x,λ)h(x,λ) ∈ B, h(x,λ) = [hk(x,λ)]T
k=2,n

, имеет только нулевое
решение.

Рассмотрим функцию

B(x,λ) =
m∑

j=1

(−1)j−1Hj(x,λ)Hn−j+1(x,λ), (3.4.20)

где вектор-функция H(x,λ) = [Hj(x,λ)]T
j=1,n

определяется соотноше-
нием

H(x,λ) = −
∞∫

−∞

〈Φ̃(x,λ), q(x,μ)〉�̃
λ− μ

h(x,μ) dμ. (3.4.21)

Запишем (3.4.19), (3.4.21) в координатах:

hk(x,λ) +
n∑

j=2

(−1)j−1
∫

Γ(−1)j−1

〈ϕ̃k(x,λ), Φ̃n−j+2(x,μ)〉�̃
λ− μ

×

× Q̂j−1(μ)hj(x,μ) dμ = 0, (3.4.22)
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Hk(x,λ) +
n∑

j=2

(−1)j−1
∫

Γ(−1)j−1

〈Φ̃k(x,λ), Φ̃n−j+2(x,μ)〉�̃
λ− μ

×

× Q̂j−1(μ)hj(x,μ) dμ = 0. (3.4.23)

Ясно, что при фиксированном x � 0 функции Hk(x,λ) регулярны
в Π(−1)k и Hk(x,λ) = hk(x,λ) при λ ∈ Γ(−1)k−1 , k = 2,n. Из (3.4.23)
также следует, что

Hk(x,λ) −Mk,k+1(λ)Hk+1(x,λ) = −M̂k,k+1(λ)Hk+1(x,λ) +

+
n∑

j=2

∫

Γ(−1)j−1

〈Φ̃k(x,λ) − M̃k,k+1(λ)Φ̃k+1(x,λ), Φ̃n−j+2(x,μ)〉�̃
λ− μ

×

× Q̂j−1(μ)hj(x,μ) dμ.

Так как функции Φ̃k(x,λ) − M̃k,k+1(λ)Φ̃k+1(x,λ) регулярны при λ ∈
∈ Γ(−1)k−1 и так как в силу (3.4.3) при |λ− μ| � δ0

〈Φ̃k(x,λ), Φ̃n−j+2(x,μ)〉�̃
λ− μ

=

= (−1)k+1δj,k+1

λ− μ

x∫
a

Φ̃k(t,λ)Φ̃n−j+2(t,μ) dt (3.4.24)

(a = 0 при j � k + 1, и a = ∞ при j > k + 1), то все слагаемые в сумме
при j �= k + 1 являются регулярными при λ ∈ Γ(−1)k . Поэтому

Hk(x,λ) −Mk,k+1(λ)Hk+1(x,λ) = −M̂k,k+1(λ)Hk+1(x,λ) +

+ (−1)k+1
∫

Γ(−1)k

〈Φ̃k(x,λ) − M̃k,k+1(λ)Φ̃k+1(x,λ), Φ̃n−k+2(x,μ)〉�̃
λ− μ

×

× Q̂k(μ)Hk+1(x,μ) dμ+ Ωk1(x,λ) =
(
−M̂k,k+1(λ) +

+
∫

Γ(−1)k

Q̂k(μ)

λ− μ
dμ
)
Hk+1(x,λ) + Ωk2(x,λ),

где функции Ωks(x,λ) регулярны при λ ∈ Γ(−1)k . Следовательно, функ-
ции Hk(x,λ) −Mk,k+1(λ)Hk+1(x,λ) регулярны при λ ∈ Γ(−1)k .

11 В.А. Юрко
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Из вышеприведенных свойств функций Hk(x,λ) вытекает, что при
фиксированном x � 0 функция B(x,λ) регулярна в Π(−1)m и непрерыв-
на в Π(−1)m \ {0}, а функция

B(x,λ) + (−1)mMm,m+1(λ)Hm+1(x,λ)Hm+1(x,λ)

регулярна при λ ∈ Γ(−1)m . Кроме того, так как Ω(x,λ)h(x,λ) ∈ B, то
из (3.4.20), (3.4.22) и (3.4.23) следует, что

lim
R→∞

1
2πi

∫

|λ|=R

B(x,λ) dλ = 0, lim
ε→0

1
2πi

∫

|λ|=ε

B(x,λ) dλ = 0.

Отсюда получаем ∫

Γ(−1)m

(−1)mQm(λ)|hm+1(x,λ)|2 dλ = 0.

Так как (−1)mQm(λ) > 0, то hm+1(x,λ) ≡ 0.
Покажем теперь по индукции, что hj(x,λ) ≡ 0 при j < m + 1.

Предположим, что при некотором k < m соотношения hm+1(x,λ)= . . .
. . . = hk+1(x,λ) ≡ 0 уже доказаны. Из (3.4.23) и предположения ин-
дукции следует, что функция ρn−kHk(x,λ) является целой по ρ
и lim ρn−kHk(x,λ) = 0 при |ρ| → ∞. Отсюда получаем, что Hk(x,λ) ≡ 0
и, следовательно, hk(x,λ) ≡ 0.

Далее, покажем по индукции, что hj(x,λ) ≡ 0 при j > m + 1.
Предположим, что при некотором k � m+ 1 соотношения h2(x,λ) = . . .
. . . = hk(x,λ) ≡ 0 уже доказаны. Но тогда Hj(x,λ) ≡ 0 при j = 2, . . . , k.
Учитывая, что функция Hk(x,λ) −Mk,k+1(λ)Hk+1(x,λ) регулярна при
λ ∈ Γ(−1)k , получаем: Qk(λ)Hk+1(x,λ) ≡ 0, λ ∈ Γ(−1)k . Так как Qk(λ) =
= Q0

kρ
−1 + O(ρ−2), Q0

k �= 0 при |ρ| → ∞, то в силу аналитичности
имеем: Hk+1(x,λ) ≡ 0 и, следовательно, hk+1(x,λ) ≡ 0. Теорема 3.4.5
доказана. �

Те о р е м а 3.4.6. Для того чтобы матрица M(λ) ∈ W была
матрицей Вейля для L ∈ V 1

N , необходимо и достаточно, чтобы

sup
x�0

γν(x) <∞, ψν(x) ∈Wν+N , ν = 0,n− 2, (3.4.25)

где функции γν(x) и ψν(x) строятся по формулам (3.4.13)–(3.4.16),
а вектор-функция ϕ(x,λ) является решением уравнения (3.4.17).
При этом дифференциальное уравнение и линейные формы L = (�,U)
строятся по формулам (3.4.18).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Необходимость теоремы очевидна. Дока-
жем достаточность. Пусть ϕ(x,λ) — решение уравнения (3.4.17),
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Ω(x,λ)ϕ(x,λ) ∈ B. Построим функции Φ(x,λ) = [Φk(x,λ)]T
k=1,n

по фор-
муле

Φ(x,λ) = Φ̃(x,λ) −
∞∫

−∞

〈Φ̃(x,λ), q(x,μ)〉�̃
λ− μ

ϕ(x,μ) dμ (3.4.26)

и построим дифференциальное уравнение и линейные формы L = (�,U)
по формулам (3.4.18). Покажем, что Φ(x,λ) — решение Вейля,
а M(λ) — матрица Вейля для L.

Функции Φk(x,λ) регулярны в Π(−1)k , и Φk(x,λ) = ϕk(x,λ),
λ ∈ Γ(−1)k−1 . Нетрудно получить, что функции ϕ(ν)(x,λ), ν = 0,n− 1,
абсолютно непрерывны по x и при фиксированном x � 0
ρ−νΩ(x,λ)ϕ(x,λ) ∈ B. Дифференцируя соотношения (3.4.17) и (3.4.26)
по x и учитывая (3.4.3), получаем

n∑
ν=0

tjν(x)ϕ̃(ν)(x,λ) = ϕ(j)(x,λ) +
∞∫

−∞
r(x,λ,μ)ϕ(j)(x,μ) dμ,

n∑
ν=0

tjν(x)Φ̃(ν)(x,λ) = Φ(j)(x,λ) +
∞∫

−∞

〈Φ̃(x,λ), q(x,μ)〉�̃
λ− μ

ϕ(j)(x,μ) dμ.

Следовательно, с учетом (3.4.12)–(3.4.17), имеем

Ũξ0(Φ̃k(x,λ)) = Uξ0(Φk(x,λ)) +

+
∞∫

−∞

〈Φ̃k(x,λ), q(x,μ)〉�̃
λ− μ

∣∣∣
x=0

Uξ0(ϕk(x,μ)) dμ, (3.4.27)

�̃ϕ̃x,λ) = �ϕ(x,λ) +
∞∫

−∞
r(x,λ,μ)�ϕ(x,μ) dμ+

+
∞∫

−∞
〈ϕ̃(x,λ), q(x,μ)〉�̃ ϕ(x,μ) dμ, (3.4.28)

�̃(Φ̃(x,λ)) = �(Φ(x,λ)) +
∞∫

−∞

〈Φ̃(x,λ), q(x,μ)〉�̃
λ− μ

�ϕ(x,μ) dμ+

+
∞∫

−∞
〈Φ̃(x,λ), q(x,μ)〉�̃ ϕ(x,μ) dμ. (3.4.29)

11*
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Обозначим: h(x,λ) = �ϕ(x,λ)− λϕ(x,λ). Из (3.4.28), (3.4.17) и (3.4.12)
вытекает, что

h(x,λ) +
∞∫

−∞
r(x,λ,μ)h(x,μ) dμ = 0,

причем Ω(x,λ)h(x,λ) ∈ B. В силу теоремы 3.4.5 имеем: h(x,λ) ≡ 0,
т. е. �ϕ(x,λ) = λϕ(x,λ). Отсюда и из (3.4.29), (3.4.26) вытекает, что

�Φk(x,λ) = λΦk(x,λ), k = 1,n. (3.4.30)

Перепишем соотношение (3.4.27) в виде

Ũξ0(Φ̃k(x,λ)) = Uξ0(Φk(x,λ)) +

+
n∑

j=2

(−1)j−1
∫

Γ(−1)j−1

〈Φ̃k(x,λ), Φ̃n−j+2(x,μ)〉�̃
λ− μ

∣∣∣
x=0

×

× Q̂j−1(μ)Uξ0(Φk(x,μ)) dμ. (3.4.31)

Используя (3.4.24) при j � k + 1 и (3.4.31), вычисляем

Uξ0(Φk) = δξk, ξ � k, (3.4.32)

Uk+1,0(Φk) = M̃k,k+1(λ) +
∫

Γ(−1)k

Q̂k(μ)

λ− μ
dμ = Mk,k+1(λ). (3.4.33)

С учетом (3.4.1) запишем соотношение (3.4.26) в виде

Φk(x,λ) = Φ̃k(x,λ) −
∑

ν+j�n−1

(n−ν−1∑
s=j

(−1)sCj
sp

(s−j)
s+ν+1(x)

)
×

× Φ̃(ν)
k (x,λ)

∞∫
−∞

q(j)(x,μ)ϕ(x,μ)

λ− μ
dμ. (3.4.34)

Обозначим: Gε = {λ : |λ| � ε, arg(±λ) /∈ (−ε, ε)}, ε > 0. В облас-
ти Gε имеем: |λ− μ| � Cε|λ|. Отделим в (3.4.34) слагаемое с j = n− 1
и получим

Φk(x,λ) = Φ̃k(x,λ)(1+A(x,λ)) +Bk(x,λ), (3.4.35)

где

A(x,λ) =
∞∫

−∞

q(n−1)(x,μ)ϕ(x,μ)

λ− μ
dμ,
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а для функций Bk(x,λ) в силу (3.4.25) справедлива оценка

|Bk(x,λ)| � C|ρ|n−k+1| exp(ρRkx)|, λ ∈ Gε. (3.4.36)

В силу (3.4.30), (3.4.32) функция Φn(x,λ) является решением Вейля
для L. Поэтому Φn(x,λ) = a0n exp(ρRnx)(1+O(ρ−1)), a0n �= 0 при |ρ| →
→ ∞. Такая же асимптотика имеет место и для Φ̃n(x,λ). Из (3.4.35)
при k = n вычисляем: A(x,λ) = (Φ̃n(x,λ))−1(Φn(x,λ) − Bn(x,λ)) − 1
и, следовательно, A(x,λ) = O(ρ−1), |ρ| → ∞. Отсюда и из (3.4.35)–
(3.4.36) заключаем, что

|Φk(x,λ)| � C|ρ|k−n| exp(ρRkx)|, x � x0 > 0, λ ∈ Gε.

Таким образом, функции Φk(x,λ), k = 1,n, являются решениями Вей-
ля для L.

Обозначим через M0(λ) матрицу Вейля для L. Из (3.4.33) име-
ем: Mk,k+1(λ) = M0

k,k+1(λ) и, следовательно, Qk(λ) = Q0
k(λ). Как

и при доказательстве теоремы 3.4.5, можно получить, что функции
Φk(x,λ) −Mk,k+1(x,λ)Φk+1(x,λ) регулярны при λ ∈ Γ(−1)k . Функции
Φk(x,λ), M0

kξ непрерывны в Π(−1)k \ {0}, и M0
kξ(λ)ρξ−k = O(1). Таким

образом, L ∈ V 0
N . В силу замечания к теореме 3.4.2 имеем

M0
kξ(λ) =

∫

Γ(−1)k

Qk(μ)M 0
k+1,ξ(λ)

λ− μ
dμ. (3.4.37)

Так как M(λ) ∈ W, то имеет место формула (3.4.10). Сравнивая
(3.4.10) с (3.4.37), получаем: M0(λ) = M(λ), т. е. M(λ) является мат-
рицей Вейля для L.

Осталось показать, что L = L∗. Очевидно, что L∗ ∈ V 0
N . Пусть

N(λ) — матрица Вейля для L∗. Тогда Nk,k+1(λ) = Mn−k,n−k+1(λ),
что аналогично свойству 6 теоремы 3.4.1, но для несамосопряженного
случая. С другой стороны, по условию Mk,k+1(λ) = Mn−k,n−k+1(λ).
Следовательно, Mk,k+1(λ) = Nk,k+1(λ), k = 1,n− 1, и в силу (3.4.10)
M(λ) = N(λ). Отсюда по теореме единственности решения обратной
задачи по матрице Вейля имеем: L = L∗, т. е. L ∈ V 1

N . Теорема 3.4.6
доказана. �



Гл а в а 4

ОБРАТНЫЕ ЗАДАЧИ ДЛЯ

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ СИСТЕМ

Исследуется обратная задача спектрального анализа для несамосопря-
женных систем дифференциальных уравнений на полуоси. Дана постановка
обратной задачи, доказана теорема единственности, получена конструктивная
процедура решения обратной задачи и необходимые и достаточные условия
ее разрешимости.

§ 4.1. Свойства матрицы Вейля
4.1.1. Основные понятия. Рассмотрим следующую систему диф-

ференциальных уравнений на полуоси:

�Y (x) := Q0Y
′(x) +Q(x)Y (x) = ρY (x), x > 0. (4.1.1)

Здесь Y = [yk]T
k=1,n

— вектор-столбец (T — знак транспонирования),
ρ — спектральный параметр, Q0 = diag[qk]k=1,n, Q(x) = [qkj(x)]k,j=1,n,
где qk �= 0, k = 1,n, — различные комплексные числа (т. е. qk �= qj
при k �= j), и qkk(x) ≡ 0.Матрица Q(x) называется потенциалом. Через
WN обозначим множество функций f(x), x > 0, таких, что f (ν)(x), ν =
= 0,N − 1, абсолютно непрерывны и f (ν)(x) ∈ L(0,∞), ν = 0,N. Будем
говорить, что � ∈ VN , если qkj(x) ∈ WN , k, j = 1,n. Будем рассмат-
ривать оператор � в классах VN , N � 1. Обозначим B0 = Q−1

0 , т. е.
B0 = diag[βk]k=1,n, где βk = 1/qk.

Обратным задачам для систем дифференциальных уравнений по-
священо много работ (см. исторический очерк). Некоторые системы
исследуются аналогично оператору Штурма–Лиувилля. К ним отно-
сятся системы Дирака, AKNS и их обобщения. Для таких систем
может быть использован метод оператора преобразования, и получен-
ные результаты в основном аналогичны результатам для оператора
Штурма–Лиувилля. Однако в общем случае решение обратных задач
для систем вида (4.1.1) сталкивается с существенно более серьезными
трудностями, характерными и для случая операторов высших поряд-
ков вида (3.1.1) с интегрируемыми коэффициентами. В данной гла-
ве исследуется обратная задача для несамосопряженных систем вида
(4.1.1) на полуоси в общем случае, т. е. с произвольным расположением
корней характеристического многочлена и с произвольным поведени-
ем спектра. В качестве основной спектральной характеристики для
(4.1.1) вводится и изучается матрица Вейля, которая является аналогом
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матрицы Вейля, введенной в гл. 3 для оператора (3.1.1). Обратная
задача для систем (4.1.1) оказывается существенно более трудной, чем
для операторов (3.1.1), что связано с появлением новых качественных
аспектов в поведении матрицы Вейля и в исследовании основного
уравнения. Развивая идеи метода спектральных отображений, мы даем
конструктивную процедуру решения обратной задачи восстановления
системы (4.1.1) по заданной матрице Вейля, доказываем теорему един-
ственности и получаем необходимые и достаточные условия разреши-
мости этой нелинейной обратной задачи.

Приведем постановку обратной задачи. Известно (см. [237, 209]),
что ρ-плоскость можно разбить на секторы Sj = {ρ : arg ρ ∈ (θj , θj+1)},
j = 0, 2r − 1, 0 � θ0 < θ1 < . . . < θ2r−1 < 2π, в каждом из которых
существует перестановка ik = ik(Sj) чисел 1, . . . ,n, такая, что числа
Rk = Rk(Sj) вида Rk = βik

обладают свойством

Re(ρR1) < . . . < Re(ρRn), ρ ∈ Sj . (4.1.2)

Доопределим θj+2kr := θj , Sj+2kr := Sj , k ∈ Z, и обозначим Γj =
= {ρ : arg ρ = θj}. Ясно, что Γj+2kr := Γj , k ∈ Z. Отметим, что число 2r
секторов Sj зависит от расположения чисел {βk}k=1,n на комплексной
плоскости, причем 1 � r � n(n − 1)/2. Например, если все βk лежат
на одной прямой, проходящей через начало координат, то r = 1. Этот
случай называется вырожденным.

Пусть задана матрица h = [hξν ]ξ,ν=1,n, deth �= 0, где hξν —
комплексные числа. Рассмотрим линейные формы U(Y ) = [Uξ(Y )]T

ξ=1,n
вида U(Y ) = hY (0), т. е. Uξ(Y ) = [hξ1, . . . ,hξn]Y (0). Обозна-
чим Ω0

mk(j1, . . . , jm) = det[hξ,jν ]ξ=1,m−1,k; ν=1,m, Ω0
m(j1, . . . , jm) :=

= Ω0
mm(j1, . . . , jm), Ω0

0 := 1. Пусть

Ω0
m(i1, . . . , im) �= 0, m = 1,n− 1, j = 0, 2r − 1, (4.1.3)

где ik = ik(Sj) — вышеупомянутая перестановка для сектора Sj .
Условие (4.1.3) будем называть условием информативности для па-
ры L = (�,U). Системы, которые не удовлетворяют условию инфор-
мативности, обладают качественно другими закономерностями при
постановке и исследовании обратных задач и в данной работе не рас-
сматриваются. Без ограничения общности можно считать, что выпол-
няются следующие условия нормировки: deth = 1 и для некоторого
фиксированного сектора (для определенности для сектора S0) имеем:
Ω0

mm(i1, . . . , im) = 1, m = 1,n− 1. Везде в дальнейшем будем считать,
что условия информативности и нормировки выполнены.

Отметим, что при любой матрице Q0 условие информативности
(4.1.3) выполняется для широкого класса матриц h. В самом де-
ле, обозначим через Ω множество матриц h, у которых все мино-
ры Ω0

m(j1, . . . , jm) отличны от нуля при любых m = 1,n и j1, . . . , jm
(1 � j1 < j2 < . . . < jm � n). Ясно, что если h ∈ Ω, то условие информа-
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тивности (4.1.3) выполняется для любой матрицы Q0 (т. е. для любой
системы вида (4.1.1)).

Матрица Вейля. Пусть вектор-функции Φm(x, ρ)=[Φkm(x, ρ)]T
k=1,n

,

m = 1,n, являются решениями системы (4.1.1) при условиях Uξ(Φm) =
= δξm, ξ = 1,m, а также Φm(x, ρ) = O(exp(ρRmx)), x → ∞, ρ ∈ Sj ,
в каждом секторе Sj со свойством (4.1.2). Здесь и в дальней-
шем δξm — символ Кронекера. Ниже будет показано, что эти усло-
вия однозначно определяют решения Φm(x, ρ). Положим Mmξ(ρ) =
= Uξ(Φm), ξ > m, M(ρ) = [Mmξ(ρ)]m,ξ=1,n, Mmξ(ρ) = δξm при ξ � m,
Φ(x, ρ) = [Φ1(x, ρ), . . . ,Φn(x, ρ)] = [Φkm(x, ρ)]k,m=1,n. Функции Φm(x, ρ)
и Mmξ(ρ) называются решениями Вейля и функциями Вейля соот-
ветственно. Матрица M(ρ) называется матрицей Вейля (МВ) или
спектром L = (�,U). Отметим, что МВ является треугольной матрицей
и detM(ρ) ≡ 1.

Постановка обратной задачи. Зафиксируем матрицу Q0, т. е. чис-
ла βk = 1/qk, k = 1,n, считаем известными и фиксированными. Об-
ратная задача ставится следующим образом: по заданной МВ M(ρ)
построить пару L = (�,U).

4.1.2. Свойства матрицы Вейля. По построению имеем

U(Φ) = hΦ(0) = N (ρ), где N (ρ) = MT (ρ). (4.1.4)

Пусть C(x, ρ) = [Ckm(x, ρ)]k,m=1,n — матричное решение системы
(4.1.1) при начальных условиях U(C) = hC(0, ρ) = E (здесь и далее
через E обозначаем единичную матрицу соответствующей размерности
или единичный оператор в соответствующем банаховом пространстве).
Другими словами, вектор-столбцы Cm(x, ρ) = [Ckm(x, ρ)]T

k=1,n
, m =

= 1,n, являются решениями (4.1.1) при начальных условиях Uξ(Cm) =
= δξm, ξ,m = 1,n. Функции Ckm(x, ρ) являются целыми по ρ при каж-
дом фиксированном x. Ясно, что

Φ(x, ρ) = C(x, ρ)N (ρ) или Φm(x, ρ) = Cm(x, ρ) +

+
n∑

k=m+1

Mmk(ρ)Ck(x, ρ), (4.1.5)

detC(x, ρ) = detΦ(x, ρ) = exp(ρ(β1 + . . . + βn)x). (4.1.6)

В ρ-плоскости проведем разрезы вдоль лучей Γj и обозначим через
Γ±

j = {ρ : arg ρ = θj ± 0} берега разрезов. Положим Sj = Sj ∪ Γ+
j ∪

∪ Γ−
j+1 и обозначим Σ = C \

(2r−1⋃
j=0

Γj

)
=

2r−1⋃
j=0

Sj — ρ-плоскость без

разрезов вдоль лучей Γj , а Σ =
2r−1⋃
j=0

Sj — замыкание Σ (различаем

берега разрезов).
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Зафиксируем j = 0, 2r − 1. При ρ ∈ Γj строгие неравенства в (4.1.2)
в некоторых местах превращаются в равенства. Пусть mi = mi(j), pi =
= pi(j), i = 1, s, таковы, что при ρ ∈ Γj

Re(ρRmi−1) < Re(ρRmi) = . . .

. . . = Re(ρRmi+pi) < Re(ρRmi+pi+1), i = 1, s,

где Rk = Rk(Sj). Обозначим Nj := {m : m = m1,m1 + p1 − 1, . . .
. . . ,ms,ms + ps − 1}, Jm := {j : m ∈ Nj}, γm =

⋃
j∈Jm

Γj . Пусть Σm =

= C \ γm — ρ-плоскость без разрезов вдоль лучей из γm, а Σm — замы-
кание Σm (различаем берега разрезов). Ясно, что область Σm =

⋃
ν
Smν

состоит из секторов Smν , каждый из которых является объединением
нескольких секторов Sj с одним и тем же набором {Rξ}ξ=1,m.

Пр и м е р 4.1.1.Пусть n = 4, β1 = 1, β2 = 2, β3 = 3, β4 = −i. Пусть
ρ = σ + iτ. Тогда r = 4, Γ0 = {ρ : τ = σ, σ > 0}, Γ1 = {ρ : τ = 2σ, σ >
> 0}, Γ2 = {ρ : τ = 3σ, σ > 0}, Γ3 = {ρ : σ = 0, τ > 0}, Γ4 = {ρ : τ =
= σ, σ < 0}, Γ5 = {ρ : τ = 2σ, σ < 0}, Γ6 = {ρ : τ = 3σ, σ < 0}, Γ7 =
= {ρ : σ = 0, τ < 0}, N0 = N6 = {1}, N1 = N5 = {2}, N2 = N4 = {3},
N3 = {1, 2}, N7 = {2, 3}, J1 = {0, 3, 6}, J2 = {1, 3, 5}, J3 = {2, 4, 7}, γ1 =
= Γ0 ∪ Γ3 ∪ Γ6, γ2 = Γ1 ∪ Γ3 ∪ Γ5, γ3 = Γ2 ∪ Γ4 ∪ Γ7.

Те о р е м а 4.1.1. (i) Функции Вейля Mmk(ρ), k > m являются
аналитическими в Σm за исключением не более чем счетного огра-
ниченного множества Λ′

m полюсов и непрерывны в Σm (т. е. они
непрерывны в каждом секторе Smν) за исключением ограниченного
множества Λm. Точнее, при j ∈ Jm, ρ ∈ Γj \ Λm существуют конеч-
ные пределы M±

mk(ρ) = limMmk(z), z → ρ, z ∈ Σm, ±(arg z − θj) > 0.
На γm функции Mmk(ρ) имеют разрезы.

(ii) Если � ∈ VN , N � 1, то при |ρ| → ∞, ρ ∈ Sj имеем

Mmk(ρ) =
N∑

ν=0

μν
mk

ρν + o
(

1

ρN

)
, (4.1.7)

где
μ0mk = Ω0

mk(i1, . . . , im)

Ω0
m(i1, . . . , im)

, ik = ik(Sj), (4.1.8)

и коэффициенты μν
mk = μν

mk(Sj) зависят от j,h и Q(i)(0), i =
= 0, ν − 1.

До к а з а т е л ь с т в о. Пусть � ∈ VN , N � 1. Зафиксируем
α � 0. Известно (см. [243, 217]), что при x � 0, ρ ∈ Σ, ρ � ρα

(ρα = O(max
k,j

‖qkj(x)‖L(α,∞))) существует фундаментальная система

решений (ФСР) Dα = {Yk(x, ρ)}k=1,n системы (4.1.1) со следующими
свойствами:
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1) Yk(x, ρ) непрерывны при x � 0, ρ ∈ Sj , |ρ| � ρα при каждом
j = 0, 2r − 1;
2) Yk(x, ρ) аналитичны при ρ ∈ Sj , |ρ| � ρα при каждых
j = 0, 2r − 1, x � 0;
3) для |ρ| → ∞, ρ ∈ Σ, равномерно по x � α

Yk(x, ρ) = exp(ρβkx)
( N∑

μ=0

gμk(x)

ρμ + o
(

1

ρN

))
,

g0k(x) ≡ [δνk]T
ν=1,n

. (4.1.9)

Зафиксируем j = 0, 2r − 1. Пусть ρ ∈ Sj , α = 0. Обозначим

Δ0
mk(ρ) = det[Uξ(Yiν )]ξ=1,m−1,k; ν=1,m. (4.1.10)

С помощью ФСР Dα имеем представление

Φm(x, ρ) =
n∑

k=1

dmk(ρ)Yk(x, ρ), m = 1,n.

Используя краевые условия на Φm(x, ρ), получаем

Φm(x, ρ) =
m∑

k=1

dm,ik
(ρ)Yik

(x, ρ), (4.1.11)

m∑
k=1

dm,ik
(ρ)Uξ(Yik

) = δξm, ξ = 1,m.

Поэтому

dm,ik
(ρ) = (−1)m+k

Δ0
mm(ρ)

det[Uξ(Yiν )]ξ=1,m−1; ν=1,m\k . (4.1.12)

В частности, из (4.1.9), (4.1.11) и (4.1.12) вытекает, что при |ρ| →
→ ∞, ρ ∈ Sj , равномерно по x � 0

Φm(x, ρ) =
m∑

k=1

exp(ρRkx)
(
[δm,ik

d0m,ik
]T
k=1,n

+O
(
1
ρ

))
, (4.1.13)

где

d0m,ik
= (−1)m+k

Ω0
m(i1, . . . , im)

det[hξ,iν ]ξ=1,m−1; ν=1,m\k , ik = ik(Sj).

В частности, это дает

d0m,im
= Ω0

m−1(i1, . . . , im−1)

Ω0
m(i1, . . . , im)

�= 0. (4.1.14)
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Так как Mmk(ρ) = Uk(Φm), то из (4.1.11) и (4.1.12) имеем

Mmk(ρ) = Δ0
mk(ρ)

Δ0
mm(ρ)

.

Отсюда, с учетом (4.1.9) и (4.1.10), приходим к (4.1.7).
Фиксируем α � 0, m = 1,n− 1. Известным методом (см., например,

[250]) можно доказать, что существует ФСР Dαm = {Y 0
km(x, ρ)}k=1,n,

x � 0, ρ ∈ Σ, |ρ| � ρα системы (4.1.1) со свойствами:
1) Y 0

km(x, ρ) = Yik
(x, ρ), k = m+ 1,n, ik = ik(Sj);

2) при k = 1,m функции Y 0
km(x, ρ) аналитичны при ρ ∈ Σm, |ρ| � ρα и

непрерывны при x � 0, ρ ∈ Σm, |ρ| � ρα;
3) Y 0

km(x, ρ) = O(exp(ρRmx)), |ρ| → ∞, ρ ∈ Σm, равномерно по x � α.
Таким образом, решения Y 0

km(x, ρ), k = 1,m, аналитичны в секто-
рах Smν более широких, чем Sj . Повторяя предыдущие рассуждения
для ФСР Dαm, получаем

Mmk(ρ) = Δ1
mk(ρ)

Δ1
mm(ρ)

, Δ1
mk(ρ) := det[Uξ(Y 0

νm)]ξ=1,m−1,k; ν=1,m . (4.1.15)

Функции Δ1
mk(ρ) аналитичны при ρ ∈ Σm, |ρ| � ρα и непрерывны при

ρ ∈ Σm, |ρ| � ρα. Отсюда, используя (4.1.15), (4.1.7) и произволь-
ность α, получаем утверждение (i) теоремы 4.1.1. �

Отметим, что из (4.1.7) и (4.1.13) вытекают следующие оценки:

|Mmk(ρ)| � C, |Φkm(x, ρ)| � C| exp(ρRmx)|,
ρ ∈ Sj , |ρ| � ρ0, Rm = Rm(Sj). (4.1.16)

Обозначим Λ′ =
⋃
m

Λ′
m, Λ =

⋃
m

Λm. Рассмотрим дифференциальную си-

стему и линейные формы L∗ = (�∗,U∗) вида

�∗Z(x) := −Z ′(x)Q0 + Z(x)Q(x) = ρZ(x), (4.1.17)

U∗(Z) = Z(0)h∗,

где Z = [zk]k=1,n — вектор-строка, h∗ = [h∗kξ]k,ξ=1,n := Q0h
−1. Тогда

имеем: U∗(Z) = [U∗
n(Z), . . . ,U∗

1 (Z)], где U∗
n−ξ+1(Z) = Z(0)[h∗kξ]

T
k=1,n

.
Ясно, что

Z(x)�Y (x) − �∗Z(x)Y (x) = d

dx

(
Z(x)Q0Y (x)

)
, (4.1.18)

Z(0)Q0Y (0) = U∗(Z)U(Y ) =
n∑

ξ=1

U∗
n−ξ+1(Z)Uξ(Y ). (4.1.19)
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Кроме того, из (4.1.18) вытекает, что если �Y (x, ρ) = ρY (x, ρ),
�∗Z(x,μ) = μZ(x,μ), то

(ρ− μ)Z(x,μ)Y (x, ρ) = d

dx

(
Z(x,μ)Q0Y (x, ρ)

)
. (4.1.20)

Обозначим R∗
m := −Rn−m+1. Пусть вектор-функции Φ∗

m(x, ρ) =
= [Φ∗

km(x, ρ)]k=1,n, m = 1,n, являются решениями системы (4.1.17)
при условиях U∗

ξ (Φ∗
m) = δξm, ξ = 1,m, а также Φ∗

m(x, ρ) =
= O(exp(ρR∗

mx)), x → ∞, ρ ∈ Sj , в каждом секторе Sj со свойством
(4.1.2). Эти условия однозначно определяют решения Φ∗

m(x, ρ).
Положим Φ∗(x, ρ) = [Φ∗

n−m+1(x, ρ)]
T
m=1,n

= [Φ∗
n−m+1,k(x, ρ)]m,k=1,n,

а также M∗
mk(ρ) = U∗

k (Φ∗
m), M∗(ρ) = [M∗

n−ξ+1,n−k+1(ρ)]k,ξ=1,n,
N ∗(ρ) = (M∗)T (ρ).

Тогда
Φ∗(0, ρ)h∗ = U∗(Φ∗) = N ∗(ρ). (4.1.21)

Обозначим: γ∗m = γn−m, Σ∗
m = Σn−m, Λ∗

m = Λn−m, Λ
′∗
m = Λ′

n−m. Свой-
ства матрицы M∗(ρ) аналогичны свойствам матрицы M(ρ). В част-
ности, функции M∗

mk(ρ), k > m аналитичны в Σ∗
m за исключением

множества Λ
′∗
m полюсов и непрерывны в Σ

∗
m за исключением множе-

ства Λ∗
m. На γ∗m функции M∗

mk(ρ) имеют разрезы. При |ρ| → ∞, ρ ∈ Sj ,

M∗
mk(ρ) =

N∑
ν=0

μ∗,ν
mk

ρν + o
(

1

ρN

)
, (4.1.22)

где коэффициенты μ∗,ν
mk = μ∗,ν

mk(Sj) зависят от j,h и Q(i)(0), i = 0, ν − 1.
Кроме того,

|M∗
mk(ρ)| � C, |Φ∗

mk(x, ρ)| � C| exp(ρR∗
mx)|, ρ ∈ Sj , |ρ| � ρ0. (4.1.23)

Положим C∗(x, ρ) = [C∗
n−m+1(x, ρ)]

T
m=1,n

, где векторы C∗
m(x, ρ) =

= [C∗
mk(x, ρ)]k=1,n являются решениями системы (4.1.17)

при начальных условиях U∗
ξ (C∗

m) = δξm, ξ,m = 1,n (т. е.
U∗(C∗) = C∗(0, ρ)h∗ = E). Функции C∗

mk(x, ρ) являются целыми по ρ
при каждом фиксированном x. Ясно, что

Φ∗(x, ρ) = N ∗(ρ)C∗(x, ρ) или Φ∗
n−m(x, ρ) = C∗

n−m(x, ρ) +

+
n∑

k=n−m+1

M∗
n−m,k(ρ)C∗

k(x, ρ), (4.1.24)

detC∗(x, ρ) = detΦ∗(x, ρ) = (detQ0)−1 exp(−ρ(β1 + . . . + βn)x).
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Лемм а 4.1.1. Справедливы соотношения

Φ∗(x, ρ) = (Q0Φ(x, ρ))−1, (4.1.25)

M∗(ρ) = M−1(ρ), N ∗(ρ) = N−1(ρ), (4.1.26)

C(x, ρ) = Φ(x, ρ)N ∗(ρ) ⇔ Cν(x, ρ) = Φν(x, ρ)+

+
n∑

k=ν+1

M∗
n−k+1,n−ν+1(ρ)Φk(x, ρ),

C∗(x, ρ) = N (ρ)Φ∗(x, ρ) ⇔ C∗
n−ν(x, ρ) = Φ∗

n−ν(x, ρ)+

+
n∑

k=n−ν+1

Mn−k+1,ν+1(ρ)Φ∗
k(x, ρ).

(4.1.27)

Док а з а т е л ь с т в о. Обозначим Z = (Q0Φ)−1. Так как ZQ0Φ = E,
то Z ′Q0Φ + ZQ0Φ′ = 0, или Q0Φ′ = −Z−1Z ′Q0Φ. Так как Φ удовле-
творяет (1.1), то ρΦ − QΦ = −Z−1Z ′Q0Φ, или −Z−1Z ′Q0 + Q = ρE.
Таким образом,

�∗Z(x, ρ) = ρZ(x, ρ). (4.1.28)

Пусть Z(x, ρ) = [Zk(x, ρ)]T
k=1,n

, где Zk(x, ρ), k = 1,n, — строки матри-
цы Z(x, ρ). Используя (4.1.19), вычисляем

E = Z(0, ρ)Q0Φ(0, ρ) =
n∑

ξ=1

U∗
n−ξ+1(Z)Uξ(Φ),

или n∑
ξ=1

U∗
n−ξ+1(Zk)Uξ(Φm) = δmk, k,m = 1,n. (4.1.29)

Последовательно подставляя в (4.1.29) значения m = n,n − 1, . . . , 1
и учитывая соотношения Uξ(Φm) = δξm, ξ = 1,m, получаем

U∗
n−ξ+1(Zk) = δξk, ξ = k,n. (4.1.30)

Кроме того, в силу (4.1.16) имеем

|Zk(x, ρ)| � C| exp(ρR∗
n−k+1x)|. (4.1.31)

Из (4.1.28), (4.1.30) и (4.1.31) вытекает, что Zk(x, ρ) = Φ∗
n−k+1(x, ρ),

т. е. Z(x, ρ) = Φ∗(x, ρ), и (4.1.25) доказано. Далее, используя (4.1.25),
(4.1.19), (4.1.4) и (4.1.21), выводим

E = Φ∗(0, ρ)Q0Φ(0, ρ) = U∗(Φ∗)U(Φ) = N ∗(ρ)N (ρ),

т. е. верно (4.1.26). Теперь, в силу (4.1.5) и (4.1.24), соотношения
(4.1.27) становятся очевидными. �
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Лемм а 4.1.2. Справедливы соотношения

Φ∗(0,μ)Q0Φ(0, ρ) = N ∗(μ)N (ρ), (4.1.32)

Φ∗(x,μ)Q0Φ(x, ρ)
ρ− μ

= N ∗(μ)N (ρ)

ρ− μ
+

x∫

0

Φ∗(t,μ)Φ(t, ρ) dt. (4.1.33)

До к а з а т е л ь с т в о. В силу (4.1.4) и (4.1.21) имеем

N ∗(μ)N (ρ) = Φ∗(0,μ)h∗hΦ(0, ρ) = Φ∗(0,μ)Q0Φ(0, ρ),

т. е. (4.1.32) доказано. Соотношение (4.1.33) является следствием
(4.1.20) и (4.1.32). �

Установим теперь так называемые структурные свойства МВ, ко-
торые играют весьма важную роль при решении обратной задачи.
При ξ = 0,n− 2 построим функции Bξ

mk(ρ), m = 1,n− ξ − 1, k =
= m+ ξ + 1,n по следующим рекуррентным формулам:

B0
mk(ρ) = Mmk(ρ),

Bξ
mk(ρ) = Bξ−1

mk (ρ) −Bξ−1
m,m+ξ(ρ)B

0
m+ξ,k(ρ). (4.1.34)

Используя (4.1.34), можно записать явные формулы для Bξ
mk(ρ):

Bξ
mk(ρ) = Mmk(ρ) +

+
ξ∑

ν=1

(−1)ν
∑

1�j1<...<jν�ξ

Mm,m+j1(ρ)Mm+j1,m+j2(ρ) . . .Mm+jν ,k(ρ).

Лем м а 4.1.3. Функции Bξ
mk(ρ) аналитичны в Σm+ξ \ Λ′

m+ξ

непрерывны в Σm+ξ \ Λm+ξ и имеют разрезы на γm+ξ.
До к а з а т е л ь с т в о. В силу (4.1.26) при k = m+ ξ + 1 имеем

Bξ
m,m+ξ+1(ρ) = −M∗

n−m−ξ,n−m+1(ρ). (4.1.35)

Это дает утверждение леммы при k = m + ξ + 1. Для k > m + ξ + 1
меняем местами линейные формы Uk и Um+ξ+1 и повторяем предыду-
щие рассуждения. �

Те о р е м а 4.1.2.

Функции Bm−ν
νk (ρ) аналитичны на Γj \ Λ′

m

при j /∈ Jm, 1 � ν � m � n− 1, m+ 1 � k � n.
(4.1.36)

В самом деле, так как j /∈ Jm, то Γj ⊂ Σm, и, следовательно, (4.1.36)
следует из леммы 4.1.3. �

При м е р 4.1.2. Пусть n = 4, β1 = 1, β2 = 2, β3 = 3, β4 = −i
(см. пример 4.1.1). Тогда (4.1.36) принимает вид: функции
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M1k(ρ) − M12(ρ)M2k(ρ), k = 3, 4 аналитичны на Γ0,Γ2,Γ4,Γ6,Γ7
без Λ′

2, а функции M24(ρ) −M23(ρ)M34(ρ), M14(ρ) −M12(ρ)M24(ρ) −
−M13(ρ)M34(ρ) +M12(ρ)M23(ρ)M34(ρ), аналитичны на Γ0,Γ1,Γ3, Γ5,Γ6
без Λ′

3. Отметим, что согласно теореме 4.1.1 функции M1k(ρ) имеют
разрезы на Γ0,Γ3,Γ6, функции M2k(ρ) имеют разрезы на Γ1,Γ3,Γ5,
а функция M34(ρ) имеет разрез на Γ2,Γ4,Γ7.

§ 4.2. Решение обратной задачи по матрице Вейля
4.2.1. Теорема единственности. Наряду с L = (�,U) рассмотрим

пару L̃ = (�̃, Ũ) того же вида, но с другими матрицами Q̃, h̃ (напомним,
что матрица Q0 известна априори и фиксированна). Везде в даль-
нейшем считаем, что если некоторый символ α обозначает объект,
относящийся к L, то α̃ обозначает аналогичный объект, относящий-
ся к L̃, и α̂ := α − α̃. Пусть �, �̃ ∈ VN , N � 1. Определим матрицу
P(x, ρ) = [Pξk(x, ρ)]ξ,k=1,n по формуле

P(x, ρ) = Φ(x, ρ)Φ̃−1(x, ρ). (4.2.1)

Другими словами,

Pξk(x, ρ) = (det Φ̃(x, ρ))−1 det[Φ̃1ν(x, ρ), . . . , Φ̃k−1,ν(x, ρ),

Φξν(x, ρ), Φ̃k+1,ν(x, ρ), . . . , Φ̃nν(x, ρ)]ν=1,n . (4.2.2)

Перепишем (4.2.1) в виде

P(x, ρ)Φ̃(x, ρ) = Φ(x, ρ). (4.2.3)

Л емм а 4.2.1. (i) При |ρ| � ρ0 равномерно по x � 0

|Pξk(x, ρ)| � C, ξ, k = 1,n. (4.2.4)

(ii) При |ρ| → ∞, ρ ∈ Sj , arg ρ = const, равномерно по x � 0,

Pξk(x, ρ) = O
(
1
ρ

)
, ξ �= k, Pkk(x, ρ) = Pj

k +O
(
1
ρ

)
,

ξ, k = 1,n, (4.2.5)

где

Pj
k := Ω0

k−1(i1, . . . , ik−1)

Ω0
k(i1, . . . , ik)

· Ω̃0
k(i1, . . . , ik)

Ω̃0
k−1(i1, . . . , ik−1)

, ik = ik(Sj). (4.2.6)

Если h = h̃, то (4.2.5) верно при ρ ∈ Sj , и Pj
k = 1, k = 1,n, j = 0, 2r − 1.

Утверждения леммы вытекают из (4.2.2) в виду (4.1.13), (4.1.14)
и (4.1.16). Докажем теперь теорему единственности решения обратной
задачи восстановления L по МВ.
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Те о р е м а 4.2.1. Если M(ρ) = M̃(ρ), то L = L̃. Таким образом,
задание МВ M(ρ) однозначно определяет потенциал Q(x) и матри-
цу h.

До к а з а т е л ь с т в о. Преобразуем матрицу P(x, ρ), используя
(4.2.1) и (4.1.5). При условиях теоремы имеем

P(x, ρ) = Φ(x, ρ)Φ̃−1(x, ρ) = C(x, ρ)N (ρ)Ñ−1(ρ)C̃−1(x, ρ) =

= C(x, ρ)C̃−1(x, ρ).

Поэтому из (4.1.6) вытекает, что при каждом фиксированном x � 0
матрица-функция P(x, ρ) является целой по ρ. Используя (4.2.4) и тео-
рему Лиувилля [206, с. 209], выводим, что Pξk(x, ρ) ≡ Pξk(x), т. е.
функции Pξk не зависят от ρ. Вместе с (4.2.5) это дает: Pξk(x, ρ) ≡ 0
при ξ �= k и Pkk(x, ρ) ≡ Pk. С другой стороны, Pk = Pj

k, где Pj
k опре-

делены в (4.2.6). Так как h и h̃ удовлетворяют условиям нормировки,
то для сектора S0 получаем, что Ω0

k(i1, . . . , ik) = Ω̃0
k(i1, . . . , ik), k = 0,n,

и, следовательно, Pk = 1, k = 1,n. Таким образом, P(x, ρ) ≡ E, где
E — единичная матрица. Вместе с (4.2.3) это дает: Φ(x, ρ) ≡ Φ̃(x, ρ),
и, следовательно, Q(x) = Q̃(x). В силу (4.1.4) имеем: hΦ(0, ρ) = N (ρ),
поэтому h = h̃. �

С л е д с т в и е 4.2.1. Задание чисел μ0mk = μ0mk(Sj) вида (4.1.8)
при всех m, k, j однозначно определяет матрицу линейных форм
h = [hξν ]ξ,ν=1,n.

В самом деле, если Q(x) ≡ 0, то Mmk(ρ) ≡ μ0mk(Sj), ρ ∈ Sj , при
всех m, k, j, и наше утверждение следует из теоремы 4.2.1. �

З а м е ч а н и е 4.2.1. Матрицу h можно конструктивно построить
по заданным числам {μ0mk(Sj)}. В самом деле, так как следствие
4.2.1 верно, в частности, и в вырожденном случае, а числа {μ0mk(Sj)}
не зависят от {βk}, то для построения h достаточно взять {μ0mk(Sj)}
только для двух секторов S0 и Sr: {μ0mk(S0)} и {μ0mk(Sr)}. Вместе
с условиями нормировки это дает n2 соотношений для построения n2

чисел hξν , ξ, ν = 1,n. Нетрудно увидеть, что эти нелинейные уравне-
ния могут быть сведены к линейной алгебраической системе относи-
тельно hξν , ξ, ν = 1,n, определитель которой в силу следствия 4.2.1
отличен от нуля.

4.2.2. Основное уравнение обратной задачи. Центральным ме-
стом при решении обратной задачи является получение и исследова-
ние так называемого основного уравнения, которое является особым
линейным интегральным уравнением (см. (4.2.28)). В этом пункте
дается вывод основного уравнения и доказывается его однозначная
разрешимость в сответствующем банаховом пространстве. Опираясь
на решение основного уравнения, мы получаем явные формулы для
построения L по заданной МВ.
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Рассмотрим пары L = (�,U) и L̃ = (�̃, Ũ), где �, �̃ ∈ VN при некото-
ром N � 1, причем

M̂(ρ) = O(ρ−1), |ρ| → ∞, (4.2.7)

т. е. μ0mk(Sj) = μ̃0mk(Sj) при всех m, k, j. Согласно (4.1.7) и след-
ствию 4.2.1, условие (4.2.7) равносильно условию h = h̃. В ρ-плоскости
рассмотрим контур ω = ω0 ∪ ω+ ∪ ω− (с обходом против часовой
стрелки), где ω0 — ограниченный замкнутый контур, охватывающий

множество Λ ∪ Λ̃ ∪ {0} (т. е. Λ ∪ Λ̃ ∪ {0} ⊂ intω0), и ω± =
2r−1⋃
j=0

ω±
j ,

ω±
j = Γ±

j \ intω0. Обозначим Jω = {ρ : ρ /∈ ω ∪ intω0)}.
Те о р е м а 4.2.2. Справедливы соотношения

Φ̃(x, ρ) = Φ(x, ρ) + 1
2πi

∫
ω

Φ(x,μ)Φ̃∗(x,μ)Q0Φ̃(x, ρ) dμ

μ− ρ
,

ρ ∈ Jω, (4.2.8)

Φ∗(x, θ)Q0Φ(x, ρ)
ρ− θ

− Φ̃∗(x, θ)Q0Φ̃(x, ρ)
ρ− θ

=

= 1
2πi

∫
ω

Φ∗(x, θ)Q0Φ(x,μ)Φ̃∗(x,μ)Q0Φ̃(x, ρ) dμ

(μ− θ)(ρ− μ)
,

ρ, θ ∈ Jω . (4.2.9)

В (4.2.8) (и везде в дальнейшем, где это необходимо) интеграл
понимается в смысле главного значения ([88, с. 27]).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Обозначим ωR =
(
ω ∩ {ρ : |ρ| �

� R}
)⋃{ρ : |ρ| � R}. По теореме Коши ([206, с. 166]) имеем

Pξk(x, ρ) − δξk = 1
2πi

∫
ωR

Pξk(x,μ) − δξk

ρ− μ
dμ,

ρ ∈ Jω ∩ {ξ : ξ < R}, ξ, k = 1,n. (4.2.10)

Так как h = h̃, то согласно лемме 4.2.1 получаем: Pξk(x, ρ) − δξk =
= O(ρ−1) при |ρ| → ∞, ξ, k = 1,n, и, следовательно,

lim
R→∞

1
2πi

∫

|μ|=R

Pξk(x,μ) − δξk

ρ− μ
dμ = 0.
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Поэтому при R→ ∞ (4.2.10) дает

Pξk(x, ρ) − δξk = 1
2πi

∫
ω

Pξk(x,μ)

ρ− μ
dμ, ρ ∈ Jω , ξ, k = 1,n,

или, что то же самое,

P(x, ρ) = E + 1
2πi

∫
ω

P(x,μ)

ρ− μ
dμ, ρ ∈ Jω . (4.2.11)

Аналогично вычисляем
P(x, ρ) − P(x, θ)

ρ− θ
= 1

2πi

∫
ω

P(x,μ)

(μ− θ)(ρ− μ)
dμ, ρ, θ ∈ Jω . (4.2.12)

Используя (4.2.11) и (4.2.3), выводим

Φ(x, ρ) = Φ̃(x, ρ) + 1
2πi

∫
ω

P(x,μ)Φ̃(x, ρ)
ρ− μ

dμ.

Учитывая (4.2.1), получаем

Φ(x, ρ) = Φ̃(x, ρ) + 1
2πi

∫
ω

Φ(x,μ)Φ̃−1(x,μ)Φ̃(x, ρ)
ρ− μ

dμ.

Вместе с (4.1.25) это дает (4.2.8). Покажем, что

Φ∗(x, θ)Q0(P(x, ρ) − P(x, θ))Φ̃(x, ρ) =

= Φ∗(x, θ)Q0Φ(x, ρ) − Φ̃∗(x, θ)Q0Φ̃(x, ρ). (4.2.13)

В самом деле, согласно (4.2.1) имеем: (Φ(x, θ))−1P(x, θ) = (Φ̃(x, θ))−1,
или (Q0Φ(x, θ))−1Q0P(x, θ) = (Q0Φ̃(x, θ))−1Q0. Используя (4.1.25), по-

лучаем: Φ∗(x, θ)Q0P(x, θ) = Φ̃∗(x, θ)Q0. Вместе с (4.2.3) это дает
(4.2.13).

Из (4.2.12) и (4.2.13) вытекает, что

Φ∗(x, θ)Q0Φ(x, ρ)
ρ− θ

− Φ̃∗(x, θ)Q0Φ̃(x, ρ)
ρ− θ

=

= 1
2πi

∫
ω

Φ∗(x, θ)Q0P(x,μ)Φ̃(x, ρ)
(μ− θ)(ρ− μ)

dμ, ρ, θ ∈ Jω .

Ввиду (4.2.1) и (4.1.25) это дает (4.2.9). �
З ам е ч а н и е 4.2.2. Подынтегральные выражения в (4.2.8) и (4.2.9)

на каждом разрезе ω±
j устроены очень удачно: они, как легко видеть,

состоят из слагаемых двух типов. Слагаемые первой группы имеют
разрезы на Γj , но они убывают на бесконечности и после соответствую-
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щих преобразований дадут абсолютно сходящиеся интегралы. Слагае-
мые второй группы аналитичны на Γj и одновременно они содержат
растущие на бесконечности экспоненты. Слагаемые второй группы,
в силу их аналитичности, могут быть уничтожены за счет склейки
берегов ω+

j и ω−
j (и они должны быть уничтожены, чтобы убрать

растущие экспоненты). Именно этим мы сейчас и займемся. Для этого
докажем несколько вспомогательных утверждений.

Л емм а 4.2.2. При ν = 1,n− 1, ξ = 0,n− ν имеют место соот-
ношения

Φν(x, ρ) −
ν+ξ∑

k=ν+1

Bk−ν−1
νk (ρ)Φk(x, ρ) = Cν(x, ρ) +

+
n∑

k=ν+ξ+1

Bξ
νk(ρ)Ck(x, ρ). (4.2.14)

Доказательство проводится индукцией по ξ. При ξ = 0 равенство
(4.2.14) совпадает с (4.1.5). Предположим, что при некотором s соот-
ношение (4.2.14) верно для ξ = 0, s− 1. Умножая (4.2.14) при ξ = 0
на Bν−1

m,m+ν(ρ) и вычитая полученное соотношение из (4.2.14) для
ξ = s− 1, приходим к (4.2.14) при ξ = s. �

С л е д с т в и е 4.2.2. При ν = 1,n− 1, ξ = 0,n− ν справедливы
соотношения

Φν(x, ρ) −
ν+ξ∑

k=ν+1

M∗
n−k+1,n−ν+1(ρ)Φk(x, ρ) = Cν(x, ρ) +

+
n∑

k=ν+ξ+1

Bξ
νk(ρ)Ck(x, ρ). (4.2.15)

Соотношение (4.2.15) является следствием (4.2.14) и (4.1.35).

Л е м м а 4.2.3. Фиксируем j = 0, 2r − 1. Пусть m,m+ p− 1 ∈
∈ Nj , m− 1,m+ p /∈ Nj . Обозначим

C0
ν(x, ρ) = Φν(x, ρ) +

m+p∑
k=ν+1

M∗
n−k+1,n−ν+1(ρ)Φk(x, ρ),

ν = m,m+ p− 1,

C0,∗
n−ν(x, ρ) = Φ∗

n−ν(x, ρ) +
n−m+1∑

k=n−ν+1

Mn−k+1,ν+1(ρ)Φ∗
k(x, ρ),

ν = m,m+ p− 1.

Тогда вектор-функции C0
ν(x, ρ) и C0,∗

n−ν(x, ρ), ν = m,m+ p− 1, явля-
ются аналитическими на Γj \ Λ′.
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Док а з а т е л ь с т в о. В силу (4.2.15)

C0
ν(x, ρ) = Cν(x, ρ) +

n∑
k=m+p+1

Bm+p−ν
νk (ρ)Ck(x, ρ).

Так как m+ p /∈ Nj , то согласно теореме 4.1.2 функции Bm+p−ν
νk (ρ) яв-

ляются аналитическими на Γj \ Λ′, и, следовательно, вектор-функции
C0

ν(x, ρ) аналитичны на Γj \ Λ′. Вектор-функции C0,∗
n−ν(x, ρ) изучаются

аналогично. �
Определим матрицы A(ρ) = [amk(ρ)]m,k=1,n и Ã(ρ) = [ãmk(ρ)]m,k=1,n

по формулам

A(ρ) = N ∗(ρ)N̂ (ρ) = −N̂ ∗(ρ)Ñ (ρ),

Ã(ρ) = Ñ ∗(ρ)N̂ (ρ) = −N̂ ∗(ρ)N (ρ).

Очевидно, что amk(ρ) = 0, ãmk(ρ) = 0 при m � k, а при m > k имеем

amk(ρ) =
m∑

ξ=k+1

M∗
n−m+1,n−ξ+1(ρ)M̂kξ(ρ) =

= −
m−1∑
ξ=k

M̂∗
n−m+1,n−ξ+1(ρ)M̃kξ(ρ), (4.2.16)

ãmk(ρ) =
m∑

ξ=k+1

M̃∗
n−m+1,n−ξ+1(ρ)M̂kξ(ρ) =

= −
m−1∑
ξ=k

M̂∗
n−m+1,n−ξ+1(ρ)Mkξ(ρ). (4.2.17)

Л емм а 4.2.4. Матрицы-функции Φ(x, ρ)Φ̃∗(x, ρ) − Φ(x, ρ) ×
×A(ρ)Φ̃∗(x, ρ) и Φ̃(x, ρ)Φ∗(x, ρ)− Φ̃(x, ρ)Ã(ρ)Φ∗(x, ρ) являются целы-
ми по ρ.

Док а з а т е л ь с т в о. Используя (4.1.27) и (4.1.26), вычисляем

Φ(x, ρ)Φ̃∗(x, ρ) = C(x, ρ)N (ρ)Φ̃∗(x, ρ) = C(x, ρ)N̂ (ρ)Φ̃∗(x, ρ) +

+ C(x, ρ)Ñ (ρ)Φ̃∗(x, ρ) = Φ(x, ρ)N ∗(ρ)N̂ (ρ)Φ̃∗(x, ρ) +

+ C(x, ρ)C̃∗(x, ρ) = Φ(x, ρ)A(ρ)Φ̃∗(x, ρ) + C(x, ρ)C̃∗(x, ρ).

Так как C(x, ρ)C̃∗(x, ρ) является целой по ρ при каждом x, то матрица-
функция Φ(x, ρ)Φ̃∗(x, ρ) − Φ(x, ρ)A(ρ)Φ̃∗(x, ρ) также является целой
по ρ. Аналогично доказывается и второе утверждение леммы. �
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Фиксируем j = 0, 2r − 1. Пусть Nj = {m1,m1 + p1 − 1, . . .
. . . ,ms,ms + ps − 1}, mi − 1,mi + pi /∈ Nj , i = 1, s. Введем матрицы
A(j)(ρ) = [a(j)

kξ (ρ)]k,ξ=1,n, Ã
(j)(ρ) = [ã(j)

kξ (ρ)]k,ξ=1,n, ρ ∈ Γ±
j , где

a
(j)
kξ (ρ) =

{
akξ(ρ) при mi � ξ < k � mi + pi, i = 1, s,

0 — в остальных случаях,

ã
(j)
kξ (ρ) =

{
ãkξ(ρ) при mi � ξ < k � mi + pi, i = 1, s,

0 — в остальных случаях.

Лемм а 4.2.5. Матрицы-функции Φ(x, ρ)Φ̃∗(x, ρ) − Φ(x, ρ) ×
× A(j)(ρ)Φ̃∗(x, ρ) и Φ̃(x, ρ)Φ∗(x, ρ) − Φ̃(x, ρ)Ã(j)(ρ)Φ∗(x, ρ) являются
аналитичными на Γj \ Λ′.

Доказательство леммы аналогично доказательству леммы 4.2.4,
но вместо (4.1.27) используется лемма 4.2.3, и вычисления проводятся
по блокам, соответствующим mi,mi + pi − 1 ∈ Nj , i = 1, s. �

Для ρ ∈ ω введем матрицы A0(ρ), Ã0(ρ),F (x, ρ) = [Fνk(x, ρ)]ν,k=1,n
по формулам

A0(ρ) =

{
A(j)(ρ), ρ ∈ ω±

j ,

A(ρ), ρ ∈ ω0,
Ã0(ρ) =

{
Ã(j)(ρ), ρ ∈ ω±

j ,

Ã(ρ), ρ ∈ ω0,

F (x, ρ) = Φ(x, ρ)A0(ρ)Φ̃∗(x, ρ). (4.2.18)

Из (4.1.16), (4.1.23) и (4.2.16) вытекает, что

|Fνk(x, ρ)| � Cδ(ρ), x � 0, ρ ∈ ω±, ν, k = 1,n, (4.2.19)

где
δ(ρ) = max

m,k
|M̂mk(ρ)|. (4.2.20)

Используя леммы 4.2.4 и 4.2.5, перепишем соотношения (4.2.8), (4.2.9)
в виде

Φ̃(x, ρ) = Φ(x, ρ) + 1
2πi

∫
ω

F (x,μ)Q0Φ̃(x, ρ) dμ

μ− ρ
, ρ ∈ Jω , (4.2.21)

Φ∗(x, θ)Q0Φ(x, ρ)
θ − ρ

− Φ̃∗(x, θ)Q0Φ̃(x, ρ)
θ − ρ

+

+ 1
2πi

∫
ω

Φ∗(x, θ)Q0F (x,μ)Q0Φ̃(x, ρ)
(θ − μ)(μ− ρ)

dμ = 0, ρ, θ ∈ Jω . (4.2.22)

Из (4.2.7), (4.2.19) и (4.2.20) вытекает, что интегралы в (4.2.21)
и (4.2.22) сходятся абсолютно. Таким образом, мы убрали растущие
экспоненты.
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Определим матрицу Ω(μ, ρ) = [ωkm(μ, ρ)]k,m=1,n по формуле

Ω(μ, ρ) = A0(μ)Ñ ∗(μ)Ñ (ρ). (4.2.23)

Очевидно, что ωkm(μ, ρ) ≡ 0 при k � m. Из (4.1.32), (4.2.18) и (4.2.21)
при x = 0 вытекает, что

Φ(0, ρ) = Φ̃(0, ρ) + 1
2πi

∫
ω

Φ(0,μ)Ω(μ, ρ) dμ

ρ− μ
.

Умножая это равенство слева на вектор-строку [hξ1, . . . ,hξn] и учиты-
вая соотношение h = h̃, вычисляем

Uξ(Φm(x, ρ)) = Ũξ(Φ̃m(x, ρ)) +

+ 1
2πi

∫
ω

( n∑
k=m+1

Uξ(Φk(x,μ))ωkm(μ, ρ)
)

dμ

ρ− μ
. (4.2.24)

Л емм а 4.2.6. Справедливо соотношение

Ã0(ρ)A0(ρ) = A0(ρ)Ã0(ρ) = Ã0(ρ) −A0(ρ), ρ ∈ ω. (4.2.25)

До к а з а т е л ь с т в о. При ρ ∈ ω0 имеем

Ã0(ρ)A0(ρ) = Ñ ∗(ρ)N̂ (ρ)N ∗(ρ)N̂ (ρ) =

= Ñ ∗(ρ)N̂ (ρ) −N ∗(ρ)N̂ (ρ) = Ã0(ρ) −A0(ρ),

A0(ρ)Ã0(ρ) = N ∗(ρ)N̂ (ρ)Ñ ∗(ρ)N̂ (ρ) =

= Ñ ∗(ρ)N̂ (ρ) −N ∗(ρ)N̂ (ρ) = Ã0(ρ) −A0(ρ),

и (4.2.25) доказано. При ρ ∈ ω±
j вычисления аналогичны и делаются

по блокам, соответствующим структуре множеств Nj . �
Перейдем теперь непосредственно к выводу основного уравнения

обратной задачи. При этом будем опираться на (4.2.21) (соотношение
(4.2.22) будет использоваться для доказательства разрешимости основ-
ного уравнения). В контуре ω удобнее склеить берега разрезов. Для

этого в ρ-плоскости рассмотрим контур ω∗ := ω0 ∪ ω1, где ω1 =
2r−1⋃
j=0

ω1
j ,

ω1
j := {ρ : ρ ∈ Γj \ ω0}, причем ω1

j ориентирован в сторону возрастания
модуля ρ. Из (4.1.33) вытекает, что

Φ∗∓(x, ρ)Q0Φ±(x, ρ) ≡ N ∗,∓(ρ)N±(ρ), Φ∗±(x, ρ)Q0Φ±(x, ρ) ≡ E,

ρ ∈ ω1. (4.2.26)

При ρ ∈ ω∗ определим матрицы ϕ(x, ρ), ϕ̃(x, ρ), G(x, ρ), G̃(x, ρ),
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S(ρ) и S̃(ρ) по формулам

ϕ(x, ρ) =

{
[Φ+(x, ρ),Φ−(x, ρ)], ρ ∈ ω1,

Φ(x, ρ), ρ ∈ ω0,

ϕ̃(x, ρ) =

{
[Φ̃+(x, ρ), Φ̃−(x, ρ)], ρ ∈ ω1,

Φ̃(x, ρ), ρ ∈ ω0,

G(x, ρ) =
[ −(Ã0(ρ)Φ∗(x, ρ))+Q0

(Ã0(ρ)Φ∗(x, ρ))−Q0

]
,

G̃(x, ρ) =
[ −(A0(ρ)Φ̃∗(x, ρ))+Q0

(A0(ρ)Φ̃∗(x, ρ))−Q0

]
, ρ ∈ ω1,

G(x, ρ) = Ã0(ρ)Φ∗(x, ρ)Q0, G̃(x, ρ) = A0(ρ)Φ̃∗(x, ρ)Q0, ρ ∈ ω0,

S(ρ) = E + 1
2
Ã0(ρ), S̃(ρ) = E − 1

2
A0(ρ), ρ ∈ ω0,

S(ρ)=

⎡⎣ E + 1
2
Ã+
0 (ρ) −1

2

(
Ã0(ρ)N ∗(ρ)

)+

N−(ρ)

−1
2

(
Ã0(ρ)N ∗(ρ)

)−
N+(ρ) E + 1

2
Ã−
0 (ρ)

⎤⎦, ρ ∈ ω1,

S̃(ρ)=

⎡⎣ E − 1
2
A+
0 (ρ) 1

2

(
A0(ρ)Ñ ∗(ρ)

)+

Ñ−(ρ)
1
2

(
A0(ρ)Ñ ∗(ρ)

)−
Ñ+(ρ) E − 1

2
A−
0 (ρ)

⎤⎦, ρ ∈ ω1.

Здесь и далее f± := f|ω± . Обозначим

r(x,μ, ρ) = G(x,μ)ϕ(x, ρ)
μ− ρ

, r̃(x,μ, ρ) = G̃(x,μ)ϕ̃(x, ρ)
μ− ρ

, ρ,μ ∈ ω∗.

Из (4.2.26) следует, что матрицы-функции

D(ρ) := G(x, ρ)ϕ(x, ρ), D̃(ρ) := G̃(x, ρ)ϕ̃(x, ρ) (4.2.27)

не зависят от x.
Те о р е м а 4.2.3. Справедливы соотношения

ϕ̃(x, ρ) = ϕ(x, ρ)S̃(ρ) + 1
2πi

∫
ω∗

ϕ(x,μ)r̃(x,μ, ρ) dμ, ρ ∈ ω∗, (4.2.28)

r(x, θ, ρ)S̃(ρ) − S(θ)r̃(x, θ, ρ) +

+ 1
2πi

∫
ω∗

r(x, θ,μ)r̃(x,μ, ρ) dμ = 0, ρ, θ ∈ ω∗. (4.2.29)

До к а з а т е л ь с т в о. Используя (4.1.33), (4.2.18), (4.2.26) и фор-
мулы Сохоцкого [88], получаем из (4.2.21):
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Φ̃(x, ρ) = Φ(x, ρ)
(
E − 1

2
A0(ρ)

)
+

+ 1
2πi

∫
ω

F (x,μ)Q0Φ̃(x, ρ) dμ

μ− ρ
, ρ ∈ ω0,

Φ̃±(x, ρ) = Φ±(x, ρ) ±
± 1

2

(
(Φ(x, ρ)A0(ρ)Ñ ∗(ρ))− − (Φ(x, ρ)A0(ρ)Ñ ∗(ρ))+

)
Ñ±(ρ) +

+ 1
2πi

∫
ω

F (x,μ)Q0Φ̃±(x, ρ) dμ

μ− ρ
, ρ ∈ ω1.

Переходя к контуру ω∗, перепишем эти соотношения в виде

Φ̃(x, ρ) = Φ(x, ρ)
(
E − 1

2
A0(ρ)

)
+

+ 1
2πi

∫

ω0

Φ(x,μ)A0(μ)Φ̃∗(x,μ)Q0Φ̃(x, ρ) dμ

μ− ρ
+

+ 1
2πi

∫

ω1

(
(Φ(x,μ)A0(μ)Φ̃∗(x,μ))− −

− (Φ(x,μ)A0(μ)Φ̃∗(x,μ))+
)
Q0Φ̃(x, ρ) dμ

μ− ρ
, ρ ∈ ω0,

Φ̃±(x, ρ) = Φ±(x, ρ)
(
E − 1

2
A±

0(ρ)
)

+ 1
2
(Φ(x, ρ)A0(ρ)Ñ ∗(ρ))∓Ñ±(ρ) +

+ 1
2πi

∫

ω0

Φ(x,μ)A0(μ)Φ̃∗(x,μ)Q0Φ̃±(x, ρ) dμ

μ− ρ
+

+ 1
2πi

∫

ω1

(
(Φ(x,μ)A0(μ)Φ̃∗(x,μ))− −

− (Φ(x,μ)A0(μ)Φ̃∗(x,μ))+
)
Q0Φ̃±(x, ρ) dμ

μ− ρ
, ρ ∈ ω1,

т. е. приходим к (4.2.28). Аналогично, используя (4.1.33), (4.2.18),
(4.2.26) и формулы Сохоцкого, получаем из (4.2.22):

Φ∗(x, θ)Q0Φ(x, ρ)
θ − ρ

(
E − 1

2
A0(ρ)

)
− Φ̃∗(x, θ)Q0Φ̃(x, ρ)

θ − ρ
+

+ 1
2πi

∫
ω

Φ∗(x, θ)Q0Φ(x,μ)

θ − μ
· A0(μ)Φ̃∗(x,μ)Q0Φ̃(x, ρ)

μ− ρ
dμ = 0,

ρ ∈ ω0, θ ∈ Jω ,
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Φ∗(x, θ)Q0Φ
±(x, ρ)

θ − ρ
− Φ̃∗(x, θ)Q0Φ̃

±(x, ρ)
θ − ρ

±

± 1
2

Φ∗(x, θ)Q0

(
(Φ(x, ρ)A0(ρ)Ñ ∗(ρ))− − (Φ(x, ρ)A0(ρ)Ñ ∗(ρ))+

)
Ñ±(ρ)

θ − ρ
+

+ 1
2πi

∫
ω

Φ∗(x, θ)Q0Φ(x,μ)

θ − μ
· A0(μ)Φ̃∗(x,μ)Q0Φ̃

±(x, ρ)
μ− ρ

dμ = 0,

ρ ∈ ω1, θ ∈ Jω .

Применяя теперь формулы Сохоцкого по θ, вычисляем

Φ∗(x, θ)Q0Φ(x, ρ)
θ − ρ

(
E − 1

2
A0(ρ)

)
− Φ̃∗(x, θ)Q0Φ̃(x, ρ)

θ − ρ
+

+ 1
2
A0(θ)Φ̃

∗(x, θ)Q0Φ̃(x, ρ)
θ − ρ

+ 1
2πi

∫

ω1

(
Φ∗(x, θ)Q0

(
(Φ(x,μ)A0(μ)Φ̃

∗(x,μ))−

(θ − μ)(μ− ρ)
−

−
(Φ(x,μ)A0(μ)Φ̃∗(x,μ))+

)
Q0Φ̃(x, ρ)

(θ − μ)(μ− ρ)

)
dμ+

+ 1
2πi

∫

ω0

Φ∗(x, θ)Q0Φ(x,μ)A0(μ)Φ̃∗(x,μ)Q0Φ̃(x, ρ)
(θ − μ)(μ− ρ)

dμ = 0, ρ, θ ∈ ω0,

Φ∗(x, θ)Q0Φ
±(x, ρ)

θ − ρ
− Φ̃∗(x, θ)Q0Φ̃

±(x, ρ)
θ − ρ

+ 1
2
A0(θ)Φ̃

∗(x, θ)Q0Φ̃
±(x, ρ)

θ − ρ
±

± 1
2

Φ∗(x, θ)Q0

(
(Φ(x, ρ)A0(ρ)Ñ ∗(ρ))− − (Φ(x, ρ)A0(ρ)Ñ ∗(ρ))+

)
Ñ±(ρ)

θ − ρ
+

+ 1
2πi

∫

ω1

(
Φ∗(x, θ)Q0

(
(Φ(x,μ)A0(μ)Φ̃∗(x,μ))−

(θ − μ)(μ− ρ)
−

−
(Φ(x,μ)A0(μ)Φ̃∗(x,μ))+

)
Q0Φ̃

±(x, ρ)

(θ − μ)(μ− ρ)

)
dμ+

+ 1
2πi

∫

ω0

Φ∗(x, θ)Q0Φ(x,μ)A0(μ)Φ̃∗(x,μ)Q0Φ̃
±(x, ρ)

(θ − μ)(μ− ρ)
dμ = 0,

ρ ∈ ω1, θ ∈ ω0,
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Φ∗±(x, θ)Q0Φ(x, ρ)
θ − ρ

(
E − 1

2
A0(ρ)

)
− Φ̃∗±(x, θ)Q0Φ̃(x, ρ)

θ − ρ
∓

∓ 1
2
N ∗±(θ)

(
(N (θ)A0(θ)Φ̃

∗(x, θ))− − (N (θ)A0(θ)Φ̃
∗(x, θ))+

)
Q0Φ̃(x, ρ)

θ − ρ
+

+ 1
2πi

∫

ω1

(
Φ∗±(x, θ)Q0

(
(Φ(x,μ)A0(μ)Φ̃∗(x,μ))−

(θ − μ)(μ− ρ)
−

−
(Φ(x,μ)A0(μ)Φ̃∗(x,μ))+

)
Q0Φ̃(x, ρ)

(θ − μ)(μ− ρ)

)
dμ+

+ 1
2πi

∫

ω0

Φ∗±(x, θ)Q0Φ(x,μ)A0(μ)Φ̃∗(x,μ)Q0Φ̃(x, ρ)
(θ − μ)(μ− ρ)

dμ = 0,

ρ ∈ ω0, θ ∈ ω1,

Φ∗±(x, θ)Q0Φ
±(x, ρ)

θ − ρ
− Φ̃∗±(x, θ)Q0Φ̃

±(x, ρ)
θ − ρ

±

± 1
2

Φ∗±(x, θ)Q0

(
(Φ(x, ρ)A0(ρ)Ñ ∗(ρ))− − (Φ(x, ρ)A0(ρ)Ñ ∗(ρ))+

)
Ñ±(ρ)

θ − ρ
∓

∓ 1
2
N ∗±(θ)

(
(N (θ)A0(θ)Φ̃

∗(x, θ))− − (N (θ)A0(θ)Φ̃
∗(x, θ))+

)
Q0Φ̃

±(x, ρ)

θ − ρ
+

+ 1
2πi

∫

ω1

(
Φ∗±(x, θ)Q0

(
(Φ(x,μ)A0(μ)Φ̃∗(x,μ))−

(θ − μ)(μ− ρ)
−

−
(Φ(x,μ)A0(μ)Φ̃∗(x,μ))+

)
Q0Φ̃

±(x, ρ)

(θ − μ)(μ− ρ)

)
dμ+

+ 1
2πi

∫

ω0

Φ∗±(x, θ)Q0Φ(x,μ)A0(μ)Φ̃∗(x,μ)Q0Φ̃
±(x, ρ)

(θ − μ)(μ− ρ)
dμ = 0, ρ, θ ∈ ω1.

Умножая эти соотношения слева на Ã±
0 (θ) при θ ∈ ω1 и на Ã0(θ) при

θ ∈ ω0 соответственно и используя лемму 4.2.6, приходим к (4.2.29). �
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Меняя местами L = (�,U) и L̃ = (�̃, Ũ), получаем симметрично
к (4.2.28):

ϕ(x, ρ) = ϕ̃(x, ρ)S(ρ) − 1
2πi

∫
ω∗

ϕ̃(x,μ)r(x,μ, ρ) dμ, ρ ∈ ω∗. (4.2.30)

Соотношение (4.2.28) называется основным уравнением обратной зада-
чи. В обратной задаче надо построить пару L = (�,U) по заданной МВ
M(ρ). Для этого сначала выберем «модельную» пару L̃ = (�̃, Ũ) (напри-
мер, с потенциалом Q̃(x) ≡ 0) так, чтобы выполнялось (4.2.7). Тогда
для каждого фиксированного x � 0 соотношение (4.2.28) является ли-
нейным интегральным уравнением относительно ϕ(x, ρ). Перейдем те-
перь к исследованию разрешимости основного уравнения (4.2.28). Для
этого введем банаховы пространства Bp,α := {f(ρ) : f(ρ)ρ−α ∈ Lp(ω∗)},
p > 1, α � 0, с нормой ‖f‖Bp,α := ‖f(ρ)ρ−α‖Lp(ω∗). Положим Bp := Bp,1.
Рассмотрим оператор

Hf(ρ) := 1
2πi

∫
ω∗

f(μ)H1(μ)H2(ρ)

μα(μ− ρ)
dμ, ρ ∈ ω∗, α � 0,

где H1 и H2 — ограниченные функции.

Л е м м а 4.2.7. Оператор H является линейным ограниченным
оператором из Bp,α в Bp,β при p > 1, β � 0.

Док а з а т е л ь с т в о. Пусть f(ρ) ∈ Bp,α. Тогда f(ρ)H1(ρ)ρ−α ∈
∈ Lp(ω∗), и, следовательно, F (ρ) := Hf(ρ) ∈ Lp(ω∗) и ‖F‖Lp �
� C‖f‖Bp,α . Так как F ∈ Lp, то F ∈ Bp,β , β � 0, и ‖F‖Bp,β � C‖F‖Lp .
Таким образом, для любой функции f ∈ Bp,α имеем: Hf ∈ Bp,β
и ‖Hf‖Bp,β � C‖f‖Bp,α . �

Определим матрицу D(x, ρ), ρ ∈ ω∗, x � 0 следующим образом:
при ρ ∈ ω0: D(x, ρ) = diag [Dk(x, ρ)]k=1,n, Dk(x, ρ) = exp(−ρRkx), Rk =
= Rk(Sj);
при ρ ∈ ω1

j : D(x, ρ) = diag [Dk(x, ρ)]k=1,2n, Dk(x, ρ) = exp(−ρRkx) при
k � n, и Dk(x, ρ) = exp(−ρRk−nx) при k > n; Rk = Rk(Sj). Обозначим

ψ(x, ρ) = ϕ(x, ρ)D(x, ρ), S0(x, ρ) = D−1(x, ρ)S(ρ)D(x, ρ),

G0(x, ρ) = D−1(x, ρ)G(x, ρ), ψ̃(x, ρ) = ϕ̃(x, ρ)D(x, ρ),

S̃0(x, ρ) = D−1(x, ρ)S̃(ρ)D(x, ρ), G̃0(x, ρ) = D−1(x, ρ)G̃(x, ρ),
r0(x,μ, ρ) = D−1(x,μ)r(x,μ, ρ)D(x, ρ),
r̃0(x,μ, ρ) = D−1(x,μ)r̃(x,μ, ρ)D(x, ρ).

Очевидно, что

r0(x,μ, ρ) = G0(x,μ)ψ(x, ρ)
μ− ρ

, r̃0(x,μ, ρ) = G̃0(x,μ)ψ̃(x, ρ)
μ− ρ

.
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Из (4.1.16), (4.1.23), (4.2.16) и (4.2.17) вытекает, что для координат
матриц ψ, ψ̃,G0, G̃0 имеют место оценки

|ψkν(x, ρ)|, |ψ̃kν(x, ρ)| � C, x � 0, ρ ∈ ω∗, k, ν = 1,n, (4.2.31)

|G0
kν(x, ρ)|, |G̃0

kν(x, ρ)| � Cδ(ρ), x � 0, ρ ∈ ω∗, k, ν = 1,n, (4.2.32)

где δ(ρ) определена в (4.2.20).
При фиксированном x � 0 рассмотрим операторы:

B0f(ρ) = f(ρ)S0(x, ρ) −B1f(ρ),

B1f(ρ) = 1
2πi

∫
ω∗

f(μ)r0(x,μ, ρ) dμ, ρ ∈ ω∗,

B̃0f(ρ) = f(ρ)S̃0(x, ρ) + B̃1f(ρ),

B̃1f(ρ) = 1
2πi

∫
ω∗

f(μ)r̃0(x,μ, ρ) dμ, ρ ∈ ω∗,

где

f(ρ) =

{
[f+(ρ), f−(ρ)], ρ ∈ ω1,

f0(ρ), ρ ∈ ω0,

и f0(ρ), f±(ρ) — n× n матрицы-функции.
Л емм а 4.2.8. Пусть при некотором α � 1,

M̂(ρ) = O(ρ−α), |ρ| → ∞. (4.2.33)

Тогда при каждом фиксированном x � 0 операторы B1, B̃1 яв-
ляются линейными ограниченными операторами из Bp,α в Bp,β

при p > 1, β � 0, а B0, B̃0 являются линейными ограниченными
операторами из Bp,α в Bp,α при p > 1. Кроме того, B̃0B0 = B0B̃0 = E,
где E — единичный оператор.

До к а з а т е л ь с т в о. Ограниченность B1 B̃1 следует из (4.2.31)–
(4.2.33), (4.2.20) и леммы 4.2.7. Кроме того, в силу (4.2.33)

S0(x, ρ) − E = S̃0(x, ρ) − E = O(ρ−α), |ρ| → ∞, (4.2.34)

и, следовательно, B0, B̃0 являются линейными ограниченными опера-
торами из Bp,α в Bp,α при p > 1. Зафиксируем x � 0. Пусть f(ρ) ∈ Bp,α,
z(ρ) = f(ρ)D−1(x, ρ),

B̃z(ρ) := z(ρ)S̃(ρ) + 1
2πi

∫
ω∗

z(μ)r̃(x,μ, ρ) dμ, ρ ∈ ω∗,

B(ρ) := z(ρ)S(ρ) − 1
2πi

∫
ω∗

z(μ)r(x,μ, ρ) dμ, ρ ∈ ω∗.
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Покажем, что
B̃Bz(ρ) = BB̃z(ρ) = z(ρ).

В самом деле, используя лемму 4.1.2 и формулу смены порядка инте-
грирования в особом интеграле [88, с. 60], вычисляем

B̃Bz(ρ)=z(ρ)S(ρ)S̃(ρ)− 1
2πi

∫
ω∗

z(θ)
(
r(x, θ, ρ)S̃(ρ) − S(θ)r̃(x, θ, ρ)

)
dθ −

− 1
2πi

∫
ω∗

(
1
2πi

∫
ω∗

z(θ)(r(x, θ,μ) dθ
)
r̃(x,μ, ρ) dμ =

= z(ρ)ξ(ρ) − 1
2πi

∫
ω∗

z(θ)
(
r(x, θ, ρ)S̃(ρ) − S(θ)r̃(x, θ, ρ) +

+ 1
2πi

∫
ω∗

r(x, θ,μ)r̃(x,μ, ρ) dμ
)
dθ,

где ξ(ρ) = S(ρ)S̃(ρ) −D(ρ)D̃(ρ)/4, а матрицы D(ρ) и D̃(ρ) определены
в (4.2.27). В силу (4.2.29) интеграл равен нулю и, следовательно,

B̃Bz(ρ) = z(ρ)ξ(ρ), ρ ∈ ω∗. (4.2.35)

Покажем, что ξ(ρ) ≡ E — единичная матрица. При ρ ∈ ω0, используя
леммы 4.1.2 и 4.2.6, получаем

ξ(ρ) =
(
E + 1

2
Ã0(ρ)

)(
E − 1

2
A0(ρ)

)
− 1

4
Ã0(ρ)A0(ρ) =

= E + 1
2

(
Ã0(ρ) −A0(ρ) − Ã0(ρ)A0(ρ)

)
= E, ρ ∈ ω0.

При ρ ∈ ω1 имеем

ξ(ρ) =

⎡⎣ E + 1
2
Ã+
0 (ρ) −1

2

(
Ã0(ρ)N ∗(ρ)

)+

N−(ρ)

−1
2

(
Ã0(ρ)N ∗(ρ)

)−
N+(ρ) E + 1

2
Ã−
0 (ρ)

⎤⎦×

×
⎡⎣ E − 1

2
A+
0 (ρ) 1

2

(
A0(ρ)Ñ ∗(ρ)

)+

Ñ−(ρ)
1
2

(
A0(ρ)Ñ ∗(ρ)

)−
Ñ+(ρ) E − 1

2
A−
0 (ρ)

⎤⎦−

−1
4

⎡⎣ −Ã+
0 (ρ) −

(
Ã0(ρ)N ∗(ρ)

)+

N−(ρ)(
Ã0(ρ)N ∗(ρ)

)−
N+(ρ) Ã−

0 (ρ)

⎤⎦×



350 Гл. 4. Обратные задачи для дифференциальных систем

×
⎡⎣ −A+

0 (ρ) −
(
A0(ρ)Ñ ∗(ρ)

)+
Ñ−(ρ)(

A0(ρ)Ñ ∗(ρ)
)−

Ñ+(ρ) A−
0 (ρ)

⎤⎦ ,
и, следовательно,

ξ(ρ) =
[
ξ11(ρ) ξ12(ρ)
ξ21(ρ) ξ22(ρ)

]
,

где
ξ11(ρ) = ξ22(ρ) ≡ E,

2ξ12(ρ) =
(
A0(ρ)Ñ ∗(ρ)

)+

Ñ−(ρ) −
(
Ã0(ρ)N ∗(ρ)

)+

N−(ρ) +

+
(
Ã0(ρ)N ∗(ρ)

)+

N−(ρ)A−
0 (ρ),

2ξ21(ρ) =
(
A0(ρ)Ñ ∗(ρ)

)−
Ñ+(ρ) −

(
Ã0(ρ)N ∗(ρ)

)−
N+(ρ) +

+
(
Ã0(ρ)N ∗(ρ)

)−
N+(ρ)A+

0 (ρ).

Непосредственной проверкой нетрудно убедиться, что ξ12(ρ) = ξ21(ρ) ≡
≡ 0. Этот же факт можно получить и опираясь на (4.2.28) и (4.2.30).
В самом деле, так как ϕ̃(x, ρ) = B̃ϕ(x, ρ), ϕ(x, ρ) = Bϕ̃(x, ρ), то из
(4.2.35) вытекает, что ϕ̃(x, ρ) = B̃ϕ(x, ρ) = B̃Bϕ̃(x, ρ) = ϕ̃(x, ρ)ξ(ρ),
и, следовательно,

[Φ̃+(x, ρ), Φ̃−(x, ρ)]
[
ξ11(ρ) − E ξ12(ρ)
ξ21(ρ) ξ22(ρ) − E

]
≡ 0, ρ ∈ ω1.

Так как ξ11(ρ) = ξ22(ρ) ≡ E, то Φ̃+(x, ρ)ξ12(ρ) ≡ 0, Φ̃−(x, ρ)ξ21(ρ) ≡ 0,
поэтому ξ12(ρ) = ξ21(ρ) ≡ 0, ρ ∈ ω1.

Таким образом, мы доказали, что ξ(ρ) ≡ E, ρ ∈ ω∗. Вместе с (4.2.35)
это дает: B̃Bz(ρ) = z(ρ). Соотношение BB̃z(ρ) = z(ρ) доказывается
аналогично. Так как

B̃0B0f(ρ) = B̃Bz(ρ)D(x, ρ) = z(ρ)D(x, ρ) = f(ρ),

B0B̃0f(ρ) = BB̃z(ρ)D(x, ρ) = z(ρ)D(x, ρ) = f(ρ),

то имеем: B̃0B0 = B0B̃0 = E, и лемма 4.2.8 доказана. �
Следующая теорема является очевидным следствием леммы 4.2.8.
Те о р е м а 4.2.4. Пусть M(ρ) — МВ для пары L = (�,U). Пусть

пара L̃ = (�̃, Ũ) выбрана так, что выполняется (4.2.7). Тогда для
каждого фиксированного x � 0 основное уравнение (4.2.28) имеет
единственное решение ϕ(x, ρ) в классе ϕ(x, ρ)D(x, ρ) ∈ Bp при каж-
дом p > 1, причем sup

x�0
‖ϕ(x, ρ)D(x, ρ)‖Bp <∞.
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4.2.3. Алгоритм решения обратной задачи. Получим теперь
явные формулы для построения потенциала Q(x) и процедуру реше-
ния обратной задачи. Для простоты предположим, что (4.2.33) верно
при α = 2, т. е.

M̂(ρ) = O(ρ−2), |ρ| → ∞. (4.2.36)

Обозначим

ε(x) = 1
2πi

∫
ω

(
Φ(x,μ)A0(μ)Φ̃∗(x,μ)Q0 −Q0Φ(x,μ)A0(μ)Φ̃∗(x,μ)

)
dμ.

(4.2.37)
В силу (4.2.36) интеграл в (4.2.37) сходится абсолютно.

Л емм а 4.2.9. Справедливы соотношения

Q(x) = Q̃(x) + ε(x), h = h̃. (4.2.38)

До к а з а т е л ь с т в о. Дифференцируя (4.2.21) по x и учитывая
(4.2.18) и (4.1.20), вычисляем

Φ̃′(x, ρ) = Φ′(x, ρ) + 1
2πi

∫
ω

Φ′(x,μ)A0(μ)Φ̃∗(x,μ)Q0Φ̃(x, ρ) dμ

μ− ρ
−

− 1
2πi

∫
ω

Φ(x,μ)A0(μ)Φ̃∗(x,μ)Φ̃(x, ρ) dμ. (4.2.39)

Так как Φ(x, ρ) является решением системы (4.1.1), то Φ′(x, ρ) =
= (ρB0 −B(x))Φ(x, ρ), где B0 = Q−1

0 , B(x) = B0Q(x). Поэтому (4.2.39)
можно записать в виде

(ρB0 − B̃(x))Φ̃(x, ρ) = (ρB0 −B(x))Φ(x, ρ) +

+ 1
2πi

∫
ω

(μB0 −B(x))Φ(x,μ)A0(μ)Φ̃∗(x,μ)Q0Φ̃(x, ρ) dμ

μ− ρ
−

− 1
2πi

∫
ω

Φ(x,μ)A0(μ)Φ̃∗(x,μ)Φ̃(x, ρ) dμ.

Заменяя здесь функцию Φ(x, ρ) на ее выражение из (4.2.21), вычисляем

B̂(x)Φ̃(x, ρ) = 1
2πi

∫
ω

B0Φ(x,μ)A0(μ)Φ̃∗(x,μ)Q0Φ̃(x, ρ) dμ−

− 1
2πi

∫
ω

Φ(x,μ)A0(μ)Φ̃∗(x,μ)Φ̃(x, ρ) dμ.
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Умножая это соотношение слева на Q0 и используя (4.2.37), получаем:
Q̂(x)Φ̃(x, ρ) = ε(x)Φ̃(x, ρ), и, следовательно, Q(x) = Q̃(x) + ε(x).

Далее, положим x = 0 в (4.2.21). Используя (4.1.4) и (4.1.32),
получаем

h̃−1Ñ (ρ) = h−1N (ρ) + 1
2πi

∫
ω

h−1N (μ)A0(μ)Ñ ∗(μ)Ñ (ρ) dμ

μ− ρ
.

В силу (4.1.26) это дает

hh̃−1 − E = N̂ (ρ)Ñ ∗(ρ) + 1
2πi

∫
ω

N (μ)A0(μ)Ñ ∗(μ) dμ

μ− ρ
,

и, следовательно, h = h̃. �
Отметим, что лемма 4.2.9 остается верной и в более общем случае,

когда вместо (4.2.36) мы имеем (4.2.7), но тогда интеграл в (4.2.37),
вообще говоря, не будет абсолютно сходящимся. Отметим также, что
в силу следствия 4.2.1 равенство h = h̃ вытекает и непосредственно
из (4.2.7).

Приведем теперь процедуру решения обратной задачи. Пусть задана
МВ M(ρ) пары L = (�,U).
1) Выберем «модельную» пару L̃ = (�̃, Ũ) так, чтобы выполнялось
(4.2.36).
2) Построим матрицы-функции ϕ̃(x, ρ), S̃(ρ), r̃(x,μ, ρ), x � 0, μ, ρ ∈
∈ ω∗.
3) Решая основное уравнение (4.2.28), находим ϕ(x, ρ) при x � 0, ρ ∈
∈ ω∗, т. е. находим Φ(x, ρ) при x � 0, ρ ∈ ω.
4) Вычисляем матрицу-функцию ε(x) по формуле (4.2.37).
5) Строим пару L = (�,U) по формулам (4.2.38).

З а м е ч а н и е 4.2.3. При N � 2 выбор «модельной» пары L̃
является тривиальной задачей и сводится к подбору коэффициентов
асимптотики: μ̃ν

mk = μν
mk, ν = 0, 1. При N = 1 выбор L̃ является более

трудным и представляет собой самостоятельную задачу. С другой
стороны, как было показано выше, при выборе L̃ вместо (4.2.36)
достаточно ограничиться более слабым условием (4.2.7), которое
равносильно условию h̃ = h. В этом случае пункты (1)–(3) процедуры
остаются без изменения, интеграл в (4.2.37) не сходится абсолютно,
но функция ε(x) существует. Кроме того, вместо пунктов (4), (5)
процедуры для построения L можно использовать решения Φ(x, ρ)
системы (4.1.1), а именно Q(x) = ρ−Q0Φ′(x, ρ)Φ−1(x, ρ).
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§ 4.3. Необходимые и достаточные условия
разрешимости

4.3.1. Формулировка основной теоремы. В этом пункте приво-
дятся необходимые и достаточные условия разрешимости нелинейной
обратной задачи восстановления пары L = (�,U) по МВ M(ρ). Пусть
задана матрица Q0, т.е числа βk = 1/qk известны априори и фиксирова-
ны. Обозначим через M множество функций M(ρ) = [Mmk(ρ)]m,k=1,n
со свойствами:
1) Mmk(ρ) ≡ δmk при m � k;
2) функцииMmk(ρ), k > m, аналитичны в Σm за исключением не более
чем счетного ограниченного множества Λ′

m полюсов и непрерывны
в Σm за исключением ограниченного множества Λm (множества Λ′

m
и Λm, вообще говоря, свои для каждой матрицы M(ρ) из M);
3) функции Bm−ν

νk (ρ), определенные по (4.1.34), являются аналитиче-
скими на Γj \ Λ′

m при j /∈ Jm, 1 � ν � m � n− 1, m+ 1 � k � n, т. е.
верно (4.1.36).

Отметим, что из теорем 4.1.1 и 4.1.2 вытекает, что если M(ρ) —
МВ для пары L = (�,U), то M(ρ) ∈ M.

Те о р е м а 4.3.1. Для того чтобы матрица M(ρ) ∈ M была МВ
для некоторой пары L = (�,U), � ∈ VN , необходимо и достаточно,
чтобы выполнялись следующие условия:

1) (асимптотика) существует пара L̃ = (�̃, Ũ) такая, что верно
(4.2.36);

2) (условие P) при каждом фиксированном x � 0 основное
уравнение (4.2.28) имеет единственное решение ϕ(x, ρ) в классе
ϕ(x, ρ)D(x, ρ) ∈ Bp, p > 1, причем

sup
x�0

‖ϕ(x, ρ)D(x, ρ)‖Bp <∞;

3) ε(x) ∈WN , где ε(x) определена в (4.2.37).
При этих условиях пара L = (�,U) строится по формулам

(4.2.38).

4.3.2. Доказательство основной теоремы. Необходимость усло-
вий теоремы 4.3.1 доказана выше. Докажем их достаточность. В силу
(4.2.36), при каждом фиксированном x � 0 оператор B̃0 является ли-
нейным ограниченным оператором в Bp,α при p > 1, 0 � α � 2. Кроме
того, B̃0 обратим в Bp,α при p > 1, 0 � α � 2, x � 0. В самом деле,
пусть f(ρ) ∈ Bp,2 и B̃0f(ρ) = 0, т. е.

f(ρ)S̃0(x, ρ) + 1
2πi

∫
ω∗

f(μ)r̃0(x,μ, ρ) dμ = 0.

Отсюда легко видеть, что f(ρ) ∈ Bp и, в силу условия P теоремы 4.3.1,
f(ρ) = 0.

12 В.А. Юрко
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Пусть ϕ(x, ρ) — решение основного уравнения (4.2.28). Известным
методом (см., например, [250]) можно доказать, что ϕ(x, ρ) абсолютно
непрерывна по x. Покажем, что

ρ−1ϕ′(x, ρ)D(x, ρ) ∈ Bp, x � 0. (4.3.1)

В самом деле, дифференцируя (4.2.28) по x, получаем

ϕ̃′(x, ρ) − 1
2πi

∫
ω∗

ϕ(x,μ)r̃′(x,μ, ρ) dμ =

= ϕ′(x, ρ)S̃(ρ) + 1
2πi

∫
ω∗

ϕ′(x,μ)r̃(x,μ, ρ) dμ, (4.3.2)

и, следовательно, B̃0y(x, ρ) = P (x, ρ), где y(x, ρ) = ϕ′(x, ρ)D(x, ρ),

P (x, ρ) = ϕ̃′(x, ρ)D(x, ρ) − 1
2πi

∫
ω∗

ψ(x,μ)D−1(x,μ)r̃′(x,μ, ρ)D(x, ρ) dμ.

Очевидно, что P (x, ρ) ∈ Bp,2, и, следовательно, y(x, ρ) ∈ Bp,2, т. е.
(4.3.1) доказано.

Построим матрицу Φ(x, ρ) по формуле

Φ(x, ρ) = Φ̃(x, ρ) −

− 1
2πi

∫
ω

Φ(x,μ)A0(μ)Φ̃∗(x,μ)Q0Φ̃(x, ρ) dμ

μ− ρ
, ρ ∈ Jω . (4.3.3)

Матрица-функция Φ(x, ρ) является аналитической при ρ ∈ Jω. Кроме
того, как и при доказательстве теоремы 4.2.3, получаем, что

ϕ(x, ρ) =

{
[Φ+(x, ρ),Φ−(x, ρ)], ρ ∈ ω1,

Φ(x, ρ), ρ ∈ ω0,

Построим пару L = (�,U) по формулам (4.2.38), где ε(x) определена
в (4.2.37). Ясно, что � ∈ VN .

Л е мм а 4.3.1. Справедливы соотношения

�ϕ(x, ρ) = ρϕ(x, ρ), ρ ∈ ω∗, �Φ(x, ρ) = ρΦ(x, ρ), ρ ∈ Jω .

Док а з а т е л ь с т в о. Из (4.2.28) и (4.3.2) вытекает, что

�ϕ̃(x, ρ) = �ϕ(x, ρ)S̃(ρ) + 1
2πi

∫
ω∗

�ϕ(x,μ)r̃(x,μ, ρ) dμ+

+ 1
2πi

∫
ω∗

Q0ϕ(x,μ)r̃′(x,μ, ρ) dμ.
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Так как �ϕ̃(x, ρ) = �̃ϕ̃(x, ρ) + Q̂(x)ϕ̃(x, ρ) = ρϕ̃(x, ρ) + Q̂(x)ϕ̃(x, ρ),
то последнее равенство принимает вид

ρϕ̃(x, ρ) = �ϕ(x, ρ)S̃(ρ) + 1
2πi

∫
ω∗

�ϕ(x,μ)r̃(x,μ, ρ) dμ+

+ 1
2πi

∫
ω∗

Q0ϕ(x,μ)r̃′(x,μ, ρ) dμ− Q̂(x)ϕ̃(x, ρ).

В левой части этого равенства заменим функцию ϕ̃(x, ρ) на ее выра-
жение из (4.2.28). Ввиду (4.2.38) получаем(
�ϕ(x, ρ) − ρϕ(x, ρ)

)
S̃(ρ) +

+ 1
2πi

∫
ω∗

(
�ϕ(x,μ) − μϕ(x,μ)

)
r̃(x,μ, ρ) dμ+ J(x, ρ), (4.3.4)

где

J(x, ρ) := 1
2πi

∫
ω∗

ϕ(x,μ)(μ− ρ)r̃(x,μ, ρ) dμ+

+ 1
2πi

∫
ω∗

Q0ϕ(x,μ)r̃′(x,μ, ρ) dμ− ε(x)ϕ̃(x, ρ).

Учитывая (4.1.20), нетрудно проверить, что J(x, ρ) ≡ 0. Обозначим
y(x, ρ) := �ϕ(x, ρ) − ρϕ(x, ρ). Тогда соотношение (4.3.4) принимает вид

y(x, ρ)S̃(ρ) + 1
2πi

∫
ω∗

y(x,μ)r̃(x,μ, ρ) dμ = 0, (4.3.5)

или
f(x, ρ)S̃0(x, ρ) + 1

2πi

∫
ω∗

f(x,μ)r̃0(x,μ, ρ) dμ = 0, (4.3.6)

где f(x, ρ) = y(x, ρ)D(x, ρ). В силу (4.3.1) и условия P теоремы 4.3.1,
имеем: ρ−1f(x, ρ) ∈ Bp при каждом p > 1, т. е. f(x, ρ) ∈ Bp,2. Так как
при каждом фиксированном x � 0 оператор B̃0 является линейным
ограниченным оператором в Bp,α при p > 1, 0 � α � 2, то из (4.3.6)
вытекает, что f(x, ρ) = 0, т. е. y(x, ρ) = 0 и �ϕ(x, ρ) = ρϕ(x, ρ), ρ ∈ ω∗.
Далее, дифференцируя (4.3.3) по x и учитывая (4.1.20), вычисляем

Φ̃′(x, ρ) = Φ′(x, ρ) + 1
2πi

∫
ω

Φ′(x,μ)A0(μ)Φ̃∗(x,μ)Q0Φ̃(x, ρ) dμ

μ− ρ
−

− 1
2πi

∫
ω

Φ(x,μ)A0(μ)Φ̃∗(x,μ)Φ̃(x, ρ) dμ,

12*
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и, следовательно,

�Φ̃(x, ρ) = �Φ(x, ρ) + 1
2πi

∫
ω

�Φ(x,μ)A0(μ)Φ̃∗(x,μ)Q0Φ̃(x, ρ) dμ

μ− ρ
−

− 1
2πi

∫
ω

Q0Φ(x,μ)A0(μ)Φ̃∗(x,μ)Φ̃(x, ρ) dμ.

Так как �Φ̃(x, ρ) = �̃Φ̃(x, ρ) + Q̂(x)Φ̃(x, ρ) = ρΦ̃(x, ρ) + ε(x)Φ̃(x, ρ),
то получаем

ρΦ̃(x, ρ) = �Φ(x, ρ) + 1
2πi

∫
ω

�Φ(x,μ)A0(μ)Φ̃∗(x,μ)Q0Φ̃(x, ρ) dμ

μ− ρ
−

− 1
2πi

∫
ω

Q0Φ(x,μ)A0(μ)Φ̃∗(x,μ)Φ̃(x, ρ) dμ− ε(x)Φ̃(x, ρ).

В левой части этого равенства заменим функцию Φ̃(x, ρ) на ее выра-
жение из (4.3.3). Тогда получаем

�Φ(x, ρ) − ρΦ(x, ρ) +

+ 1
2πi

∫
ω

(
�Φ(x,μ) − μΦ(x,μ)

)
A0(μ)Φ̃∗(x,μ)Q0Φ̃(x, ρ) dμ

μ− ρ
.

Так как �ϕ(x, ρ) = ρϕ(x, ρ) при ρ ∈ ω∗, то имеем: �Φ(x,μ) − μΦ(x,μ) =
= 0 при μ ∈ ω, и, следовательно, �Φ(x, ρ) = ρΦ(x, ρ). �

Лемм а 4.3.2. Матрица Φ(x, ρ) является решением Вейля для
L = (�,U).

Док а з а т е л ь с т в о. Из (4.1.32) и (4.3.3) при x = 0 вытекает, что

Φ(0, ρ) = Φ̃(0, ρ) + 1
2πi

∫
ω

Φ(0,μ)Ω(μ, ρ) dμ

ρ− μ
,

где Ω(μ, ρ) определена согласно (4.2.23). Умножая это равенство слева
на вектор-строку [hξ1, . . . ,hξn] и учитывая соотношение h = h̃, вычис-
ляем

Uξ(Φm(x, ρ)) = Ũξ(Φ̃m(x, ρ)) +

+ 1
2πi

∫
ω

( n∑
k=m+1

Uξ(Φk(x,μ))ωkm(μ, ρ)
)

dμ

ρ− μ
. (4.3.7)
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Последовательно положив m = n,n− 1, . . . , 1 в (4.3.7) и учитывая, что
Ũξ(Φ̃m) = δξm, ξ = 1,m, находим, что

Uξ(Φm) = δξm, ξ = 1,m. (4.3.8)

Перепишем (4.3.3) в виде

Φm(x, ρ) = Φ̃m(x, ρ) − 1
2πi

∫
ω

F (x,μ)Q0
dμ

μ− ρ
Φ̃m(x, ρ), ρ ∈ Jω, (4.3.9)

где F (x,μ) определена в (4.2.18). Используя (4.1.23), (4.2.16), (4.2.36)
и условие P теоремы 4.3.1, получаем

|Fνk(x,μ)| � C|μ|−2 exp(ax), a > 0, μ ∈ ω, ν, k = 1,n. (4.3.10)

Фиксируем ε > 0. В ρ-плоскости рассмотрим область Gε := {ρ ∈
∈ Jω : dist (ρ,ω) � ε}. Из (4.3.9) ввиду (4.3.10) и (4.1.16) вытекает, что

|Φkm(x, ρ)| � C exp(ax)| exp(ρRmx)|, x � 0, ρ ∈ Gε.

Обозначим через Φ0(x, ρ) = [Φ0
km(x, ρ)]k,m=1,n решение Вейля для

пары L = (�,U) и определим матрицу Ψ(x, ρ) = [Ψkm(x, ρ)]k,m=1,n =
= [Ψkm(x, ρ)]T

k=1,n
по формуле Ψ(x, ρ) = Φ(x, ρ) − Φ0(x, ρ). Тогда

матрица-функция Ψ(x, ρ) является аналитической в Jω, причем

|Ψkm(x, ρ)| � C exp(ax)| exp(ρRmx)|, x � 0, ρ ∈ Gε. (4.3.11)

Покажем, что Ψ(x, ρ) ≡ 0. В самом деле, так как вектор-функции
Φ0

m(x, ρ) = [Φ0
km(x, ρ)]T

k=1,n
образуют ФСР для системы (4.1.1), то име-

ем

Ψm(x, ρ) =
n∑

ν=1

ανm(ρ)Φ0
ν(x, ρ).

Применяя последовательно линейные формы U1, . . . ,Um и учитывая
(4.3.8), находим, что ανm(ρ) = 0 при ν = 1,m. Таким образом,

Ψm(x, ρ) =
n∑

ν=m+1

ανm(ρ)Φ0
ν(x, ρ),

и функции ανm(ρ) аналитичны при ρ ∈ Jω. Предположим, что при неко-
тором s (m + 1 � s � n) имеем: αsm(ρ) �≡ 0, ανm(ρ) ≡ 0, ν = s+ 1,n.
Выберем ρ∗ ∈ Gε так, что αsm(ρ∗) �= 0 и Re(ρ∗(Rs −Rs−1)) > a. Тогда

Φ0
s(x, ρ

∗) = 1
αsm(ρ∗)

(
Ψm(x, ρ∗) −

s−1∑
ν=m+1

ανm(ρ∗)Φ0
ν(x, ρ∗)

)
.

Поэтому, ввиду (4.3.11), получаем: |Φ0
ks(x, ρ

∗)| � C∗ exp(ax) ×
×| exp(ρ∗Rs−1x)|. С другой стороны, из (4.1.13) имеем: max

k
|Φ0

ks(x, ρ
∗)|>

> C∗
1 | exp(ρ∗Rsx)|. Это противоречие доказывает, что ανm(ρ) ≡ 0
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при ν = m+ 1,n, т. е. Ψm(x, ρ) ≡ 0, m = 1,n. Следовательно,
Φ(x, ρ) ≡ Φ0(x, ρ), т. е. Φ(x, ρ) является решением Вейля для пары
L = (�,U). �

Лемм а 4.3.3. Матрица M(ρ) является МВ для L = (�,U).

Док а з а т е л ь с т в о. Обозначим через M0(ρ) = [M0
mξ(ρ)]m,ξ=1,n

МВ для L. Согласно (4.3.7) имеем

M0
mξ(ρ) = M̃mξ(ρ) +

+ 1
2πi

∫
ω

( ξ∑
k=m+1

M0
kξ(μ)ωkm(μ, ρ)

)
dμ

ρ− μ
, ρ ∈ Jω. (4.3.12)

Введем матрицу Ω0(μ, ρ) = [ω0
km(μ, ρ)]k,m=1,n по формуле Ω0(μ, ρ) =

= A0
0(μ)Ñ ∗(μ)Ñ (ρ), где A0

0(ρ) имеет тот же вид, что и A0(ρ),
но с M0(ρ) вместо M(ρ). По необходимости, ввиду (4.2.24), имеем

M0
mξ(ρ) = M̃mξ(ρ) +

+ 1
2πi

∫
ω

( ξ∑
k=m+1

M0
kξ(μ)ω0

km(μ, ρ)
)

dμ

ρ− μ
, ρ ∈ Jω. (4.3.13)

Используя (4.3.12) и (4.3.13), покажем индукцией по ξ, что

M0
mξ(ρ) ≡Mmξ(ρ), ξ > m.

1) Пусть ξ = m+ 1. Из (4.3.12) и (4.3.13) вытекает, что

1
2πi

∫
ω

ωm+1,m(μ, ρ) − ω0
m+1,m(μ, ρ)

ρ− μ
dμ = 0,

и, следовательно,

1
2πi

∫

γ0
m∪ω0

Mm,m+1(μ) −M 0
m,m+1(μ)

ρ− μ
dμ = 0, ρ ∈ Jω , (4.3.14)

где γ0m := γm \ intω0. Используя аналитические свойства Mm,m+1(ρ)
и M0

m,m+1(ρ) и очевидную оценку |Mm,m+1(ρ) −M0
m,m+1(ρ)| � C|ρ|−1,

получаем из (4.3.14), что Mm,m+1(ρ) ≡ M0
m,m+1(ρ), и, следовательно,

am+1,m(ρ) ≡ a0m+1,m(ρ) и ωm+1,m(μ, ρ) ≡ ω0
m+1,m(μ, ρ).

2) Предположим, что

M0
mj(ρ) ≡Mmj(ρ), j = m+ 1, ξ − 1. (4.3.15)
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Тогда ωjm(μ, ρ) ≡ ω0
jm(μ, ρ), j = m+ 1, ξ − 1. Отсюда и из (4.3.12)–

(4.3.13) имеем
1
2πi

∫
ω

ωξm(μ, ρ) − ω0
ξm(μ, ρ)

ρ− μ
dμ = 0,

и, следовательно,

1
2πi

∫

γmξ∪ω0

Mmξ(μ) −M 0
mξ(μ)

ρ− μ
dμ = 0, ρ ∈ Jω, (4.3.16)

где γmj определяются по рекуррентным формулам γmj = γm,j−1 ∩
∩ γm+1,j , γm,m+1 := γ0m. Используя (4.3.15) и структурные свой-
ства (4.1.36), получаем, что функции Mmξ(ρ) −M0

mξ(ρ) аналитичны
на γ0m \ γmξ. Поэтому контур в (4.3.16) может быть заменен на γ0m ∪ ω0:

1
2πi

∫

γ0
m∪ω0

Mmξ(μ) −M 0
mξ(μ)

ρ− μ
dμ = 0, ρ ∈ Jω . (4.3.17)

Используя аналитические свойства Mmξ(ρ) и M0
mξ(ρ) и очевидную

оценку
|Mmξ(ρ) −M0

mξ(ρ)| � C|ρ|−1,

выводим из (4.3.17), что Mmξ(ρ) ≡M0
mξ(ρ), и лемма 4.3.3 доказана. �

Таким образом, теорема 4.3.1 полностью доказана.



Исторический очерк

Ниже дается краткий обзор результатов по теории обратных задач
спектрального анализа для обыкновенных дифференциальных уравне-
ний. Мы описываем только основные направления этой теории, упо-
минаем наиболее важные монографии и статьи и отсылаем читателя
к ним для более детального знакомства с предметом.

Наиболее полные результаты в теории обратных задач известны для
дифференциального оператора Штурма–Лиувилля

�y := −y′′ + q(x)y. (1)

Первый результат в этом направлении принадлежит В.А.Амбарцумяну
[13]. Он показал, что если собственные значения краевой задачи

−y′′ + q(x)y = λy, y′(0) = y′(π) = 0

суть λk = k2, k � 0, то q = 0. Однако результат Амбарцумяна яв-
ляется исключением, и одного спектра, вообще говоря, недоста-
точно для однозначного определения оператора (1). Впоследствии
Г. Борг [44] доказал, что два спектра дифференциальных операторов
Штурма–Лиувилля с одним общим краевым условием однозначно опре-
деляют функцию q. Н.Левинсон [162] предложил иной метод доказа-
тельства результата Г. Борга.

Важную роль в спектральной теории операторов Штурма–
Лиувилля сыграл оператор преобразования. К решению обратных
задач оператор преобразования первым применил В.А.Марченко
[175–176] в 1950 г. Он доказал, что дифференциальный оператор
Штурма–Лиувилля, заданный на полуоси или конечном интервале,
однозначно определяется заданием спектральной функции. Для
конечного интервала это соответствует заданию спектральных
данных (см. п. 1.2.2). Метод оператора преобразования использовался
и в фундаментальной работе И.М. Гельфанда, Б.М.Левитана [96],
в которой были получены необходимые и достаточные условия и метод
восстановления дифференциального оператора Штурма–Лиувилля
по его спектральной функции. В [90] аналогичные результаты
получены для обратной задачи восстановления дифференциального
уравнения Штурма–Лиувилля на конечном интервале по двум
спектрам. Другой подход к исследованию обратных задач развит
М.Г. Крейном [144, 145]. Большинство приложений обратных задач,
относящихся к случаям полуоси и конечного интервала, связано
с восстановлением потенциала по функции Вейля или ее аналогам.
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В работе А.Н.Тихонова [238] получена теорема единственности
решения обратной задачи Штурма–Лиувилля на полуоси по заданной
функции Вейля. Задание функции Вейля равносильно заданию
спектральной функции, однако обратная задача по функции Вейля
и ее аналогам является более естественной как для оператора
Штурма–Лиувилля, так и для других более сложных классов
операторов и пучков операторов. Обратная задача теории рассеяния
на полуоси и оси, тесно связанная с вышеуказанными обратными
задачами, решалась в [4, 57, 69, 70, 80, 81, 127] и других работах.
В работе М.Ш.Блоха [43] исследовалась обратная задача на всей
оси по спектральной матрице-функции. Созданные методы решения
обратных задач позволили также исследовать устойчивость решения
обратных задач (см. [10, 44, 74, 116, 117, 177, 185, 210, 253])
и создавать вычислительные алгоритмы для их численного решения
(см. [5, 29, 47, 58, 79, 134, 139, 169, 186, 189, 193, 214, 215, 218,
289, 306]). Интересный подход для операторов Штурма–Лиувилля
описан в [203, 67, 120, 121, 181, 60]. Однако этот подход представляет
только методический интерес и не имеет самостоятельного значения,
так как метод оператора преобразования и созданный позднее метод
спектральных отображений дают более сильные результаты и для
более широких классов операторов.

В последние годы появилось много новых сфер приложений об-
ратных задач для операторов Штурма–Лиувилля; упомянем кратко
некоторые из них. Краевые задачи с условиями разрыва внутри ин-
тервала связаны с разрывными свойствами среды. Например, разрыв-
ные обратные задачи встречаются в радиоэлектронике при синтезе
параметров неоднородных линий передач с заданными техническими
характеристиками ([168, 184]). Спектральная информация может быть
использована для восстановления коэффициентов, характеризующих
свойства одномерных разрывных сред ([146, 232]). Краевые задачи
с условиями разрыва во внутренней точке появляются также в гео-
физических моделях земного шара ([17, 152]). Разрывные обратные
задачи в различных постановках рассматривались в [87, 112, 140, 146,
207, 232, 279, 283]. Много приложений связано с дифференциальным
уравнением вида

−(p(x)y′)′ + q(x)y = λr(x)y (2)

с точками поворота, когда функция r(x) имеет нули и (или) меняет
знак. Точки поворота возникают в теории упругости, оптике, геофизике
и других областях естествознания. Кроме того, широкий класс диф-
ференциальных уравнений с неинтегрируемыми особенностями типа
Бесселя и их возмущений может быть сведен к дифференциальным
уравнениям с точками поворота. Обратные задачи для уравнений с осо-
бенностями и с точками поворота используются также при иссле-
довании разрывных решений некоторых нелинейных интегрируемых
эволюционных уравнений математической физики (см. [65]). Обратные
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задачи для уравнения (1) с особенностями и для уравнения (2) с
точками поворота и особенностями изучались в [36, 39, 45, 53, 77, 83,
85, 91, 95, 195, 234, 277, 278, 282, 291]. Некоторые аспекты теории
точек поворота и их приложений представлены в [104, 180, 244]. В
работах [7, 15, 16, 64, 68, 107, 247] изучалась обратная задача для
уравнения (2) при недостатке гладкости у функций r и p. Случай
сингулярного потенциала исследовался в [119, 226]. В работах [48,
113, 114, 156, 183, 230, 249] рассматривалась так называемая узловая
обратная задача, когда потенциал восстанавливается по нулям (узлам)
собственных функций. Много работ посвящено неполным обратным
задачам, когда только часть спектральной информации доступна для
измерения и (или) имеется априорная информация об операторе или
его спектре (см. [6, 9, 84, 98, 106, 118, 138, 182, 216, 219, 220, 239, 242,
307] и литературу в них). Иногда в неполных обратных задачах мы
сталкиваемся с недостатком информации, что ведет к неединственно-
сти решения обратной задачи (см., например, [84] и [239]). Упомянем
также обратные задачи для краевых задач с нераспадающимися крае-
выми условиями ([111, 141, 178, 201, 220, 233, 241, 252, 269, 285]) и
с нелокальными краевыми условиями вида

T∫

0

y(x) dσj(x) = 0

(см. [142, 143]). Частным случаем обратных задач, исследованных
в [142, 143], являются многоточечные обратные задачи, рассмотренные
в [99] и [199]. Обратные задачи для интегродифференциальных и ин-
тегральных операторов исследовались в [51, 52, 78, 150, 151, 171, 256,
262, 288]. В частности, в [51, 52, 256] изучалась обратная спектраль-
ная задача для одномерного возмущения интегрального вольтеррова
оператора вида

(Af)(x) :=
x∫

0

M(x, t)f(t) dt+ g(x)
π∫

0

v(t)f(t) dt, 0 < x < π,

и показаны связи этого класса обратных задач с обратными задачами
для дифференциальных операторов.

Упомянем также обратные спектральные задачи для дискретных
операторов (см. [25, 41, 101, 108, 109, 135, 191, 227, 272, 273,
275, 284]), для дифференциальных операторов с запаздыванием ([197,
198]), для нелинейных дифференциальных уравнений ([274]), для мат-
ричных операторов Штурма–Лиувилля ([18, 55, 59, 100, 194, 231,
302]), для дифференциальных операторов на графах ([37, 54, 97, 149,
200, 298]) и др.
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Много приложений теории решения обратных задач связано с диф-
ференциальными операторами высших порядков вида

ly := y(n) + d
n−2∑
k=0

pk(x)y(k), n > 2. (3)

По сравнению с оператором Штурма–Лиувилля обратные задачи для
оператора (3) оказались значительно более трудными для исследова-
ния. В частности, метод оператора преобразования, сыгравший реша-
ющую роль для оператора Штурма–Лиувилля, не дает удовлетвори-
тельных результатов при n > 2, так как операторы преобразования при
n > 2 имеют гораздо более сложную структуру, чем при n = 2 (см. [82,
161]). Исключение составляет случай аналитических коэффициентов
pk(x), когда операторы преобразования имеют такой же «треугольный»
вид, как и для дифференциальных операторов Штурма–Лиувилля (см.
[131, 179, 221]). В работах Л.А. Сахновича [221–223] и И.Г.Хачатряна
[132–133] с помощью треугольного оператора преобразования исследо-
валась обратная задача восстановления самосопряженных дифферен-
циальных операторов на полуоси с аналитическими коэффициентами
по спектральной матрице-функции, а также обратная задача рассея-
ния. В частности, И.Г. Хачатрян доказал, что в аналитическом случае
задание спектральной матрицы-функции однозначно определяет коэф-
фициенты оператора.

Так как метод оператора преобразования оказался неэффектив-
ным при n > 2, то постепенно трудами трех поколений математиков
был создан более эффективный и универсальный «метод спектраль-
ных отображений», связанный с идеями метода контурного интеграла.
Н.Левинсон [162] в 1949 г. первым применил идеи метода контурно-
го интеграла к исследованию обратных задач для случая оператора
Штурма–Лиувилля (1). Развивая идеи Н.Левинсона, следующий важ-
ный шаг в середине 60-х годов XX в. сделал З.Л.Лейбензон [159–160],
предложивший вместо операторов преобразования использовать специ-
альные отображения пространств решений дифференциальных уравне-
ний. Однако прошло еще более 20 лет, прежде чем метод спектральных
отображений приобрел современный вид, что позволило построить
теорию решения обратных задач для дифференциальных операторов
произвольных порядков в общем случае, причем как для сингулярных,
так и для регулярных операторов (см. [250, 251, 259, 260, 265, 268,
270]). Метод спектральных отображений позволяет также исследовать
обратные задачи и для других более сложных классов операторов
и пучков операторов.

Другой трудностью при исследовании дифференциальных опера-
торов (3) при n > 2 являлась постановка обратной задачи, особенно
в сингулярном случае. В частности, спектральная матрица-функция
оказывается здесь неподходящим объектом. Были предприняты неудач-
ные попытки ([303, 19]) доказать теорему единственности для само-
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сопряженных операторов по спектральной матрице-функции в случае
суммируемых коэффициентов. Есть основания считать, что в этом слу-
чае спектральная матрица-функция не определяет однозначно коэффи-
циенты оператора. Более того, для несамосопряженных операторов ви-
да (3) само понятие спектральной меры теряет смысл. В работах [250,
251, 259, 260, 265, 268, 270] в качестве основной спектральной харак-
теристики для дифференциального оператора (3) вводится и изучается
так называемая матрица Вейля, которая наиболее полно выражает
спектральные свойства оператора. Данная терминология связана с тем,
что введенная матрица является обобщением классической функции
Вейля для самосопряженного оператора Штурма–Лиувилля. Использо-
вание концепции матрицы Вейля и метода спектральных отображений
позволяет построить общую теорию решения обратной задачи для
несамосопряженного дифференциального оператора (3) как на полуоси,
так и на конечном интервале (см. гл. 3). Обратная задача рассеяния
на оси для дифференциального оператора (3) в различных постановках
рассматривалась в [30, 31, 56, 71, 72, 126, 128, 129, 235] и других
работах. Заметим, что использование задачи Римана в обратной задаче
рассеяния (см., например, [30]) можно рассматривать как частный
случай метода спектральных отображений.

Некоторые частные случаи обратной задачи для операторов (3) при
различных дополнительных ограничениях на коэффициенты оператора
или на его спектр исследовались в [27, 159, 160, 171, 254, 257, 259]
и других работах. Так, например, в [27, 159, 160, 254, 259] изучалась
обратная задача для операторов (3) на конечном интервале по различ-
ным дискретным спектральным характеристикам при дополнительном
весьма жестком условии «разделенности спектра». При этом постанов-
ка обратной задачи жестко связана с априорным условием на спектр,
и отказ от условия разделенности спектра существенно усложняет
задачу и приводит к нарушению единственности ее решения. В [171,
257] вместо условия разделенности спектра использовалось другое
априорное ограничение — аналитичность коэффициентов оператора.

Обратная задача для несамосопряженного дифференциального опе-
ратора (3) с локально суммируемыми коэффициентами исследова-
лась в [263], где восстановление оператора ведется по обобщенным
функциям Вейля. Обратная задача для дифференциальных операторов
высших порядков с особенностью изучалась в [147, 148, 266, 267,
271, 290, 292-294]. Неполные обратные задачи для операторов высших
порядков и их приложения рассматривались в [130, 35, 76, 171, 196,
257–259, 275]. В частности, в [258] исследовалась обратная задача вос-
становления части коэффициентов дифференциального оператора (3)
по части матрицы Вейля (остальные коэффициенты оператора известны
априори). Для решения таких задач в [258] разработан так называемый
метод эталонных моделей, позволяющий строить конструктивное ре-
шение для широкого класса обратных задач (см., например, [250, 257,
259, 274, 275, 284]). Данный метод применялся также для решения
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обратной задачи теории упругости восстановления параметров балки
по частотам ее собственных колебаний (см. [261]). Эта задача может
быть сведена к обратной задаче восстановления дифференциального
оператора четвертого порядка:

(hμ(x)y′′)′′ = λh(x)y, μ = 1, 2, 3,

по функции Вейля.
Отметим, что кроме введенной в [259, 260] матрицы Вейля су-

ществует также другое обобщение понятия функции Вейля оператора
Штурма–Лиувилля (см., например, [188] и замечание 3.2.2 в данной
книге), которое назовем m-матрицей и которое удобно для изуче-
ния прямых задач спектрального анализа в самосопряженном случае,
а именно для изучения свойств корневых функций и для доказатель-
ства теорем о полноте и о разложении. Однако при исследовании
обратных задач m-матрица оказалась неудачным объектом. Матрица
Вейля, введенная в [259, 260], является более естественным и удобным
объектом в теории решения обратных задач.

Много работ посвящено обратным задачам для систем диффе-
ренциальных уравнений (см. [3, 11, 12, 14, 23, 24, 32, 33, 46, 55,
59, 61, 66, 92, 93, 103, 115, 158, 167, 172, 194, 224, 225, 228, 229,
245, 246, 248, 276, 295, 296, 297, 299, 300, 301, 305, 308, 309, 310]
и литературу в них). Некоторые системы исследуются аналогично опе-
ратору Штурма–Лиувилля. К ним относятся системы Дирака, AKNS
и их обобщения. Для таких систем может быть использован метод
оператора преобразования, и полученные результаты в основном анало-
гичны результатам для оператора Штурма–Лиувилля. Метод оператора
преобразования может быть также применен для систем с аналитиче-
ским потенциалом аналогично случаю оператора (3) (см., например,
[172]). Однако в общем случае решение обратных задач для систем
сталкивается с существенно более серьезными трудностями, аналогич-
ными случаю операторов высших порядков вида (3) с интегрируемыми
коэффициентами. Существует только несколько работ, посвященных
обратным задачам для таких систем, причем в основном для случаев
полуоси ([295, 296, 297, 299] и гл. 4 данной книги) и оси ([32, 33, 158,
308, 309, 310]). Случай конечного отрезка исследовался в [300, 301].
Для полуоси и конечного отрезка в качестве основной спектральной
характеристики вводится и изучается матрица Вейля, которая является
аналогом матрицы Вейля, введенной в гл. 3 для оператора (3). Ме-
тодом спектральных отображений получено решение обратной задачи
восстановления системы

Q0Y
′(x) +Q(x)Y (x) = ρY (x), Y = [yk]k=1,n, (4)

по заданной матрице Вейля в общем случае, т. е. при произвольном рас-
положении корней характеристического уравнения и при произвольном
поведении спектра (см. гл. 4). Для случая оси с использованием задачи
Римана изучалась обратная задача рассеяния для систем вида (4).
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Важным классом обратных задач являются обратные задачи для
пучков дифференциальных операторов, когда дифференциальное урав-
нение и (или) краевые условия зависят от спектрального параметра
нелинейно. Такие задачи для уравнений второго порядка изучались
в [8, 34, 49, 62, 94, 110, 136, 187, 255, 280, 281, 286, 287], а для
уравнений высших порядков и систем в [170, 276, 309].

Обширная литература посвящена еще одной области примене-
ния обратных спектральных задач. В 1967 г. Г. Гарднер, Ж. Грин,
М.Краскал и Р.Миура [89] разработали замечательный метод решения
некоторых важных нелинейных уравнений математической физики,
таких как уравнение Кортевега–де Фриза, нелинейное уравнение Шре-
дингера, уравнение Буссинеска и другие, связанный с использованием
обратных задач. Этот метод представлен в [1, 2, 157, 236, 304] и других
работах.

Много работ посвящено обратным задачам для уравнений с частны-
ми производными. Это направление отражено достаточно подробно в
[20, 21, 22, 38, 40, 42, 50, 57, 73, 122, 123, 124, 125, 137, 153–155, 190,
192, 205, 208, 211–213]. В § 2.5 данной книги исследуется обратная
задача для волнового уравнения как модельная обратная задача для
уравнений с частными производными, показана связь с обратными
спектральными задачами для обыкновенных дифференциальных урав-
нений.
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