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Nizomiy nomidagi Toshkent davlat pedagogika universiteti Kengashi va 

Respublika Muvofiqlashtirish komissiyasi majlisining qaroriga binoan darslik chop 

etishga tavsiya etiladi.

Ushbu darslik oliy o’quv yurtlarining “ Boshlang’ich ta’lim va sport-tarbiyaviy 

ish” yo ’nalishi talabalari uchun mo’ljallangan bo’lib, bakalavrlar tayyorlash uchun 

’’Matematika” fanining tasdiqlangan namunaviy o ‘quv dasturi asosida yaratilgan. 

Unda chiziqli algebra, vektorlar, chiziqli tenglamalar sistemasi, analitik geometriya 

elementlari, ikkinchi tartibli egri chiziqlar, fazoda to ’g ’ri chiziq va tekislik 

tenglamalari, matematik analiz elementlari, differentsial hisob va integral hisobi 

bo’yicha nazariy ma’lumotlar, ular asosida yechilgan misol va masalalar hamda 

talabalar mustaqil yechishlari uchun topshiriqlar to ’plamlari va talabalar mustaqil 

yechishlari uchun testlar keltirilgan.

Настоящий учебник предназначен для студентов высших учебных 

заведений по направлению «Начальное образование и спортивное образование» 

и составлен на основе утвержденного типового учебного плана «Математика» 

для подготовки бакалавров. Он включает в себя линейную алгебру, векторы, 

системы линейных уравнений, элементы аналитической геометрии, кривые 

второго порядка, уравнения прямых и плоскостей в пространстве, элементы 

математического анализа, теоретические знания дифференциального и 

интегрального исчисления, примеры и задачи, а также в виде наборов заданий 

для самостоятельного решения учащимися и тестов для самостоятельного 

решения учащимися.

This textbook is designed for students o f higher education in the field of 

"Primary education and sports education" and is based on the approved standard 

curriculum o f "Mathematics" for the preparation o f  bachelors. It includes linear 

algebra, vectors, systems o f linear equations, elements o f  analytic geometry, second- 

order curves, equations o f straight lines and planes in space, elements o f
2



mathematical analysis, theoretical knowledge of differential calculus and integral 

calculus, examples and problems as well as sets of assignments for students to solve 

independently and tests for students to solve independently.

Tuzuvchi: Abdullayeva B., Abduvaliyeva D., Meyliyev S., Abdurahmonova D.,

Ismoilov E.

Taqrizchilar:

Toshkent Davlat Pedagogika universiteti “Matematika va ta’limda 

axborot texnologiyalari” kafedrasi p.f.n dotsent 

v.b.Sh.B.Bekchonova

Namangan davlat universiteti f.-m.f.n dotsent T.U.Abdullayev
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SO‘Z BOSHI
Mamlakatimizda so’ngi yillarda ta'lim  tizimini tubdan islohot qilishga katta 

ahamiyat berildi. Hududlarda yangi oliy ta ’lim muassasalarining tashkil etilishi, 

kadrlar tayyorlashning zamonaviy ta’lim yo'nalishlari va mutahasisliklari hamda 

sirtqi va kechki bo'limlarning ochilishi, oliy ta’lim muassasalariga qabul 

kvotalarining oshirilishi mazkuryo'nalishdagi muhim islohotlar hisoblanadi.

2018-yil 5-iyun, O’zbekiston Respublikasi Prezidentining ’’Oliy ta’lim 

muassasalari ta ’lim sifatini oshirish va ularning mamlakatda amalga oshirilayotgan 

keng qamrovli islohotlarda faol ishtirokini ta ’minlash bo'yicha qo’shimcha chora- 

tadbirlar to 'g 'risida” gi PQ-3775-son, 2019-yil 9-iyuldagi PQ-4387-son “Matematika 

ta’limi va fanlarini yanada rivojlantirirshda davlat tomonidan qo’llab-quwatlash, 

O’zbekiston Respublikasi Fanlar akademiyasining V.I.Romanoviskiy nomidagi 

Matematika instituti faoliyatini tubdan takomillashtirish chora tadbirlari to’g ’risida” 

gi, 2019-yil 9-oktabrdagi PF-5847-son “O’zbekiston Respublikasi oliy ta’lim tizimini 

2030-yilgacha rivojlantirish konsepsiyasini tasdiqlash to’g ’risida”gi qaror va 

farmonlari qabul qilindi va unda o ’quv mashg’ulotlarini talabalami innovatsion 

fikrlashga yo'naltirilgan o ’qitish texnologiyalari va interfaol uslublarni joriy etish 

asosida tashkil etish, asosiy e ’tibomi talabalaming mustaqil ta ’lim olishi bilan bog’liq 

mexanizmlarni amalga oshirishga qaratishl hamda oliy ta ’lim bilan qamrov 

darajasini oshirish, xalqaro standartlar asosida yuqori malakali, kreativ va tizimli 

fikrlaydigan, mustaqil qaror qabul qila oladigan kadrlar tayyorlash, ularning 

intellektual qobiliyatlarini namoyon etishi va ma’naviy barkamol shaxs sifatida 

shakllanishi uchun zarur shart-sharoitlar yaratish2 kabi vazifalaming ijrosini 

ta’minlash ta’kidlab o‘tilgan.

Yuqori malakali, raqobatbardosh, zamonaviy talablarga javob bera oladigan 

mutaxassis kadrlar tayyorlashda ularga chuqur matematik bilimlar berish va bu 

bilimlami masalalarni yechishga tatbiq eta olishga o ‘rgatish katta ahamiyatga ega.

1 O’zbekiston Respublikasi Prezidentining "Oliy ta’lim muassasalari ta’lim sifatini oshirish va ularning 
mamlakatda amalga oshirilayotgan keng qamrovli islohotlarda faol ishtirokini ta’minlash bo'yicha 
qo’shimcha chora-tadbirlar to' g' risida”gi PQ - 3775-son qarori 2018 yil 5 iyun.
2 O’zbekiston Respublikasi Prezidentining ’’O’zbekiston Respublikasi oliy ta’lim tizimini 2030 yilgacha 
rivojlantirish konsepsiyasini tasdiqlash to’g’risida”gi PF-5847-son farmoni. 2019 yil 9 oktabr.
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Shu sababli “Boshlang'ich ta'lim  va sport tarbiyaviy ish” yo'nalishi bo'yicha ta’lim 

oluvchi bakalavrlarning o'quv rejalarida “Matematika” fanini o'qitish ko‘zda 

tutilgan. Hozirgi davrda bu fanni o'qitish alohida ahamiyatga ega bo'lgani uchun 

oxirgi yillarda chet ellarda bu fan bo'yicha juda ko'p o'quv-uslubiy adabiyotlar 

yaratilmoqda. Ulardan bir qismi darslikning adabiyotlar ro'yxatida ko'rsatilgan va bu 

ro'yxatni Internet tizimi yordamida ancha kengaytirish mumkin.

Ta’lim sohasida islohotlar amalga oshirilayotgan bir paytda boshlang'ich sinflar 

uchun yangi «Matematika» o'quv darsliklari yaratilayotgan bir vaqtda Davlat ta ’lim 

standartida ko'rsatilgan fanlar bo'yicha o'quv adabiyotlarini yangi avlodini yaratish 

zarurligi tug'ilmoqda. Bundan tashqari darsliklarga bo’lgan talab ham kuchaymoqda. 

Darslikda bakalavriat ta ’lim yo’nalishi talabalari uchun namunaviy fan dasturi 

bo’yicha tuzilgan mavzular sodda va tushunarli ko’rinishda hamda qiziqarli misollar, 

chizmalar va albatta namunaviy testlar bilan boyitilgan.

Ushbu darslik oliy o ’quv yurtlarining barcha tabalari (“Boshlang'ich ta'lim  va 

sport tarbiyaviy ish” yo'nalishi) uchun “Matematika” fanining namunaviy dasturida 

rejalashtirilgan mavzularni o 'z  ichiga olgan bo’lib, VIII bobni o’z ichiga oladi:

I. Chiziqli algebra.

II. Vektorlar.

III. Chiziqli tenglamalar sistemasi.

IV. Analitik geometriya.

V. Ikkinchi tartibli egri chiziqlar.

VI. Fazoda to’g ’ri chiziq va tekislik tenglamasi.

VII. Matematik analiz elementlari.

VIII. Integral hisob.

IX. Ehtimollar nazariyasi.

X. Matematik statistik elementlari.

Bu mavzular bo 'lg 'usi mutaxasislar uchun zarur bo'lgan chiziqli algebra, 

vektorlar, chiziqli tenglamalar sistemasi, analitik geometriya elementlari, ikkinchi 

tartibli egri chiziqlar, fazoda to’g ’ri chiziq va tekislik tenglamalari, matematik analiz 

elementlari, differensial hisob va integral hisobi asosiy bo'limlarini tashkil etadi.
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Mavzular bo’yicha nazariy ma’lumotlar, ular asosida yechilgan misol va masalalar 

hamda talabalar mustaqil yechishlari uchun testlar keltirilgan. 

Ayrim tasdiqlarning isbotlari talabalarga havola etilgan. Bundan tashqari bir qator 

mavzular kengaytirilgan va nisbatan chuqurroq yoritilgan bo‘lib, o ‘qituvchi ulardan 

talabalaming mustaqil ishini tashkil etish uchun foydalanishi mumkin.

Qo’llanmani o ’qib chiqib o’zining fikr va mulohazalarini bildirgan Nizomiy 

nomidagi Toshkent Davlat Pedagogika universiteti “Matematika va ta’limda axborot 

texnologiyalari” kafedrasi p.f.n dotsent v.b Sh.B.Bekchonova, Namangan davlat 

universiteti f.-m.f.n dotsent T.U.Abdullayevlarga mualliflar o’z minnatdorchiliklarini 

bildiradi. Mualliflar ushbu darslik kamchiliklardan holi degan fikrdan uzoqda 

bo‘lganligi tufayli uni takomillashtirish bo‘yicha kitobxonlarning taklif va 

mulohazalarini minnatdorchilik bilan qabul etadi.

M ualliflar
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I BOB. CH IZIQ LI ALGEBRA
l-§. M atritsa lar va u lar ustida am allar

1-ta'rif. Sonlarning m  ta satr va n ta ustundan iborat to’g’ri to'rtburchak 

shaklida, jadval ko’rinishida yozilishi m x n  o’lchovli matritsa deyiladi va 

quyidagicha belgilanadi:

yoki A =  (ay ), i = 1, m; j  =  1, n.

Bu yerda m  satrlar soni, n  ustunlar soni.

Bu matritsadagi ay , ( i = l ,m ;  j  =  1 ,n )  sonlar uning elementlari deyiladi. 

m  -satrlar soni, n -ustunlar soni.

2-ta’rif. Agar m  = 1 bo'lsa, satr matritsa; A = ( % 1  a 12 ... a ln), agar

Kvadrat matritsaning a 11;a 22 , -  , a nn elementlari joylashgan diogonal bosh 

diogonal, a ln , a 2n_i, — ,a nl elementlari joylashgan diagonal yordamchi diagonal 

deyiladi.

4-ta’rif. Bosh diagonal elementlari noldan farqli, qolgan elementlari nolga teng 

bo’lgan matritsa, diagonal matritsa deyiladi.

5-ta’rif. Bosh diagonal elementlari 1 ga teng bo’lgan diagonal matritsa, birlik 

matritsa deyiladi va E harfi bilan belgilanadi.

(1)

\ a m lJ

3-ta’r i f  Agar m =  n bo'lsa, kvadrat matritsa, n uning tartibi deyiladi.

(2)

(3)
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1 0
• °\

0 1
(4)

0 0 . 1/

/«11 a12 ••• a ln
A = “ 21 a22 ■■■ a 2Tl

V^-ml am2 ■■■ amn.

bo’lsin.

Ь ц b12 ...
ul n \b21 Ь22 ... ^2 n | matritsalar berilgan

K i Ьт2 k J

Е =

Agar а.ц = ciji bo' Isa, matritsa simmetrik  deyiladi.

va  В =

6-ta'rif. Agar A va В  matritsalarning o ’lchovlari o ’zaro teng bo’Isa, ular 

nomdosh matritsalar deyiladi.

7-ta’rif. A matritsaning har bir a i7 elementi В matritsaning unga mos by 

elementiga teng bo'Isa, bu ikki nomdosh matritsalar teng  deyiladi va A = В kabi 

yoziladi.

Faqat nomdosh matritsalargina teng bo'lishi mumkin.

Nomdosh bo'lmagan matritsalar umuman tengmas deb hisoblanadi.

Matritsalar ustida quyidagi amallarni bajarish mumkin;

a) matritsani songa ko’paytirish;

b)matritsani matritsaga qo'shish ( ayirish);

c)matritsani matritsaga ko'paytirish;

a) matritsani songa ко ’paytirish;

Biror matritsani songa ko'paytirish uchun, uning har bir elementi shu songa 

ko'paytiriladi, ya’ni;

(
a l l  a 12 ••• a l n \
a.2} a2}„"  matritsa va Я —ixtiyoriy son beriiga.

®m2 ••• amnJ*11
ЯЛ =  fl21

a12 — 
a22 —

aln \  
a2n 11 =  1

^Я ап
Яа21

Яа12 ...
A CL 22

Яя1„
Яа2п

a m2 — **mn/ V^a ml Яат2 ...
(5)

Masalan,

A =
'5  4 -Г /

=>6А =
ч0 2 7, \ 6 0 6 -2  6 -7

Г30 24 -6  

0 12 42



b) matritsani matritsaga qo'shish ( ayirish);

Bir xil mxn o’lchamli A va В matritsalarning deb, o 'sha o'lchamli shunday

С = A + В matritsaga aytiladiki, uning har bir elementi A va В matritsalarning mos 

elementlari yig’indisidan iborat bo’ladi.

Bir xil o ’lchamli matritsalarni qo’shish (ayirish) mumkin. Xar xil o’lchamli 

matritsalami qo’shish (ayirish) mumkin emas.

Masalan,

matritsalar uchun

5̂ 3 - A ' i  о 1Л
^  -  Л2хз -

,0 7 2 }
В -  B2xi -

2 - 3  4)

A + B =
5 + 1 3 + 0 - 1  + A 

1̂ 0 + 2 7 +  (—3) 2 + 4

6 3 0Л 

2 4 6

Masalan,

A=
'2  4 Г 0 2 f
-1  0 2 ! 1 2

A+B matritsani toping.

A+B =
2 4 1 

- 1 0  2
"0 2 Г '2  + 0 4 + 2 1 + 1' '2 6 2"

1 1 2 -1  + 1 0 + 1 2 + 2 0 1 4

Ikki matritsalarning ayirmasi ham ularning yig'indisi kabi aniqlanadi va 

С = A — В kabi yoziladi.

Masalan,

matritsalar uchun

( 5 - 1  3 - 0  - 1 - l W  4 3 -2^ |
A ~  “\ 0 - 2  7 - ( - 3 )  2 - 4 J [ - 2  10 - 2 )

Matritsani matritsaga qo'shish, ayrish va songa ko'paytirish amallari chiziqli amallardir.
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Xnssalari.

1°.A  +  В =  В +  A —o'rin almashtirish qonuni;

2°. (Л +  В) +  С = A +  (В +  C) —qo'shishga nisbatan guruhlash qonuni;

3°. //(ДА) =  A(/iA) —songa ko'paytirishning o'rin almashtirish qonuni; >.,ц- 

ixtiyoriy sonlar;

4°. A(A + В) = AA + AB —matritsalarni qo’shishga nisbatan taqsimot qonuni.

5°. (Л +  ц)А  = AA +  AB —sonlarni qo’shishga nisbatan taqsimot qonuni.

8-ta’r i f  A matritsani satr elementlarini ustun, ustun elementlarini satr 

ko’rinishda yozilishi uni transpornirlash deyiladi va AT bilan belgilanadi.

c) M atritsani m atritsaga ко'paytirish.

9-ta’rif. m x k  o'lchamli A matritsaning k x n  o'lchamli В matritsaga 

ko'paytmasi deb, m  x  n  o'lchamli shunday С =  (су )  (i = l , m ; j  = l , n )  

matritsaga aytiladiki, uning ci; (i =  1, m; j  =  1, n ) elementi A matritsa i-satri 

elementlarini В matritsa j  - ustunining mos elementlariga ko'paytmalari yig'indisiga 

teng, ya’ni

cij = aiibij + ai2b2j H----- 1- aikbkj (6)

Umumiy holda, AB Ф B A . Agar AB = BA bo'lsa, u holda A va В 

matritsalar kommutativlanadigan yoki o'rin almashinadigan deb ataladi.

A matritsani ustunlar soni В matritsani satrlar soniga teng bo’lgandagina, A va 

В matritsalarni ko’paytirsa bo’ladi.

Masalan,

'3 1 '
'6  -4^1

^3x2 - 0 - 2 ^2x2 -
1 2

,4 5 ,

matritsalar uchun m -3, p=q=2, n = 2 bo‘lgani uchun ularning ko'paytirish 

mumkin va ko‘paytma matritsa AB=C3x2 quyidagicha boiadi:

' 3 -6  + 11 3 • (-4 ) + 1-2 N '1 9 - l ( T

Q x2 0 • 6 + (-2 )  • 1 0 • (—4) + (—2) • 2 = - 2 - 4

4 ■ 6 + 5 • 1 4 • ( -4 ) + 5 -2  , ,2 9 - 6 ,

Masalan,
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А=

-o 1 Ю

B=
'26 45"

- 4  7 15 26
А В m atritsan i toping.

А В
' 7 -1 2 ' ‘26 45' 7.26 + (—12). 15 7.45 + (-12).26 '2 3'
- 4  7 15 26 _ -4 .2 6  + 7.15 -4 .4 5  + 7.26 ! 2

Xosalari

1°. (АВ)С  =  А(ВС)- gruhlash qonuni;

2°. АЕ = ЕА = А 

3 °.(А  + В)С = АС + ВС 

4°. (ЛА)В = Я(ЛВ)

5°.(АВ)Г = ВГАТ 

6°. (ЛА)Т = ЛАГ 

7°. (А + В )т = А Т + ВТ 

8°. (Л7У  =  А

Mustaqil yechish uchun misollar

3) va В =  (p  3 j?) bo’lsa, 2A +  В ni toping.1. Agar A =

2. Agar A = (

3. Agar A =

4. Agar A =

5. Agar A

(>. Agar A =

7. Agar A =

0 0

Q3) va В = ( q 2 33 bo’lsa, A + 3B ni toping. 

3)  va В = _ 3 bo’lsa, A -  В ni toping.

2 
- 1  
- 2  
- 1  

2
-1 1  10 

4 \ ( 3 _1 \—1 J va В =  I 0 5 I bo’lsa, A + 3B ni toping. 
1 /  \6  7 /

6 — 2 \

0 5 I bo’lsa, 5A — В ni toping.
0 7 /

- 1  I va В =  
4

0

- 6  
0

- 2
2
6

- 2
7
0

va
/  0 4 2 \

В — I — 4 —3 I I  bo’lsa, A + 2B ni toping. 
V 3 6  7 /

0 0 2 
va В = | - 2  - 3  1 

3 - 1  10
bo’lsa, ЗА — В ni toping.
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1 3 \  / О

\3  6 /  \  3 6 1)

9. Agar Л =  [ 3 2 — 1 I va В =  f  1 —1^ bo’Isa, 5Л — 2В ni toping. 
\3  6 - 6 /  \0  4 /

10. Agar Л =  | 3 1 - 1  I va В =  f  3 1 bo’Isa, —A +  2 В ni toping. 
VO 6 - 6 /  V—5 /

13. Л

14.

15.

va L
6 /  

- 2 0 \
2 - 46 - 6/
- 2 0 >\1

- 16 - 6 /

va B =  (

va B =  (

va » - (

|  va B « (

j va В =  (

' 1 3 8 > \ (  0 2

- 5 - 2 —1 va В = 3 2 0. 0 1 3 J 1K-i 2 0 /

17. Л =  I — 5 0 —1^ va В = (ъ  5 I gateng. A • 2B  ni toping.
0 1 0 /  \0  - 6

=  ^1 - 2  - 1  j  va В =  (y  q g) ga teng. ЗЛ • В ni toping.18. A

19. A = [ 0 —2 3 I va В =  I 3 J gateng. 7A  ■ В ni toping.
<0 1 3 /  \0>

/ 0  2 1 \
20. .A =  (2 3 1) va В =  I 3 2 1 ) gateng. Л ■ В ni toping.

V—1 2 0 /
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"2 1 - Г "1 - Г

21..4= 0 1 0 va В= 0 1
0 0 -1 1 0

ga teng. A *B ni toping.

‘ 1 - 1 2 ' '3 4 Г

22. .4= 2 3 4 va В= 0 2 5

- 4  5 1 1 -1  4
ga teng. A *B ni toping.

23. A=

24. A=

25. A=

'3 5 |̂ ' 2 3 >

К
va В=

J " 2 ,

"3 5 7n f \
2 - 1 0 va В= 2

,4 2, 1-1

1 - 1 - 3 ' ' 0

2 1 5 va в=
- 1

ga teng. 2A +5B ni toping.

ga teng. A +B ni toping.

ga teng. 3A-2B ni toping.

С m atritsani toping:

1. С =  ATB — 2BT, A =

2. С =  A BT - A T, A =

( '
3. С =  AB +  4Л, A =

4. С = A - BT - 3 B ,  A =

5. С =  ЛГВ -  BAT, A =

6. С =  ЛГВ -  4B, Л =  j

7. С =  2ЛТВ -  ВЛТ, Л

б  г ) ’ 7 >

- . ) ■ ? ) ■

1 2 3 \
2 4 6 ,
3 6 9 / - ( ?

- 2
- 2
2

■(S Э - \ \

( - 1  з ) . в = (б &

1 8 \  
2 4 3 

^7 3 4 / - 0
I-

■ е  ? ) ' - а д >

13



8. С = (Л + В ) ( 2 В  -А),
2 3

- 1 \ f - 1 0 5 \
4 5 2 , В =  0 1 3 .

- 1 0 7 / V 2 - 2 4 /

9. С = (В + АВУ,
э- > - с -I1)-

10. С = (A- BA)T, М - з 2)' Л)-

11. С = В — A ■ AT, * - ( 1
2 1

2). В =
./20 194

V4 1 1 3 ) ’ 'V18 17/

12. С = (AB + BA)T,
?)•

в =
G

13. С = ATВ - 2BT, I). в = /11 16\
V6 8Г V15 20/

14. С = 2 А(А-ВУ, ■ И о 2). 4/ в = (' 1 -6\ 
*■—7 — 5/

15. С = 3B- ВТАТ, Д). в = (<2 34
VI 11/ \̂4 7/

16. С = АВТ + А, 5 6/ н

3̂ 4 2\ 
2 1 3 .
а  з о/

17. С = ЛГ(В + Л),
э-

в = (- 1  - 4\ 
0 - 1 /'

18. С = (Л - в)вт,
э-

в = (■2 -34 
-1 2 /

19. С = (Вт +Л)3,
А - ( Л :Э- в = 1(з 4>

20. С = (Л + ЗВ)ГВ, ! 1 ' 
3 -4-), В = (з 4>

2-§. D eterm inantlar va u larn ing  xossalari

1-ta’rif. Ikkinchi tartibli kvadrat matritsaga mos keluvchi ikkinchi tartibli 

determinant deb, quyidagi belgi va tenglik bilan aniqlanuvchi songa aytiladi:

14



а 1 1 а 22 а 1 2 а 21 ( 1)| а '.1 а 1 2 |

1а 21 а гг1

Xuddi shunga o’xshash, uchinchi tartib li determ inant deb, quyidagi songa aytiladi:
a, a, a.
a21 a22 a23 
a31 a32 a33

al l a22a33 +  a12a23a31 +  a21a32a 13

a13a22a31 a23a32a ll  a12a21a33- (2)

3-tartibli determinantlami uchburchaklar usulida, Sarryus usulida hamda biror satr 

yoki ustun elementlari bo’yicha yoyib hisoblash mumkin.

1. U chburchaklar usuli:

(+) (-)

a, i a n a,

а \\а22аЪЪ + а2\ОъгаП + Й31Д12Й23 " ЯпЯ2зЯз2" 0\2 Qz\ a33 " а 13Я22Й31

Bu “uchburchak qoidasi” deyiladi. Osonroq eslab qolish uchun hisoblash shaklini 

keltiramiz;

/  ’

2. Sarryus usuli:

Яца23Й32‘ я 12 a2\ a33 - а \Ъа22аЪ\1̂ 22̂ 33 +Я21а 32а 13+а31а 12д23"

15



I

3. Birinchi ustun elem entlari bo’yicha yoyib hisoblash:

Ct i °,2
°2> a!2 o23 =a\\ °22 a23 -a21 °I2 «13 +a31ai2 °\2

an “зз
U-' l l J ’ - 0,2 a„ a22 a2‘

M isollar:

I. a) 

b)

3 - 4  
2 5

J~a — 1 
a -Ja

=3 5-(-4)2  = 15+8 = 23 

= Va Va - ( - l ) a  = a+a = 2a

2. 3-tartibli determinantlami uchburchaklar usuli, Sarryus usuli hamda biror ixtiyoriy 

satryoki ustun elementlari bo’yicha yoyib hisoblang:

1 1

=1 (-3)(-5) + 1 1 4  + 2 (-1)1 -  1 (-3) 4 -  12 (-5) -  1 (-1) 1 =a) 2 - 3  

4 - 1  -

b)

\ 1
2 - 3
4 -1  -

1 1
2 - 3

= 15 + 4 - 2 + 1 2 + 1 0  + 1 = 4 0

= 1 5 - 2  + 4 +  12+  1 + 10 = 40

1 1 1

=  1
- 3  1

- 1
2 1 2 - 32 - 3  1 +  1

4 - 1  - 5
- 1  - 5 4 - 5 4 -1

c)

n-tartib li determ enantni hisoblash formulasi:

= 16 + 1 4 + 1 0 = 4 0

И -

Q\\ Q\:

an\ anl ••• an

= anM n -  an M n  +... + ( - l) " +l а,„Л/,„

16



\А \ =  £ ( - l ) t+ ,a , X

Faqatgina kvadrat matritsalar uchun, ya’ni satrlari va ustunlari soni teng bo’lgan 

matritsalar uchungina determinant aniqlangan.

Ill tartibli determinantni hisoblashga doir misol keltiramiz:

Д =

2 6 - 2  

1 5 4 

3 - 1 0

= 2 ■ 5 ■ 0 + 6 • 4 • 3 4-1 • (-1) ■ (-2) -  

-  (-2 ) - 5 - 3 -  6 -1 - 0 -  4 (-1) - (2) = 112.

2-ta’r i f  Determinantning ixtiyoriy a l; (i =  1 ,n; j  =  1, n) elementining minori 

deb, shu element turgan satr va ustunni o’chirish natijasida hosil bo’lgan, tartibi 

bittaga kamaygan determinantga aytiladi va MLj  (t =  1, n; j  = 1, n ) bilan 

belgilanadi. Determinant aLj (i =  1, n; j  =  1, n ) elementining algebraik 

to ’Idiruvchisi

Aij =  (— l ) l+J'My formula bilan aniqlanadi, ya’ni u minoming ishorasini aniqlaydi. 

Bu formula n >  3 bo’lgandagi determinantlarni tartibini pasaytirib hisoblashda 

qo’llaniladi.

Xossalari

1°. Agar determinant transpornirlansa, uning qiymati o’zgarmaydi.

2°. Agar determinantning ixtiyoriy satr (ustun) elementlari nollardan iborat bo’Isa, 

uning qiymati nolga teng bo’ladi.

3°. Agar determinantning ixtiyoriy ikkita satr (ustun) elementlari o ’rinlari 

almashtirilsa, uning qiymati qarama-qarshisiga o ’zgaradi.

4°. Agar determinantning ixtiyoriy ikkita satr (ustun)i bir xil elementlardan tashkil 

topgan bo’Isa, uning qiymati nolga teng bo’ladi.

5°. Determinantning ixtiyoriy satr (ustun) elementlaridan umumiy ko’paytuvchini 

determinant belgisidan tashqariga chiqarish mumkin.
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6° .Agar determinantning ixtiyoriy ikkita satr (ustun) elementlari proportsional 

bo'lsa, uning qiymati nolga teng bo'ladi.

7°. Agar determinantning biror satr (ustun) elementlari ikkita qo'shiluvchining 

yig indisidan iborat bo'lsa, u holda bu determinant qiymati quyidagi ikkita 

determinantlarning yig'indisiga teng bo’ladi, ya'ni

Д= a n  a i2 +
"4" bi12

|a n
l a 12

a 12| + *11 bi
b2

8°. Agar determinantning ixtiyoriy satr (ustun) elementlari biror songa ko'paytirilib 

boshqa satr (ustun) elementlariga qo'shilsa, uning qiymati o'zgarmaydi.

9°. Determinantning qiymati ixtiyoriy satr (ustun) elementlarini ularning mos algebraik 

to'ldiruvchilariga ko'paytmalari yig'indisiga teng bo'ladi.

m =
° 1 1  a 12  ■■■ a ln

a 21 a 22 —  a 2n

a il a i2  a i n

°-nl ^n2 ^nn

-  an ‘ Aii + ai2- Aa + ■■■ + ab

yoki

И1 =

a l l  a 12 
a 21 a 22

am  an2

au
a 2]

a ln

a 2n

a■nj

-  a l j  • A l j  +  a2j +  A 2j  +  • ■ +  “ 2n ■ A 2n

Bular determinantning tartibini pasaytirib hisoblash formulasi deyiladi.

10°. Determinantning ixtiyoriy satr (ustun) elementlarini boshqa satr (ustun) 

elementlarining algebraik to'ldiruvchilariga ko'paytmalari y ig’indisi nolga teng 

bo'ladi.

Masalan, ushbu IV tartibli determinantni hisoblaymiz:

3 2 4 - 5
5 11 9

0 2 7 

0 0 - 1

= (-3) • 5 • 2 - (-1) =30 .

Diagonal matritsaning determinanti uning diagonal elementlari ko‘paytmasiga teng 

bo‘ladi.

M ustaqil yechish uchun misollar 
18



Determinantlarni hisoblang.

a). Ikkinchi tartibli determinantni hisoblang.

1 I2 “ 4 |= ?  И  I 8 9 |= ?13 0 I ' l io  111

2 I6 _ 4 | =? 12. I- 3  _ 4 | =?
lO -81 ' 1-5 - 6 l

3. 1“  Ь | =? 13. I* 2| =?

I—COSX Stnxl

13 4
4  I s in x  cosx I _ ? 1 4  19 21 =?

13 4

5. I1  2 |= ?  15. 11 2 J = ?
16 6  I ‘ ' 1 3 - 4

6 . I2  _ 4 U ?  16. i 1  2 '
10 -181 ' ' 1-3 41

7 I 1 ~ 2 \ =? 17 I1 - 1 2 l =? 
'■ 1-5 3 1 -  16 4 I

8 I 12 2 | - ?  18 I 1 2M
8’ 1-3 01 - ?  1 1-13 4l '
g  | 2 1  —21 |1  —2 |

23 - l l  ' ' 13 141

4 7 I =? 20- IV ~a- 6  - 9 l  I 3 4

b) Uchinchi tartibli determinantni hisoblang.

b).

1 2 3 1 2 3
1. - 4 0 1 —7 5. 4 0 1 =7

- 2 2 5 - 2 2 5

1 2 3 1 0 3
2 . - 1 0 1 —■> 6 . - 4 - 1 1 —7

2 2 0 - 2 2 5

1 8 3 0 2 3
3. - 4 1 1 =? 7. - 4 0 1 =7

- 2 2 5 - 2 2 5

1 2 3 2 2 3
4. - 4 0 1 = ? 8 . 0 3 1 =7

- 2 2 0 - 2 1 2

19



10.

11.

12.

13.

14.

3 2 6
- 3 1 1
- 2 0 5

1 2 3
0 7 1
0 0 5
3 0

- 4 10
0 2
s in x 0

=?

=?

0 1

= 7

0
—cosx  0 s in x
23 2 
- 3  1 

- 2 0  - 3  

5 2 0 
- 3  1 11 
- 2  0 0

0
1

- 1

—1

=7

15.

16.

17.

18.

19.

20.

1 12 6
0 1 1 -7

- 2 0 5
13 2 0
0 1 21 7

- 2 0 5
a a a
b b b = 7

2 0 5
sin x 0 0
- 3 tg x 0

- 1 0 1
e * 0 1
0 1 0 =7

1 0 e~x
1 2 3

- 3 1 - 2 ;7

- 2 0 - 2

с). Determinantlarni tartibini pasaytirish usuli bilan hisoblang.

1.

3.

5.

7.

9.

1 2 4 5
5 - 7 0 2
3 - 2 1 0
2 - 5 0 0
1 2 4 5
2 - 7 0 2
5 - 2 1 0
2 - 5 0 1

3 2 1 2
- 1 - 7 0 2
2 - 5 1 4
2 0 0 1

3 2 4 5
5 - 7 0 2
3 - 2 - 1 1
2 - 5 0 - 3

= ?

—?

2.

6.

8.

0 2 1 5  
5 - 7 0 2
3 - 1 1 0
4 - 5 0 0

2 2 4 0 
0 - 7 0 2
3 0 1 0  
0 - 5 0 2

2 0 0 0 
0 - 7 0 0  
3 - 2 1 0
2 - 5 0 3

5 2 4 - 1  
0 - 7 0 2
3 - 2 1 0  
2 0 0 0

=  7

—7

1 4 5 3 2 0 2
- 7
- 2

0
1

1
0

=? 10. - 1
3

- 7
- 2

0
2

2
0

- 5 0 0 2 - 5 2 0

= 7

= 7
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11.

13.

15.

17.

19.

1 1 4 5
5 - 7 0 2 ?
3 - 2 1 0
2 - 5 0 0

1 2 4 5
2 7 0 2
5 - 2 1 0
2 5 0 1

3 2 1 2
- 1 8 0 2
2 - 5 1 1
2 0 0 1

3 2 4 0
0 - 7 0 2
3 - 2 - 1 1
1 - 5 0 3

1 1 4 1
1 4 0 1 = ?
0 - 2 1 0
2 - 5 0 0

=?

= ?

12.

14

18.

20 .

0 2 1 1
5 - 7 0 2
1 - 1 1 0
4 - 5 0 0

2 2 4 0
0 1 0 2
3 0 1 0
0 - 5 0 2

2 0 0 0
0 1 0 0••
3 - 2 1 0
2 - 5 0 3

5 2 4 - 1
0 - 7 0 2
2 - 2 1 0
2 0 0 1

3 2 0 5
- 1 - 7 0 2
3 - 2 3 0

- 5 2 0

—?

3-§. Teskari m atritsa

1-ta’r i f  Agar kvadrat Л matritsa uchun AB — BA — E tenglik o'rinli bo'lsa, u 

holda В matritsa A matritsa uchun teskari matritsa deyiladi.

A matritsaga teskari matritsa A -1 kabi belgilanadi.

2-ta’rif. Agar A matritsaning determinanti nolga teng bo’lsa, xos matritsa, noldan 

farqli bo’lsa, xosmas matritsa deyiladi.

Teorema 1. A kvadrat matritsa teskari matritsaga ega bo’lishi uchun A matritsa 

xosmas matritsa bo’lishi zarur va yetarli.

Teskari matritsa

4-1 =  ___
\a V

A i A21 ■■ An Л
a 12 A 22 An 2

1 (1)

Ащ Am  ■■■ Аут)
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fo rm ula  b ilan  topiladi3 .

Ushbu

A=

(2)

matritsa berilgan bo’Isa, A matritsa uchun detA  Ф 0 bo’Isa, teskari matritsa

2 usulda topiladi:

1. K lassik usul. 2. Jo rdan  usuli.

Misol 1.

(2 3 2 '

5 1 4

1 - 2  - 1
matritsa uchun teskari A '1 matritsani klassik usulda toping. 

Klassik usulda teskari matritsa

A t A l A l
A l A22 3̂2 
As A21 An J

( 1)

formula bo’yicha hisoblanadi. Bu yerda \A\ berilgan matritsa determinanti. A {) (i=l,

2, 3; j=  1, 2, 3) berilgan matritsaning algebraik to ’ldiruvchilari.

\A\=
2 3 2 

5 1 4 

-2 -1

-2+12-20-2+15+16=43-24=19#).

з Писменный, Д.Т. Конспект лекций по высшей математике. М.: Айрис- 
пресс, 2009. 608 с.
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1 4 3 2
4,,=

- 2  - 1
=-1+8=7 A21

- 2  - 1 =4

Demak, A matritsa maxsus emas matritsa. A '1 teskari matritsa mavjud. Algebraik 

to’ldiruvchilarini hisoblaymiz:

=-(-5-4)=9

=-(8-10)=2

=-(-4-3)=7

А ц—
3 2 
1 4

= 12 - 2=10 A 12
5 4 
1 -1

A-n—
2 2

=-2-2=-4
2 2

A 321 -1 5 4

5 1 2 3
А ц~ =-10-1=-11 A2 3=-

1 - 2 1 - 2

Л33—
2 3 
5 1

=2-15=-13

A j  larni (1) formulaga qo’yamiz:

Л'1=1/19
7 - 1  10 

9 - 4  2 

-1 1  7 -1 3
teskari matritsaning to’g ’ri topilganini

(3)

formula bo’yicha tekshiramiz:

'2 3 2 ' ' 7 -1 10 ' '14 + 2 7 -2 2 - 2 - 1 2  + 14 20 + 6 - 2 6 '

5 1 4 *1/19 9 - 4 2 =1/19* 35+ 9-44 - 5 - 4 + 2 8 50 + 2 - 5 2

1 - 2  -1 - 1 1 7 - -13 7 -1 8  + 11 - 1 + 8 - 7 1 0 -4  + 13\ У \ / У

'19 0 O' '1 0 0>

=1/19* 0 19 0 = 0 1 0 = £

,0 0 19,

00

Demak, A 1 to’g ’ri topilgan.

Misol 2. A =

( 2 - 3  1

0 5 - 3  

4 0 1

matritsa determinantining algebraik to‘ldiruvchilari

-<411—5, A \2=—12, A\i,= 20, /l2i=3, A22= —2, A23 12, 

A]\~4, Л32=6, /1зз=10
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■

bo'lgani uchun unga birkitilgan matritsa quyidagicha bo'ladi:

4 . ^21 V '  5 3 4"
A = ‘412 a 22 a 32 = -1 2 - 2 6

,-413 ^23 Аъъ, - 2 0 -1 2

Yuqorida ko‘rilgan matritsa uchun \A\=26^0 ekanligidan va unga birkitilgan 

matritsadan foydalanib, A~] teskari matritsani topamiz:

л - = Л л = 1
\A\ 26

'  5 3 2
'  5 3 4 ' 26 26 13
-1 2 - 2 6 _ 6 1 3

13 13 13
- 2 0 - 1 2 1 0 , 10 6 5

4 13 13 13

Misol 3. A -
1 2  Г  

-1  -1 -3  
4 3 - 2

matritsa uchun teskari A '1 matritsani Jordan usulida

toping.

16^0 teskari matritsa mavjud. Berilgan matritsani birlik matritsa 

hisobida kengaytirib, faqat satrlar ustida elementar almashtirishlar bajaramiz, bu 

usulni to chap tomonda A matritsa o ’rnida birlik matritsa hosil bo’lguncha davom 

ettiramiz, o ’ng tomonda hosil bo’lgan matritsa berilgan matritsaga nisbatan teskari 

matritsa bo’ladi.

(Л |Я )~ (£ |/4 -1 ) -Jo rd a n  usuli algoritmi.

'  1 2 1 1 0 o' '\ 2 1 1 0 o' 'I 2 1 1 0 O'
-1 - 1 -3 : 0 1 0 ~ 0 1 - 2 1 1 0 0 1 - 2 1 1 0

3 - 2 : 0 0 0 - 5  --6 - 4 0 0 0 -1 6 1 5 U

'1 2 1 1 0 0 ' ' 1 0 5 -1 - 2 0 '
~ 0 1 - 2 1 1 0 ~ 0 1 0 11/16 6/16 - 2 /1 6

0 0\ 1 - 1/16 - 5/16 -1 /1 6 ,0 0 1 - 1/16 -5 /1 6 - l / 1 6 y
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' 1 0 0 - 1 1 / 1 6 - 7 / 1 6 5 1 6 - 1 1  -  7  5

0  1 0 1 4 / 1 6 6 / 1 6 - 2 / 1 6 . Г 1 1 / 1 6 1 4  6 - 2

. 0  0 1 - 1 / 1 6 -5 /1 6 - 1 / 1 6 , - 1  - 5  -1 ,

teskari matritsa to’g'ri topilganini (3) formulaga qo'yib, tekshiramiz:

' 1 2 1 > -11 - 7  -5 "

Л /Г Ч /1 6 -1  -1

, 4 з -N
ГП 

(N 
1 

1

* 14

-1\

6 - 2

- 5  - 1 ,

=1/16
-11 + 2 8 -1  

11-14 + 3

- 7  + 1 2 -5  

7 - 6  + 15

5 - 4 - 1 '

- 5 + 2 + 3

-44 + 42 + 2 - 2 8  + 18 + 10 2 0 -6  + 2

'16 0 o N 1 0 o'

1/16 0 16 0 = 0 1 0

,0 0 16; .0 0 к

demak, teskari matritsa to’g’ri topilgan.

1. A 

3. A

Mustaqil yechish uchun misollar 

A m atritsaga teskari m atritsa A-1 ni toping va AA-1 =  A-1A =  E ekanini

tekshiring:

( I  z) ")

L \  l 1) “ -G  4)
2 —1 \ (3  2 - 1

5. A = I 1 - 2  3 6. Л =  7 3 0

1 2

11. A

4 1 - 1 /  VI 2 - 2
1 - 3  5 \  / 1 1 3

7. A =  ( 2 4  0 8. i4 =  I 2 —2 —5
\3  - 3  - 1 /  Vl 4  3
a  - 3  2 \  / 1 0 1

9. A =  I 2 4  0 10. A =  2 - 2  0

r °  ^ 12. A = (  5 ° )“4CN1 1 2>
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13
- - - C s  - Л )

7 - 1
5 - 2
1 - 1  - 1

15. A =  | - 1  - 2  3
4 1 - 1

1 - 3  5
17. Л =  ( 2 1 0 

3 - 3  - 1
1 - 3  2

19. v4 =  | —2 4 0 
3 1 2

/ 0  2  - 1
16. A = I 7 3 0

V l  2 - 2  

/ 1 1 0
18. A = 1 - 2  - 5  

V l 4 3 
/ 4  0 1

20. 4  =  12 - 2  0
Vi 3  4

4-§. M atritsaning rangi

Ushbu

matritsa berilgan.

1-ta’rif. A matritsaning k-tartibli minori deb, bu matritsadan ixtiyoriy к ta 

satr va к ta ustunni ajratishdan hosil bo’lgan kvadrat matritsaning determinantiga 

aytiladi.

2-ta’rif. A Matritsaning rangi deb, uning noldan farqli minorlarining eng 

katta tartibiga yoki matritsaning chiziqli bog'lanmagan ustun yoki satrlarining eng 

katta soniga aytiladi va rangA  kabi belgilanadi.

3-ta’rif. Quyidagi almashtirishlar, chiziqli almashtirish deb ataladi:

a) ixtiyoriy ikkita satr (ustun) elementlarini o’mini almashtirish;

b) ixtiyoriy satr (ustun) elementlarini biror songa ko’paytirib, boshqa satr (ustun) 

ning mos elementlariga qo’shish;

c) faqat nollardan iborat satr (ustun) ni o’chirish;

Chiziqli almashtirishlar matritsa rangini o’zgartirmaydi. Shu sababli, elementar 

almashtirishlardan foydalanib, matritsaning bosh diogonal elementlaridan (kvadrat
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m atritsa  b o ’lishi shart em as) pastdag i barcha elem entlar no lga keltirilad i. Bu holda 

m atritsan ing  rangi bosh d iogonaldag i noldan farqli elem entlar soniga ten g  b o ’ladi.

3 Г

Masalan, / 4x3 '

■ 1 J
3 1 4

0 1 1
3 2 5

matritsaning rangini aniqlaymiz. Bu matritsaning noldan farqli elementi mavjud va 

shu sababli r(A) >1. Endi noldan farqli ixtiyoriy bir, masalan a n= -2  elementni, 

o‘z ichiga olgan va noldan farqli bo'lgan II tartibli minor mavjud yoki yo'qligini 

aniqlaymiz:

- 2  3

3 1
= - 2 - 9  = - 1 1 * 0 .

- 2 3 1 - 2 3 1

3 1 4 = 0 , 3 1 4

0 1 1 3 2 5

Demak, r(A) >2 bo'ladi. Bu noldan farqli II tartibli minorni o‘z ichiga olgan ikkita 

III tartibli minorlarni qaraymiz:

=  0 .

Bu yerdan ko'rilayotgan matritsaning rangi r(/))=2 ekanligi kelib chiqadi.

Shuni ta’kidlab o'tish lozimki, и-tartibli maxsusmas A matritsaning rangi 

r(A)=n bo'ladi.

M atritsa rangi ikki usulda topiladi:

1. Matritsa rangi ta’rifga asoslangan “minorlar ajratish” usuli.

2. Elementar almashtirishlar bajarib, diagonal matritsaga keltirishga 

asoslangan “Gauss algoritmr.

M isol. Matritsa rangini hisoblang:

'2 -1  3 - 2  4 
4 - 2  5 1 7 

2 - 1 1  8 2
A= A matritsa 3x5 tartibli, demak, uning rangi 3 dan 

yuqori bo’lmaydi. 3-tartibli minorlarni hisoblaymiz:
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I

2 - 1 3  
4 - 2  5 
2 - 1  1

=-4-10-12+12+4+10=0 My
2 - 1 - 2  
4 - 2  I 
2 - 1  8

=-32-2+8-8+32+2=0

2 - 1 4 -1 3 - 2
Mi= 4 - 2  7 =-8-14-16+16+8-14=0 A/4= -2  5 1 =-40-3+4-10+48+1=0

2 - 1 2 -1 1 8

M,~-

Mn=

1 3 4 
- 2  5 7 
-1 1 2

= -1 0 -2 1 -8  + 20 + 12 + 7 = 0 M,=
3 - 2  4 
5 1 7 
1 8 2

=6-14+160-4+20-168=0

-1 - 2  4 
- 2  1 7 
- 1 8  2

= -2+14-64  + 4 + 56-8  = 0
2 3 4 
4 5 7 
2 1 2

= 20 + 42 + 16-40-14-24  = 0

= 4 + 128 -2 8 -8  + 16-112 = 0

Barcha 3-tartibli minorlar nolga teng. Endi 2-tartibli minorlarni hisoblaymiz:

-1 3 
-2  5

2 3 -2
2 - 2  4

Л/, = 4 5 1 = 80 + 6 -8  + 2 0 -2 -9 6  = 0 и1110 —4 1 7
2 1 8 2 8 2

M  =

Bu usulda noldan farqli minor topilgunga qadar hisoblashlar davom etadi. 

Shuning uchun, tartibi kattaroq matritsa rangini hisoblash bir muncha 

qiyinchiliklarga olib keladi.

Misol 2. Matritsa rangini elementarni almashtirishlar yordamida nollar yig’ib 

hisoblaymiz:

A=

'25 31 17 43 4 '25 31 17 43^ '25 31 17 43'
75 94 53 132 0 1 2 3 0 1 2 3
75 94 54 134 0 1 3 5 0 0 1 2
2b 32 20 48, . 0  1 3 5, , 0 0 0 0 ,

bu matritsaning rangi
f31 17 43^

1 2 3
0 1 2

matritsa rangiga teng.
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31 17 43 Г31 17 43'
1 2 3 =40 Ф 0 у 1 2 3
0 1 2  [о  1 2 ,

Demak, berilgan matritsaning rangi ham 3 gateng. r(A)-3.

Mustaqi! yechish uchun misollar

Berilgan A matritsaning rangini toping:

0 2 1 \ ( 3
4

- 2 0 3 ) 10. Л =  - 2 0
. 5 1 0 / V 0 - 2

/3 4 1 \ / 1 4 - 3 61 \
4. Л =  0 - 1 2 ] 11. Л =  2 5 1 - 2 3

\1 3 4 / \1 7 - 1 20 0 /

5. A =
1 2 

- 2  0 12. A =
2 1 - 2  3 

- 3 0 1 1  
5 1 - 3  2;

(  1 2 3 \ /1 - 3 - 4 1
6. Л =  - 2 0 3 13. Л =  5 0 - 2 0

V 1 - 2 - 6 / \0 - 1 - 1 0 - 5

(  0 2 1 \ /1 0 - 1 2
2\

7. Л =  - 2 0 3 ] 14. Л =  2 5 0 - 5 0
V 5 1 0 / \1 0 5 - 1 0 /
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15. А =

16 .А  =

/ °
1 0 - 2  3 \

[ 1 2 3 - 1 0 ]
1 ° - 3 0 3 - 3  1
Vi 2 3 4 0 /

f 1 0 4 - 2  3
1 2 0 - 1 0

- 1 - 3

m101

 ̂ 0 1 4 1 3

17. А =

- 1 1 2 0
1 0 - 1 2
0 1 1 2
2 2 0 8

18. А =

19 .А =

' 4 - 1  0
- 3 1 3
1 0 3

- 5 1 - 3

' - 1 0 8"

5 9 0

ю о L II

4 3>

г2 1 2^

21. А= 1 1 1

2 3 2,

22. А=

2 3 4 0
1 5 7 0

3 1 1 0

0 0 0 1

23. А=

2 - 4  
1 -2  

О 1 - 1

3 1 О 

1 - 4  2 
3 1

4 - 7  4 - 4  5

24. А=

2 1 - 2  3 \  
- 2  9 - 4  7 
- 4  3 1 -1

25. А =

■ 1 2 3
- 2 - 3 - 4
0 1 3
0 2 6 •
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II B O B .. n -O ’LCHOVLl ARIFM ETIK  FAZO. V EKTORLAR SISTEMASI 

l-§. V ektorlar. V ektorlar ustida chiziqli am allar

1-ta’r i f  Boshi A nuqtada, oxiri В nuqtada bo’lgan yo’naltirilgan kesnia vektor 

deyiladi va u AB yoki a kabi belgilanadi.

Vektorning o'lchami uning koordinatalari (komponentalari) orqali aniqlanadi.

2-ta’rif. Koordinatasi (komponentasi) n ta bo’lgan vektor, n  o’lchovli vektor 

deyiladi.

a = (av a2,...,an) (1)

n  =  1; 2; 3 bo'lganda geometrik vektorlar hosil bo'ladi, ya'ni ularni chizmada 

tasvirlash mumkin. n > 3 bo'lganda vektorni geometrik tasvirlab bo'lmaydi.

3-ta’rif. Ikkita vektorning o'lchamlari bir xil va mos koordinatalari teng bo'lsa, 

ular o'zaro teng vektorlar deyiladi.

4-ta’rif. Vektorning moduli yoki uzunligi deb, uning koordinatalari 

kvadratlari yig'indisidan chiqarilgan kvadrat ildizga aytiladi va quyidagicha 

belgilanadi:

l«l =  J a f  +  a \  +  -  +  a* (2)

5-ta’rif. Barcha koordinatalari nollardan iborat bo'lgan vektor nol vektor 

deyiladi va u quyidagicha yoziladi:

0 =  (0,0......0) (3)

Bunday vektor tayin yo’nalishga ega emas, uning moduli nolga teng.

Uzunligi birga teng vektor birlik vektor deyiladi.

6-ta’rif. Bir to’g’ri chiziqda yoki parallel to’g ’ri chiziqlarda yotuvchi vektorlar 

kollinear vektorlar deyiladi.

Agar ikki vektor o’zaro kollinear, bir xil yo’nalgan va modullari teng bo’lsa, bu 

vektorlar teng vektorlar deyiladi.

7-ta’rif. Bir tekislikda yoki parallel tekisliklarda yotuvchi vektorlar komplanar 

vektorlar deyiladi.

Vektorlar ustida songa ko'paytirish, qo'shish va ayirish kabi chiziqli amallami 

bajarish mumkin.
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8-ta’rif. a — (a ,, a2, a n) vektorni X haqiqiy songa ko'paytmiisi deb,

Яа =  (Ла1,Ла2, ..., Яап) (4)

vektorga aytiladi, ya'ni vektorni songa ko'paytirish uchun uning barcha 

koordinatalari shu songa ko'paytiriladi.

Agar Я >  0 bo'Isa, yo’nalish o ’zgarmaydi, Я <  0 bo'Isa, yo’nalish qarama-qarshisiga 

o’zgaradi. Vektor uzunligi |Я| marta ortadi.

9-ta’rif. a =  (a1, a 2, ..., an) va b =  (b lf b2, ..., bn) vektorlarning yig'indisi 

(ayirmasi) deb,

a  ±  b = ( a 1( a 2(..., a n) ±  (bv  b2, ..., bn) = (a 1 ± b 1,a 2 ± b 2......an ±  bn) (5)

formula bilan aniqlanuvchi vektorga aytiladi. 

a v a b vektorlarning yig'indisi a +b kabi belgilanadi. ( 1 - chizma)

Vektorlami qo’shish ta’rifidan istalgan A, В va С uchta nuqta uchun

1-chizma 2-chizma

AB + BC = AC tenglik o ’rinli bo’ladi. Bu tenglikni vektorlami qo’shishning 

uchburchak qoidasi deyiladi. a , b vektorlarning ayirmasi deb, shunday x  vektorga 

aytiladiki, ular uchunft+ i = 5 tenglik o ’rinli bo’ladi. U holda x = 5 - b  . (2- chizma ) 

Para-m qoidasida ham chimalar 3-shaklda to ‘trta a ,b ,c ,d  vektorlarning yig‘indisi 

s tasvirlangan.

a va a  vektorlarning ayirmasi deb, a vektor bilan Б  vektorga qarama-qarshi

32



boMgan ( -b)  vektor yigMndisiga aytiladi, ya’ni a - b = a + (-6).

a - h  ayirmani topish uchun j  va ь  vektorni umumiy О nuqtaga qo'yamiz. 

Bunda h vektor oxiridan a vektor oxiriga yo‘nalgan vektor а  — л vektorni beradi 

(4-shakl).

a  vektor OX o’q bilan ф burchak hosil qilsin. U holda vektorning bu o’qdagi 

proektsiyasi;

prxa =  |a | ■ cosip (6)

formula bilan topiladi.

Bir nechta vektorlar yig’indisini o’qdagi proektsiyasi qo’shiluvchi vektorlar 

proektsiyalarining yig’indisiga teng:

prx (a  + b -1------1- c) = prxa + prxb ------1-p rxc (7)

O’zaro perpendikulyar kesishuvchi uchta o’qlar, ularning kesishish nuqtasi bo'lgan 

koordinata boshi va birlik masshtabga ega bo' lgan tartiblangan sistema, fazoda to 'g 'ri 

burchakli dekart koordinatalar sistemasi deyiladi.
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6-rasm

10-ta'rif. Nuqtaning radius-vektori OM = r  ning o ’qlardagi x  =  0M 1, 

у  = 0M 2 va z =  0M 3 proektsiyalari r  = OM vektorning to ’g ’ri burchakli 

koordinatalari deyiladi.

OX —abtsissa, OY —ordinata va OZ —applikata o'qlari deyiladi. 

f  =  OM radius-vektorning moduli yoki uzunligi:

|r |  =  y jx2 + y 2 + z 2 (8)

formula bilan topiladi. Koordinata o ’qlaridagi i, j ,  к birlik vektorlar ortlar 

deyiladi. Radius-vektorlar ortlar orqali quyidagicha ifodalanadi.

r  = x i + y j  + z k  (9)

U holda a = x i  +  y j  + z k  vektorni X songa ko’pavtmasi deb;

Aa =  Axi +  Xyj +  Az k  (10)

ga aytiladi.

a  =  x t i + y j  +  z, к v a b  = x 2i +  y 2j  +  z 2k  vektorlarni yig’indisi (ayirmasi) deb, 

a  ±  b = (atj ±  x 2)i + (yj ±  y 2) j  + (Zl ±  z 2)k  (11)

ga atiladi.

Masalan, e=(4,-2,1) va *=(5,9,0) vektorlar uchun

a+b=(4+5,-2+9,l+0)= (9 ,7 ,l), a-b=(4 -5 ,-2 -9 ,l-0 )= ( -1 ,-1 1 ,1 ).

A (x i - y i - z i)  va B (x 2,y 2, z 2) nuqtalar berilgan. a = AB  vektorning koordinata 

o’qlaridagi proektsiyalari:

!ax = prxAB^ = X  = x 2 - x x 

ay = pryAB — Y — y 2 — y x (12)

az = prz~AB = Z = z2 -  zx 

formula bilan topiladi.

Agar a = AB  vektor koordinata o’qlari bilan a, (3 va у  burchaklar tashkil etsa, u 

holda bu vektorning yo’naltiruvchi kosinuslari:

c o s a = W  С“ "  =  Щ ' co s r  = W l ( I3 )
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formula bilan topiladi.

Har qanday vektorning yo’naltiruvchi kosinuslari kvadratlarining yig’indisi 1 ga teng: 

cos2a + cos2p  + cos2y = 1 (14)

Mustaqil yechish uchun topshiriqlar

1. a(3; 1; 2) va b(0; —2; —3) vektorlar berilgan. a  va b vektorlarning yig'indisini 

toping.

2. a ( 2 ; l )  va b (4 ;—3) vektorlar berilgan. a + b va a — b vektorlarni toping va 

geometrik tasvirlang.

3. a ( l ; —3) va b (—4; —1) vektorlar berilgan. a + b vektorning uzunligini toping 

va geometrik tasvirlang.

4. Л (1 ;4 ) va  f l(—3; 0) nuqtalar berilgan. AB  vektorning uzunligini toping va 

geometrik tasvirlang.

5. a ( —3; 1; 0) va ib(2; 5; —1) vektorlar berilgan. |2 a  — b | ni topin.

6. Af(0; 3; —4) nuqta yasalsin va uning radius-vektori uzunligi hamda yo’nalishini 

aniqlang.

7. r  =  2i + 3 j — 6к vektor yasalsin va uning radius-vektorining uzunligi, yo’nalishi 

va yo’naltiruvchi kosinuslarini toping.

8. M nuqtaning radius-vektori OX o ’qi bilan 45° va OY o’qi bilan 60° burchak 

tashkil etadi. Bu OM vektorning uzunligi r =  6 ga teng. Agar M nuqtaning 

applikatasi manfiy bo’Isa, uning koordinatalarini aniqlang va r  =  OM vektorni 

/; j;  к ortlar orqali ifodalang.

9. A (l]  2; 3) va B (3; —4; 6) nuqtalar berilgan. a = AB vektor va uning koordinata 

o ’qlaridagi proyeksiyalarini toping. Uning uzunligi va yo’nalishini aniqlang. a 

vektorni koordinata o’qlari bilan tashkil etgan burchaklarini aniqlang.

10. OA = i + j  va OB = к  — 3/ vektorlarga yasalgan parallelogramning 

dioganallarini toping.
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11. <3(3; 0; 2) va Ь(0; —1; —3) vektorlar berilgan. a va  b vektorlarning 

yig’indisini toping.

12. a(2 ; 1) va fc(4;— 3) vektorlar berilgan. a + b va a — b vektorlarni toping va 

geometrik tasvirlang.

13. a ( l ; —5) va b (—4 ;—1) vektorlar berilgan. a  +  b vektorning uzunligini toping 

va geometrik tasvirlang.

14. >4(1; 4) va  B ( —5; 0) nuqtalar berilgan. AB vektorning uzunligini toping va 

geometrik tasvirlang.

15. a ( —3; 0; 0) va b(2; 5; —1) vektorlar berilgan. 12a — b\ ni topin.

16. M (0 ;3 ;—4) nuqta yasalsin va uning radius-vektori uzunligi hamda yo’nalishini 

aniqlang.

17. r = i + 3 j — 6k vektor yasalsin va uning radius-vektorining uzunligi, yo’nalishi 

va yo’naltiruvchi kosinuslarini toping.

18. M nuqtaning radius-vektori OX o ’qi bilan 45° va OY o’qi bilan 60° burchak 

tashkil etadi. Bu OM vektorning uzunligi r  =  6 ga teng. Agar M nuqtaning 

applikatasi manfiy bo’lsa, uning koordinatalarini aniqlang va r  =  OM vektorni 

i; j;  к ortlar orqali ifodalang.

19. A (l;  0; 3) v a B ( 5; —4; 6) nuqtalar berilgan. a = AB vektor va uning koordinata 

o ’qlaridagi proyeksiyalarini toping. Uning uzunligi va yo’nalishini aniqlang. a 

vektorni koordinata o’qlari bilan tashkil etgan burchaklarini aniqlang.

20. OA = 3i +  j  va  OB — к — 2j  vektorlarga yasalgan parallelogramning 

dioganallarini toping.

2-§. Ikki vektorning skalyar ko’paytm asi 

1-ta'rif. Ikki vektorning skalyar ko'paytmasi deb, shu vektorlar modullarining 

ular orasidagi burchak kosinusi ko'paytmasiga aytiladi.

a va b vektorlarning skalyar ko’paytmasi a  ■ b ko’rinishda belgilanadi. Demak,
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Endi n o'lchovli vektorlarning skalyar ko'paytmasiga ta’rif beramiz.

Agar vektorlar a =  (c^, a2, ...,a n) va b =  (b1,b 2, ... ,b n) koordinatalar ko’rinishida 

berilsa, skalyar ko’paytma;

a - b  = a1 -b1 + a 2 - b2 -l------1- an - bn (2)

formula bilan topiladi, ya’ni ikki vektorning skalyar ko'paytmasi shu vektorlar mos 

koordinatalari ko'paytmalarining yig'indisiga teng.

Skalyar ko'paytmaning xossalari.

1°. a ■ a >  0, agar a = 0 bo’lsa, a • a = 0 bo’ladi;

2°. a - b  = b ■ a -o ’rinalmashtirishqonuni;

3°. ( a + b ) - c  = a - c  + b ■ с-taqsimotqonuni;

4°. (Я ■ a )  ■ b = Я • (a  ■ b )-bu yerda Я =  const.

5°. Ortlaming skalyar ko’paytmasi:

i ■ j  =  0, j - k  = 0, i - k = 0 ,  i - i  = 1, j  - j  =  1, к  ■ к = 1 

Ikki vektor orasidagi burchak:

a - b  a j  • bi +  a 2 • b2 +  -  +  a „ ■ bn 
COS(p --------- -ц- =  . — , ------ (3)

| a | - | b |  д/ a f T a f ^ r ^ T a l  • T b |

Masalan, a=( 1,0,1 )v a  b=(0 ,l,l) vektorlar orasidagi ф burchak uchun

1 0 + 0 1 + 1 1  1
COStp = , ---- , = -

л/ l 2 + 0 2 +12 л/ l 2 + 0 2 + 12 2 

natijani olamiz va undan ф=60° ekanligini topamiz.

(3) formulada -i=0, r 2=0 deb tekislikda koordinatalari bilan berilgan a=(xu y )  va 

b=(x2, у 2) vektorlar orasidagi ф burchak

COS<p= , * 1 * 2 + W 2
П  Г Г ~2 2"

Я + Л й + й

formula bilan topilishini ko‘ramiz.

Parallellik sharti:



/

P e rp en d ik u ly arlik  sharti:

a1 -b1 + a2 - b2 + ■■■ + an - bn = 0 (5)

M asalan , a={3,6) v a  b=(5,-2) vek to rla rn in g  ska lyar k o ‘pay tm asi 

a b  = .ruV2+ у  ij'2=3 -5+6-(-2)= 15-12=3.

Xuddi shunday tarzda fazodagi a=(xu y u г,) va b=(x2, y 2, _2) vektorlarning 

skalyar ko’paytmasi uchun

a-b = XiX2+yiy2+ = ]= 2  (3)

formula o ‘rinli bo'lishini ko‘rsatish mumkin.

M ustaqil yechish uchun topshiriqlar

1. a ( — 1; 1; 0) va  b{ 1; —2; 2) vektorlar orasidagi burchakni toping.

2. Uchlari Л (2 ;—1;3), 5 (1 ; 1; 1) va  C (0 ;0 ;5 ) nuqtalarda bo’lgan ABC 

uchburchakning burchaklarini toping.

3. Tekislikda uchlari 0 (0 ; 0 ) ,/1(2; 0) v a B (  1 ;—1) nuqtalarida bo’lgan uchburchak 

berilgan. Shu uchburchakning OB tomoni bilan OM medianasi orasidagi burchakni 

toping.

4. a ( 2; 1; 0) v a  b{0; —2; 1) vektorlarga yasalgan parallelogramm dioganallari 

orasidagi burchakni toping.

5. a = i + j  + 2 k  v a b  = i —j  + 4k  vektorlar berilgan. p r^a  ni toping.

6. (2 i —j ) ■ j  + (J — 2k~) • к + (i — 2k ) 2 ifodani soddalashtiring.

7. Л (—2; 3; —4),B (3 ; 2; 5), C ( l; —1; 2) v a  D(3; 2; —4) nuqtalar berilgan. a = AB  

vektorning с = CD vektordagi proyeksiyani toping.

8.Uchlari Л (—1; —2; 4 ) ,B (—4; —2; 0) va  C(3; —2; 1) nuqtalarda bo’lgan uchburchak 

berilgan. Uchburchakning В uchidagi tashqi burchagini toping.

9. Parallelogramning ketma-ket uchta Л (—3; —2; 0), B(3; - 3 ;  1) v a  C(5; 0; 2) 

uchlari berilgan. Uning to ’rtinchi uchi D hamda AC v a  BD vektorlar orasidagi 

burchakni toping.
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10. m  v a n  lar o ’zaro  1 2 0 °  burchak  tashkil e tuvchi birlik  vek torlar b o ’lsa. a = 

2m + 4n  v a b  = m  — n vek to rlar orasidag i burchakni toping.

11. a ( — 1; 1; 0 )  va b( 1; —2; 2 ) v ek to rlar orasidagi burchakni toping.

12. Uchlari Л(2; —1; 3), 5 (1 ; 1; 1) va  C(0; 0; 5) nuqtalarda bo’lgan ABC 

uchburchakning burchaklarini toping.

13. Tekislikda uchlari 0 (0 ; 0), A(2; 0) v a B (  1 ; - 1 )  nuqtalarida bo’lgan uchburchak 

berilgan. Shu uchburchakning OB tomoni bilan OM medianasi orasidagi burchakni 

toping.

14. a ( 2; 1; 0) va b ( 0; - 2 ;  1) vektorlarga yasalgan parallelogramm dioganallari 

orasidagi burchakni toping.

15. a = i + j  + 2k v a b  = i -  j  +  4fc vektorlar berilgan. p rg a  ni toping.

16. (2t -  j )  ■ j  +  0  -  2k)  ■ к + (i -  2 k ) 2 ifodani soddalashtiring.

17. Л(—2; 3; —4),B (3 ; 2; 5), C (l; —1; 2) v a  D(3; 2; —4) nuqtalar berilgan. a  =  

AB  vektorning с = CD vektordagi proyeksiyani toping.

18.Uchlari Л (—1; - 2 ;  4 ) ,B (-4 ;  - 2 ;  0) v a  C(3; - 2 ;  1) nuqtalarda bo’lgan 

uchburchak berilgan. Uchburchakning В uchidagi tashqi burchagini toping.

19. Parallelogramning ketma-ket uchta Л (—3; —2; 0), B(3; —3; 1) v a  C(5; 0; 2) 

uchlari berilgan. Uning to’rtinchi uchi D hamda AC v a B D  vektorlar orasidagi 

burchakni toping.

20. m  v a n  lar o ’zaro 120° burchak tashkil etuvchi birlik vektorlar bo’lsa, a = 

2m  +  4 n v a b  = m  — n  vektorlar orasidagi burchakni toping.

3-§. Ikki vektorning vektor ko’paytmasi

1-ta'rif. a va b vektorlaming vektor k o ’paytmasi deb, с =  a x  b ko’rinishda 

belgilanuvchi va quyidagi shartlami qanoatlantiruvchi с vektorga aytiladi:

1. с vektor a  va b vektorlarga perpendikulyar;

39



2. с vektor uchidan qaraganda a vektordan b vektorga eng q isq a  burilish soat 

strelkasi yo’nalishiga qarama-qarshi yo’nalishda (a, b, с vektorlarning bunday 

joylashuvi o ’ng uchlik deyiladi) bo’ladi;

3. с vektorning moduli a va b vektorlarga qurilgan parallelogrammning yuziga teng, 

y a’ni |c | =  5 =  |a | • |b | • sirup (cp — a va b vektorlar orasidagi burchak)

Vektor ko’paytmaning xossalari.

1°. a x b  -  - b  x  a.

2°. a . x { b  + c') =  a . x b  +  d x c  -taqsim ot qonuni.

3°. Ortlaming vektor ko’paytmasi:

i x j  =  k, j  x k - i ,  k x i —j,  j x i - - k ,  k x j  -  - i ,  

i x k  = - j ,  i x i  =  0, j x j  = 0, к x  к = 0 (6)

4°. Agar vektorlar a (ax,a y , a z )  va b(bx, by , bz)  ko’rinishda berilsa, u holda vektor 

ko’payma;

а х  b -
by b2

(7)

ga teng bo’ladi.

5°. a va b vektorlarga yasalgan parallelogrammning yuzi:

Spar =  И x b\ (8)

Misol: e=(2; 3; -1 ) va b=(3; -1 ; -4 )  vektorlarga yasalgan parallelogramm 

yuzasini toping.
40



Yechish: Bunda (3) tenglikdan a*h= -13/+ 5y-l 1Л= (-13, 5, -11) ekanligi 

ma’lum. Shu sababli (4) formulaga asosan

S= yl(-\3 )2 + 5 2 + ( - l l ) 2 = л/169 + 25 +  121 = л/зТ5 = зТ зб  

shu vektorlarga yasalgan uchburchak yuzi:

5л = ^ | а х Ь |  (9)

Misol: a=(2; 3; -1 ) vaft=(3; -1 ; -4 )  vektorlarning vektorial ko‘paytmasini 

toping.

Yechish: (7) formulaga asosan

i j к 

a*b= 2 3 -1

-1 - 4
= —13/+ 5/-11A= (-13, 5, -11).

M ustaqil yechish uchun topshiriqlar

1. a = 3 i,b  = 2k  bo’Isa, с = a x b  ni toping va shaklini chizing.

2. Uchlari A (7; 3; 4), B (l; 0; 6) va  C(4; 5; - 2 )  nuqtalarda bo’lgan uchburchak-ning 

yuzini toping.

3. a(2 ; 0; 1) va  b ( 1; 2; 2) vektorlarga parallelogramm yasalgan. 

Parallelogrammning yuzi va baiandligini toping.

4. Ushbu i x  (J +  k) — j  x  (i +  к) +  к  x  (i +  j  +  k )  ifodani soddalashtiring.

5. a v a b  vektorlar o ’zaro 45° burchak tashkil etadi. Agar |a | =  |b | =  5 bo’Isa, 

a — 2 b v a 3 a  + 2b vektorlarga yasalgan parallelogrammning yuzini toping.

6. а  =  —j  +  к va  b = i +  j  +  к vektorlarga yasalgan uchburchakning yuzini 

toping.

7. m v a n  o’zaro 30° burchak tashkil etuvchi birlik vektorlar bo’Isa, a = m  + 

2n v a  b =  2 m  +  n  vektorlarga yasalgan uchburchakning yuzini toping.

8. а  =  2i +  3; va b =  i —j  +  2k  vektorlarning vektor ko’paytmasi с = a x b  ni 

toping.
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9. а =  3i, b = 2fc bo’lsa, с =  a  x  b ni toping va shaklini chizing.

10. Uchlari A ( 7; 3; 4 ) ,5 (1 ; 0; 6) va C(4; 5; —2) nuqtalarda bo’lgan uchburchak-ning 

yuzini toping.

11. a ( 2 ;0 ; l )  va  fo(l; 2; 2) vektorlarga parallelogramm yasalgan. 

Parallelogrammning yuzi va balandligini toping.

12. Ushbu i x  (J +  fc) — j  x  (i +  fc) + fc x  (i +  j  + fc) ifodani soddalashtiring.

13. a v a b  vektorlar o ’zaro 45° burchak tashkil etadi. Agar |a | =  |b | =  5 bo’lsa, 

a  — 2b va  За +  2b vektorlarga yasalgan parallelogrammning yuzini toping.

14. a — —j  + k  va  b = i + j  +  к  vektorlarga yasalgan uchburchakning yuzini 

toping.

15. m v a n  o’zaro 30° burchak tashkil etuvchi birlik vektorlar bo’lsa, a  =  m + 

2n v a  b = 2m  +  7i vektorlarga yasalgan uchburchakning yuzini toping.

16. a =  2i +  3j v a  b — i — j  +  2 k  vektorlarning vektor ko’paytmasi с = d x  b ni 

toping.

17. a =  3i, b — 2k  bo’lsa, c = a x b  ni toping va shaklini chizing.

18. Uchlari Л(7; 3; 4), 5 (1 ; 0; 6) va  C(4; 5; —2) nuqtalarda bo’lgan uchburchak-ning 

yuzini toping.

19. a ( 2; 0; 1) va  Ь( 1; 2; 2) vektorlarga parallelogramm yasalgan. 

Parallelogrammning yuzi va balandligini toping.

20. Ushbu i x  (j  + fc) — j  x  (i +  к)  +  к x  (i +  j  +  fc) ifodani soddalashtiring.

4-§. Uch vektorning aralash  ko’paytm asi

1-ta’rif. a ,b  va с vektorlarning aralash k o ’paytmasi deb ( a x b ) - c  

ko’rinishdagi ifodaga aytiladi.

Agar a, b va с vektorlar o ’zlarining koordinatalari bilan berilgan bo’lsa, u holda



1 ° .  A ralash  k o ’pay tm aning  istalgan ikkita  k o 'p ay tu v ch isin in g  o ’rinlari o ’zaro 

a lm ash tirilsa, k o 'p ay m an in g  ishorasi qaram a-qarsh isiga  o ’zgaradi:

( a  x  b) ■ с = —( a  x  c )  -b = — ( c  x b )  ■ a (2 )

2 ° . A gar berilgan  uchta v ek to rd a  ikkitasi o ’zaro teng  yoki parallel b o ’lsa, aralash 

k o ’pay tm a 0 ga  ten g  b o ’ladi.

3 ° . Skalyar k o 'p a y tm a - (■) va  v ek to r k o ’paytm a- ( x )  am allarin ing  o ’rinlarini 

a lm ash tirish  m um kin:

( a  x  b)  ■ с =  a  ■ (b x  c);

shuning uchun ham aralash ko’paymani abc  ko’rinishda, ya’ni qavslami va 

ko’paytirish amallarini ko’rsatmasdan yozish qabul qilingan. 

a, b va с vektorlarga yasalgan parallelepipedning hajmi:

V =  \abc\ (3)

a, b va с vektorlarga yasalgan piramidaning hajmi:

Vpir =  \  |a b c | (4)

Agar a, b va с vektorlar o ’zaro komplanar bo’lsa, abc = 0, va aksincha abc  =  0 

bo’lsa, berilgan uch vektor komplanar bo’ladi.

Masalan, a=(3 ,l,-2), й=(4,0,1), c=(0,2,-l) vektorlarning aralash ko'paytmasini (1) 

formula bo‘yicha topamiz:

3 1 - 2  

abc= 4 0 1 = - 1 8 .

0 2 - 1

M ustaqil yechish uchun topshiriqlar

1. a =  3i +  4j, b = - 3 j  + к va  с =  2j +  5k  vektorlarga yasalgan 

parallelepipedning hajmini toping.

2. Uchlari 0 (0 ; 0; 0), Л(5; 2; 0 ) ,B (2 ;5 ;0 )  va  C ( l ;2 ;4 )  nuqtalarda bo’lgan piramida 

hajmini toping. ABC yog’ining yuzi va shu yoqqa tushirilgan balandligini hisoblang.

43



3. Л (2 ; — 1; — 2 ), 0 (1 ; 2; 1), С(2; 3; 0) va  0 (5 ; 0; — 6) nu q ta la rn in g  bir tek islikda  

y o tish in i k o ’rsating .

4. a ( — 1; 3; 2 ), й (2 ; —3; —4) va  c (—3; 12; 6) vektorlarning o ’zaro komplanar 

ekanligini ko'rsating. с vektorni a v a b  vektorlar orqali ifodalang.

5. a = 2i — j , b  = j  + 3k va с = 3i +  к  vektorlarning aralash ko'paytmasini 

toping.

6. a = 3i + 4/, b =  —3j  + к va  с = 2j  +  5k  vektorlarga yasalgan 

parallelepipedning hajmini toping.

7. Uchlari 0 (0 ; 0; 0), Л(5; 2; 0), B(2; 5; 0) va  C( 1; 2; 4) nuqtalarda bo’lgan piramida 

hajmini toping. ЛВС yog’ining yuzi va shu yoqqa tushirilgan balandligini hisoblang.

8. Л(2; — 1; — 2), D (l; 2; 1), C(2; 3; 0) va  D(5; 0; — 6) nuqtalarning bir tekislikda 

yotishini ko’rsating.

9- a ( ~ l ; 3 ;2 ) ,  b(2; —3; —4) va  c (—3; 12; 6) vektorlarning o’zaro komplanar 

ekanligini ko’rsating. с vektorni a v a b  vektorlar orqali ifodalang.

10. a = 2i — j ,  b =  j  + 3k va  с = 3i + к  vektorlarning aralash ko’paytmasini 

toping.

11. a = 3i + 4rj,b = —3j  +  к v a c  = 2j +  5k  vektorlarga yasalgan 

parallelepipedning hajmini toping.

12. Uchlari 0 (0 ; 0; 0),Л (5; 2; 0 ),B (2 ; 5; 0) va  C (l; 2; 4) nuqtalarda bo’lgan 

piramida hajmini toping. ABC yog’ining yuzi va shu yoqqa tushirilgan balandligini 

hisoblang.

13. Л(2; — 1; — 2),D (1; 2; 1), C(2; 3; 0) va  D (5;0; — 6) nuqtalarning bir tekislikda 

yotishini ko’rsating.

14. a ( —1; 3; 2), b (2 ;—3 ;—4) va  c (—3; 12; 6) vektorlarning o ’zaro komplanar 

ekanligini ko’rsating. с vektorni a va  b vektorlar orqali ifodalang.

15. a  =  2i — j , b  = j  + 3k va  с = 3i + к  vektorlarning aralash ko’paytmasini 

toping.
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16. а =  3( +  4j, b = —3j + к va с = 2j + 5к vektorlarga yasalgan 

parallelepipedning hajmini toping.

17. Uchlari 0 (0 ; 0; 0), Л(5; 2; 0), B(2; 5; 0) va C (l; 2; 4) nuqtalarda bo’lgan 

piramida hajmini toping. ABC yog’ining yuzi va shu yoqqa tushirilgan balandligini 

hisoblang.

18./1(2; — 1; — 2),D (1; 2; 1), C(2; 3; 0) va D(5; 0; — 6) nuqtalarning bir tekislikda 

yotishini ko’rsating.

19. a ( —1 ;3 ;2 ) , ib(2;—3 ;—4) va  c (—3; 12; 6) vektorlarning o ’zaro komplanar 

ekanligini ko’rsating. с vektorni a v a b  vektorlar orqali ifodalang.

20. a = 2i — j ,  b = j  + 3k v a c  = 3i +  к vektorlarning aralash ko’paytmasini 

toping.

S §.Vektorlar sistemasi

1-ta 'rif. at; a ^ ; ...; a^ vektorlarning chiziqli kombinatsiyasi deb,

^1^1 +  ^-2^2 +

yig indiga aytiladi. Bu yerda Яг;Я2;...Яп haqiqiy sonlar bo’lib, bu chiziqli 

kombinatsiyaning koeffitsiyentlari deyiladi.

2-ta’rif. a^; a j ; ...; a ^  chekli sondagi vektorlar uchun kamida bittasi noldan 

farqli shunday Лг;Л2; ... Яп sonlar topilsaki, ular uchun

Яха7 +  Л2а1 + — +  Лпа ^ = 0 (1)

tenglik bajarilsa, u holda berilgan a[\ a j ; ...; a^  sistema chiziqli bog'langan sistema 

deyiladi.

3-ta’rif. Agar (3) tenglik faqat Ях =  Я2 =  =  Яп =  0 bo'lgandagina bajarilsa, 

u holda а^; a j ; ...; sistema, chiziqli erkli yok i chiziqli bog'lanmagan sistema 

deyiladi.

4-ta'rif. AgarX ( i  =  l<n ) sonlar uchun

а  =  Л1 СС1  +  Л2а2 +  4- Лпап (2)
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teng lik  bajarilsa, u ho lda  a v ek to r сц*; a j ; ...; vek torlar orqali ch iz iq li ifodalanadi 

yok i a. v ek to r a ^ ; a ^ ; . . . ; a ^  v ek to rla rn in g  chiziqli kombinatsiyasidan iborat 

deyilad i.

Fazodagi chekli vektorlar sistemasining chiziqli bog'lanishi quyidagi xossalarga ega: 

1°. a a j ; ...; vektorlar sistemasining:

a) kamida bitta vektori nol vektordan iborat bo'lsa;

b) qandaydir 2 ta vektori proportsional bo'lsa, bu sistema chiziqli bog'langan bo'ladi.

2°. Agar % ;a j ; . . . ; a ^  sistema chiziqli bog'langan bo'lsa, istalgan ...,1Гк

sistema uchun

а-i', o-2i...; an> bi', b2; ...; bk (3)

sistema ham chiziqli bog'langan bo'ladi.

3°. Berilgan V fazoda a^; a j ; ...; sistema chiziqli bog'lanmagan bo'lsa, uning 

har qanday qism sistemasi ham chiziqli bog'lanmagan bo'ladi.

4°. oj*;aJ; . . . ;a ^  vektorlar sistemasining istalgan vektori bu sistema orqali chiziqli 

ifodalanadi, ya'ni

tZ[ =  0 • +  0 ■ a 2 4- — h l - a ^  +  O- a [+1' +  — I- 0 ■

5°. a^; a j ; ...; vektorlar sistemasi chiziqli bog'langan bo'lish uchun, ulardan 

kamida bittasi qolganlari orqali chiziqli ifodalanishi zarur va yetarlidir.

5-ta’rif. Agar V vektorlar fazosining o'zaro chiziqli bog'lanmagan shunday

CL̂ , 0-2* ••• t &П

vektorlar sistemasi mavjud bo'lsaki, bu vektorlar fazosining qolgan barcha vektorlari 

shu sistema orqali chiziqli ifodalansa, u holda % ;a^ ; . . . ;a ^  vektorlar sistemasi V 

vektorfazoning bazisi deyiladi.

6-ta’rif. Chekli vektorlar sistemasining rangi deb undagi chiziqli 

bog'lanmagan vektorlarning maksimal soniga aytiladi.

Misol. Quyidagi vektorlar sistemasining bazislaridan birini quring va rangini 

aniqlang:

e /(l;2 ;-l;3 ), аД0;3;4;1), вД-2;-1;6;-5), a,(5;l;2;-4)
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Y echish: a,x, ~<i2x:+а1х1~а4х 4- в  vek to r teng lam a um um iy yech im in i Gauss- 

Jordan usu lida  quram iz:

'  1 0 - 2 5 O' 1 0 - 2 5 o' '1 0 - 2 5 o '

2 3 -1 1 0 0 3 3 - 9 0 0 0 0 1 0

-1 4 6 2 0 0 4 4 7 0 0 0 0 1 0

34 1 - 5 - 4 1 1 -1 9 0 0 1 1 -1 9 0/

1 0 -2 0 o'
0 0 0 1 0
0 0 0 0 0
0\ 1 1 0 0/

Yechilgan sistemadan x,, x2, x 4 -  erkli bo’lmagan noma’lumlar, x3 esa erkli 

noma’lum ekanligi ko’rinib turibdi. Demak, berilgan vektorlar sistemasining bazisi

a , a2 va a4 vektorlar sistemasi bo’lib, sistemaning ranggi bazisidagi vektorlar soni

3 ga teng.

7-ta’rif. Agar V vektor fazoning biror 

O-i', 0-2' •••' aTl (4)

vektorlari sistemasining istalgan ikki vektorlari o'zaro ortogonal bo'Isa, u holda (4) 

sistema ortogonal vektorlar sistemasi deyiladi.

Misol. Quyidagi vektorlar sistemasi ortogonalmi?

a,( 0;5;-2), a :(29;-2;-5), яД2;4;10)

Yechish:

(a i • aj)=0-10+10=0 

(a,.ajj=0+20-20=0 

(a2* Яд)=58-8-50=0

Berilgan vektorlar sistemasi ortogonal vektolar sistemasi ekan.

Misol. й,(1;1;1), a2(0; 1; 1), a,(0 ;0 ;l) vektorlar sistemasi ustida ortogonal sistema 

quring.

rang (а/,а2,йд)=3 chiziqli erkli sistema ekan.

b,=a,( 1;1;1)
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Berilgan vektorlar sistemasi ustida qurilgan ortogonal sistema vektorlarini butun 

koordinatali vektorlarga aylantirib, (1; 1; 1); (-2;1;1); ( 0 ;- l;l)  natijani olamiz.

8-ta’r i f  Agar ortogonal sistema qaralayotgan fazoning bazisi bo'lsa, bunday 

sistemaga ortogonal bazis deyiladi.

M ustaqil yechish uchun topshiriqlar

1. a ( 3 ; l ; 2 )  va b{0 ; —2 ; —3) vektorlar berilgan. a  va  b vektorlarning yig’indisini 

toping.

2. a (2; 1) va b (4; —3) vektorlar berilgan. a + b va a — b vektorlarni toping va 

geometrik tasvirlang.

3. a ( l ; —3) va b (—4; —1) vektorlar berilgan. a + b vektorning uzunligini toping 

va geometrik tasvirlang.

4. 4 (1 ; 4) va B ( —3; 0) nuqtalar berilgan. AB  vektorning uzunligini toping va 

geometrik tasvirlang.

5. d (—3; 1; 0) va b {2; 5; —1) vektorlar berilgan. \ la  — b | ni topin.

6. M (0 ;3 ;—4) nuqta yasalsin va uning radius-vektori uzunligi hamda yo’nalishini 

aniqlang.

7. r = 2i + 3j  — 6к vektor yasalsin va uning radius-vektorining uzunligi, yo’nalishi 

va yo’naltiruvchi kosinuslarini toping.

8. M nuqtaning radius-vektori OX o ’qi bilan 45° va OY o ’qi bilan 60° burchak 

tashkil etadi. Bu OM vektorning uzunligi r  =  6 ga teng. Agar M nuqtaning 

applikatasi manfiy bo’lsa, uning koordinatalarini aniqlang va r  =  OM vektorni 

i; j ; к  ortlar orqali ifodalang.



9. Л С1; 2; 3) va B( 3; —4; 6) nuqtalar berilgan. a = AB vektor va uning koordinata 

o'qlaridagi proyeksiyalarini toping. Uning uzunligi va yo’nalishini aniqlang. a 

vektorni koordinata o’qlari bilan tashkil etgan burchaklarini aniqlang.

]0 .~OA =  i + j  va  OB =  к — 3j vektorlarga yasalgan parallelogramning dioganal- 

larini toping.

11. a ( —1; 1; 0) va  b{ 1; —2; 2) vektorlar orasidagi burchakni toping.

12. Uchlari Л (2 ;—1;3), 6 (1 ; 1 ;1) va  C (0 ;0 ;5 ) nuqtalarda bo’lgan ABC 

uchburchakning burchaklarini toping.

13. Tekislikda uchlari 0 (0 ; 0 ) ,Л(2; 0) v a B ( l ; - l )  nuqtalarida bo’lgan uchburchak 

berilgan. Shu uchburchakning OB tomoni bilan OM medianasi orasidagi burchakni 

toping.

14. a ( 2; 1; 0) va  b (0; —2; 1) vektorlarga yasalgan parallelogramm dioganallari 

orasidagi burchakni toping.

15. a = i + j  + 2k v a b  = i —j  + 4к vektorlar berilgan. p rg a  ni toping.

16. (2 i — j ) ■ j  + (J — 2k) ■ к +  (i — 2 k ) 2 ifodani soddalashtiring.

17. 4 ( - 2 ;  3; -4 ) ,B (3 ;  2; 5), C ( l ; - 1 ;  2) v a  D(3; 2; —4) nuqtalar berilgan. a  = 

ЛВ vektorning с = CD vektordagi proyeksiyani toping.

18. d (—1; 1; 0) va  b( 1; —2; 2) vektorlar orasidagi burchakni toping.

19. Uchlari A(_2;— 1; 3), 5 (1 ; 1; 1) va  C (0 ;0 ;5 ) nuqtalarda bo’lgan ABC 

uchburchakning burchaklarini toping.

20. Tekislikda uchlari 0 (0 ; 0), A(2] 0) v a  B( 1; —1) nuqtalarida bo’lgan uchburchak 

berilgan. Shu uchburchakning OB tomoni bilan OM medianasi orasidagi burchakni 

toping.

Quyida berilgan vektorlar sistemasining ranggi va bazislari topilsin:

1. яг=(5;2;-3;1); a,=(4;l;-2;3); й,=(1;1;-1;2); a ^ 3 ;4 ;- l ;2 )

2. я/=(2;-1;3;5); а2=И;-3;1;3); я,=(3;-2;3;4); я,=(4;-1;15;17);я5=(7;-6; -7;0)

3. Я/=(2;1;-3;1); я2=(4;2;-6;2); я,=(6;3;-9;3); я^(1;1;1;1)

4. я,=(1;2;3); я,=(2;3;4); а^=(3;2;3); я,=(4;3;4) я3=(1;1;1)
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5. в/=(5;2;-3;1); e,=(4;l;-2;3); a3=( a,=(3;4;-l;2)

6. e,=(2;-l;3;5); я,=(4;-3; 1 ;3); яг=(3;-2;3;4); я/=(4;-1; 15; 17); 

я5=(-7;-6;-7;0)

III BOB.CHIZIQLI TENGLAMALAR SISTEMASI 

l-§.Chiziqli tenglamalar sistemasi. Chiziqli tenglamalar sistemasining yechimi 

haqida Kroner-Kapelli teoremasi.

1-ta’rif. n noma'lumli m ta chiziqli tenglamalar sistemasi deb

'  +  « 12*2 + •”  + a l nx n =  Ьг
a 2 \ x ! +  a 22x 2 + — I- a 2nx n =  b 2

- a m i X  ̂ a m2x 2 "(■■" +  a mnXn — b m

ga aytiladi. Bu yerda a i;- (/ - satr, j  - ustun, i = 1, m; j  = 1 ,n ), bt (i =  l ,m  ) lar 

berilgan sonlar bo'lib, a j; lar sistemaning koeffitsiyentlari, bt (i =  l ,m  ) - lar esa 

ozod hadlar, xL (i = 1, m  ) - lar o'zgaruvchilar yok i nom a’lumlar deyiladi va ular 

ixtiyoriy qiymatlar qabul qiladilar.

2-ta’rif. Agar ( a v a 2, - , a n)  sonlarni ( x 1, x 2, lar o 'm iga mos ravishda 

qo'yganimizda (1) sistemaning har bir tenglamasi to 'g 'r i sonli tenglikka aylansa, u 

holda ( a 1( a 2, . . . ,a n) vektor berilgan sistemaning yechim i deyiladi.

3-ta’rif. Agar (1) sistemaning yechimi bo'lsa, u birgalikda; yechimi bo'lmasa, 

birgalikda emas; faqat bitta yechimi bo'lsa, u aniq sistema; cheksiz ko'p yechimi 

bo'lsa, u aniqmas sistema  deyiladi.

4-ta’rif. Agar ft; (i =  1 ,m  ) ozod hadlarning kamida bittasi noldan farqli 

bo’lsa, birjinsli b o ’lmagan tenglamalar sistema  deyiladi.

5-ta’rif. Agar ft, (t =  1, m ) ozod hadlarning barchasi nolga teng, ya’ni
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Оц*! + a12x2 +  ■■■ + aln xn =  0 
0-21*1  +  a 2 2 X 2 +  ••• +  a 2 n X n =  0

a m 2x 2 +  ■" +  a m n x n 0

bo’Isa, bir jin s li tenglamalar sistemasi deyiladi.

Teorema (Kroneker -  Kapelli teoremasi)

Kroneker-Kapelli teoremasi (1) chiziqli tenglamalar sistemasining birgalikda yoki 

birgalikda emasligini aniqlaydi.

(1) chiziqli tenglamalar sistemasining asosiy va ozod hadlar hisobiga 

kengaytirilgan matritsasini tuzamiz:

A=

a,, a ... a..

B=

а11 ai2 ••• |̂l 

a21 a!1 |̂2

“ „1 a„2 ... a„m \bn/

(2)

(3)

Teorem a. Agar A matritsa rangi В  matritsa rangiga teng bo’lib, noma’lumlar 

soniga ham teng bo’Isa, ya’ni r(A)=r(B)=m  bo’Isa, (1) tenglamalar sistemasi aniq 

bo’ladi, sistema birgalikda bo’lib, yagona yechimga ega bo’ladi.

Agar r(A)=r(B)<m  bo’Isa, (1) sistema birgalikda bo’lib, cheksiz ko’p 

yechimga ega bo’ladi.

Agar r(A)<r(B) bo’Isa, sistema birgalikda bo’lmaydi, sistema yechimga ega 

bo’lmaydi.

M isol. Quyidagi sistemalami birgalikda yoki birgalikda emasligini tekshiramiz:

a)

x, + 3jc2 + 5x3 + 7x4 + 9x5 
xl -  2x1 + 3*3 -  4xt + 5x;

= 1 
-2 
= 42x, + 1 lx2 + 12 jt3 + 25x4 + 22x5 

Buning uchun asosiy va kengaytirilgan matritsa rangini topamiz:
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'] 3 5 7 9 4 ( I 3 5 7 9 f  1 3 5 7 9 '

A = 1 -2 3 - 4 5 ~ 3 9 15 21 27 ~ 1 3 5 7 9

2 11 12 25 22, 2 11 12 25 22, .2 11 12 25 22/

2-satr elementlaridan 1-satr elementlarini ayiramiz:

'1 3 5 7 9 ^ 1 3 5 7 9 n
A ~ 0 0 0 0 0 r(A)=2 B= 1 - 2 3 - 4 5 I2

,2 П 12 25 22, 2 11 12 25 22 К

bu matritsa rangin toppish uchun yana yuqoridagi ishni takrorlaymiz, natijada В  

matritsa quyidagi ko’rinishni oladi.

' l  3 5 7 9 r '7 9 Г
B ~ 0 0 0 0 0 l« , s , = 0 0 1

,2 11 12 25 22 w ,25 22 AJ

matritsa rangini topamiz:

M  =
7 9 1 
0 0 1 

25 22 4
= 225-154=71; /•(£,) = 3

Demak, r(B) -  3 bo’lib, г(А)Фг(В) va sistema birgalikda emas.

I X, + 5x1 + 4x, + 3jc4 = 1 
2дг, -  x2+2x,~ xt =0 
5x, +Здг, +8jc3 + x, = 1

Ozod hadlar hisobiga kengaytirilgan matritsa tuzamiz:

' l  5 4 3 P  

B =  2 - 1  2 - 1  |0 

5 3 8 1 |1

3-satr elementlaridan 1-satr elementlarini ayiramiz:

'1 5 4 3 |T '1 5 4 3 |Г ' l  5 4 3 |Г
B  = 2 - 1  2 - 1  |0 ~ 2 - 1  2 - 1  |0 - 2 - 1  2 - 1  |0

Q
4

СЧ1CN1

,2 “ I 2 -1  |0

o
'4

оооо
-У

A matritsa В  matritsaning qismi bo’lgani uchun r{A)=r(B)=2  ekanini ko’rish 

mumkin. Demak, sistema birgalikda.

52



Berilgan c h iz iq li tenglamalar sistemalarining birgalikda yo ki birgalikda em aslig ini 

tekshiring.

Mustaqil yechish uchun misollar

fx, + *2 + * 3=1 *, + *, + *, = 1
*, + *2 +2*, = 1 2. x, + *, + 2x3 = 1 3.

[*, + *2 + 3*, = 2 2x, + 2x2 + 4x3 = 1 I
* + 2 v -3 r = 14 

l3* + 4>> + г = 16

4.
x, + 2*2 -  х, = 1 
*, + 4Xj -  3x, = 1

5. 3*. -5*, =1

6.
*, + 3*2 + 5*, -  2x a = 3 
x, + 4x2 -  2*, + 3x4 = 2 

— jc, — 2хг -  12x3 -  7x4 = -4  
3jc, +1 lx2 + x ,-4x t = 7

7.

3*, + 2x2 = 4 
-*,-4*2 = -1  

7*, + 10*2 = 12 
5л, + 6*2 = 8 
Зле, -  16x2 = -5

8.

jc, + 5*2 + 4*, = 1 
2*,+10*2 + 8*3=3 
3*, +15*2 +12*j = 5

9.

*1 + 2*2 4*з = 18 2*i + *2 +3*3 = 5 r
10. 3*, -  *: + 4*j = 4 11. *i -3*2 +5*j = 4 12.

2*i + *2 + 5*j = 0 2x, + *2 + 5*3 = 0 1

*, -3 *2 +2*, =-1 
*, + 9*2 + б*, = 3 
*, + 3*2 + 4*3 = 1

x, + 2*2 - * j = l  
[2*, +4*2 -3 * j =2

13 I x' +^*2 x3  ̂ 14
’ |2*, +4*2 -3 * , =5

*, -3*2 + 5*, + 7*4 + 9*5 = 1 
*, -  2*2 + 3*з -  4*4 + 5*5 =2 

2x, +11*2 +12*, + 25*4 + 22*5 = 4

53



х , + 2.v, + Зл\ = 14 

3xt + 2x , + .V; =  10

3 v, + 2 .v2 = 4 

л, - 4 л'2 = -  I

15. x t + x 2 + x - =  6 

2л:. +3.v, -  V, = 5

1 6 .  ■ VA, +  lO .r,  =  12

5л-, + 6x2 = 8 

3.Y, -16 .v , = - 5X, + X 3

2-§. Chiziq li tenglamalar sistemasini Kram er usuli bilan yechish

an*i + « 12̂ 2 + -  + a,mxm = 6,
«21*1 +«22*2 + ■ +a2n,Xm =Ь:

(1)

а,лх х + a n 2x 2 + ... + anmx m = b t

Chiziqli tenglamalar sistemasini yechishning Kramer formulasi determinant- 

laridan foydalanib, sistema yechimini topishdir.

Sistema yechimi Kramer formulalari deb atalgan quyidagi formulalar bo’yicha 

topiladi:

Bu yerda A noma’lumlar oldidagi koeffitsientlardan tuzilgan kvadrat matritsa 

determinanti, А,, Д2, Д3, A„ lar asosiy matritsada mos ravishda 1, 2, 3, и-ustun 

elementlarini ozod hadlar bilan almashtirishdan hosil bo’lgan determinantlar. Shuni 

ta’kidlash kerakki, sistemada noma’lumlar va tenglamalar soni teng bo’lgan hollarda 

Kramer formulasini qo’llash maqsadga muvofiq.

Agar Д̂ О bo’lsa, sistema yagona yechimga ega bo’ladi.

Agar Д=0 bo’lib, Дь Д2, Дз lardan kamida bittasi noldan farqli bo’lsa, sistema 

yechimga ega emas.

Agar Д=0 bo’lib, Д1=Д2=Дз=...= Д„=0 bo’lsa, sistema aniqmas, cheksiz ko’p 

yechimga ega bo’ladi. Formulani 3 noma’lumli 3 ta chiziqli tenglamalar sistemasi 

misolida keltiramiz:

54



[апх, +а 12хг +  aivv. = bt 

< <я2 ,jc, + а22х2 +а2-х~. = г̂ 
I <аг3 ,jc, +ai2 х, + а „ х ,  =  b,

sistema uchun

«п «12 «,з «12 «.3 «п *1 «13 «11 «12 b,
Д = «21 «22 «2 з , A,= *2 «22 «23 , A2 = «21 *2 «23 , Лз = «21 «22 *2

«31 «32 «зз *з a,2 «33 «31 «33 «31 «32

Buni misollarda ko’ramiz:

a)

X, + 2x2 + x3 = 8
3x,+2x2+ x, =10 sistemani Kramer formulasi bilan yeching. 

4

Д =
1 2
3 2
4 3

= -4+8+9-8-3+12=14

Д#) bo’lgani uchun sistema aniq, yagona yechim Kramer formulalari yordamida 

topiladi.

A, =

Д, =

2 1 
10 2 1 

4 3 - 1

1 8  1
3 10 1
4 4 - 2

1 2 8

3 2 10
4 3 4

= -32+8+30-8+40-24=14

= -20+32+12-40-4+48=28

b)

_ 1 4 _ ,  _ 28_0 - 4 2 - i  ( b t  i\  

x‘ _  14 _  ’ * 2 ~ i4  -  x* ~ 14 ( ’ ’3)

3x,+8x2-  x, = 8 sistemani Kramer formulasi yordamida yeching.
9x. + x, +8x, = 0
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A  =

4 2 3 

2 8 - 1  

9 1 8
=256+6-18-216-32+4=266-266=0

Д -0  Kramer teoremasiga ko’ra, sistema yoki aniqmas, yoki birgalikdamas. Д, ni 

hisoblaymiz:

-2  2 3

8 8 -1 = -128+24-128-2= -234#)
0 1 8

Д=0, Д17̂ 0 bo’lgani uchun Kramer teoremasiga ko’ra sistema aniqlanmagan.

-2x, + x2 -  x, = 1
c) 4x, + 5.r, -3 jt, = -5 sistemani Kramer formulasiga ko’ra yeching.

- 2  1 - 1

4 5 -3  =20-3-12+5+8-18=33-33=0 
1 3 - 2

Д=0, demak, sistema yoki aniqmas, yoki birgalikdamas. Дь Д2, Д3 larni hisoblaymiz:

= -70+15-3+5-10+63=83-83=0

7 1 - 1

-5 5 - 3  
1 3 - 2

Д2:
-2  7 -1 
4 -5  -3  
1 1 - 2

- 2  1 7 
4 5 - 5  
1 3 1

= -20-21-4-5+56-6=56-56=0

= -10-5+84-35-4-30=84-84=0

Д-0, Д1-Д 2-Д 3-О bo’lgani uchun sistema aniqmas, cheksiz ko’p yechimga ega. 

Sistemani Gauss algoritmi bilan yechamiz:

- 2  1 -1 7 '
/
- 2 1 -1

л

7 -2 -1 -1 f
4 5 -3 -5 0 7 -5 9 0 7 -5 9
1 3 -2 1 0 7 5 9 0 0 0 0V /

V 2 2 2> 4 /
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|-2 х , + .v, = .V., + 7

4.v, + 5х, = Зх, - 5  sistemaga teng kuchli. Bu tenglamani Kramer

x, e R
formulasi bilan yechish mumkin.

A =
- 2  1 

4 5

Д, =
x3 +7 1 
3x, -  5 5

A2 =
-2  x, + 7 
4 3 x , - 5

= -10-4=-14

=5(л-з+7)-Здг3+5=5х3+35-Здгз+5=2хз+40=2(хз+20) 

-2(3*з-5)-4(хз+7) =  -6x 3+10-4*3-28 = -10jc3-1 8 =  -2(5x3+9)

2(xx + 20) .v, + 20
X, = ---- ------------------------, x

' -1 4  7

Sistema yechimi f -  ; x3l  bo’ladi.

— 2(5jc, + 9) 5 x ,+ 9  
-1 4  7

Mustaqil yechish uchun misollar 

Quyidagi tenglamalar sistemasini Kramer usulida yeching.

1 x  + y - 3 r = -1 Г x, + Зх, -  4х3 = -1 ГЗх, + х 2 -  х, = 2

1. 2 x -  y +  : =  2 2. х, - 5 х ,  + х , = 7 3. \2х, -  Зх, + х, = -1

[зх + 2 у  - 4 :  = 1 [2х, + х г -  Зх, = 3 [ х, -  х 2 + 2х, = 5

2х, + 2х. -  *3 + х 4 = 4 2Х\ + 5х, +4х, + х 4 = 20 Г2 х - у + :  = 2
4х + 3х2 -  *3 + 2х4 = 6 5. х . + Зх2 + 2х, + х 4 = 11 6. h x  + 2y + 2 :  = -2
8х, + 5х2 - З х 3+ 4х4 =12 2х, +10х2 + 9х3+ 7х4 =40

{ х - 2 у +  : = 1
Зх + 3х2 - 2 х + 2х4 = 6 Зх + 8х2 + 9 х, + 2х4 = 37

2 х -  у - 6г + 31+ 1=0
|2х-4_у + 3г = 1 f2 x -  у +  z =  2

7 х - 4 у  + 2 : - 15/ +32 = 0
8. | х - 2 у  + 4 :  = 3 9. j  Зх + 2у + 2г = -2

х - 2 у - 4 :  + 91-  5 = 0
[ з х -  у + 5: = 2 [ х - 2 у л -  г  = 1

х -  у + 2 : - 04 + 00 II о
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3-§. Chiziq li tenglamalar sistemasini teskari matritsa, Gauss va Gauss-Jordan

usu lla ri bilan yechish

Ushbu

а , , * ,  + в , л  + а , 3дс, 

an x  | + а з Л  + а 2,дг5

«31*1 +  «32*2 -*ззлз

=6, 
= *з (1)

chiziqli tenglamalar sistemasini teskari matritsa usulida yechish. Berilgan (1) 

sistemani

AX=B ( 2 )
matritsa ko’rinishida yozib olamiz.

4 , an an V
Г ЧA = °21 a22 «23 x  = B  = *2

“ 31 a,2 «33, *3, 1*3 J

(2) tenglamani har ikk i tomonini chapdan A '1 teskari matritsaga ko’paytiramiz.

A ' AX = A ' B, A ' A = E  bo’lgani uchun

X  = A~' ■ В

tenglik hosil bo’ladi.

(3) formula bilan topilgan X ustun matritsa sistemaning yechimi bo’ladi. 

M isol. a) misolni shu usul bilan yechamiz:

(3)

A =

( 1 2  П
3 2 1
4 3 - 2

matritsa uchun teskari matritsa mavjud, chunki Д = |Л| = 14#).
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, r  = —

X  = А~' ■ В =
14

-7  7 
10 - 6  

1 5

7 0

- h 2

5 - 4

\
f 8 l

- 5 6  + 70 'i 'A

10
1

8 0 - 6 0  + 8 _ 2
~ 14

/ A v8 + 50-16; ,3 ,

Javob: (i;2;3).

Gaussning klassik usuli -  bu berilgan sistemaning umumiy yechimini 

topishdan iborat bo’lib, bunda sistemaning tenglamalari ustida elementar 

almashtirishlar bajarib berilgan sistema trapetsiyali yoki uchburchakli ko’rinishga 

keltiriladi. So’ng oxirgi tenglamadan boshlab noma’lumlar ketma-ket topiladi.

f jc, + 2x; -  4хъ = -4 f.r, + 2.v, -  4x, = -4
b) \ 3x, -  2x2 + x, = 11 ~ < -  8jc2 +13x, =23

4x, -  5jc, + x, = 9 -13л:, +1 7.y, =25

x, + 2хг -  4*3 = -  4 
— 8jf2 +13jr3 = 23 

33^ _ 99

*3=3, x2=2, Xi =4 Javob: (4;2;3).

Gauss-Jordan usuli noma’lumlarni ketma-ket yo’qotish Gauss usuli va teskari 

matritsa qurish Jordan algoritmiga asoslangan. Gauss-Jordan usuliga sxema 

ko’rinishida quyidagicha yoziladi: (л|#)~ (£|A').

(^|B)-asosiy matritsani ozod hadlar hisobiga kengaytirilgan matritsa.

£ -b irlik  matritsa. X-tenglama yechimini ifodalovchi ustun matritsa.

c)

xt + х г - 6 x ,  - 4 x 4 = 6 

3x, -  x2 -  6x3 -  4x4 = 2 
2x, + 3x2 + 9x, + 2х4 = 6 

3x, + 2x2 + 3 x, + SxA = -7

sistemani Gauss-Jordan usuli bilan yeching.

'1 1 - 6 - 4 6 ' 1̂ 1 - 6 - 4 6 ' 1 1 - 6 - 4 6 '

3 -1 - 6 - 4 2 0 - 4  12 8 -1 6 0 1 - 3 - 2 4

2 3 9 2 6 0 1 21 10 - 6 0 1 21 10 - 6

3\ 2 3 8 04 -1  21 20 -2 5 V 0\ -1  21 20 - 25,

59



'\ 1 - 6 - 4 6 > '1 1 - 6  - 4 6 > '\ 0 - 3 - 2 2 '
0 1 - 3 - 2 4 0 1 - 3  - 2 4 0 1 - 3 - 2 4
0 0 24 12 -1 0 0 0 1 1/2 - 5/12 0 0 1 1/2 -5/12

ч0 0 18 18 ~ 2 K .0 0 18 18 - 2 1 . .0 0 0 9 -2 7 /2 ,

' 1 0  0 -1/2 3/4 ' ' 1 0  0 0 0 '
0 0 -1/2 11/4 0 0 0 2
0 0 1 1/2 -5/12 0 0 1 0 1/3

ооо

1 ~ 3/2 , v0 0 0 1 - 5 / 2 ,

Javob: ( 0; 2; 1/3; -3/2).

x, -  л:2 + x, = 1 

«0 j *, + x2 -2x, = 3 sistema birgalikda, chunki 
\2x. + 2x, -4x, =6

'1 -1  1 ' '\ -1 1 Г
1 1 -2 = r 1 1 -2 3

,2 2 -4 2 2 -4 6 ,

sistema cheksiz ko’p yechimga ega, umumiy yechimni Gauss-Jordan usuli yordamida 

topamiz:

1 -1  1 
1 1 - 2

2 2 - 4

1 -1 1
1 1 - 2  

0 0 0

1 -1 1 |l 

1 1 -1|3

1 -1  1 |1

0 2 —3 |2

ri - l  l | f 1 0 - 1 /2  |2 '

1 - 3 / 2  |1,
—̂ (Niо_______

>* . “ 2*3 = 2
3 ,

* 2 - - * 3  =1

*1 = 2 *3 + 2

3
*2 = 2*3+1

Javob: j j  jc, +2; +1; j  j ,  е й .

Mustaqil yechish uchun misollar 

Quyidagi tenglamalar sistemasini teskari matritsa usulida yeching.
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2x + у  + 4 г  + 8 / — — 1 

х + 3у -  6г + 2t = 3 

' 3 x - 2 y  + 2 : - 2 l  = 8 

2х + у - 2 :  = 4

Г2 л-, + л\ -  хъ = 5 

3. |зх, -  х2 + 2х3 = -5  

17 х, + х2 -  X, = 10

\2x-3y+ i = 2 x, + x, + x, =2 Г x, + x2 — 2x, = —7

4. x + 5>’-4 r  = -5 5.-̂ 3x, + 2x2 + 2x, = 1 6. \3x, -3 x2 + x, = 12
[4x + у -  Зг = -4 4xt + 3x2 + 3x3 = 4 px, -  x, -4x, = -5

2х, + 3х2 +11лг3 + 5х4 = 2 
х, + х2 + 5х3 + 2 х4 = 1 

2х, + х2 + Зх, + 2х4 = —3 
Зх, + х2 + 3 х, + 4х4 = -7

Зх, + 4лг2 + х3 + 2х4 +3 = 0 

Злг, + 5х2 + Зх3 +5*4 +6 = 0 

6х, + 8х, + х, + 5х4 +8 = 0 

Зх, + 5х2 +Зх3 + 7х4 + 8 = 0

12х- у + 3 :  = 9 

9. |зх-5у + :  = -4 
U x -7 y +  z = 5

10.

2х -  5 у  + 3: + t = 5 

3 x - l y  + 3 z -  t = - 1 

5х -  9у + 6- + 2г = 7 

4 х -6 у  + 3г + / = 8

Quyidagi tenglamalar sistemasini Gauss, Gauss-Jordan usuli bilan yeching:

x, -  x2 + Зх, = 3 x ,+ 2 x 2+3x, = 0

1. 2x, + 3x, -  4x, = -1 2- 2x, - 3 x 2 -  x3 = 1 3. ■

3x, + 2x, -  x, = 2 3x, + x2 +4x, = -1

x, -  3x2 + 2x, + x4 = 2 

2x, + x, + 4x3 + 3x4 = 1 

x, + 5x, -  x, + x4 = -4  

3x, -  x2 + 6x3+5x4 = 0

7.

2x, + x2+3x, - 4 x4= 3 
x, -2x, + x, -3 x4 = -1 

3x, + 4xz -  5xj + x4 = 4 
2x, -  4x2 + 2 x3 -  6x4 = 5

3x, -  2x, -  5x, + x4 = 3 

2x, -  3x2 + x3 + 5x 4 = -3  

x, + 2x2 -  x 3 -  4x4 = -1  
x, -  x2- 4 x 3+9x4 = 22

5. x, -  2x2 + x 3 = 4 
x, + 3x2 + x 3 = 0

x, + x2 + x3 + x4 + x5 = 15 

x, + 2x, + 3x, + 4x 4 + 5x5 = 35 

x ,+ 3 x 2+ 6x, +10x4 +15xs = 70 

x, + 4x, +10х 3 +20x4 +35xs = 126 

x, +5x 2 +15x3 +35x4 +70x5 = 210
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f x + 2y + 3: = 5 [2x, -  x , + x3 -  x 4 = 5 Г X, — 2x2 -  5xj = 1
9. 2 x -  y- .- = 1 10. x, + 2x2 -  2x3 + 3x4 = - 6  1 1J , 4x, + x2 -  2x, = -3

[ x  + 3>> + 4 r  = 6 13x, + x 2 -  x, + 2x4 = -1 [ -  x, + 3x2 + 7x, = 2

12.
-  х, + 2x2 -  x} = 4 

3x, +  x 2 -  2x, = 1 13.
4x, Хл + x, = -3

x, -  3x, = -5  

-x , + x2 = 1 

4x, -  x , = 2

14. x, -  x2 -  3x3 = 6 

-  2x, + 2x2 + 6x, = -9

15.

x, + 2x2 + x, = 8  

x2 + 3x, + x4 = 15 

4x, + x 3 + x 4 = 11 

x, + x , + 5x, = 23

16.

x, + X. X.
x, + 2x 2 -  2x, -  x4 = — 5 

2x, -  x2 - 3 x ,  +-2x4 = -  1 
x, + 2 x , + 3 x , — 6x4 = -1 0

17.

4x, — 3x2 + x, + 5x 4 - 7  = 0 
x, - 2 x 2 - 2 x 3 - 3 x 4 - 3  = 0 

3x, — x 2 + 2Xj + 3x4 - 2  = 0 
2x, + 3x2 + 2 x , - 8x 4 + 7  = 0

18.

x, + 2x2 + 3x, + 4x4 + 5x5 = 2 

2x, + 3x2 + 7x3 +10x4 +13x5 = 12 

3x, + 5x2 +11xj + 16x4 +21xs =17 

2x, - 7 x 2 + 7 x 3 + 7x4 + 2x5 =57 

x , + 4x2 + 5x3 + 3x4 + 10x5 = 7

IV BOB. ANAL1TIK G EO M ETR IYA  ELEM ENTLAR I 

1§. Tekislik va fazoda ilkki nuqta orasidagi masofa

Aytaylik, XOY koordinata tekisligida ikkita A(x,.y,) va B(x2,y2) nuqtalar 

berilgan bo'lsin.

AB  masofani A va В  nuqtalarning koordinatalari orqali ifodalovchi formulani 

keltirib chiqarish masalasini qaraymiz. A nuqtadan koordinata o‘qlariga mos ravishda 

AA, va AA2 perpendikulyarlarni tushiramiz. U  holda OA,=x, va OA2=y, bo'ladi. 

Shuningdek, В nuqtadan o‘qlarga BB , va B B 2 perpendikulyarlarni tushiramiz. Bu 

holda OB,=x2 va OB2=y2 bo‘ladi. A nuqta orqali Ox o'qqa parallel to‘g‘r i chiziq 

0 ‘tkazamiz. Bu to‘g‘ri chiziq BB, to‘g‘r i chiziq bilan С nuqtada kesishadi.
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ABC to’g'ri burchakli uchburchakdan (Pifagor teoremasiga ko'ra)

a b 2=a c 2+b c 2

AC va BS kesmalarni A va В nuqtalarning koordinatalari orqali ifodalaymiz:

A C =A lBl =O Bx -O A , = x 2 - x , ,

BC = A1B2 = OB2-OA2 = y 2~yr

Demak, A B1 = J ( x 2 - x , ) 2 + 0>2 - y , ) 2 (4)

boiadi. Bu formula tekislikdagi to‘g‘ri burchakli koordinatalar sistemasida berilgan 

ikkinuqta orasidagi masofani topish formulasideb ataladi va amaliyotda keng 

qo‘llaniladi.

Misol A(-\,2) va В (2,-2) nuqtalar orasidagi masofani toping.

Yechish. x, = —l,y t = 2,x2 = 2 ,y 2 -2ekanlig ini e’tiborga olib, (1) formuladan 

quyidagiga ega boMamiz:

AB = yj(2 - ( - l ) ) 2 + ( - 2 - 2 ) 2 = л/з2 + (-4 )2 =\/9 + 16 = J l5  =5  (uzunlik birligi)

63



в

R 3 fazodagi i4 (x1;y 1; z 1) va B (x 2;y 2 ; z 2) nuqtalar orasidagi masofa:

d =  V (* 2 ~  * i ) 2 +  (y2 -  У1)2 +  (z 2 “  zO 2 (4)

Masalan, M ,(2 ,l) va M3(—3,0) nuqtalardan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq tenglamasi 

quyidagicha boMadi: 

x — 2 у  — 1
_ 3 _ 2 = => -  (*  -  2) = -5 (y  - l ) = > * - 5 y  + 3 = 0.

2§.K esm ani berilgan nisbatda bo’lish

Aytaylik, A(x/,y,), B(x2,yz) nuqtalar va A son berilgan bo'lsin. A В  kesmani A 

nisbatda bo‘lish masalasini qaraymiz, ya’ni A va В  nuqtalar orasida yotuvchi shunday 

С nuqtani topish kerakki,

CB

bo'lsin, С nuqtaning koordinatalarini (x,y) deylik. x vay larni A va В nuqtalarning

koordinatalari va A paramert orqali ifodalovchi ushbu

x = xl +AxL  y, + Ay2 
1+ A 1+ A

formulalarni keltirib chiqaramiz. Bu formulalar kesmani A nisbatda bo‘lish 

formulalari deb ataladi
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А, С va В  nuqtalardan Ох va Оу o‘qlarga perpendikulyarlar tushiramiz. U  holda 

OAi=X/, OC,=x, OB,=x2: O A O C 2=y, OB2=y2 bo'ladi. A nuqta orqali Ox o‘qqa 

parallel to‘g‘r i chiziq o‘tkazamiz. Bu to‘g‘ri chiziq CC, to‘g‘r i chiziq bilan esa D  

nuqtada kesishadi. Z B A E  burchakni qaraymiz. CD va B E  parallel to‘g‘ri chiziqlar 

uning tomonlaridan proportsional kesmalar ajratadi (bu maktab elementar geometriya 

kursidan ma’lum):

^  = ^  = Я (*)
D E  CB

Endi AD va D E  kesmalarni A, V, С nuqtalarning koordinatalari orqali 

ifodalaymiz:

A D = A iC] = OC] - OA, = x - x n 

D E  = C,B, = OB, -  OAt = x 2 -x .

U  vaqtda (*) dan:

- — ^  =  Я = >  x -  jc, =  Ax2 -  Ax = >  (1 +  Я)х =  Xi+Ax2= > x =  * ' + ; 
x2 -  x 1 + A

Xuddi shunga o‘xshash, isbot qilinadiki, у  = ——
1 + Л

Xususan, A=  1 desak, x = x' + X l , у  = У' + bo'ladi.

Bu formulalar kesmani teng ikkiga bo‘lish  formulalari deyiladi.

Misol. Uchlari A(l,2), B(0,5), C(-2,3) nuqtalarda bo’lgan uchburchakning 

medianalari kesishgan nuqtasining koordinatasini toping.



Yechish. A D  mediana b o 'ls in , u holda D (x, y) nuqta BC  tomon o’rta nuqtasi bo’lib 

Xd= - 1. >Ъ=4, D ( - l,  4) bo’ladi.

Uchburchak medianalar kesishgan nuqtasi 0 ( x ,  y) b o 'ls in , u holda

^  = A =  2 : 1 , ; .  = 2 
OD

_ -У,+/л'; l + 2(-l) 1
1 + д 3 3

_  у, + Лу2 _ 2 +  2 -4  _  10
' _ i +л ” з “ T

Demak, <?(--,  — ).
3 3

Fazoda berilgan M, (л,;.),:-,) va M , (.r,;v ,:r,) nuqtalar berilgan bo’lsin, bu 

nuqtalar orasidagi masofani hisoblash formulasini keltirib chiqaramiz.

P(M ,M 2)=\m ,M,\ = J ( x 2- x , ) 2 + (y2 - y , ) 2 + ( r2 —- ,)2 

Haqiqatan ОА/, = x , i  + y j  + z j c , OM2 = x 2'i + y J  + : 2k

OM2 -ОЛ/, -Д /.Л/, = (X 2 - x ,) / + (y , -  y ,)y +  ( r , - : , ) k  

Л/.Л/ = yl,\f[M 1 = ^(лг, + (y 2 - у , ) 2 + ( r ,  - r , ) 3

Uchlari A ip c i.y j, B (x 2;y 2), C(x3;y 3)....,M (xn;y n) nuqtalarda bo’lgan 

ko’pburchak yuzi:

1
*  =  2

1*1 УЦ +  \Х 2 У2\. , \X n Уп 
1*2 У21 1*3 УЗ I 1*1 У1

formula bilan topiladi.

Uchlari A1(x1,y 1'),A2(x2,y2), ...,An(xn,yn), nuqtalarda bo’lgan qavariq ko’p 

burchak uchlariga mos ravishda m1,m 2, - ,m n og’irlik la r qo’yilgan bo'lsa, u holda 

og’ir lik  markazi koordinatasi

_ m 1x1 +  m2x2 + -  +  mnxn +  m2y2 +  ••• +  mnyn
X ---------------------------------------------------------------■; у  --------------------------------------------------------------- ( 4 )

т 1 + т 2 + -  +  т „  т 1 + m2 +  ■■■ +  mn

formula bilan topiladi.
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Mustaqilyechish uchun topshiriqlar

1. Uchlari Л(1; 1) va 5(10; 4) nuqtalarda bo’lgan AB kesmani 2:1 nisbatda 

bo'luvchi nuqtani toping.

2. Uchlari A(—3 ;2 ) va 5 ( 5 ;—4) nuqtalarda bo’lgan kesmani teng ikkiga 

bo’luvchi /V(x;y) nuqtaning koordinatasini toping.

3. Uchlari Л (— 1; — 1) va 6 (4 ; —6) nuqtalarda bo’lgan kesmani 3:2 nisbatda 

bo’luvchi nuqtaning koordinatalari yig’indisini toping.

4. Uchlari Л(—2; 4), B (3 ; — 1) va C(2; 3) nuqtalarda bo’lgan uchburchak 

uchlariga mos ravishda 60, 40 va 100 kg toshlar (og’irlik lar) osilgan. Og’ir lik  

markazi M(x\ y) ni toping.

5. Uchlari Л(5; - 3 ) ,  B ( —1 ;- 1 )  va C(7; 1) nuqtalarda bo’lgan uchburchak 

tomonlarining o’rtalarini toping.

6. Uchlari 0 (0 ; 0), Л(8; 0) va B (0 ; 6) nuqtalarda bo’lgan uchburchakning ОС 

medianasi uzunligini toping.

7. Uchlari Л(1; — 1), B (6 ;4 )  va C(2; 6) nuqtalarda bo’lgan uchburchakning 

og’ir l ik  markazini toping.

Ко 'rsatma. Uchburchakning og 'irlik markazi medianalar kesishish nuqtasida yotadi.

8. Uchlari Л (2 ;0), B (5 ;3 )v a  C(2;6) nuqtalarda bo’lgan uchburchakning yuzini 

hisoblang.

9. Л ( -1 ;2 ) ,  B ( l ; 3 )  va C(5;5) nuqtalaming bir to’g’ri chiziqda yotishini 

ko’rsating.

10. Uchlari Л(3; 1), B (4 ; 6) va C(6; 3) nuqtalarda bo’lgan to’rtburchakning 

yuzini hisoblang.

11. F ( 2; 2) nuqtadan va OX o’qdan teng uzoqlashgan nuqtalar geometrik o’mining 

tenglamasini tuzingva grafigini chizing.

12. Koordinatalar boshidan A {—5; 12) nuqtagacha bo’lgan masofani toping.

13. .4(3; 1) va B (5 ;4 ) nuqtalar orasidagi masofani toping.

14. Uchlari >4(1; 0), B ( l ; 3 )  va C(6;3) nuqtalarda bo’lgan uchburchak 

tomonlari uzunliklarini toping va grafigini yasang.
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15. Koordonatalar boshidan va Л (6 ;0) nuqtadan 5 b irlik masofada yotuvchi 

nuqtalar topilsin.

16. Abstsissalar o’qida /1(0; 3) nuqtadan 5 b irlik  masofada yotuvchi nuqtalar 

topilsin.

17. /4(1; 1) va £?(5; 4) nuqtalar hamda OX o’qqa nisbatan simmetrik bo’lgan 

A1,B 1 nuqtalar yasalsin. Bu nuqtalarni tutashtirish natijasida hosil bo’lgan ABA1B1 

trapetsiyaning tomonlar uzunliklarini toping.

18. Uchlari /4(2; 0), B ( 5 ;3 ) ra  C(2;6) nuqtalarda bo’lgan uchburchakning yuzini 

hisoblang.

19. Л (—1; 2), B ( l ; 3 )  va C(5;5) nuqtalaming bir to’g’ri chiziqda yotishini 

ko’rsating.

20. Uchlari /4(3; 1), B (4 ;6 ) vaC (6; 3) nuqtalarda bo’lgan to’rtburchakning 

yuzini hisoblang.

3§. Tekislikda to’g ’ri chiziq tenglam asi

1. T o’g ’ri chiziqning um um iy tenglam asi.

Ax +  By +  С =  0 (1)

Bu yerda А, В, С lar o’zgarmas sonlar.

a) С =  0 bo’Isa, у  =  — - x  —to’g’r i chiziq koordinatalar boshidan o’tadi.

b) В  =  0 bo'Isa, x =  - j - t o 'g ' r i  chiziq OX o'qqa parallel bo'ladi.

c) A =  0 bo'Isa, у =  to 'g'ri chiziq OY o'qqa parallel bo'ladi.

d) A =  С =  0 bo'Isa, у =  0 —to'g'ri chiziq OX o'qdan iborat bo'ladi.

e) В =  С =  0 bo'Isa, x =  0 to'g'ri chiziq OY o'qdan iborat bo'ladi.

2. T o'g'ri chiziqning burchak koeffitsiyentli tenglam asi.

у =  kx +  b (2)

Bu yerda к parametr-to’g’r i chiziqning OX o’qini musbat yo’nalishi bilan hosil

qilgan burchakning tangensiga teng, ya’ni к =  tga, b -ozod son.

M asalan, um um iy tenglam asi 4x-6jh-3=0 b o‘lgan to ‘g ‘ri chiziqning burchak  
koeffitsiyentli tenglam asini topamiz:
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2 1 2 1
4х  -  6у + 3 = 0 => 6у = 4.v + 3 => у  = — .г + — => к = —, Ь = —.

3 2 3 2
3 .To 'g 'r i chiziqning kesmalar bo'yicha tenglamasi.

x  У

H r 1 (3)
Bu yerda a va b to'g'ri chiziqni OX va OY o'qlardan mos ravishda ajratgan 

kesmalari.

Masalan, umumiy tenglamasi 2^+3y-6=0 bo'lgan to‘g‘ri chiziqning 

kesmalardagi tenglamasini topamiz:

2x + 3 y - 6  = 0=>—x + - y - \  = 0=> —+ —= 1.
6 6 3 2

4 .Ikki nuqtadan o'tuvchi to 'g 'ri chiziq tenglamasi.

4 (X i;y O  va B(x2;y 2) nutalardan o’tuvchi to’g’r i chiziq tenglamasi;

x ~ x i  _  У - У 1  . . .-----------—------------  (4)
*2 -  *1 У2 ~  У1

Masalan, M ,(2 ,l) va M2(-3,0) nuqtalardan o‘tuvchi to‘g‘r i chiziq tenglamasi 

quyidagicha bo'ladi:

^ ^ -  = ^ - = > - ( x - 2 )  = - 5 ( y - l) = > x - 5 y  + 3 = 0.
- 3 - 2  0 -1

5. Berilgan nuqtadan berilgan yo'nalish bo'yicha o'tuvchi to'g'ri chiziq 

tenglamasi;

A(x0; y0) nuqtadan o’tuvchi va OX o’qini musbat yo’nalishi bilan a burchak hosil 

qiluvchi (к =  tga) to’g’r i chiziq tenglamasi;

У ~У о =  К х ~  *o) (5)

Masalan, M0(5,-3) nuqtadan o'tuvchi to'g'ri chiziqlar dastasi tenglamasi 

_у+3=фг-5) => y=kx-(5k+3) 

ko'rinishda bo'ladi. Agar k= 2 desak, M 0(5,-3) nuqtadan o'tuvchi aniq bir to'g'ri 

chiziq tenglamasi >'=2x-13 hosil bo'ladi.

6. Ikki to 'g 'r i chiziq orasidagi burchak.

yx =  k^x +  b1 to’g’ri chiziqdan y2 =  k2x +  b2 to’g’r i chiziqqacha soat strelkasiga 

qarama-qarshi yo’nalishda hisoblanuvchi cp burchak
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tg<p
к.

(6)1 +  к г -к г

formula bilan topiladi.

To ’g’r i chiziqlar umumiy ko'rinishda

A1x +  B^y +  Cx =  0 va A2x  +  Вгу +  C2 =  0 

berilsa, ikk i to’g 'ri chiziq orasidagi burchak ularning normal vektorlari 

va n^(A2,B 2) orasidagi burchak

Щ.-п^ A1 - A2 +  ■ B 2
COS(p =  ■ (7)

In i l4 n 2| J A I + B f - J A I + B *  

ga teng bo'ladi. Misol sifatida umumiy tenglamalari 5x-y+7=0 va 3jc+2_y-l=0 

boMgan to‘g‘ri chiziqlar orasidagi burchakni (7) formulaga asosan topamiz:

5 -3 +  (-!)•  2 13cos^ = - = -^=><p = 45°.
•y/52 + (-1 )2 • V32 + 22 V 2603  V2 

Ikk i to’g’r i chiziqning parallellik sharti:

ki  =  k2 yoki ^  =  j -  (8)

Ik k i to’g’r i chiziqning perpendikulyarlik sharti:

fci ■ fc2 =  “ I  yoki A1 -A2 +  B 1 -B 2 =  0 (9)

Misol sifatida burchak koeffitsiyentli tenglamalari

y = -3x + 5, y = -  x - l
3

bilan berilgan to‘g‘r i chiziqlarni qaraymiz. Bu yerda kx= -3 va Ar2= l/3 bo‘Igani uchun 

k\k2=  -1 . Demak, (9) shart bajarilmoqda va shu sababli L , va L 2 o‘zaro perpendikular 

joylashgan.

Parallel bo’lmagan ikk i Axx +  В гу  +  Сг =  0 va A2x +  B2y  +  C2 -  0 to’g’ri 

chiziqlaming kesishish nuqtasini topish uchun ularning tenglamalarini birgalikda 

yechish kerak.

x =

- C i В1 H i -C l
- C 2 B2 .. ^ 2 —c2
A i B i —

1 4;
 II 

__
__

__
__

__
__

__
__

__
__

__
__

__
__

__
__

1

Ax By
B 2 a 2 B2

(10)
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А(Хо’Уо) nuqtadan Ах +  B y  +  С =  0 to’g 'r i chiziqqacha bo’lgan masofa;

\Ax0 + B y 0 + С 
d  =  ° ( 1 1 )

I \M2 +  B 2

Masalci: Mo(—3,—1) nuqtadan umumiy tenglamasi 4x+3>’- l= 0  boMgan to‘g'ri

chiziqqacha boMgan D masofani toping va ular o‘zaro qanday joy lashganini aniqlang.

Yecltisli: ( I I )  formulaga asosan

|4-(-3) + 3 -( - l) -4 |  1-191 
d — . ----- ---------- - =  3,8.

л / ^ Т з 1 5

Bunda

Ajc0+ B>"o+C=4 (-3 )r3  ( - l)  -4 — 19<0 

boMgani uchun M0( -3 ,- l)  nuqta L  to‘g‘ri chiziqdan pastda joylashganligini ko‘ramiz.

Ax +  By  +  С =  0 va Ax1 +  Вуг +  Сг =  0 to’g’ri chiziqlar orasidagi burchaklar 

bissektrisalarining tenglamalari;

Ax + By +  С Axi +  By i 4- Сг
+  V (12)

V 42 +  В 2 J A 2 + B 2

Mustaqilyechish uchun topshiriqlar

1. OY o’qdan b =  5 kesma ajratib, OX o’q bilan 1) 30° ;2) 45°; 3) 60° burchak 

tashkil qiluvchi to’g’ri chiziqlarning tenglamasini tuzing va grafigini yasang.

2. Koordinatalar boshidan o’tib, OX o’qi bilan; 1) 45°; 2) 90°; 3) 120° burchak 

tashkil qiluvchi to’g’ri chiziqlarning tenglamasini tuzing va grafigini yasang.

3. OX o’qidan 5 b irlik va OY o’qidan 4 b irlik ajratuvchi to’g’ri chiziqlar 

tenglamalarini tuzing va grafigini chizing.

4. 1) 2x +  3y =  6; 2) x — 3y =  4 to’g’ri chiziq tenglamalarini o’qlardan ajratgan 

kesmalar bo’yicha yozing.

5. Koordinatalar boshidan va /4(3;- 4 )  nuqtalardan o’tuvchi to’g’ri chiziq 

tenglamasini tuzing va grafigini yasang.

6. Uchlari Л (1 ;2 ), B (4 ;4 ), C(7;0) nuqtalarda bo'lgan uchburchak tomonlarining 

tenglamasini tuzing va grafigini yasang.
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7. Л ( —3; 1) nuqtadan o'tuvchi va OX o'q in ing musbat yo ’na lish i bilan 

1| 3 0 ° ;  2) 4 5 ° ; 3) 6 0° tashkil etuvchi to 'g 'r i chiziq  tenglamasini tuzing va 

grafig in i yasang.

8. Quyidagi to’g’r i chiziq lar orasidagi burchakni toping:

1) у =  2x +  3 va y  =  - ^ x  + 4; 2 ) 5 x - y  =  - 7  va 2x -  3y =  - 1 ;

3) 2x + у  =  0 va Зх -  у -  4 =  0; 4) x +  2y =  0 va 2x +  4y = 7;

9. 1 )  3 x - 2 y - 5  =  0, 2). 6x — 4y + 1 =  0, 3). 6x +  4y -  3 = 0, 4). 2x +  

3y — 6 =  0 to’g’ri chiziqlardan parallel va perpendikulyar bo’lganlarini ko’rsating.

10. Uchlari Л (1 ;2), S (4 ;5 )  va C(7; 2) nuqtalarda bo’lgan uchburchak tomonlari 

tenglamalarini tuzing va uning ichki burchaklarini toping.

11. Uchlari Л (—1; 1), S ( 3; 3) va C(5;0) nuqtalarda bo’lgan uchburchakning 

medianalari tenglamalarini yozing.

12. Uchlari Л (—2; 0), f i(2 ;4 )  va С(3; — 1) nuqtalarda bo’lgan uchburchakning 

balandliklari tenglamalarini tuzing.

13. x +  y — 4 =  0 va 2x — 2y +  5 =  0 to’g’ri chiziqlar orasidagi burchaklar 

bissektrisalarining tenglamasini tuzing.

14. 1) 2x +  3y =  6; 2) x — 3y =  4 to’g’ri chiziq tenglamalarini o’qlardan 

ajratgan kesmalar bo’yicha yozing.

15. Koordinatalar boshidan va Л (3 ;—4) nuqtalardan o'tuvchi to’g’ri chiziq 

tenglamasini tuzing va grafigini yasang.

16. Uchlari Л (1 ;2 ), B (4 ;4 ), C(7;0) nuqtalarda bo’lgan uchburchak tomonlarining 

tenglamasini tuzing va grafigini yasang.

17. Л (—3; 1) nuqtadan o'tuvchi va OX o’qining musbat yo'nalishi bilan

1) 30°; 2) 45°; 3) 60° tashkil etuvchi to'g’r i chiziq tenglamasini tuzing va 

grafigini yasang.

18. Quyidagi to’g’ri chiziqlar orasidagi burchakni toping:

1) у  =  2x +  3 va у  =  - i *  +  4; 2) Sx -  у  =  - 7  va 2x -  3y =  - 1 ;

3) 2x +  у  =  0 va Зх  — у  — 4 =  0; 4) x  +  2y =  0 va 2x +  4y =  7;

72



19. 1 ) Здг — 2у — 5 =  0, 2). 6х — 4у + 1 =  О, 3). 6х +  4у — 3 =  О,

4). 2х +  Зу — 6 =  О to’g’ri chiziqlardan parallel va perpendikulyar bo’lganlarini 

ko’rsating.

20. Uchlari Л( 1; 2), B(4 ; 5) va C(7; 2) nuqtalarda bo’lgan uchburchak tomonlari 

tenglamalarini tuzing va uning ichki burchaklarini toping.

V  BOB. IKKINCHI TARTIBLI EGRI CHIZIQ LAR  

Ikkinchi tartibli sirtlarning um um iy tenglamasi

1-ta ’rif. Tenglamalari x  va у  o'zgaruvchi koordinatalarga nisbatan ikkinchi 

darajada bo' Igan chiziqlar ikkinchi tartibli egri chiziqlar deyiladi.

Tekislikdagi ikkinchi tartibli egri chiziqning umumiy tenglamasini quyidagicha yozish mumkin:

Ax2 + Bxy + Cy2 + Dx + Ey + F  = 0 (1)

Bu yerda A, B, C, D, E, F — lar o'zgarmas koeffitsiyentlar bo'lib, /4 ,6 , С 

koeffitsiyentlardan kamida bittasi noldan farqli bo'lishi shart.

Ikkinchi tartibli egri chiziqlarning xususiy hollari aylana, ellips, giperbola va 

parabolada iborat.

1§. Aylana

2-ta’rif. Berilgan M (a;b) nuqtadan berilgan R masofada yotgan nuqtalaming 

geometrik o ’mi, aylana deyiladi.

Markazi M(a-, b) nuqtada, radiusi R ga teng aylana tenglamasi (5-rasm);

(x  -  a ) 2 +  (y  -  b )2 =  R2 (2)

Markazi M (a; 0 ) nuqtada, radiusi R ga teng aylana tenglamasi (6-rasm);

(x  — a )2 +  у 2 =  Д2 (3)

Markazi M (0; b) nuqtada, radiusi R ga teng aylana tenglamasi (7-rasm);

x 2 + (y  -  b )2 =  Rz (4 )

Markazi koordinatalar 0 (0 ; 0 ) boshida va radiusi R ga teng aylana tenglamasi (8- 

rasm);

x 2 + y 2 =  R2 (5 )

Ikkinchi tartibli umumiy tenglama aylana tenglamasi bo'lish uchun:
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1. x 2 va у 2 hadlar oldidagi koeffitsiyentlar teng bo'lishi;

2. x ■ у ko'paytma oldidagi koeffitsiyentning nolga teng bo'lishi zarur va yetarlidir. 

M ( * 0; Уо) nuqtadan aylanaga o’tkazilgan urinma tenglamasi:

x - x 0 + y - y 0 = R 2 (6)

A=C=1, D = - l,  E=3, F — 15, D2+E2-A F= l+9-(-15)=25>0.

Demak, bu tenglama markazi M (l, -3 ) va radiusi R=5 bo'lgan aylanani 

ifodalaydi. Haqiqatan ham

x2+y2-2x+6y-\5=0 => (дг—1 )2—1 +(y+3)2—9—15=0 => (* -1 )2+ ( у в ) 2=25= 52.

2§.Ellips

3-ta’rif. Ixtiyoriy nuqtasidan fokuslar deb ataluvchi F1(c;0), F2(—c; 0) ikk i 

nu'qtasigacha bo’lgan masofalar yig’indisi o'zgarmas 2a ga teng bo'lgan tekislikdagi 

nu'qtalarning geometrik o 'rni ellips deb ataladi.



(7) -e llip sn in g  k a n o n ik  te n g la m a s i d e y ila d i. 

B u  yerda, a 2 -  c2 =  b 2

Y
a

x  = - b a
s

M(x,v) E

X

Ellips. 9-rasm

Koordinata o'qlari ellipsning simmetriya o'qlari deyiladi. Fokuslar yotgan 

simmetriya o'qi ellipsning fokal o'qi deyiladi. Simmetriya o'qlarining kesishgan 

nuqtasi ellips markazi deyiladi. (7) ko'rinishdagi kanonik tenglama bilan berilgan 

ellips uchun fokal o'q OX o'qi bo'lib, uning markazi koordinatalar boshidir. 

Ellipsning simmetriya o'qlari bilan kesishgan nuqtalari A1(a; 0 ),Л 2(—a; 0), 

BjCO; b), B 2(0; —b) -uning uchlari deyiladi. At A2 =  2a -ellipsning katta o'qi, 

Bt B 2 =  2b —uning kichiq o'qi deyiladi.

4-ta’rif. Ellipsning fokuslari orasidagi masofani uning katta o'qiga nisbati 

ellipsning ekssentrisiteti deyiladi va u e harfi bilan belgilanadi, ya’ni

2c с
£ = ^  =  ^ (8)2a a

0 <  с <  a bo'lgani uchun 0 <  e <  1 bo'ladi.

5-ta’rif. Ellipsning ixtiyoriy nuqtasidan uning F1 va F2 fokuslarigacha bo’lgan 

r j  =  l/  ̂M | va r2 =  \F2M \ masofalar shu nuqtaning/оАя/ radiusi deyiladi.

6-ta’rif. Ellipsning direktrissalari deb, uning katta o'qiga perpendikulyar

r r — a +  e x; r 2 =  a — e x  (9)



-Yossa. E llip sn in g  ix t iy o r iy  M (x \ y ) nuqtasidan fokuslarigacha bo'lgan 

masotalarning mos direktrissalargacha bo'lgan masofalarga nisbati s -  ekssentrisitetga 

teng, ya 'ni

r, r 2

т г т 2 = £ (10)

м (ха''Уа) nuqtadan ellipsga o’tkazilgan urinma tenglamasi; 

x ' xo У ' Уо
^  +  — = 1  C11)

M iso l: x 2+4y2=4  tenglama ellipsni ifodalashini ko'rsating va uning barcha 

xarakteristikalarini toping.

Yechish: Dastlab berilgan tenglamani ikkala tomonini 4 soniga bo'lamiz:

2 2

^ + ^ = 1 .
4 1

Bu yerdan berilgan tenglama yarim o'qlari a = 2  va b=\  bo'lgan ellipsni ifodalashini 

ko'ramiz. Unda c2= a 2- b 2 =3 bo‘Igani uchun qaralayotgan ellipsning fokuslari F ,( -  

V3,0) va F 2(%/3 ,0) nuqtalarda joylashganligini ko'ramiz. Bu natijalardan foydalanib, 

ellipsning ekssentrisiteti va direktrisalarini topamiz:

e = -  = — - x = +- = + — -i- = + —  
a  2 ’ ~ e  ~  2  2 ~ ~  4  '

Ellipsga tegishli nuqtaning fokal radiuslari

л/з л/з 
г | = a  +  £X =  2 ч ------ x , r2 =  a +  s x  =  2-\-------x

formulalar bilan topiladi.

Mustaqil yechish uchun topshiriqlar

1 • — +  — =  1 ellipsni grafigini chizing, uning ekstsentrisiteti va fokuslarini toping.

2. Agar ellipsning fokuslari orasidagi masofa 10 ga teng bo’lib, katta yarim o’q 

a =  13 ga teng bo’lsa, uning kanonik tenglamasini tuzing.
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3. Ekstsentrisiteti £ =  0,5, katta yarim o'qi a =  8 ga teng bo’lgan ellipsning 

kanonik tenglamasini tuzing.

4. 9x2 +  25y 2 =  225 ellipsnng yarim o’qlari, fokuslari, ekstsentrisitetini toping. 

Direktritsalari tenglamasini tuzing. Grafigini yasang.

5. Л(5;4л/3) va B (0 ;8 ) nuqtalardan o’tuvchi ellips koordinatalar o’qiga nisbatan 

simmetrik. Uning tenglamasini tuzing. A nuqtadan fokuslargacha bo’lgan masofalar 

(fokal radius-vektorlar) ni toping.

6. 9x2 +  25y2 =  225 ellipsda shunday M (x ;y ) nuqta topingki, undan o’ng 

fokusgacha bo’lgan masofa chap fokusgacha bo’lgan masofadan 4 marta katta 

bo’lsin.

7. x 2 +  y 2 =  100 aylanadagi barcha nuqtalarning ordinatalarini ikk i barabar 

qisqartirishdan hosil bo’lgan yangi egri chiziq tenglamasini tuzing.
g 2  y 2

8. — +  — =  1 ellips fokuslaridan o’tuvchi va markazi ellipsning yuqori uchida 

bo’lgan aylana tenglamasini tuzing.

9. x 2 +  y 2 =  4 aylanadagi har bir nuqtaning abstsissasi uch baravar ortirishdan 

hosil bo’lgan egri chiziqni tenglamasini tuzing.

10. E llip s fokuslarining biridan katta o’qining uchlarigacha bo’lgan masofalar 5 va 1 

ga teng. Uning kanonik tenglamasini tuzing.

11. Markazi M (4 ;3 ) nuqtada va radiusi R =  5 bo’lgan aylana tenglamasini tuzing 

va grafigini yasang. Л (3 ;—1), B ( 4 ;—2) va C(—1 ;—2) nuqtalar aylanada 

yotadimi?

12. j4(3; 4) nuqta berilgan. Diametri OA dan iborat aylana tenglamasini tuzing.

13. x 2 +  4x +  y 2 — 5 =  0 aylanalami markazi va radiusini toping hamda 

grafiklarini chizing.

14. x 2 +  y 2 — 8x — 4y +  11 =  0 aylana bilan x — y — 5 =  0 to’g’r i chiziqning 

kesishish nuqtalarini toping va grafigini yasang.

15. j4(1; 2) nuqtadan o’tuvchi va koordinata o’qlariga urinuvchi aylana tenglamasini 

tuzing va grafiklarini yasang.
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16. Л(4; 4) nuqtadan va x 2 +  у 2 +  4x — 4y =  0 aylana bilan x +  y =  0 to’g’ri 

chiziqning kesishgan nuqtalaridan o’tuvchi aylana tenglamasini yozing.

17. Markazi M (4; 3) nuqtada va radiusi R =  5 bo'lgan aylana tenglamasini tuzing 

va grafigini yasang. Л (3 ;- 1 ) ,  B ( 4 ; - 2 )  va C ( - 1; —2) nuqtalar aylanada 

yotadimi?

18. /4(3; 4) nuqta berilgan. Diametri OA dan iborat aylana tenglamasini tuzing.

19. x 2 +  4x +  y2 — 5 =  0 aylanalami markazi va radiusini toping hamda 

grafiklarini chizing.

20. x 2 +  y 2 — 8x — 4y +  11 =  0 aylana bilan x — y — 5 — 0 to’g’r i chiziqning 

kesishish nuqtalarini toping va grafigini yasang.

3§.Giperbola

7-ta'rif. Ixtiyoriy nuqtasidan fokuslar deb ataluvchi F1(c; 0); F2(—c; 0) ikk i 

nu'qtasigacha bo’lgan masofalar ayirmasi o'zgarmas 2a ga teng bo'lgan tekislikdagi 

nu'qtalarning geometrik o'mi giperbola deb ataladi.

(12)-giperbolaning kanonik tenglamasi deyiladi.

Bu yerda, c2 — a2 =  b2.

Koordinata o'qlari giperbolaning simmetriya o'qlari deyiladi. Fokuslar yotgan 

simmetriya o'qi giperbolaning fokal o'qi deyiladi. Simmetriya o'qlarining kesishgan 

nuqtasi, ya’ni koordinatalar boshi giperbolaning markazi 

deyiladi. /4j(a; 0) va Л2(—a; 0) nuqtalar giperbolaning uchlari deyiladi. 

Giperbolaning OY o'q bilan umumiy nuqtasi yo’q. Shuning uchun 

|/41/42| =  2a -kesma uning haqiqiy o'qi, \BXB 2\ =  2b -kesma esa uning mavhum 

o'qi deyiladi.
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G iperbola. 10-rasm

8-ta’r i f  Giperbolaning A1A2 va B 1B 2 o'qlariga yasalgan to'g'ri 

to'rtburchak diagonallari davomida hosil bo'lgan;

У =  ± Ь- х  (13)

to'g'ri chiziqlar giperbolaning asimptotalari deyiladi. 

Giperbolaning ekssentrisiteti ham ellips kabi

_  с _  yJa2 +  b2 

E ~ “ ~  a ~ л

b2
1 + 7 7  (14)

formula bilan ifodalanadi. Faqat giperbola uchun e >  1, chunki с >  a.

Giperbolaning istalgan M (x;y ) nuqtasidan uning F j(c ;0 ) va f 2(—c; 0)

fokuslarigacha bo'lgan masofalari shu M nuqtaning/оЛа/ radiuslari deyiladi.

( 7i =  a +  e x , r 2 =  -a  +  e x  -  o’ng shox uchun; 
b i =  a — e x , r 2 — -a  — e x  — chap shox uchun.

9-ta’rif. Giperbolaning direktrissalari deb, uning haqiqiy o'qiga 

perpendikulyar bo'lgan va ellips markazidan |±|| masofada o’tuvchi ikkita 

L x va L 2 to 'g 'ri chiziqqa aytiladi.
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Xossa Giperbolaning ix t iy o r iy  M(x-,y) nuqtasidan fokuslarigacha bo'lgan 

masofalarning mos direktrissalargacha bo'lgan masofalarga nisbati с ekssentrisitetga 

teng, va'ni

r ,  r 2

т г т 2 = £ (16)
м  (X0: у  o') nuqtadan giperbolaga o'tkazilgan urinma tenglamasi; 

x ' xo У ' Уо 
—  = 1  <17>

M isol: Quyidagi kanonik tenglamasi bilan berilgan giperbolaning barcha 

xarakteristikalarini toping:

2
------ ^ -  = 1.
16 9

Bu giperbolaning abssissasi x=8, ordinatasi y>0 bo'lgan M nuqtasining fokal

radiuslarini aniqlang.

Fechish: Berilgan tenglamani (12) kanonik tenglama bilan taqqoslab,

giperbolaning haqiqiy va mavhum yarim o'qlari a=4, b=3 ekanligini ko'ramiz. Bu

holda c'=a2+b~ =16+9=25 => c=5 bo'lgani uchun giperbolaning fokuslari F|(-5,0) va

F;(5,0) nuqtalarda joylashganligini aniqlaymiz. Berilgan giperbolaning asimptotalari

b 3 
v = ± - x  = ± - x  = ±0,75.v, 

a 4

ekssentrisiteti e =c/a=5/4=l,25, direktrisalarining tenglamasi esa.t=±a/e 

=±4/l,25=±3,2 bo'ladi. Endi giperbolaning berilgan M(8,y) nuqtasining fokal 

radiuslarini topamiz. Bu nuqta giperbolaning o'ng shoxida joylashgan va shu sababli

(4) formulani “+” ishora bilan qaraymiz:

ri=a+zx=4+\, 25-8=14, r 2= -o+e*=^-4+1, 25-8=6.

Mustaqil yechish uchun topshiriqlar

x 2 — 4 y 2 = 16 giperbola va uning asimptotalari grafigini chizing. Giperbolaning 

fokuslari, ekstsentrisiteti va asimptotalari orasidagi burchakni toping.

2. x 2 -  4y2 =  16 giperbolada ordinatasi 1 ga teng M nuqta olingan. Undan

fokuslarigacha bo'lgan masofalarni toping.
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3. 1) Fokuslar orasidagi masofa 2c = 10, uchlari orasidagi masofa 2a =  8;

2) haqiqiy yarim o'qi a = 2\[S, ekstsentrisiteti £ =  v X 2  bo'lgan giperbolaning 

kanonik tenglamasini tuzing va grafigini yasang.

X2 у  2
4. Uchlari — + ^  = 1 ellipsning fokuslarida. fokuslari esa uning uchlarida bo’lgan 

giperbolaning tenglamasini tuzing.

X2 y 25. — — — = 1 giperbola berilgan. Uning yarim o’qlarini, fokuslari koordinatalarini, 

ekstsentrisitetini, direktrisasi va asimptotalari tenglamalarini tuzing. Grafigini 

chizing.

6. Mavhum o’qi 2b =  4 ga teng, fokusi F1(V 5 ;0) nuqtada bo’lgan giperbola 

tenglamasini tuzing.

X2 y 2
7. — — giperbolaning fokusidan asimptotalarigacha bo’lgan masofa va 

asimptotalari orasidagi burchakni toping.

8. B iro r uchidan fokuslarigacha masofalari 9 va 1 ga teng bo’lgan giperbolaning 

kanonik tenglamasini tuzing.

X2 y z
9. Markazi — ~  ~  = 1  giperbolaning o’ng fokusida bo'lgan, koordinatalar 

boshidan o’tuvchi aylana bilan shu giperbola asimptotalarining kesishish nuqtalarini 

toping.
. . .  3

10. Fokuslari orasidagi masofa 6 ga va ekstsentrisiteti -  ga teng bo’lgan giperbola 

tenglamasini tuzing. Fokuslari abstsissalar o’qida yotadi.

11. x 2 — 4y 2 =  16 giperbola va uning asimptotalari grafigini chizing. Giperbolaning 

fokuslari, ekstsentrisiteti va asimptotalari orasidagi burchakni toping.

12. x 2 — 4 y 2 =  16 giperbolada ordinatasi 1 ga teng M nuqta olingan. Undan 

fokuslarigacha bo’lgan masofalarni toping.

13. 1) Fokuslar orasidagi masofa 2c = 10, uchlari orasidagi masofa 2a =  8;

2) haqiqiy yarim o’qi a =  2л/5, ekstsentrisiteti e =  Vl^2 bo’lgan giperbolaning 

kanonik tenglamasini tuzing va grafigini yasang.
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х у
14. Uchlari — + — = 1 ellipsning fokuslarida, fokuslari esa uning uchlarida

bo'lgan giperbolaning tenglamasini tuzing.

X2 у  2
15. — ~  — = 1  giperbola berilgan. Uning yarim o’qlarini, fokuslari 

koordinatalarini, ekstsentrisitetini, direktrisasi va asimptotalari tenglamalarini tuzing. 

Grafigini chizing.

16. Mavhum o’qi 2b — 4 ga teng, fokusi Рг (\/5;0) nuqtada bo’lgan giperbola 

tenglamasini tuzing.

X2 y2
17. — — ~ = 1  giperbolaning fokusidan asimptotalarigacha bo’lgan masofa va 

asimptotalari orasidagi burchakni toping.

18. B iro r uchidan fokuslarigacha masofalari 9 va 1 ga teng bo’lgan giperbolaning 

kanonik tenglamasini tuzing.

X2 y2
19. Markazi — — — = 1  giperbolaning o’ng fokusida bo’lgan, koordinatalar 

boshidan o’tuvchi aylana bilan shu giperbola asimptotalarining kesishish nuqtalarini 

toping.

20. Fokuslari orasidagi masofa 6 ga va ekstsentrisiteti j  ga teng bo’lgan giperbola 

tenglamasini tuzing. Fokuslari abstsissalar o’qida yotadi.

4§.Parobola

10-ta’rif. Tekislikning har bir nuqtasidan fokus deb ataluvchi

F  ; 0 j  nuqtasigacha va direktrisa deb ataluvchi x =  — | to 'g'ri chiziqqacha

bo’lgan masofalari o'zaro teng bo'lgan tekislikdagi nuqtalarning geometrik o'rniga 

parabola deb ataladi.

Uchi koordinatalar boshida, simmetriya o’qi OX o’qidan iborat bo’lgan parobolaning 

kanonik tenglamasi;

y 2 =  2 px (18)
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Agar parabolaning ix t iy o riy  nuqtasidan uning fokusigacha bo'lgan masofani r  bilan, 

shu nuqtadan direktrisasigacha bo'lgan masofani d bilan belgilasak. parabola 

ta’rifig a  asosan:

r  =  d

tenglik o 'rin li bo'ladi. U holda parabolaning ekssentrisiteti;

£ =  Г-  =  1 ( 1 9 )

11-rasm.



Uchi koordinatalar boshida, simmetriya o’qi OY o’qidan iborat bo’lgan 

parobolaning kanonik tenglamasi;

x 2 =  2 py (20)

M (x0; y 0) nuqtadan parabolaga o’tkazilgan urinma tenglamasi: Simmetriya o’qi OX 

o’qidan iborat parabola uchun;

У ' Уо = p (x  +  x0) (21)

Simmetriya o’qi OY o’qidan iborat parabola uchun;

x - x 0 = p (y  +  y 0) (22)

84



14-rasm

Mustaqil yechish uchun topshiriqlar

1. F (0 ;2 )  nuqtadan va у  =  4 to’g’r i chiziqdan bir x i l uzoqlashgan nuqtalar 

geometrik o’rnining tenglamasini tuzing. Bu egri chiziqning koordinata o’qlari bilan 

kesishgan nuqtalarini toping va grafigini yasang.

2. Koordinatalar boshidan va x =  - 4  to’g’r i chiziqdan bir x il uzoqlikda bo’lgan 

nuqtalar geometrik o’mining tenglamasini tuzing. Bu egri chiziqning koordinata 

o’qlari bilan kesishgan nuqtalarini toping va grafigini yasang.

3. 1). y 2 =  Ax; 2). y 2 =  -4 x ; 3). x 2 =  4y; 4). x 2 -  - 4 у tenglamalar bilan 

berilgan parabolalar hamda ularning fokuslari va direktrisalarini yasang. Direktrisa 

tenglamasini tuzing.
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4. 1). /1(0; 0 ) va 6 ( 1 ;—3) nuqtalardan o'tuvchi va OX o’qqa nisbatan 

sim m etrik ; 2 ). 0 (0 ;  0 ) va C (2 ; —4 ) nuqtalardan o'tuvchi va OY nisbatan 

sim m etrik bo'lgan parabola tenglamasini tuzing.

5. x 2 +  y 2 +  4y =  0 aylana va x +  у =  0 to g'ri chziqning kesishgan nuqtalaridan 

o'tib, OY o’qqa nisbatan simmetrik bo’lgan parabolaning va uning direktrisasini 

tenglamalarini tuzing hamda grafigini yasang.

6. y 2 =  6x parabola berilgan. Uning fokusini toping va direktrisa tenglamasini 

tuzing. Grafigini yasang.

7. y 2 =  —Ax parabolaning fokusidan o’tuvchi va OX o’q bilan 120° burchak 

tashkil etuvchi to’g 'ri chiziq tenglamasini tuzing hamda hosil bo’lgan vatarning 

uzunligini toping.

8. y 2 =  8x parabolaning у =  —x to'g’ri chiziqqa parallel bo’lgan urinma 

tenglamasini tuzing.

9. F (0 ;2 )  nuqtadan va у =  4 to’g 'ri chiziqdan bir x il uzoqlashgan nuqtalar 

geometrik o’rnining tenglamasini tuzing. Bu egri chiziqning koordinata o’qlari bilan 

kesishgan nuqtalarini toping va grafigini yasang.

10. Koordinatalar boshidan va x =  — 4 to’g’ri chiziqdan bir x i l uzoqlikda bo’lgan 

nuqtalar geometrik o’rnining tenglamasini tuzing. Bu egri chiziqning koordinata 

o’qlari bilan kesishgan nuqtalarini toping va grafigini yasang.

11. 1). y 2 =  4x; 2). y 2 =  —4x; 3). x 2 =  4y; 4). x 2 =  —4y tenglamalar bilan 

berilgan parabolalar hamda ularning fokuslari va direktrisalarini yasang. Direktrisa 

tenglamasini tuzing.

12. 1). Л(0; 0) va f i ( l ;  — 3) nuqtalardan o'tuvchi va OX o’qqa nisbatan 

simmetrik; 2). 0(0; 0) va C (2 ;—4) nuqtalardan o’tuvchi va OY nisbatan 

simmetrik bo’lgan parabola tenglamasini tuzing.

13. x 2 +  y 2 +  4y =  0 aylana va x +  y =  0 to’g’ri chziqning kesishgan 

nuqtalaridan o’tib, OY o’qqa nisbatan simmetrik bo’lgan parabolaning va uning 

direktrisasini tenglamalarini tuzing hamda grafigini yasang.
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14. у 2 -  Ьх parabola berilgan. Uning fokusini toping va direktrisa tenglamasini 

tuzing. Grafigini yasang.

15. y 2 = —4x parabolaning fokusidan o’tuvchi va OX o'q bilan 120° burchak 

tashkil etuvchi to’g’ri chiziq tenglamasini tuzing hamda hosil bo’lgan vatarning 

uzunligini toping.

16. y 2 = 8x parabolaning у =  —x to’g’ri chiziqqa parallel bo’lgan urinma 

tenglamasini tuzing.

17. F ( 0; 2) nuqtadan va у  =  4 to’g’ri chiziqdan bir x il uzoqlashgan nuqtalar 

geometrik o’rnining tenglamasini tuzing. Bu egri chiziqning koordinata o’qlari bilan 

kesishgan nuqtalarini toping va grafigini yasang.

18. Koordinatalar boshidan va x =  —4 to’g’r i chiziqdan bir x il uzoqlikda bo’lgan 

nuqtalar geometrik o’rnining tenglamasini tuzing. Bu egri chiziqning koordinata 

o’qlari bilan kesishgan nuqtalarini toping va grafigini yasang.

19. 1). y 2 =  4x; 2). y 2 =  —4x; 3). x 2 — 4y; 4). x 2 — —4у tenglamalar bilan 

berilgan parabolalar hamda ulaming fokuslari va direktrisalarini yasang. Direktrisa 

tenglamasini tuzing.

20. 1). -4(0; 0) va B ( l ; —3) nuqtalardan o’tuvchi va OX o’qqa nisbatan 

simmetrik; 2). 0 (0 ; 0) va С(2; —4) nuqtalardan o’tuvchi va OY nisbatan 

simmetrik bo’lgan parabola tenglamasini tuzing.

VI BOB. FAZODA T O 'G 'R I CHIZIQ VA TEK ISLIK  TENGLAM ALARI 

l-§ .T ekislik  tenglam asi

1-ta’rif. Quyidagi

Ax 4- By +  Cz +  D =  0 (1)

tenglama tekisiikning umumiy tenglamasi deyiladi.

Bu yerda A, B,C  va D berilgan sonlar bo’lib, А, В, С lar noma’lumlar oldidagi 

koeffitsient, D ozod son deyiladi.

n(A; В; C) vektor tekislikka perpendikulyar bo’lib, uning normal 

(yo’naltiruvchi) vektori deyiladi.
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1°. 1 - Agar D =  0 bo'lsa. Ax + By  +  Cz =  0 tekislik koordinatalar boshidan 

o'tadi.

2.a) Agar A =  0 bo'lsa, By  +  Cz +  D =  0 tekislik OX o'qiga parallel 

bo'ladi.

b) Agar В  =  0 bo'lsa, Ax +  Cz +  D =  0 tekislik OY o'qiga parallel bo'ladi.

c) Agar С =  0 bo'lsa, Ax +  By +  D =  0 tekislik OZ o'qiga parallel bo'ladi.

3.a) Agar A =  D =  0 bo'lsa, By +  Cz — 0 tekislik OX o'qidan o'tadi.

b) Agar В  =  D =  0 bo'lsa, Ax + Cz =  0 tekislik OY o'qidan o'tadi.

c) Agar С =  D — 0 bo'lsa, Ax +  By  — 0 tekislik OZ o'qidan o’tadi.

4.a) Agar A =  В =  0 bo'lsa, Cz +  D — 0 tekislik XOY tekislikka parallel 

bo'ladi.

b) Agar A — С =  0 bo'lsa, B y  +  D =  0 tekislik XOZ tekislikka parallel 

bo'ladi.

c) Agar В  =  С =  0 bo'lsa, Ax +  D =  0 tekislik YOZ tekislikka parallel bo'ladi.

2°. Koordinata tekisliklarining tenglamalari: x =  0, у  =  0 v a z  =  0.

3°.Tekislikning koordinata o’qlaridan ajratgan kesmalar bo’yicha tenglamasi:

(2)
4°. Berilgan uchta (x1( ylt z j ,  M2(x2,y 2, z 2) va M3 (x3, y3, z 3) nuqtalardan 

o’tuvchi tekislik tenglamasi:

x - * i  У - У г  z - z t
*2 У г -  Ух z 2 -  Z j
* з - * 1  Уз ~У\ z 3 - z x

=  0 (3)

M isol sifatida berilgan uchta M ,(l,2 ,3), M2(-1,0,0) va M3(3,0,l) nuqtalardan 

o'tuvchi tekislik tenglamasini topamiz:

x — 1 у  — 2 : - 3
2 2 3

2 - 2 - 2
=  0 :

—4(x-l)+6(y-2) -4 ( r -3 ) -4(r-3)+4(y-2)+6(jc-l )=0=>

2(л—l)+10(y-2) -8(r-3)=0 (x—l)+5(y-2) -4(r-3)=0=> x + 5y -4 r+ l= 0 .
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5°. M0(x0,y 0,z 0) nuqtadan Ax + By  +  Cz + D =  0 tekislikkacha bo'lgan 

masofa:

\Ax0 + B y 0 + Cz0 + D  |
d = -------  —-----  (4)

у!  A 2 + B 2 +  c 2
Masalan, M0( 1,2,3) nuqtadan 2x-2y+r-3=0 umumiy tenglama bilan 

ifodalanuvchi tekislikkacha boMgan d masofani topamiz:

|2 • 1 + (-2) ■ 2 +1 • 3 + (—3)| 2
d = '-

л/22 + (-2 )2 + 12

6°. Агх +  5 гу  +  CjZ +  D1 =  0 va A2x +  B 2y +  C2z +  D2 =  0 tekisliklar 

orasidagi burchak, ularning normal т^А ^  Я г ; Сг) va n(A2; B2; С2) vektorlari 

orasidagi burchakka teng:

mem -  "  -  AlAz +  B lB z  +  ClC2
C0SCp |m| • \n\ +  в 2 +  C2ylA2 +  В 2 +  С2

Masalan, umumiy tenglamalari x+2y+2:+7=Q va 16л: + 12y-15r-l=0 bo‘lgan 

tekisliklar orasidagi ikk i yoqli a burchakni topamiz:

1 • 16 + 2-12 + 2- (-15) 10 2 2 ---------  -  ---------^>or = arccos—
yll 2 + 2 2 + 2 2 -yj\62 + 1 2 2 + ( - 1 5 ) 2 V 9 -V 6 2 5  15 15

a) tekisliklarning parallellik sharti:

d i  =  £ i  =  ^  (6) 
a 2 b 2 c2

b) tekisliklarning perpendikulyarlik sharti:

A±A2 +  B iB 2 +  CiC2 — 0 (7)

Masalan, umumiy tenglamalari 6x+3y-2;+7=0 va x+2y+6r-l=0 boMgan Pi va 

P 2 tekisliklar uchun

A,A2 + B ,B 2 + C,C2=6-1+3 2+(-2) 6=0 

bo'lgani uchun ular peфendikulardir.

Mustaqilyechish uchun topshiriqlar

1. 1). 2x +  3 y - z  +  5 =  0; 2). x + y - z  =  0; 3 ) . y - 3 z  +  4 = 0;

4). x +  2z — 5 =  0; 5). 3x — 6 =  0 tekisliklami yasang.
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2. М(0; — 1; 3) va Л/( 1; 3; 5) nuqtalar berilgan. М nuqtadan o'tuvchi va i i  =  MN  

vektorga perpendikulyar tekislik tenglamasini tuzing.

3. M ( 0 ; l ; 3 ) v a  iV(2;4;5) nuqtalardan o'tuvchi va OX o'qiga parallel tekislik 

tenglamasini tuzing.

4. OZ o'qdan va M (2 ;—4; 3) nuqtadan o'tuvchi tekislik tenglamasini tuzing.

5. OX o’qqa parallel, OY va OZ o’qlaridan 5 va 4 b irlik  kesmalar ajratuvchi 

tekislik tenglamasini tuzing.

6. M (— 1; 2; 1), /V(2; 3; — 2)va P (3; 4; 2) nuqtalardan o’tuvchi tekislik 

tenglamasini tuzing.

7. M { 1; 2; 3) nuqtadan o’tuvchi va koordinatalar o'qlaridan teng kesmalar ajratuvchi 

tekislik tenglamasini tuzing.

8. x — 2y +  2z — 8 — Ovax +  z — 6 — 0 tekisliklar orasidagi burchakni toping.

9. M( 1; 2; 0) nuqtadan o’tuvchi va x +  2y — 3z — 0 tekislikka parallel tekislik 

tenglamasini tuzing.

10. M (—1; —1; 2) nuqtadan o’tuvchi va x — 2y +  z  =  4 hamda x +  2y — 2z =  

—4 tekisliklarga perpendikulyar tekislik tenglamasini tuzing.

11. M (—1; 2; 0) va /V(1; 1; 2) nuqtalardan o'tuvchi hamda x  +  2y + 2z — 4 =  0 

tekislikka perpendikulyar tekislik tenglamasini tuzing.

12. 3x — y  +  z =  0 v a x  +  3y +  4 =  0 tekisliklar orasidagi burchakni toping.

13. Quyidagi tekisliklar 1). x +  y — z =  —4; 2). 2x +  2y — 2z =  0;

3). Зх — у  +  2z =  5; 4). 2x +  у  +  z  =  — 3 orasidan parallel va

perpendikulyarlarini ko’rsating.

14. 4x +  3y — 5z — 8 =  0 va 4x +  3y — 5z + 12 =  0 parallel tekisliklar orasidagi 

masofani toping.

15. 2x — у  +  3z — 9 =  0; Зх +  у  — 4z +  6 =  0 va x +  2y +  2z — 3 =  0 

tekisliklarning kesishish nuqtasini toping.

16. M (— 1; 2; 1), N (2 ;3 ;—2)va P ( 3; 4; 2) nuqtalardan o’tuvchi tekislik 

tenglamasini tuzing.
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17. М (  1 ; 2 ; 3 )  nuqtadan o 'tu v c h i va k o o rd in a ta la r o 'q la rid a n  te ng  kesm a la r 

a jra tu vc h i te k is l ik  te n g la m a sin i tu z in g .

18. x — 2y +  2z — 8 =  0 vax +  z — 6 =  0 te k is l ik la r  o rasidag i b u rc h a kn i to p in g .

19. M ( l ; 2 ; 0 )  nuqtadan o'tuvchi va x +  2y — 3z = 0 tekislikka parallel tekislik 

tenglamasini tuzing.

20. M (—1; —1; 2) nuqtadan o’tuvchi va x — 2y +  z  =  4 hamda x  +  2y — 2z = 

—4 tekisliklarga perpendikulyar tekislik tenglamasini tuzing.

2§. Fazoda to’g’r i  chiziq

1°. M(x0,y 0,z o) nuqtadan o’tuvchi va s(m;n;p') yo'naltiruvchi vektorga ega 

bo’lgan to’g’ri chiziqning kanonik tenglamasi:

* - x 0 =  У - У о  =  z - z 0 
m n p

2°. (1) tenglamadagi har bir nisbatni t parametrga tenglab, to’g’ri chiziqning 

x =  m t +  x0
у =  n t +  y0 (2)

. z  =  pt +  z 0

parametrik tenglamasini hosil qilamiz.

Masalan, kanonik tenglamasi

x - 5 _ y + l _  г
3 ~ 4 ~ - 2

bo'lgan to'g'ri chiziqning parametrik tenglamasi

*=5+3/, y=~ 1 +4t, z=-21

ko'rinishda bo'ladi.

3°. Berilgan M(_x1,y 1,z 1) va N(x2,y2, z2) nuqtalardan o’tuvchi to’g’ri chiziq 

tenglamasi:
x ~ x 1 _  y - y i  _  z - z 1 
x2 - x t У2 -  у, z 2 -  Z j 

Masalan, M ,(5 ,-l,2 ) va M2(_ 3,6,4) nuqtalardan o'tuvchi to'g'ri chiziq 

tenglamasi quyidagicha bo'ladi:
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j c  — 5 _ y  + \ _ z - 2 ^ x - 5  y  + 1 
- 3 - 5  6 + 1 ~~ 4 — 2 - 8  _  7

4°. Fazodagi to’g’r i chiziqning umumiy tenglamasi:

(A1x +  B t y +  Cxz +  Dj =  0 
{A2x +  B2y +  C2z +  D2 =  0 (4)

bu yerda

—  ф —  ф —
a 2 b 2 c2

Bu to’g’r i chiziqning yo’naltiruvchi vektori

s =  m x n =
i j  к 

A i B j  Ci 
A2 B 2 C2

(5)

Masalan, kanonik tenglamasi

x - 3  _ y  + l _ z - 4
2 ~  - 5  6

boMgan to‘g‘r i chiziqning umumiy tenglamalaridan birini topamiz: 

x - 3  : - 4
2 6 . 

y + 1 - - 4 ' 6(y +1) = -5(2  -  4) |6y + 5 r - 1 4  = 0

Зле -  г  -  5 = 0

-5 6

5°. (4) tenglamadan bir marta у  ni, ikkinchi marta x yo’qotib, to’g’r i chiziqnir 

proektsiyalari bo’yicha yozilgan tenglamasiga ega bo’lamiz:

(X — mz +  x0
у =  nz +  y0 (6)

(6) tenglamani ushbu

x ~ x 0 у  -  y0 z  -  z 0
m n 1

kanonik ko’rinishda yozish mumkin.

, 0 x -  x t у - у г z - z x x - x 2 y - y 2 z - z 2
6U.--------- -- --------- = ---------- va ----------—------------- --------- .

m, щ  pj m2 n2 p2

to’g’r i  chiziqlar orasidagi burchak, ulaming yo’naltiruvchi vektorla

% (m j; щ ; рг) va s^(m2; n2; p2) orasidagi burchakka teng:
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Si ■ s .
costp = ■

m^m2 + щ п 2 +  P j P 2

l^ i I ' 1 2̂ 1 yjm\ +  n\ +  ply]m\  +  n\ +  p f

a) Ikk i to'g’ri chiziqning perpendikulyarlik sharti:

~sl ■ =  0 yoki m1m2 + щ п2 +  P iP 2 =  О

b) Ikk i to’g’ri chiziqning parallellik sharti:

mi  =  n1 = P1
m 2 n 2 p2

c) Ikk i to’g’ri chiziqning ustma-ust tushish sharti:

Щ_ =  Щ = Р1 x2 -  Xj _  y2 -  y t _  z 2 -  z t 
т г n 2 p2 m a щ  p1

d) Ikk i to’g’ri chiziqning kesishish sharti:

X2 - * 1  y2 — У1 Z2 -  z a
Щ p 1 = 0
n2 p2

e) Ikk i to’g’r i chiziqning ayqash bo’lish lik  sharti:

x 2 “  * i  У г ~  У1 z 2 -  z,
™ i щ Р\ *  0 
m 2 n 2 p2

Masalan, kanonik tenglamalari

jc — 1 у z + 3 x y  + 2 г 
1 ~ -  4 ~ 1 ’ 2 ~  - 2  ~ - l  

bo‘lgan to‘g‘ri chiziqlar orasidagi ф burchakni topamiz:

1 • 2 + (—4)(—2) + !• (-!)  1

m i  
m2

coscp — -------------  ------------  -
V1 + 16 + W 4 + 4 + 1 V2

Kanonik tenglamalari

p = 45u

(7)

(8 )

(9)

(10) 

(11)

(12)

T x -\  y + 3 2 - 4  r x - 5 _ y _ : + 7  
- 6  4 8 2 - 3  2 4 

bo‘lgan to‘g‘ri chiziqlar esa parallel, chunki

^ -  = —  = 2 ^  = -  = 2 ^ -  = -  = 2=> ^  = ^  = ^  = 2
m2 -  3 

ya’ni (9) shart bajariladi.

7°. a). M jO q .y^ Zj) nuqtadan

P i  4 W2 «2 P i

X - X 0 у - у о z  - z 0
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to ’g ’ r i  c h iziq q a c ha  b o 'lg a n  m aso fa :

d =
|s x  M 1M 0 1

m

m m
1*0 “ *1 y 0 “  У11 \Уо — V l  Z q - z J  | Z0 - Z !  Xq X i

(1 3 )
л / т 2 +  n2 4- p2

bu yerda M0(x0,y 0,z 0) to’g’ri chiziqqa tegishli nuqta va s(m ;n ;p ) vektor to’g'ri 

chiziqning yo’naltiruvchi vektori.

x - x x y - y j  z - z j  x - x 2 y - y 2 z - z 2
b).  = ---------- = ----------  va

Pi m, P2
ikk i ayqash to’g’ri chiziqlar orasidagi eng qisqa masofa:

d =  ■

*2 - * 1 У2 - У 1 Z2 - Z j

\мгм 2 ■^■5^1 _
m i P i
m2 n 2 V2IE"•i! + n2|

|*i P i 
I?l2 P2

2 +  IP1 
IP2

rn j i2 
m2|

(14)

bu yerda M1(x1,y 1,z 1) va M2(x2,y 2,z 2) nuqtalar mos ravishda to’g’r i chiziqlarga 

tegishli, s^(m1;n 1;p1) va s^(m2;n 2;p2) lar esa ularning yo’naltiruvchi 

vektorlari.

3§.To’g’r i  chiziq va tekislik

1 . - j j j— =  — =  ——  to’g’ri chiziq va Ax +  By  +  Cz + D =  0 tekislik orasidagi0̂ *-*0 _  У-У0 _  z~zo 
m

burchak:

sinip =
Л т  +  Bn  +  Cp

( 1)
\M2 +  B 2 +  C2y/m2 + n 2 +  p2

Bu yerda s(m ; n; p) —to’g’ri chiziqning yo’naltiruvchi vektori, £(Л; В; С)- 

tekislikning normal vektori.

Masalan, kanonik tenglamasi

x  + l  _ y - 2  z - 1
1 _  V2 ~ ~ r

bo‘lgan L  to‘g‘r i chiziq va umumiy tenglamasi
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(3)

х  +  y j l  -  :  +  1 =  О 

bo‘lgan P  tekislik orasidagi burchak

1 ■ 1 + л/2 • 4 l  + 1 ■ (-1) 2 1 . 1 лSinq = —=  = — , =  = ----- = - = > a  = a rc sin -= j>0 .
^\2 + ( 4 i ) 2 +\2 -^/l2 + ( 4 i ) 2 + ( - i ) 2 2 ' 2 2 2

a) To ’g’ri chiziq va tekislikning parallellik sharti:

Am + Bn +  Cp =  0 (2)

b) Ularning perpendikulyarlik sharti:

A _ B  _  С 
m n p

1-misol: L  to‘g‘ri chiziqning

x + l _ y  — 2 _  z + 3
3 n —2

kanonik tenglamasidagi n parametr qanday qiymat qabul etganda u umumiy 

tenglamasi x-3_y+6r+7=0 boMgan tekislikka parallel boMadi ?

Yechish: To ‘g‘r i chiziq va tekislikning (2) parallellik shartidan foydalanamiz:

3 -l+ (-3 )«+ (-2 ) -6=0 => n = -3.

2-misol: L  to‘g‘ri chiziqning

x - 2  _  у  + 1 _  z - 5
4 ”  - 3

kanonik tenglamasidagi n va P  tekislikning 3x~2>’+C r+l=0 umumiy tenglamasidagi

С parametrlaming qanday qiymatida ular o‘zaro perpendikular boMadilar ?

Yechish: To ‘g‘ri chiziq va tekislikning (3) perpendikularlik shartidan

. . .  m 4 - 3  3 1
foydalanamiz: — = —  = —  =>m = -b, С = — = 1 —. 

y 3 - 2  С 2 2

c) T o ’g’r i chiziqning tekislikda yotish sharti:

Am +  Bn +  Cp =  0 va Ax0 +  By0 +  Cz0 +  D =  0 (4)

d) To ’g’r i chiziq bilan tekislikning kesishgan nuqtasi. To ’g’r i chiziq tenglamalarini 

parametrik x =  mt +  x0, у =  n t + y 0, z =  pt +  z0 ko’rinishda yozib, 

tekislikning Ax +  By +  Cz +  D =  0 tenglamasidagi x; y; z  larni o’miga qo’yamiz.
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Natijada t  ga nisbatan tenglama ho sil bo’ladi. H o s il bo’lgan tenglamadan t 0 ni

topib, so’ngra kesishgan nuqta koordinatalari ( x j t o p i l a d .

e) Ik k i to’g’r i chiziqning b ir tek islikda yotish sharti:

x i  ~ x o У 1 -  У о z ,  -  z 0 
?7li щ Pi =  0

m? V2
(5)

Mustaqil yechish uchun topshiriqlar

1. у =  3x — l ;3 x  +  2z =  2 to’g’ri chiziq bilan 2x +  у  +  z  =  0 tekislik orasidagi 

burchakni toping.
X + l  y + 4 z+2

2. —  =  —  =  —  to’g’ri chiziq 2x + y  -  z =  0 tekislikka parallel ekanligini 

ko’rsating.
X + l V + 1 Z_1

3. —  =  —  =  — to’g’r i chiziq va 3x -  3y +  2z +  1 =  0 tekislik orasidagi 

burchakni toping.
X—4 У+1 z —1

4. —  =  —  =  —  to’g’ri chiziq va x +  2y -  2z =  0 tekislikning holatini aniqlang.

X—7 y —4 z —5
5 . —  =  —  =  — to’g’ri chiziq va Зх — у +  2z =  5 tekislikning kesishish 

nuqtasini toping.
x —2 у —3 z+1

6. - j j -  =  —  =  —  to'g’r i chiziqdan o’tuvchi va x +  4y — 3z =  — 7 tekislikka 

perpendikulyar tekislik tenglamasini tuzing.

7. M (1 ;0 ;— 2) nuqtadan to’g’ri chiziqqacha bo’lgan masofani 

toping.

8. M(4 ;3 ;0)  nuqtadan o’tuvchi va n (—1; 2; 4) vektorga parallel bo’lgan to’g’ri 

chiziq tenglamasini tuzing.

9. M ( l;  2; — 3) va N (4; 1; — 2) nuqtalardan o’tuvchi to’g’ri chiziq tenglamasini 

tuzing.

1 0 . ^ -  =  ^ ^  =  ^  va to’g’r i chiziqlar orasidagi burchakni 

toping.
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(х — 2 у + z =  4
11. М (—1; 2; 1) nuqtadan o’tuvchi va \2x + у — z — S to’g'ri chiziqqa parallel

bo'lgan to'g'ri chiziq tenglamasini tuzing.

(2x -  y — 7 =  0 i3x  — 2y +  8 =  0 , . . . • • , • . • . . , p  < va \ to s ri chiziqlar orasidagi burchak
' l 2 x - z  +  5 = 0 I  3 x - z  = 0 & M &

kosinusini toping.

13. M(4;3;0)  nuqtadan o’tuvchi va n (— 1; 2; 4) vektorga parallel bo’lgan to'g'ri 

chiziq tenglamasini tuzing.

14. M ( l ; 2 ; — 3)va  N (4; 1; —2) nuqtalardan o’tuvchi to’g’ri chiziq tenglamasini 

tuzing.

15. ~j~ =  ^4~ =  ~ 5  va ~г~ =  =  to'g’ri chiziqlar orasidagi burchakni 

toping.

{x — 2 у z — 4
2 X +  у  _  z — 5 t0’g’r ‘ chiziqqa parallel

bo’lgan to’g’ri chiziq tenglamasini tuzing.

17. (2x ^  ̂ ~   ̂ va 2y +  8 — 0 t0 ’g’r j chiziqlar orasidagi burchak 
l 2 x - z  +  5 =  0 I  3 i - z  =  0 e M

kosinusini toping.

18. M(4; 3; 0) nuqtadan o'tuvchi va n (—1;2 ;4 ) vektorga parallel bo’lgan to’g’ri 

chiziq tenglamasini tuzing.

19. M ( l ; 2 ; — 3) va N (4; 1; —2) nuqtalardan o’tuvchi to’g’r i chiziq tenglamasini 

tuzing.

20. va =  to’g’ri chiziqlar orasidagi burchakni 

toping.

V I I  BOB. M A T E M A T IK  A N A L IZ  E L E M E N T L A R I 

l-§ . To ’plamlar va ular ustida amallar

To'plam tushunchasi matematikaning boshlang’ich tushunchalaridan biri bo’lib, 

unga ta’r i f  berilmaydi, balki, uni misollar orqali tushintiriladi.

To'plam tushunchasi to'plamlar nazariyasining asoschisi bo'lgan nemis

matematigi Georg Kantor tomonidan (1845-1908 y.) kiritilgan.
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1-ta'rif To'plamni tashkil qiluvchi obektlar uning elementlari deyiladi. 

To'plamlar lotin yoki grek alifbosining katta harflari A ,B ,C ,D ,... lar bilan,

uning elementlari esa, shu alifboning kichik harflari a, b, c, d ,... lar bilan belgilanadi. 

To'plam ikk i turga bo'linadi: chekli to'plam va cheksiz to’plam.

2-ta 'rif CHekli elementlardan tashkil topgan to'plam chekli to'plam.cheksiz 

elementlardan tashkil topgan to’plam esa aksincha, cheksiz to'plam deyiladi.

«a element A to'plamga tegishli» bo’lsa a E A, tegishli bo’lmasa, a <£ A kabi 

belgilanadi.

3-ta'rif. Birorta ham elementga ega bo'lmagan to'plam bo sh to'plam deyiladi 

va u 0 kabi belgilanadi.

4-ta'rif. Agar В to'plamning har bir elementi A to'plamning ham elementi 

bo'lsa, В to'plam A to'plamning qismi yoki qismiy to’plami deyiladi va В с A kabi 

belgilanadi.

5-ta'rif. Agar A to'plam В to’plamning qismi, В to’plam A to’plamning 

qismi,ya’ni А с В va В с A bo’lsa, u holda A va В  to'plamlar bir biriga teng 

to’plamlar deyiladi va A =  В kabi belgilanadi.

6-ta'rif. Agar В to'plamning barcha elementlari A to'plamning elementi bo'lib, 

shu bilan birga A to’plamda yana В ga tegishli bo'lmagan elementlar ham bor 

bo'lsa, В to'plam A to'plamningxas qism to'plami deyiladi.

7-ta'rif. A to'plamning o'zi va bo'sh to'plam, A to'plamning 

xosmas qism to'plami deyiladi.

Ikkita to'plam orasidagi munosabatlar quyidagicha bo'ladi:

1. A={a,b,c,d,e} va B= {b,d,k,e} to'plamlar kesishadi 1-rasm

va ular bir-biriga qism to’plam bo'lmaydi:

2. A={a,b,c,d,e} va B={c,d,e} to'plamlar berilgan

bo'lsin. В  to'plam A to'plamning xos qism 2 - rasm

to'plam ekanligi quyidagi ko'rinishda tasvirlanadi:

3. Kesishmaydigan A={a,b,c,d,e} va B={m,n,k,p}
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to 'p lam la r  quyidagi ko 'r in ishda  tasvirlanadi:

4. Teng  A={a,b,c ,d ,e]  va  B={b,d ,a,e,c} to 'p lam la r  

ustm a-ust  tushgan doiralar bilan tasvirlanadi

To ’plamosti Belgilanishi Tasvirlanish i Nomlanishi

x f x e  R , a < x < b
(a, b) < ^7 ~ТГЪ>о. о Interval

x/ .x  e R, a  < x  < b
[a,b]

а b
Kesma

x / x  e  R , a  < x  < b
[a,b) 7 7 % ,  

а b
Yarim interval 

yoki yarim kesma

x / x  e  R , a  < x  <b
(a, b] а ь

Yarim interval 

yoki yarim kesma

x / x  e  R , x  > a
( «  : +co) а Ochiq nur

x / x  €  R , x  > a
[ a : + 00)

а

Nur yoki yarim 

to’g’r i chiziq

x / x  e R , x  < a
( -с о : a) \ W  4 N

а Ochiq nur

x / x  e R , x  < a
(-<x>: a] \\\ NN

а
Nur

iV-natural sonlar to’plami, Z -  butun sonlar to’plami, N0-  butun nomanfiy sonlar 

to’plami, Q -  ratsional sonlar to’plami, R  -  haqiqiy sonlar to’plami.

R  to’plamning to’plam ostisini koordinatalar o’qida tasvirlash mumkin. Agar

а.ь e r  va a<b bo’lsa, quyidagi belgilashni k iritish  mumkin.

8-ta’r i f  A vaB to'plamlarning barcha elementlaridan tashkil topgan to'plam A

va В to’plamlarning yig’indisi (birlashmasi) deyiladi va A U В kabi yoziladi.
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To'plamlarning birlashmasi geometrik nuqtai nazardan figuralarning barcha 
nuqtalaridan tashkil topgan to'plamni bildiradi.

7-rasm 8-rasm
7,8-rasntlarda shtrixlangan soha A va В  to'plamlarning birlashmasini 

bildiradi.
Misollar.

1. A = {a,b,c,d) , в  = {a,b,c,d,e, f )  to'plamlarning birlashmasi
А и В = {«, с, d, e, / }  ga teng.
2. a = {3, 4 ,5 ,6 } va b  = { 6 ,7 ,8,9 ,10} to'plamlar uchun A U S  = {3,4,5,6,7,8,9,10} 
ga teng.

9-ta 'rif A va В to'plamlarning barcha umumiy elementlaridan tashkil topgan 

to'plam A vaB to’plamlarning ko’paytmasi (kesishmasi) deyiladi va A n В  kabi 

yoziladi.

Y / / / / / / / A r Д
6-rasm

5-rasntda shtrixlangan qism A va В  to'plamlar kesishmasini, 6-rasmda \CB] 
kesma [AB] va [CD] kesmalar kesishmasini ifodalaydi.

Masalan,
1. A = {a,b,c,d,e} va в = {a,c,d,e,f} to'plamlar uchun: AC\B = {a,c,d,e} 
ga teng.
2. A = { 1,2,3,4,5,6} va С -  {5,6,9,10,11} to'plamlarning kesishmasi ushbuga 
teng: а Г\С = {5,6}

3. A = {2,3,4} v« В -{7 ,8 ,9 } to 'plamlarning kesishmasi bo sh to'plam:
АП B = 0

10-ta’rif. A to'plamning В to'plamga tegishli bo’lmagan elementlaridan tashkil 

topgan to’plam A to’plamdan В to’plamning ayirmasi deyiladi va A\B kabi yoziladi.

To'plamlarning ayirmasi 9-rasmda ko'rsatilgan shtrixlangan sohani bildiradi

S-rasm

A \B 9-rasm
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Misollar.
I  A = {1,2,3,4} va B  = {3,4,5,6,7,8} uchun Л\5 = {1,2}

2 ' A = {1,2,3,4,5} va B  = {6,7,8} uchun л \ в  = {\,2,3,4.5}

5, A = {1,2,3} va В  = {1,2,3,4,5} uchun a \ b  = 0

11-ta’rif. A to’plamaning В to’plamga tegishli bo’lmagan elementlaridan va В

to’plamning A to’plamga tegishli bo'lmagan elementlaridan tashkil topgan to'plam A 

va В to'plamlarning simmetrik ayirmasi deyiladi va ЛДВ kabi yoziladi.

Ta’rifdan ko'rinadiki, simmetrik ayirma ЛДВ =  (A\B) и (В\Л) dan iborat ekan.

12-ta’rif. Birinchi elementi A to’plamdan, ikkinchi elementi В to’plamdan 

olingan (a;b)(a E A , b e B )  ko’rinishdagi juftliklardan tuzilgan to’plamga A va В 

to’plamlarning Dekart ko’paytmasi yoki to ’g ’r i ko’paytmasi deyiladi va A x  В  kabi 

yoziladi.

MisoL A = {4,5,7} va В  = {-1,2,3,4} to'plamlar berilgan bo'lsin. U  holda A va 
В  to'plamlarning dekart ko'paytmasi quyidagicha bo'ladi:

13-ta’rif. Agar A to’plam В to'plamning qismi ya’ni A c  В bo’Isa, ushbu 

B\A =  [x:x  e B ,x  € A] to'plam A to’plamni В to’plamga to’ldiruvchi to’plam 

deyiladi va CA yoki CBA kabi belgilanadi.

10-rasm

11-rasm
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To 'plamlar ustida amallarniitg xossalari

l°-xossa. Kommutativlik;

А П В = В П A (1)

A U В = В U A (2) 

2°-xossa. Assotsiativlik;

{A U В) и С = A U (B U C) (3)

(Л П В) П С = А П (B n C) (4) 

3°-xossa. Distributivlik;

A U (В  П C) = (A U В) П (A U C) (5)

А П (B U C) = {А П B) U (Л П C) (6) 

4°-xossa. Idempotentlik;

A U A  =  A (7)

A C \ A = A  (8)

Mustaqilyechish uchun topshiriqlar 

Quyidagi munosabatlarni o'rinli bo’lishini ko’rsating:

1. A n B c A c A U B .

2. А П (A U B) =  A.

3. A U (В П C) = (A U В) П (A U C).

4. А П (B U C) = 04 П B) U (А П C).

5. A \(B  П C) = 04\B) U 04\C).

6. Л\(В U С) = (A \B )  П (Л\С).

7 .л и ( с л п в )  =  л и в .

8. A \(B \C )  = (A \B )  U 04 П C).

9. (Л\В) U (B \A )  =  (A  U В)\(Л П B)4. A n (В U С) = (Л n В) U (Л n C).

10. Л\(В П С) = (Л\В) U (Л\С).

11. л\(в и с ) =  (л\в) п (л\с).

1 2 .Л и (С Л п В ) = л  и в .

13. л\(в\с) = (л\в) и (л п с).
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14. (Л\В) U (В\Л) = (A U В)\(Л П В).

15. (Л\В) U (В\Л) =  (Л U В) П (СЛ U СВ).

16. л = {1,2,3,4,5,6,7,8} va В = {2,4,6,8,10,12} bo’lsin. U holda Л U В =? va 

Л П В =? ni toping.

17. Л = {1,2,3,4,5,6,7,8} va В = {2,4,6,8,10,12} bo’lsin. U holda Л\В =? va 

B\A =? ni toping.

18. Л = {1,3,5,7,9} va В = {2,4,6,8,10} bo’lsin. U holda ЛДВ =? ni toping.

19. A = {In - 1 toq sonlar} va В = [N - natural sonlar} bo’ lsin. U holda 

С A =? ni toping.

20. Л = {1,2,3,4,5} va В = {2,4,6,8} bo’lsin. U holda Л x В =? ni toping.

1-la’rif. Natural sonlar to’plamida berilgan funksiya, ya’ni xn = f(ri), nE N 

funksiya sonli ketma-ketlik deb ataladi. Boshqacha so’z bilan aytganda, sonlarning 

biror qoida yoki qonun bilan ketma-ket kelishi sonli ketma-ketlik deyiladi va {xn} 

bilan belgilanadi.

2-ta’rif. Ketma-ketlikning n-hadi, xn -uning umumiy hadi deyiladi.

{xn}, {yn} sonli ketma-ketlik va a E R o’zgarmas son berilgan bo’lsin. Ular 

ustida quidagi amallarni bajarish mumkin:

a) Songa ko’paytirish:

b) Qo’shish (ayirish):

Ixn} ± (Уп) = \.xn ± yn} =  {*! ±yi,x 2 ± у г, \xn ±yn ...} (3)

c). Ko’paytirish:

2§. Sonli ketma-ketliklar

[xn) — {X1, X2, ... / Xn ...} (1)

{axn} =  {ахг ; ax2; ...; axn ...} (2)

Ы  ■ Ш  =  {*n • Уп) =  {^1 • yi. Х2 -У2. ...; xn ■ yn ...} (4)

d) Bo’lish:

(5).
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Bu yerda. y„ Ф 0.

3-ta’rif. Shunday M soni mavjud bo'lsaki, istalgan n 6 N uchun xn < M 

tengsizlik bajarilsa, {xn} ketma-ketlik yuqoridan chegaralangan ketme-ketlik 

deyiladi.

4-tarif. Shunday m soni mavjud bo’lsaki, istalgan n E N uchun xn > m 

tengsizlik bajarilsa, {xn} ketma-ketlik quyidan chegaralangan ketma-ketlik 

deyiladi.

5-ta'rif Ham yuqoridan, ham quyidan chegaralangan ketma-ketlik, 

chegaralangan ketma-ketlik deyiladi.

6-ta’rif. Agar V nE N uchun xn < xn+1 (xn <  xn+1) tengsizlik o’rinli 

bo’lsa, [xn] o’suvchi (qat'iy o'suvchi) ketma-ketlik deyiladi.

7-ta’rif Agar V n E N uchun xn > xn+1 (xn > xn+1) tengsizlik o'rinli 

bo’lsa, {xn} kamayuvchi (qat’iy kamayuvchi) ketma-ketlik deyiladi.

8-ta’rif O ’suvchi va kamayuvchi ketme-ketliklar monoton ketma-ketliklar 

deyiladi.

9-ta’rif. Agar ixtiyoriy г > 0 son olinganda ham shunday natural n0 = n0(e) 

soni topilsaki, barcha n > n0 natural sonlar uchun

\xn - a| < e

tengsizlik bajarilsa, a o’zgarmas son {xn} ketma-ketlikning limiti deyiladi va 

limn_ 00 xn = a kabi belgilanadi yoki

Agar V f  > 0 son u c h u n n u q t a n i n g  shunday S - atrofi topilsaki, bu 

atrofning istalgan P(x,y) nuqtasi ( nuqta bundan istisno bo’lishi mumkin) uchun 

|/(^) -A\<e (yoki | f(x, y) - A\ < e )

tengsizlik bajarilsa, u holda A songa ikki o’zgaruvchi z = f(x,y) = f(P )

funksiyasining Ptt(x„,ya) nuqtadagi limiti yoki P P„ dagi limiti deyiladi va 

lim f(x,y) = A yoki lim f(x,y) = A kabi yoziladi.
*-**o (*.•>')-►(** .Уо)
y-*y0

x2 + v2
Miso). lim --- —  ni toping.

U.y)M>-»3x -2y
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Y e c h is h .  lim v = 3 va lim v = -1 •
-П |j.jN!.-ir

U holda

v; , ,,2 lim (x2 + i'1) lim x' + lim y' , /  n : ]n
ljm У = J _  [.....Mi-il (.v.j Mi.-ir _  J +l~i) _

(*,r)-*(3.-i) 3x - 2 у  lim (3x — 2y) 3 lim x — 2 lim v 3-3 — 2(—1) 11
л ( г .М з - i r  -

10-ta’rif Agar {xn} ketma-ketlik chekli limitga ega bo'lsa, u yaqinlashuvchi 

aks holda (limit mavjud bo’lmasa yoki cheksiz bo’lsa) uzoqlashuvchi ketma-ketlik 

deyiladi.

11-ta’rif Agar limn^ 00xn = 0 bo’lasa, u holda {xn} cheksiz kichik miqdor 

deb ataladi.

12-ta’rif. Agar V M >  0 son olinganda ham shunday n0 E N son topilsaki, 

V n > n 0 uchun |x„| > M tengsizlik bajarilsa, {*„} cheksiz katta miqdor deb 

ataladi.

Agar V M > 0 son olinganda ham shunday n0 6 N son topilsaki, V n > n0 

uchun xn > M (xn < —M) tengsizlik bajarilsa, u holda {xn} ketma-ketlikning 

limiti +oo(—oo) deb olinadi va limn^ „  xn =  oo, (lim,,.,,» xn =  —oo) kabi 

belgilanadi.

Yaqinlashuvchi {xn} va (yn] ketma-ketliklar berilgan bo’lib, lim xn = a va
П—*co

limyn =  b bo’lsin.
П-*  OO

U holda

1°. lim (xn ± yn) =  lim xn ± limyn = a ± b
П-* OO n-> oo n->oo

2°. lim (xn ■ yn) = limxn ■ limyn = a ■ b
71-* СО П -*  00

у lim xn a
3°. lim —  =  —  = — (b 0) bo'ladi.

n-°°yn l,myn b
П—>oo

4°. Agar V n E N uchun xn < yn bo’lsa, u holda a < b bo’ladi.

5°. Agar {*„} ketma-ketlik yaqinlashuvchi bo’lsa, u chegaralangan bo’ladi.

Eslatma! Ketma-ketlikni chegarlanganligidan uning yaqinlashuvchiligi kelib 

chiqavermaydi.
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M iso l: {*„} =  { ( - l ) n ) . C hegarlangan , am m o  yaq in lashuvch i ernas. 

M iso l s ifatida ushbu lim itn i h isob lan ish in i to 'liq  ko 'rsatam iz:

lim 4tl z l  = iim /7(4T..3^ > = Пт -4 ~3” = n=Ji---- =
n->m2n + 7 »->и«(2 + 7и ) ”->“ 2 + 7n l im (2  + 7 «  )

/7—>00

lim 4 -  lim 3n~] 4 - 3  lim и-1 .
_  11—>00 H —>00_________  _  __________11 —>CQ _  ^  j  • Ц  _  _  _  2

lim 2 + lim 7/7_l 2 + 7 lim n~] 2 + 7-0 2
A7—>00 П —>00 И —>00

Birinchi ajoyib limit

sin x
lim- = 1 yoki ( l im --- =  l )

V*->osinx >*-<o x Vt->osinx

Ikkinchi ajoyib limit

( W  i
lim (14—  I = e  yoki lim (l 4- x)*
X->oo \ x /  *-*o

Muxim limitlar:

a* — 1
1. l im -----= In a

x->o x

. . .  ln ( l+ x )  ,
2 .lim ------- = 1

X-+0 x

( l + x)a - l
3. lim ----------= a

x->0 X

arc sinx
4. lim -------= 1

x-*0 X

г V arCtgX -
5. lim ----- = 1

x->o x

6. Agar lim u{x) =  1, lim v(x) =  oo bo'Isa, и holda
x->x0

lim uv = lim ((1 4- (u -  l ) ) ^ ) Cu_1)v = e~*o(u_1)v
X ~ *X 0 x - > x 0

bo'ladi.
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3§. Funksiya

1-ta'rif Agar D to’plamdan olingan har bir x songa biror qoida yoki qonunga 

ko'ra E to’plamdan olingan yagona у в R son mos qo'yilgan bo’lsa, D to’plamda 

funksiya berilgan deyiladi va f:x  ->y yoki у = f(x) ko’rinishda belgilanadi.

Bu yerda x-erkli o’zgaruvchi (funksiya argumenti), у -erksiz o’zgaruvchi 

(x —o’zgaruvchiningfunksiyasi) deyiladi.

D -to’plam funksiyaning aniqlanish sohasi (to’plami), E to’plam funksiyaning 

qiymatlar sohasi (to’plami) deyiladi.

Misol.

f(x) = J\-2x + 3 arcs in 3--~- funksiyalaming aniqlanish sohasini toping:

Birinchi qo‘shiluvchi 1 — 2д- > 0 da, ikkinchi qo‘shiluvchi esa _ i < _ _ < i

bo'lganda haqiqiy qiymatlarni qabul qiladi. Shunday qilib, funksiyaning aniqlanish 

sohasini topish uchun

l - 2 x  > 0  
Зх- 1

2

^ I > - 1

1 tengsizliklar sistemasini yechib, topamiz

x < ~ ,  дг<1, x > - i  
2 3

Demak, D(j) = 

Misol.

32

y = 1 + 2I+I funksiyani qiymatlar to‘plamini toping:

y = 2r+1 =2-2* ko‘rsatkichli funksiya, uning qiymatlar to'plami y e (o;+°o), demak 

berilgan funksiyaning qiymatlar to'plami (i;+°o) bo'ladi yoki berilgan funksiyaning 

qiymatlar to'plami uning teskari funksiyasi *  =  iog2( y - i ) - i  ning aniqlanish sohasi 

у > l bilan ustma-ust tushadi, shuning uchun E(y)= (i;+=°).

Funksiya uch xil usulda beriladi.

a) analitik usul (formula ko’rinishda);
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b) jaiival usuli;

c) grafik usul.

2-ta’rif. Agar shunday o'zgarmas M (o’zgarmas m ) son topilsaki, Vx £ 

D uchun f{x) < M (fix') > m) tengsizlik bajarilsa, f{x) funksiya D to’plamda 

yuqoridan (quyidan) chegaralangan deb ataladi.

Agar f(x) funksiya ham yuqoridan, ham quyidan chegaralangan bo'Isa, ya’ni 

shunday M va m sonlar topilsaki, Vx E D uchun

m < f(x) < M

tengsizlik bajarilsa, f(x) funksiya D to'plamda chegaralangan deyiladi.

3-ta’rif Agar xt < x2 tengsizlikni qanoatlantiruvchi Vx1,x2 E D uchun

f  (X\) <  f(x2) (f(x i) <  f(x2))

tengsizlik o’rinli bo’Isa, f(x) funksiya D to’plamda o’suvchi (qat’iy 

o’suvchi) deyiladi.

4-ta’rif Agar x, < x2 tengsizlikni qanoatlantiruvchi Vxx,x2 E D uchun

f(xx) > f(x2) (/(Xj) > f(x2))

tengsizlik o’rinli bo’Isa, f(x) funksiya D to'plamda kamayuvchi (qat’iy 

kamayuvchi) deyiladi.

5-ta’rif O ’suvchi va kamayuvchi funksiyalar monoton funksiyalar deyiladi.

6-ta’rif Agar shunday o’zgarmas T(T Ф 0) soni mavjud bo’lsaki,

Vx 6 D uchun f(x + T) =  f(x) tenglik o’rinli bo’Isa, f(x) funksiya davriy 

funksiya deyiladi va bu shartni qanoatlantiruvchi musbat T ning eng kichigi (agar u 

mavjud bo’Isa) funksiyaning davri deyiladi.

Masalan, y=sinx davri Т=2л, y=tgx esa davri Т=л boMgan davriy funksiyalardir. 

v={x}=jc-[x] funksiya qiymati argument x qiymatining nomanfiy kasr qismiga teng 

boMadi. Masalan, {1.2}=0.2, {2.98}=0.98, {±8}=0, {-1.7}= 0.3 (bunda-1.7=-2+0.3 

deb qaraladi). Bu holda D{/}=(^o;oo) va E{/}=[0,1) boMib, ixtiyoriy xsD{/} va 

neN={ 1,2,3.— } uchun {x+n}={x} boMadi. Bundan/x)={x} davri T=1 boMgan davriy 

funksiya ekanligini ko‘rish mumkin. y=x2 yoki y=ex funksiyalar esa davriymas 

funksiyalarga misol boMadi.
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7-ta’rif. Agar Vx € D uchun / ( —x) = /(x ) tenglik bajarilsa, fix ) juft 

funksiya deyiladi.

Masalan, у = 2' +2“‘ ,

/(-•*) = 2 ' +2X = f(x) bo'lganligi uchun bujuft funksiyadir. 

f ( —x) = —/(x ) tenglik bajarilsa, f{x) toq funksiya deyiladi, aks holda,

ya’ni

/ ( —x) =£ | —/(x) k°,*sa’ funksiya juft ham emas, toq ham emas deyiladi.

Masalan, f(x)=x2 -juft funksiya, J[x)=x3 esa toq funksiya bo'ladi. Lekin har 

qanday funksiya juft yoki toq bo'lishi shart emas. Masalan, fix)=x2 -Зх+l yoki 

flx)=2x -3 funksiyalar na juft va na toqdir.

3.1. Funksiyaning limiti

8-ta’rif. (Geyne ta’rifi). Agar D to’plamning nuqtalaridan tuzilgan x0 ga 

intiluvchi (xQ nuqta bu to’plamga tegili bo’lishi ham, tegishli bo’lmasligi ham 

mumkin) har qanday {xn} (xn ^  x0, n = 1,2,3,...) ketma-ketlik olinganda ham 

funksiya qiymatlaridan tuzilgan mos {/(*„)} ketma-ketlik hamma vaqt yagona 

A (chekli yoki cheksiz) soniga intilsa, shu A soniga f{x) funksiyaning x0 

nuqtadagi limiti deyiladi va

lim f(x ) =  A
x->x0

kabi belgilanadi.

9-ta’rif. (Koshi ta’rifi) Agar Ve >  0 soni uchun shunday 35 > 0 son 

topilsaki, argument x ning 0 <  |x — x0| < 5  tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha 

qiymatlarida \f(x)—A\<£ tengsizlik bajarilsa, A son f(x) 

funksiyaning x0 nuqtadagi limiti deyiladi.

10-ta’rif. Agar D to’plamning nuqtalaridan tuzilgan va har bir hadi x0 dan katta 

(kichik) bo’lib, x0 ga intiluvchi har qanday {xn} (xn Ф x0, n = 1,2,3,...) ketma-
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ketlik olinganda ham funksiya qiymatlaridan tuzilgan mos {/(*„)} ketma-ketlik 

hamma vaqt yagona A soniga intilsa, shu A soniga fix ) funksiyaning x0 nuqtadagi 

o’ng (chap) limiti deyiladi va limx^ xo+0 f{x) = A ( l im ^ Xo_0 fix) = A) 

kabi belgilanadi.

Funksiyaning o’ng va chap limitlari, uning bir tomonli limitlari deyiladi. 

Teorema. fix ) funksiya x0 nuqtada A limitga ega bo’lishi uchun uning shu 

nuqtada o’ng va chap limitlari mavjud bo’lib, ular limx_,xo+0 fix ) =  limx_,xo_0 fix) 

teng bo’lishlari zarur va yetarli.

Birinchi ajoyib limit

sinx / x \
lim --- = 1  yoki ( l im ---- = 1 )
*->o x v>r->osmx /

Ikkinchi ajoyib limit

I 1
l im ( l+  — = e  yoki lim ( l + ;t)* =  e

x->co \ X /  x~>0

Muxim limitlar:

ax — 1
1. lim ----- = In a

x-*o x

ln ( l + x)
2. lim ------- = 1

*-»o x

a + x y - i
3. lim ---------- = a

x-*o x

arc sin x
4. lim -------=  1

x->0 x

arctgx
5. lim ----- =  1

*->o x

6. Agar lim u(x) =  1, lim t?(x) =  oo bo'Isa, и holda
x->x0 x->x0

lim uv — lim ( ( l  + (u — = ex'™o(u 1)p
x->x0 x—*x0

bo’ladi.

Masalan,

lim x2ex = lim x2 ■ lim ex = 1 • e = e, lim (x2 + ex) = lim x2 + lim ex = 1 + e ,
jc—>1 x—>1 jc—►! x—>1 x—>1 jc—>-1
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/<' lim с r> у — 3 3 3
lim —7 =  — — 7 = - =  e , lim —---- = lim (2 -  —) =  lim 2 -  lim -  =  2 - 0  =  2

x : lim x 2 I x ■ x v“  '*'-x

1.

1. У - 

3. >’ =

5. у

I.y

9 ,y  =

II. у = 

13.у :

15.y:

17.y

Mustaqil yechish uchun topshiriqlar 

Quyidagi funksiyalarning aniqlanish sohasini toping.

“ ё̂(-̂ ~ 4x + З) 2. v = arcsin(3x — 4)

■ + -J X + 2
Ig(l-A')

. l + x z 
= arcs in -

2x

л/х — 4
5

д:+4

5 + stn3x 

: Ixl + 15

x+7

I x —6

Vsin2x — 4

4. у = yJSin(x) - л/9 - x1

6. у = Зх — 1

8. у =  Vx2 + х — 5

10.у =  V3x — 1 4- л/х + 2

12.у = lg(9 — х2)

14. у = Igsinx

16. у =  л/cosx + 3

18. У = -т—J X —8

20. у = 5 + sin5x19.у = е*

2. Quyidagi funksiyalarning qiymatlar to‘plamini toping:

J у = Sin(x) — Cos{x)
1

у  = дгн—

2 у = V-xJ -x + 2

*+ 1 

5. 'V“ ^ r 2

J’ = ----+ 1
3. * +1

y--
1

g arcsin(l-x)

3. Quydagi ketma-ketliklarni chegaralanganligini isbotlang.

1

1)-x» - 1 + T b  + F 3  + " ' + ( n - i ) n '
( n > 2 )
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(п>  1)

п
3). хп = —  1 п 2 п

4. Quydagi ketma-ketliklarning chegaralanmaganligini isbotlang.

2). хп = {-1Г-п

3). xn = n\

5.Quyidagi funksiyalarni juft yoki toqligini tekshiring.

1 .fix ) =  x2sinx

2 .fix ) =  x2 — x + 1

3.f{x) =  |x| + 7

A. f{x) = x3cos2x

5. f{x) = yjx3 + |x| + 4

6. f(x) = etga

7. fix ) = 2X + 2~x

8. fix )  = lg(x4 + x2 — 1)

1). x,
71'

10 .fix ) = \tga — 1|.

6.Funksiyaning limitini hisoblang.

x2 — 3x + 6
5. l im --- 5— -—

5x3 + 6x 
6 . lim —-- — —

7. lim
V l 4- x — V l — x
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sinlOx 5*n I
11. lim -----  12. lim  ;

x->0 X X

tax 1 — cos2x
13.lim -- ; 14.1im :------ ;

*->o x *->o xsinx

x2 — 3x + 6 5x3 + 6x
15. l im ---r——— ; 16. lim --- — -

X->oo X + 1 X-*co 1 — 3x

v m —v i —x (x — 2)2
17. lim -------------  18. lim— -— — ;

x->0 x x->2 xJ — 8

x3 — 2x — 1 x100 — 2x + 1
19. lim —7— ---- 20.lim —= —  ;

*-*-i x — 2x — 1 x-»i xbu — 2x + 1

«■ 10  S  ^ - 2 »  +  ! '

4-§. Funksiyaning uzluksizligi

у = /(x ) funksiyaning limiti to’g’risida quyidagilarni aytish mumkin:

1°. x -> x0 da f(x) funksiyaning limiti mavjud, chekli va 

lim fix') =  / (x 0);
X̂>x0

2°. x -» x0 da fix ) funksiyaning limiti mavjud, chekli va 

lim fix ) =A±  f ix 0);
x->x0

3°. x -» x0 da fix )  funksiyaning limiti mavjud va limr_Zo/(x ) = oo;

4°. x -» x0 da fix )  funksiyaning limiti mavjud emas.

Yuqoridagilardan 1-hol muhimdir.

1-ta’rif: Agar x -> x0 da f ix ) funksiyaning limiti mavjud va u f{x0) ga 

teng, ya’ni limx_ x0 fix ) = f{x0) bo’lsa, fix ) funksiya x0 nuqtada uzluksiz deb 

ataladi.

2-ta’rif: (Geyne ta’rifi). Agar D to’plamning nuqtalaridan tuzilgan x0 ga 

intiluvchi har qanday {xn} (xn =£ x0, n =  1,2,3,...) ketma-ketlik olinganda ham 

funksiya qiymatlaridan tuzilgan mos {/(x„)} ketma-ketlik hamma vaqt / (x 0) ga 

intilsa, fix) funksiya x0 nuqtada uzluksiz deyiladi
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3-ta'rif (Koshi ta'riil). Agar Ve > 0 soni uchun shunday 35 > 0 son 

topilsaki. argument x ning \x — x0\ < 5 tcngsizlikni qanoatlantiruvchi barcha 

qiymatlarida | / (x )- / (x 0) | < £  tengsizlik bajarilsa, / (x ) funksiya x0 nuqtada 

uzluksiz deyiladi.

Masalan, oldingi paragrafda J[x)=x~ funksiya uchun x—>3 holda 

hisoblangan limit qiymatidan foydalanib,

lim /(.* )=  lim x2 = 9 = 32 = /(3 )
x—►З x —►З

ekanligini ko‘ramiz. Demak, f(x)=x2 funksiya ,v=3 nuqtada uzluksiz boladi.

4-ta'rif. Agar x -» x0 + 0 (x -» x0 — 0) da f(x) funksiyaning o'ng (chap) 

limiti mavjud va /(* „ ) ga teng, ya’ni limx_xo+0 f(x) = f(x0) (lim x^ o_0/(x ) = 

fix  o)) bo’lsa, f{x) funksiya x0 nuqtada o'ngdan (chapilan) uzluksiz deyiladi.

Yuqorida keltirilgan ta’rifdan ko’rinadiki, agar f(x ) funksiya x0 nuqtada ham 

o’ngdan, ham chapdan bir vaqtda uzluktsiz bo’lsa, funksiya shu nuqtada uzluksiz 

deyiladi.

Masalan,

\2x + \, x>3
y = f(x) =

2x-\, x<3

funksiya x=3 nuqtada o'ngdan uzluksiz, chunki

lim /(jc)= lim (2x  + l) = 7 = /(3 ).
дг->3+0 дг—>3

Ammo bu funksiya x=3 nuqtada chapdan uzluksiz emas, chunki 

lim / ( * ) =  lim (2;t-l) = 5 * / (3 ) .
x —>3—0 x—>3

Aksincha,

x + 1, x<\
>• = №  =

X 2 -  1, X  >  1

funksiya x=\ nuqtada chapdan uzluksiz, o'ngdan esa uzluksiz emas.

5-ta’rif Agar f(x) funksiya D to’plamning har bir nuqtasida uzluksiz bo’lsa, 

funksiya D to 'plamda uzluksiz deyiladi.
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f{x) funksiya (a; b) intervalning har bir nuqtasida uzluksiz bo’Isa, funksiya 

shu intervalda uzluksiz deyiladi.

fix )  funksiya (a; b) intervalning har bir nuqtasida uzluksiz bo'lib, a nuqtada 

o'ngdan, b nuqtada esa chapdan uzluksiz bo’Isa, funksiya [a; b] segmentda 

uzluksiz bo’ladi.

Masalan, yuqorida ko'rsatilganga asosan, f{x)=x2 funksiya ixtiyoriv (a.b) 

oraliqda uzluksizdir. _v=(\-x2)~' funksiya esa (-1,1) va uning iehida joylashgan 

ixtiyoriy oraliqda uzluksiz bo‘ladi, ammo x=±l nuqtalardan kamida bittasi kirgan 

sohalarda uzluksiz boMmaydi.

1° Funksiya ning chegaralanganligi haqidagi teorema.

Agar у = fix') funksiya [a; b] kesmada uzluksiz bo'Isa, u shu kesmada 

chegaralangan funksiyadir, ya’ni shunday o'zgarmas chekli m; M sonlar mavjudki, 

barcha x £  [a;b] qiymatlar uchun m < f{x) <  M tengsizlik o'rinli.

2° Funksiyaning eng kichik va eng katta qiymatining mavjudligi haqidagi 

teorema.

Agar у =  f{x) funksiya [a; b] kesmada uzluksiz bo'Isa, u holda berilgan 

funksiya shu kesmada o'zining eng kichik va eng katta qiymatiga erishadi, ya’ni 

shunday x2 6 [a ;b] mavjudki, barcha x 6 [a;b] uchun

/ ( * i )  <  f{x) vaf{x) < f{x2) tengsizliklar o'rinli bo'ladi.

3° Oraliq qiymat haqidagi teorema.

Agar у = f{x) funksiya [a; b] kesmada uzluksiz bo’lib, shu bilan birga 

m va M lar funksiyaning [a;b] dagi eng kichik va eng katta qiymatlari bo'Isa, u 

holda bu funksiya shu kesmada m va M orasidagi barcha oraliq qiymatlarni qabul 

qiladi, ya'ni m <  ц < M shartni qanoatlantiruvchi istalgan ц son uchun kamida 

bitta shunday с e [a; b] nuqta mavjudki, uning uchun f{c) = ц tenglik to'g'ri 

bo'ladi.

4° Funksiyaning nolga aylanishi haqidagi teorema.
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Agar у = f{x) funksiya [a; b] kesmada uzluksiz va kesmaning oxirlarida turli 

ishorali qiymatlarni qabul qilsa, u holda [a; b] kesmada kamida bitta shunday nuqta 

mavjudki, bu nuqtada funksiya qiymati nolga aylanadi.

Teorema 1. Agar fix) vagix) funksiyalar D to 'plamda aniqlangan bo'lib, 

ularning har biri x0 nuqtada uzluksiz bo'lsa, fix)±gix)\ fix ) - gix) ,

f  (jc)
——- igix) ^  0,Vx £ D) funksiyalar ham shu nuqtada uzluksiz bo’ladi.
9  \%)

Xossa.Asosiy elementar funksiyalar o'zlari aniqlangan barcha nuqtalarda 

uzluksizdir.

6-ta’rif. Agar x -> x0 da fix ) funksiyaning limiti mavjud, chekli bo’lib, 

lim*-.*,, fix ) = А Ф f  Oo); (2° - hoi), l i m ^ o fix) =  oo; (3° - hoi) yoki 

funksiyaning limiti mavjud bo’lmasa (4°-hol), unda fix ) funksiya x0 nuqtada 

uzilishga ega deyiladi.

Misol. z = --- !---  funksiyaning uzilish nuqtalarini toping.
3x-y + \

Y e c h i s h .  Funksiya 3x-y + \ =0 tenglamani qanoatlantiradigan nuqtalardan 

tashqari barcha nuqtalarda aniqlangan va uzluksiz. Bu tenglama funksiya aniqlanish 

sohasining chegarasidan iborat bo’lgan to’g’ri chiziqni ifodalaydi. Bu to’g’ri 

chiziqning har bir nuqtasi funksiyaning uzilish nuqtasi bo’ladi. Shunday qilib, 

berilgan funksiya uzilish nuqtalari butun bir to’g’ri chiziqni tashkil qiladi.

2°-hol. Bartaraf qilish (yo’qotish) mumkin bo’lgan uzilish deyiladi.

4°-hol. Bunda funksiyaning x0 nuqtadagi bir tomonli limitlariga nisbatan uchta 

hoi bo’ladi:

a) x -» x0 da fix ) funksiyaning o’ng va chap limitlari mavjud va chekli 

bo’lib, ular bir-biriga teng emas:

lim fix ) lim fix)
x->*0 + 0 x ^ x o - 0

Funksiyaning x0 nuqtadagi bunday uzilishi birinchi tur uzilish deyiladi.

b) x -> x0 da fix ) funksiyaning o’ng va chap limilaridan hech bo’lmaganda 

biri mavjud emas.
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Funksiyaning x0 nuqtadagi bunday uzilishi ikkinchi tur uzilish deyiladi.

c) x —* Xq da f{x) funksiyaning o’ng va chap limitlaridan biri cheksiz yoki 

o’ng va chap limitlar turli ishorali cheksiz.

Funksiyaning x0 nuqtadagi bunday uzilishi ham ikkinchi tur uzilish deyiladi. 

3°-hol. x -> x0 da fix) funksiyaning limiti cheksiz bo’lsin. Bu holda 

funksiyaning x0 nuqtadagi o’ng va chap limitlari ham cheksiz bo’ladi.

Funksiyaning x0 nuqtadagi bunday uzilishi ham ikkinchi tur uzilish deyiladi. 

Teorema 2. Agar f{x) funksiya D oraliqda o’suvchi (kamayuvchi) bo’Isa, u 

faqat birinchi tur uzilishga ega bo’ladi.

Mustaqilyechish uchun topshiriqlar.

Quyidagi funksiyalarning uzluksizligini ko’rsating:

1. у = f{x) = sinx.

2. у =  fix) = cos (x + |).

3. у = fix) = x2 + l.

4. у = fix) = \x\.

5. у = fix) = Vx.

Quyidagi funksiyalarning uzilish nuqtalarini aniqlang va grafiklarini chizing:

6. у =  fix) =

7- * = « * > =  x + i  -

8. у = f{x) = x - ^e ] . ([*] - x ning butun qismi).

9. у = fix) =

sinx

\x+l\

10. у = f{x) =

cosx

5

3

5-§. Funksiya hosilasi

у = f(x) funksiya (a; b) intervalda aniqlangan bo’lsin. (a; b) intervalga tegishli 

ixtiyoriy x0 nuqtani olamiz. Bu nuqtaga funksiyaning y0 = f{x0) qiymati mos 

keladi. Boshqa x nuqtani olamiz, x E (a; b) . Unga funksiyaning у = fix) qiymati
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mos keladi. x — x0 ayirma x argumentning x0 nuqtadagi orttirmasi deyiladi va Дх 

bilan belgilanadi. / (x ) — /(x 0) ayirma funksiya orttirmasi deyiladi va Ду bilan 

belgilanadi, ya’ni Дх = x —x0, Ay = / (x )  — / (x 0) .

Bundan, x =  x0 + Дх ; Ду = / (x 0 + Дх) — / (x 0) (1)

Дх va Ду orttirmalarni egri chiziq bo’ylab harakatlanayotgan nuqta 

koordinatalarining o’zgarishi deb ataladi.

keladi. Boshqa x nuqtani olamiz, xe(a; b). Unga funksiyaning у = / (x )  qiymati 

mos keladi. x — x0 ayirma x argumentning x0 nuqtadagi orttirmasi deyiladi va Дх 

bilan belgilanadi. / (x )  — / (x 0) ayirma funksiya orttirmasi deyiladi va Ду bilan 

belgilanadi, ya’ni Дх =  x -  x0, Ду = / (x )  -  / (x 0) .

Bundan,

x = x0 + Дх ; Ду = f  (x0 + Ax) - f(x0) (1)

Дх va Ду orttirmalarni egri chiziq bo’ylab harakatlanayotgan nuqta 

koordinatalarining o’zgarishi deb ataladi.

у = f{x) funksiya (a; b) ochiq intervalda berilgan bo’lsin. Bu intervalda x0 

nuqta olib, unga shunday Ax (Дх > 0 , Дх <  0) ortirma beraylikki,
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х0 + Ах £  (а ; Ь) bo ’ lsin. Natijada / О )  funksiya ham x0 nuqtada 

Ay = Af(xg) = f  Oo + Ax) - /O o )

ortirmaga ega bo’ ladi.

1-ta'rif Agar funksiya ortirmasi Ay ning argument ortirmasi Дх ga

nisbatining argument ortirmasi nolga intilgandagi limiti

,. Ay /  Oo + Ax) — /O o ) 
lim —  =  l im ----------------

Дх->0 Дх Дх->о Дх

mavjud va chekli bo’lsa, bu limit f(x) funksiyaning x0 nuqtadagi hosilasi 

deyiladi va

/ 'O o )  yoki y'/x=x0 kabi belgilanadi.

Demak,

r,r  ̂ - ЛУ - /O o  + Ax) — /O o )
/  Oo) = lim —  =  l im ---------------  (1)

Дх-*оДх д*->о Дх

V x £  (a; b) uchun

ЛУ / О  + Ax) — / О )
/  О )  =  1™ —  =  l i m ---------------- (2)

д*->оДх Дх-<о Дх

Misol sifatida fix)=x2 funksiya hosilasini uning ta’rifiga asosan topamiz: 

AJ=f[x+Ax)—J{x) = (х+Дх)2 —x =2xAx +(Ax)2 =>

f'(x) = lim —  = lim (2x + Дх) = 2x.
Дг->0 Д у  Дг—>0

Demak, (x2)'=lx. Shunday tarzdax-I va (x3)'=3x2 ekanligini ko'rsatish mumkin.

5.1. Hosilaning geometrik ma’nosi 

y = f O ) funksiyaning x0 nuqtadagi hosilasi uning grafigiga M0(x0;/O o ))  

nuqtada o’tkazilgan urinmaning OX o’qining musbat yo’nalishi bilan hosil qilgan 

burchagining tangensiga teng. U holda у = / О )  funksiyaning grafigiga 

M0(x0; / Oo)) nuqtada o’tkazilgan urinma tenglamasi

У = /O o ) + / ' 0 o ) 0  -  x0) (3)

bo’ladi.
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Misol sifatida fix)=x" parabolaning x0=3 abssissali nuqtasiga o'tkazilgan urinma 

tenglamasini topamiz. BundaJ{x0)=A3)=32=9, f  \x0)=2 x0=2-3=6 va shu sababli, (5) 

formulaga asosan, izlangan urinma tenglamasi

y=6(x-3)+9 =>y=6x-9

ko‘rinishda bo'ladi.

5.2. Hosilaning mexanik ma'nosi

To’g’ri chiziqli notekis harakatda nuqtaning t vaqt ichida bosib o’tgan yo’li 

S = S{t) ga teng bo’lsin. U holda t0 vaqt oralig’ ida bosib o’tilgan yo’l S = S{t0) 

bo’lib, t =  t0 + At vaqt ichida bosib o’tilgan yo’l esa, S(t0 + At) bo’ladi. At 

vaqt ichida bosib o’tilgan yo’l esa

AS = S(t0 + At) - S(t0)

ga teng.

^  nisbat At vaqt oralig’idagi o’rtacha tezlik deyiladi. Bu nisbatning At -» 0 dagi 

limiti nuqtaning t0 vaqtdagi tezligini aniqlaydi, bu only tezlik deyiladi. Demak, 

bosib o’tilgan yo’ldan vaqt bo’yicha olingan hosila tezlikni ifodalar ekan, ya’ni 

S't = v (4)

Huddi shunday mulohaza yuritib, v tezlikdan vaqt bo’yicha olingan hosila 

a —tezlanish ekanligini bildiradi,ya’ni

v't = a (5)

5.3. Hosila hisoblashning soda qoidalari 

f(x)vag(x) funksiyalar x 6 (a; b) nuqtada f'(x) va g'{x) hosilalarga ega 

bo’lsin. С —o’zgarmas son.( С — const).

i . ( c / ( * ) ) ' =  с  / 'О ) ;

2- [fix) ± g(x)\ =  f'(x) ± g'(x);

3- If{x)-g{x)]' =f'{x)-g{x)+f{x)-g\x)-,

f ix У
4.

gix) 

bo’ladi.
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Misol sifatida asosiy elementar funksiyalardan biri bo'lgan /(x)-sinx hosilasini 

yuqorida keltirilgan algoritm bo'yicha topamiz:

/  x va х+Дх nuqtalarda funksiyaning Xx)=sinx vay(.r+A.v)=sin(.r+A.Y) qiymatlarini 

hisoblaymiz;

/  trigonometrik ayirmani ko‘paytmaga keltirish formulasidan foydalanib, Af

funksiya orttirmasini quyidagi ko‘rinishda yozamiz:

A/=y(x+Ax)-:/(x)=sin(jc+Ax)-siaT= 2sin(At/2)-cos(x+At/2);

/  AJIAx orttirmalar nisbatni tuzamiz:

Af 2sin(Ac/2)cos(x + Ax/2) sin(At/2)
—  = ------------------- = -------- cos(x + Ax/2);
Дх Дх Ax/2

■S Ko‘paytmaning limiti, I ajoyib limit hamda y=cosx funksiya uzluksizligidan

foydalanib, AfiAx nisbatning Дх->0 boMgandagi limitini hisoblaymiz:

Af rsin(Ax/2) , . rAx
lim —  = lim [--------cos(x + Дх/2)] = (—  = a)

Дх->оДх Ar->o Ax/2 2

>• stotf I- / 4 1= lim ---- lim cos(x + a) = l'Cosx = cosx.
a- > 0  a  a-y 0

Demak,

(sinx)'=cosx (1)

formula o‘rinli ekan. Xuddi shunday tarzda

(cosx)'^-sinx (2)

ekanligini aniqlaymiz.

5.4. Murakkab funksiyaning hosilasi

u = f(x) funksiya (a;b) oraliqda, у = F(u) funksiya esa (c; d) oraliqda berilgan 

bo’Isa, у =  F (/(x )) funksiya x o’zgaruvchining murakkab funksiyasi deyiladi. 

Teorama. Agar и = f(x) funksiya x0 e (a; b) nuqtada f '(x0) hosilagaega 

bo’lib, у = F(u) funksiya esa x0 nuqtaga mos u0(u0 =  f(x0)) nuqtada 

F'(u0) hosilaga ega bo’Isa, u holda murakkab funksiya у = F (/(x )) ham x0 

nuqtada hosilaga ega va

y'(x o) =  F'(u0) -f{x0)

formula o’rinli.
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Vx e (a; b) uchun у = F (/(x )) murakkab funksiyaning hosilasi

y '= F ' ( / W )  ■/'(*) (6)

ga teng bo’ladi.

Hosila jadvali

1. (C)' =  0, (C =  const)-,

2-0)' =  1;

3. 0 " ) '  =  nx"-1;

Д\'

X*

6. (e*)' = e*;

7. (a*)' = a* • /na, (a > 0, a *  1);

8. ((n*)' = Q ;

9. (loga x)' =  1
x ■ Ina '

10. (sinx)' = cosx;

11. (cosx)' = — sinx;

12. (tgx)' = — r , (x*?- + n k ,k e z )  ;
cos*x v 2 >

13. (.ctgx)' = -- , О  * n k ,k e  Z);
smzx

14. (arcsinx)' =  1 (-1 < x < 1);
v l  - x2

1
15. (arccosx)' =  —  . ( - 1  < x < 1);

V1 - X 2

16. (arctgx)'
1 + x 2 '

1
17. (arcctgx)' = - :l+x2.
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/ е л — е *\
18. (shx) = (-------J = chx;

/ех + е~х\
19. (chx) = 1 -------J = shx;

fshx\ 1
20. Сthx)

Ichx\ 1

2 t(c tx )  = Ы  =  - ^ л :

/ 1 \' sinx
22. (secx)' =  ---  = -- r—;

\cosxJ coszx

( 1 \ cosx
23. (cosex) - ——  = — ! ~ j

KsinxJ sin̂ -x

Murakkab funksiyalarning hosilasi jadvallari:

Funksiyalar Hosilalar

y=C (bunda C-const) y'=0

У — x y =  1

y=Cu (bunda C-const) у '= С м '

У  = U ± V _y'= m'±v'

>aII>4 _y'= tt'v 4- l/v'

и , uv — uv
y = - У- 2

V V

y = —, (bunda C-const)
с  , 

y = --TuU и

y = u y'= nu"~'u

II

/ = i “

y = a“ /= о "1 п а  м' а>1, a*  1

У = l°g„ и у = — и logue = ---
и и In a

у =\nu , 1 . 
>> = — и

и
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y=Sin u
= Cosu • и

у = ( osu у = —Sinи ■ и'

У = tgu 1
у-  ~ I йCos и

у = ctgu 1
У = ----— и

Sin и

у  = Sec и у  = Sec и ■ tgu - и

у = Co sec и у'= —Со sec и ■ ctg и и

у = arcs in и 1
V= ,--- --и

VI -и1

у  = arccos и 1
У- 1--- --м

л/1-»2

у — arctg и 1
У- , г и 

1 + и

у = arcctgu 1
у- , 2-«

1 + ы

у = u-v У"1 = «(”)v + C ^ ('"'V+Cn2Ml""2)v"+...+«v(">

II
у = ш г \ ^ )  i n / w +^ w ^ g }

у = shu у'= chu • и

у = ch и у'= shu • и'

у  = th и 1
У = ~ п- 'иch и

у = cth и 1
у = --- - и

sh и

Masalan,

1. (x2+sinx)'= (x2)'+(sinx)-2x+cosx, (5-cosx)'= (5)'- (cosx)-0-(-sinx)=sinx

2. (e1 sinx) - (ex)' -sinx+ ex -(sinx) - e sinx+ e -cosx=(sinx+ cosx)e*.

3. (5x2)'=5-(x2)'=  5-2x =10x  .

Masalan, murakkab funksiyaning hosilasi

(sinx2)'= (г/=х2) =(sinM)'x =(sinu)'„ • u' =cosi/-(x2)-2xcosx2,
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(s in2.v)'=  (i<=siar) =(if)\ =(u2)'„ ■ i( =2 ic(s irur)-2sinx-cosjc=s in2x

Mustaqilyechish uchun topshiriqlar

Quyidagi funksiyalarni hosilasini toping:

1. у = x2 + Зх — 1;

2. У =  Vx + 5;

3. у = х-Ух;

4. у = log3x + x3;

5. у =  7* + ех\

6. у = sinx — 2X+1;

7. у = tgx + Vx;

8. у = х sinx;

9. у = х2 cosx;

х
10. у =  —— ;

stnx

5*
И . У =  — ;

х

12. у = ех arcsinx;

X2 + Vx
13.у = ------ ;

cosx

14. у = sin 2х + 3;

15. у =  cos2x + sin3x;

16. у = in3x — Vx;

17. у =  tg2х ctg2x;

18 .у = sin2 Зх 4- esln*;

19.у = Vx2 4- 1;

20.у =  (х + I ) 100;

21. > = * + -!-— L  23. у = Злг + 5т[х* — г
х х

22. >’ = x 'Smx 24.6. у = Sinx • In х
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24-у = ~  25. у = x1ctgx
X -1

26. у= х arccos х  27. у  = exarctgx

28 , у  = —  29 . y  = - f -
X X- + 1

30. у  = З*3 In л: — jr3 31. ^  — —Cosjc—
1 — Sinx

32. у  = ^  33. у  = X2 log,ДГ
л/ДГ+1

1пдг , , ,  jctex
->4. У = Т ~  + xctgx 35. у  = ------ -

Sinx 1 + х

36. у  = arctgx -  arcclgx

6-§. Aniqmasliklarni ochish. Lopital qoidalari

0  00
- -  O-oo, 00 -  00, 0°, 00°, 1”
0 oo

ko’rinishdagi aniqmasliklarni ochishda, tegishli fimksiyalaming hosilalari 

mavjud bo’lganda, berilgan aniqmasliklarni ochish masalasi yengillashadi. Odatda 

hosilalardan foydalanib aniqmasliklarni ochish. Lopital qoidalari deyiladi.

1°. ^ ko’rinishidagi aniqmaslik.

Teorema I. (a; b) intervalda aniqlangan, uzluksiz fix') va g(x) funksiyalar 

uchun quyidagi shartlar:

1. lim / ( * )  =  0, lim g(x) =  0;
x->x0 X-*X0

2. (a;b) intervalda chekli f ix ) ,  g'(x) hosilalar mavjud va g'(x) =£ 0;

/ '( * )
3. lim =

g'(x)

(chekli yoki cheksiz) bajarilsa, u holda

fix )  _  f(x )  

g(x) х^х0д\х)

tenglik o’rinli bo’ladi.
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Bu teorema (с; +co) intervalda aniqlangan, uzluksiz f(x ) va g(x) funksiyalar 

uchun ham o ’rinli. ya'ni

fix') f i x ) 
lim  =  lim  -7—
X-ос g(X) X^cng(x)

2°. — ko'rinishidagi aniqmaslik.
00

Teorema 2. (a; b) intervalda aniqlangan, uzluksiz f ix ) va g(x) funksiyalar

uchun quyidagi shartlar:

1. lim  fix ) = со, lim  g{x) =  со; 
x-*x0 x->x0

2. ia-,b) intervalda chekli f ix ) ,  g'(x) hosilalar mavjud va g'{x) Ф 0;

f ix )
3. lim  LrFJ: = k-, 

x^x0 g'(x)

(chekli yoki cheksiz) bajarilsa, u holda

£0 0  = .. f ix )

X™ , ,g(x) x™0g'(x)

tenglik o ’rinli bo ’ ladi.

Bu teorema (c; +oo) intervalda aniqlangan, uzluksiz f ix )  va g(x) funksiyalar 

uchun ham o ’rinli, ya’ni

fix ) f ix )
lim  ——— =  lim

9{x) x-*cog(x)

3°. Boshqa ko’rinishdagi aniqmasliklar.

a) lim  fix ) = 0, lim  gix) =  oo
x->x0 x->x0

bo ’ lganda fix ) • gix) ifoda 0 • oo ko ’rinishidagi aniqmaslik bo’lib, uni 

quyidagicha

„  N f fix ) Six)
f ix ) ■ g{x) = — j—  =  — —

SM /(*)

yozish orqali yoki ^  ko ’rinishdagi aniqmaslikka keltirish mumkin.

b) lim  f ix ) =  oo, lim  gix) =  oo
x->x0 x->x0

bo’ lganda fix ) — g{x) ifoda oo — oo ko ’rinishdagi aniqmaslik bo’ lib, uni ham 

quyidagicha
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yozish orqali Ц ko’rinishdagi aniqmaslikka keltirish mumkin.

c) lim /(x ) = 1; (0); (oo); ljm g(x) = oo; (0); (0)
x->x0

ga intilganda у = [f(x)]e<-x̂  darajali-ko'rsatkichli ifoda 1” , 0°, oo° ko'rinishdagi 

aniqmasliklar hosil bo’ladi. Bu ko’rinishdagi aniqmasliklar-ni ochish uchun awalo 

У =  ifO0]sW if°da logarifmlanadi.

In у = g(x) -lnf(x). 

x -» x0 da g{x) ■ I nf(x) ifoda 0 • oo ko’rinishdagi aniqmaslikni ifodalaydi. 

Lopitalning II qoidasi yordamida ushbu limitlami hisoblaymiz:

Urn M l z Z l  = (- ) = lim [Ь(1-х2)Г = lim - 2 . /(1 - x2) _
»1 ln(l-x) 00 x >1 [ln(l — JC)]' T->1 — 1/(1 — X)

x(l-x ) x (l-x) x 1
lim----— = 2 lim-- i------= 2 lim--- = 2 • - =
x-*\ (1 — x ) *->1 (1 - x)(l + x) x —► 1 1 + X 2

lim —  = (—) = lim — = lim —  = 0;
X —>CO Q X  OO X —>00 у  X —>0O £ X

v X<X (  n °°ч Г ( Х<ХУ  V 0 x 0 (1  V alim -- = (a > 0, —) = lim ---- - = lim ---- = a  lim x = со.
x->°°lnX 0 0  jt- > o o  (In x)' x - > o o  1 / JC x->*>

Masalan,

lim ,4*M0 “)= fa ̂  = f-l- fa ̂  = fa -̂ L = -faH-«.
*->0 J->0 1/x (̂ 00 J Jr—>0 (1/jc)' jc—>0 — ] / x x->0

Eslatma: Lopital qoidasini misollarda ketma-ket bir necha marta ham qo 'Hash 

mumkin.

Masalan, ushbu limitni qaraymiz:

.. Vx-1 oo (Vx-1)' yl x + \ 00
lim .--- = (—) = lim - —■— = lim ---- = (—) =

*->«Wx + l oo *->‘»(Vx +1)' i->«vx- l oo

(Vx+7)' -Jx-1
= lim —,---  = lim , =•••

x->oo(^/x-l)' x-xe^/x + 1



Bu yerdan ko'rinadiki berilgan limit, Lopital qoidasi ikki marta qo'llanilgach, 

yana o‘ziga qaytib kelmoqda. Demak, bu aniqmaslikni Lopital qoidasi orqali ochib 

bo‘lmaydi. Holbuki bu limit surat va maxrajni ,v o'zgaruvchiga boMish usulida oson 

hisoblanadi:

.. -Jx-\ .. % 1 — 1 / x -J 1-0
lim r = lim . = ,--- = 1.

h ®Vj: + 1 1 + 1/x v 1 + 0

Mustaqil yechish uchun misollar 

Lopital qoidasidan foydalanib funksiya limitini hisoblang. 

sinx
1. lim

*->o 4x

2. lim-
x->a x — a 

x — sinx
3. lim

x->0 x3

ex — 1
4. lim . . „ ; 

x->o sin2x

3X - 1
5. lim -----;

x->0 x

Inx
6. lim -- ;

x->co X

7. lim —?■,
x->°° xi

8. lim x ■ Inx;
x->0

9. lim X х ;
x-*o

x2 + 3x -  1
10. lim

x->oo 3x2 — 7x + 9 '

11. lim (Vx + 1 -  Vx - 1);
X->oo

12. lim (x + 1)*;

13. lim (1 + x)lnx, (x > 0);
x->0
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3 *-  1
14. lim ----- ;

x->0 x

Inx
15. lim -- ;

x->a> X

ex
16. lim — ;

x->00

17. lim x ■ Inx;
x—*0

18. lim x*;
x->0

x2 + 3x — 1
19. lim

x-co 3x2 — 7x + 9 ’

20. lim (Vx + 1 — Vx — 1);
X ->oo

7-§. Funksiyaning differensiali

у =  /(x ) funksiya (a; fo) intervalda aniqlangan bo’lsin

l-ta’rif. Agar/(x) funksiyaning x0 e (a; b) nuqtadagi ortirmasi Ду ni

Ду = Л ■ Дх + a ■ Ax (1)

ko’rinishida ifodalash mumkin bo’Isa, / (x )  funksiya x0 nuqtada

differentsiallanuvchi deb ataladi, bunda А — Дх ga bog’liq bo’lmagan

o’zgarmas, a — esa Дх ga bog’liq, yabni Дх -> 0 da a — а(Дх) -> 0.

(l)-tenglamani har ikki tomonini Дх ga bo’lamiz va Дх -» 0 da limitga o’tamiz.

Ду A ■ Ax + a ■ Ax 
lim —  =  l im ------------= lim (A + a) =  A

Д*-<0 Дх Дх->0 Дх Дх->0

Ikkinchi tomondan l im ^ ^ Q ^  =  f ix ) .  Bundan / '( x ) = A ekanligi kelib 

chikadi. Demak Ay —f'{x)-Ax + a-Ax ekanini topamiz.

Teorema /(x ) funksiya x G (a; b) nuqtada differentsiallanuvchi bo’lishi 

uchun, uning shu nuqtada chekli hosilaga ega bo’lishi zarur vayetarli.



2-ta’rif / (x ) funksiya ortirmasi Ду ning Дх ga nisbatan chiziqli bosh qismi 

A ■ Ax = f  (x) -Дх berilgan /(x ) funksiyaning x nuqtadagi differentsiali 

deyiladi va dy yoki df(x) kabi belgilanadi:

Bu yerda NE — Дх , ME =  Ду. ANED dan tga = —  va undan 

DE = tga • NE = f'{x) • Ax ekani kelib chikadi.

Demak, /(x ) funksiyaning x nuqtadagi differentsiali dy = f  '(x) • Дх funksiya 

grafigiga N ( x ; / (x ) )  nuqtada o’tkazilgan urinma ortirmasi DE ni (DE = 

dy) ifodalaydi. Xususan /(x ) =  x bo’lganda

dy = f'(x ) - Дх = Дх bo’lib, dy = Дх = dx bo’ladi. Bu hoi erkli 

o’zgaruvchi x ning erkli ortirmasi Дх ni uning differentsiali dx bilan 

almashtirilishi mumkiligini ko’rsatadi. Natijada /(x ) funksiyaning x nuqtadagi 

differentsialini dy = / ' ( * ) ' dx = y' dx ko’rinishda ifodalash mumkin ekanligini 

anglatadi.

7.1. Elementar funksiyalarning differentsiallari jadvali

1. d(C) = 0, (C = const)-,

2. d(x) = dx;

dy = df[x) = A ■ Ax = f'(x)-Ax.

DE

3. d(xn) = nx" 1dx; (x > 0).

4. d(Vx) = — =dx;
v 2л[х

6. d(ex) = exdx;
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7. d(ax) = ax ■ Inadx , (a > 0, a Ф 1);

8. d(lnx) =  ^dx ;

1
9. d(logax) =  — ;— dx, (a >  0, а Ф 1, x > 0);

x ■ Lna

1 0 . d (sin x) = cos x dx ;

1 1 . d(cosx) = — sinxdx;

12. d{tgx) = -- — dx, (x ^  — + nk.kez);
coszx V 2 /

13. d(ctgx) = -- r^- dx , (x ^  nk,k E Z);
sin2x

14. d(arcsinx) = d r , ( —1  < * < l);
v l  — x2

1
15. d(arccosx) = —  d r , ( - 1  < x <  1);

v l  — x2

16. d(arctgx) = ■. 1  dx ;
1  +

17. d(arcctgx) = -  1 dx ;
1  + x2

fex — e~x\
18. d(shx) = d (-------J  = chxdx;

(e* + e-JC\
------- J  = shxdx-,

/shx\ 1
2 0 . d(thx) = d (-7-) = -гг— dx;

\chxj ch*x

7.2. Differentsiallashning sodda qoidalari

/ (x )  va 5 (x) funksiyalar (a; b) intrvalda aniqlangan bo’lib, Vx e (a; b) nuqtada 

ularning differentsiallari d /(x ) va dg(x) mavjud bo’lsin. U holda / (x )  +

f(x')
0 (x), / (x )  • g(x) va (g (x) Ф 0) funksiyalarning ham shu x £

(a; b) nuqtada diffentsiallari mavjud va ular uchun quyidagi

1.d[C • /(x)] = С • d/(x).

2 . d[/(x) ± 5 (x)] = d/(x) ± dg(jx).
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з. d[f(x)-g(x) =  df(x)-g{x) + f(x)-dg(x).

4. d
fix)

g(x)

df(x)-g(x)-f(x)-dg{x)

g2(x)

formulalar o 'rinli buladi .

7.3. Murakkab funksiyaning differentsiali

Murakkab funksiya hosilasi formulasidan foydalanib. murakkab funksiyaning 

differentsialini topamiz:

d [ F ( / « ) ]  =  [F(f(x)]'dx = F'(u) • f'{x)dx.

Nazariy va amaliy masalalarni yechishda tegishli funksiyalarning qiymatlarini 

hisoblash zaruriyati tug’iladi. Bunday funksiyalar murakkab bo’lib, ularning 

nuqtadagi qiymatlarini topish ancha qiyin bo’ladi. Bu hoi funksiyaning nuqtadagi 

qiymatini tarqibiy hisoblash masalasini yuzaga keltiradi.

Funksiya ortirmasi Ду = f'(x0) ■ Ax + a • Дх va differentsiali dy = f '(x 0) •

Дх formuialaridan foydalanib,

ДУ ,. f'(x0)-Ax + cc-&x Г, , 1 „
hm —  = l im --- — —-—----- = lim 1 + — — г ■ a = 1

Дд:-»о dy Ax-*o f f(x0)'Ax A*->o f  (д:0)

SHunday qilib dy ^  Ay , yabni

f(x0 + Дх) = f(x0) + f  \x0) ■ Дх (2)

x0 + Дх = x ekanligini e’tiborga olsak, (2) formula

fix ) «  /(Xq) + /  '(x0) ■ (x- x0) (3)

ko’rinishga keladi.

Bunda x0 e (a; b) nuqta x e (a; b) nuqtadan katta farq qilmaydigan ammo, 

/ (x 0) qulayroq hisoblanadigan nuqtadir.

7.4. Differentsial hisobning asosiy teoremalari 

Teorema :(Ferma teoremasi).

fix) funksiya (a ; b) oraliqda aniqlangan va bu oraliqning ichki с nuqtasida 

o’zining eng katta (eng kichik) qiymatiga erishsin. Agar bu nuqtada funksiya chekli 

f'(c) hosilaga ega bo’Isa, u holda
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/ '( с )  = о

Г со г ста (Roll teoremasi).

/(х ) funksiya [a; b] segmentda aniqlangan va uzluksiz bo’lsin. Agar bu 

funksiya [a; b] segmentning barcha ichki nuqtalarida (yabni (a; b) intervalda) 

chekli fix ') hosilasiga ega bo’lib, f(a) = f(b) bo’lsa, u holda shunday с (a  < 

с < b) nuqta topiladiki, f ( s ) = 0 bo’ladi.

Teorema (Lagranj teoremasi).

/ (x ) funksiya [a; b] segmentda aniqlangan va uzluksiz bo'lsin. Agar bu 

funksiya ( a; b ) intervalda chekli f (x )  Ziosilasiga ega bo’lsa, u holda shunday 

s (a  < с < b) nuqta topiladiki,

b — a

bo’ladi.

Teorema (Koshi teoremasi).

fix ) va g{x) funksiya [a;i>] segmentda aniqlangan va uzluksiz bo’lsin. 

Agar bu funksiya (a;b ) intervalda chekli f (x )  va g’(x) hosilalarga ega 

bo’lib, Vx e (a;b ) uchun g\x) Ф 0 bo’lsa, u holda shunday s ( a < с <

b) nuqta topiladiki,

f(.b) — f(a) / '(c )  

g(b) - g(a) g\c)

tenglik o’rinli bo’ladi.

l-misol. y = cosVxmurakkab funksiya differentsiali

dy = d cosVx = (cos\Tx)'dx = -sin Vx (Jx)'dx = -sin Jxd(J~x).

2-misol. Masalan,y(x)=(x-l) (x-3)=x2̂ 4x+3 funksiya [1,3] kesmada Roll 

teoremasini barcha shartlarini qanoatlantiradi. Bu funksiya hosilasi /(x)=2x-^t 

bo‘lib, haqiqatan ham u [1,3] kesmaning ichki c=2 nuqtasida nolga aylanadi.

b o 'la d i.
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3-misol sifatida f(x)=a.x3-2ax2 +(k+Y funksiyani [0,1] kesmada qaraymiz. 

Bunda а, P va y-ixtiyoriy haqiqiy sonlar. Bu holda Lagranj teoremasini barcha 

shartlari bajariladi va

/U )- / ( 0 )  (a-2a + p + y)-y a
---------- = ------------------- = b - a  .

1-0 1

Endi (I) tenglik bajariladigan с nuqtani topib, 0<c<l ekanligini tekshiramiz: 

f'(c) = 3ac2 - 4ас + P = P -cc =>3c2 - 4c + l=  0=>c] = l ,c 2 =^=>c = -e(0,l).

7.5. Yuqori tartibli hosila

3-ta’rif. Agar y = f{x) funksiya (a;b) intervalning har bir x £ (a; b) nuqtasida 

fix ') hosilaga ega bo’lib, bu f{x) funksiya x0 6 (a; h) nuqtada hosilaga ega 

bo’lsa, uni f{x) funksiyaning x0 nuqtadagi ikkinchi tartibli hosilasi deyiladi va 

f ix ')  yoki y" / x=x0 kabi belgilanadi. Funksiyaning uchinchi, to’rtinchi va hokazo, 

tartibli hosilalari ham xuddi shunday ta’riflanadi. Odatda у = f(x) funksiyaning 

ikkinchi, uchinchi, va h.k. hosilalari uning yuqori tartibli hosilalari deyiladi.

Masalan, /(x)=r3 funksiya uchun dj=3x2dx, dLf=6xdx1, ctf=bdx‘ va w>4 holda d’j= 0 

bo‘ladi.

Mustaqilyechish uchun topshiriqlar 

Quyidagi funksiyalarni berilgan nuqtalarda differentsiallanuvchanlikka tekshiring.

1. f{x) = x2 + 3x - 7, V x0 e R.

2. fix) = e3x , V x0 e R.

3. f(x) = 3t9~*, x° = \-

4. f{x) = In i  1 + sin2x), x0 =  - .

Quyidagi funksiyalaming differentsialini toping.

5. fix) = x4 -  3x2 + 2.

6. fix) = sin-Jx

7. fix) = 12Vx + SVx.
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8 . f ix )  =  л' ■ cosx .

9 . / ( x )  = x • Inx.

sinx
10. / ( x )  =

11 .f{x) =

X

cosx 

sinx + 1

12. / ( x )  = x 3 4- -x2 + x- 4, d / (  1)-

13. fix) = 1 / ^ ,  d f i- 8 )- ?

14. /(x ) = (5x + 2)10.

15./(x ) = V l + sin3x.

16. /(x ) = л/х~Т~Vx.

17. /(x ) = /o<7s10x.

18. /(x ) = ln (l + sin2x).

19. /(x ) = ln(x + Va2 + x2

20. f ix )=  x2 + arcsinx .

8-§. Ilosilaning tadbiqlari

У = f i x) funksiya (a; £>) intervalda aniqlangan bo’lsin.

Teorema 1. у = fix ) funksiya (a;fc) intervalda chekli / '(x )  hosilaga ega 

bo’lsin. Bu funksiya (a; b) intervalda o’zgarmas bo’lishi uchun shu intervalda

f ix )  = 0

bo’lishi zarur va yetarli.

Teorema 2. у = fix )  funksiya (a;b) intervalda chekli f ix )  hosilaga ega 

bo’lsin. Bu funksiya shu intervalda o’suvchi (kamayuvchi) bo’lishi 

uchun (a; b) intervalda

f ix )  > 0 i f '  (x) < 0)

tengsizlik o’rinli bo’lishi zarur va yetarli.
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Masalan, y=2' [v:=(0,2)r] funksiya barcha nuqtalarda, ya’ni (-со , со) 

oraliqda o'suvchi [kamayuvchi], y= \+x2 funksiya ( - qo , 0 )  oraliqda kamayuvchi. 

(0,co) oraliqda esa o'suvchi bo'ladi.

1-ta’rif Agar x0 E (a; b) nuqtaning shunday atrofi

Us(x0) = [x: x E R, x0 — S < x <  x0 + 5; S > 0} с  (a; b)

mavjud bo’lsaki V i e (/{ (х0) uchun

/ ( * )  <  /(* „ ) (fix ) >  /(*„ ))

tengsizlik o’rinli bo’Isa, u holda f(x) funksiya x0 nuqtada maksimumga 

(minimumga) ega deyiladi, / (x 0) qiymat /(x ) funksiyaning Us(x0) dagi 

maksimum (minimum) qiymati yoki maksimumi (minimumi) deyiladi.

Funksiyaning Us (x0) dagi maksimumi (minimumi) qiymatlari

/ (x 0) = max [f{x)} ( / ( x 0) =  min {/(x )}) 
x e u s (x 0 ) x e u s ( x 0)

kabi belgilanadi.

Funksiyaning maksimum va minimumi umumiy nom bilan uning ekstremumi 

deyiladi.

Masalan, Xx)=sinx funksiya х=л/2 nuqtada sin(7t/2)=l maksimumga, х=Зл/2 

nuqtada esa sin(3^/2)— 1 minimumga ega bo'ladi.

Teorema i.(Ekstremumning zaruriy sharti).

A gar/(x ) funksiya x0 E (a; b) nuqtada chekli / '(x )  hosilaga ega bo’lib, 

bu nuqtada ekstremumga erishsa, u holda

/ ' ( *  o) =  0

bo’ladi.

Teskarisi o’rinli emas, ya’ni funksiyaning biror nuqtada hosilasi nolga teng 

bo’lishidan, uning shu nuqtada ekstremumga erishishi kelib chiqavermaydi.

2-ta Vi/Funksiya hosilasining nolga aylantiradigan nuqtalar funksiyaning kritik 

(staisionar) nuqtalari deyiladi.
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Masalan, y=x3 funksiyaning /  '(x)=3x2 hosilasi л=0 nuqtada nolga teng va shu 

sababli bi funksiya uchun x-Q kritik nuqta boMadi. Ammo bu nuqtada funksiya 

ekstremumga ega emas, chunki x<0 bo‘lganda^jr)<0=;/(0) va x>0 boMganda J(x)>0=

A O).

Teorema 4. Agar x0 kritik nuqtadan o’tishda / '( * )  hosila o’z ishorasini 

dan “+” ga o’zgartirsa, bu nuqtada funksiya minimumga, agar “+” dan ga 

o’zgartirsa maksimumga erishadi.

3-ta’rif. Agar у =  f(x) differentsiallanuvchi funksiyaning grafigi 

o’zining (a; b) intervaldagi har qanday urinmasidan yuqorida yotsa, u holda bu 

funksiyaning grafigi shu oraliqda botiq deyiladi. (17-rasm).

4-ta’rif. Agar у =  f(x) differentsiallanuvchi funksiyaning grafigi o’zining 

(a; b) intervaldagi har qanday urinmasidan pastda yotsa, u holda bu funksiyaning 

grafigi shu oraliqda qavariq deyiladi. (18-rasm).

18-rasm



5-ta’rif у = fix) uzluksiz funksiya grafigining botiq qismini qavariq qismidan 

ajratuvchi nuqtasi grafikning almashinuvchi nuqtasi deyiladi. Almashinuvchi nuqtada 

urinma, agar u mavjud bo’lsa, egri chiziqni kesib o’tadi.

Teorema 4. у =  / 0 0  funksiya (a; b) intervalda botiq (qavariq) bo’lishi 

uchun shu intervalda

/"OO > 0 (/"00 < 0)

tengsizlik o’rinli bo’lishi zarur va yetarli.

Masalan, y=e* grafigi (-со, oo) oraliqda botiq; y=\nx grafigi (0, °o) oraliqda, 

ya’ni aniqlanish sohasidagi barcha nuqtalarda qavariq; _y=siiu funksiyaning grafigi 

(0,я) oraliqda qavariq, (n,2n) oraliqda esa botiq bo‘ladi.

Masalan, Ддг)=х3 funksiya uchun f"(x)=6x>0 tengsizlik yechimi (0,°o) oraliqdan 

iborat boMadi va unda bu funksiya grafigi botiq bo'ladi.Xuddi shunday f"(x)=6x<0 

tengsizlik yechimi bo'lgan (-oo, 0) oraliqda funksiya grafigi qavariq bo'ladi.

8.1. Funksiya grafigining asimptotalari

6-ta’rif. Agar

lim f(x), lim f(x)
x-»xo+0 x-*xo-0

limitlardan biri yoki ikkalasi cheksiz bo’lsa, u holda x =  x0 to’g’ri chiziq у = 

fix') funksiya grafigining vertikal asimptotasi deyiladi.

Odatda vertikal asimptotalar funksiyaning aniqlanish sohasi bo‘yicha uning uzilish 

nuqtalari orqali topiladi. Masalan, Дх)=1/(х3-1) funksiya grafigi uchun x=l to‘g‘ri 

chiziq vertikal asimptota bo‘ladi.

7-ta’rif. Agar shunday o’zgarmas к va b sonlar mavjud bo’lsaki, x -> 

+oo (x -* — oo) da fix ) funksiya ushbu

fix ) = kx + b + a ix)
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ko'rinishida ifodalansa (bu yerda lim  a (x) =  0) , u holda у = kx + b to'g'ri
x - > ± c o

chiziq /(x ) funksiya grafigining og’ma asimptotasi deyiladi.

Masalan, J[x)=x+1 Ix funksiya grafigi uchun.v-.v to‘g ‘ri chiziq og 'm a asimptota bo'ladi, chunki

lim [ /(x)-x]= lim [x + i- x ]  = lim — = 0
x — >co д:— >qo x x— >oo x

Teorema 5. / (x )  funksiya grafigi у = kx + b og’ma asimptotaga ega bo’lishi 

uchun

f ix )
lim ----= k, lim |/(x) — kx] = b

X - * c o  X  X -> co  -

limitlarning o’rinli bo’lishi zarur va yetarli.

8.2. Funksiyalarni tekshirish

Funksiyalami tekshirish va ularning grafiklarini yasash quyidagi xema 

bo’yicha olib boriladi.

1.Funksiyaning aniqlanish va qiymatlar sohasini topiladi;

2.Funksiyani uzluksizlikka tekshiriladi va uzilish nuqtalari topiladi;

3.Funksiyaning juft, toqligi hamda davriyligi aniqlanadi;

4.Funksiya monotonlikka tekshiriladi;

5.Funksiya ekstremumga tekshiriladi;

6.Funksiya grafigining botiq va qavariqligi tekshiriladi;

7.Funksiya grafigining assimptotalari topiladi;

8.Funksiyaning OX va OY o’qlari bilan kesishish nuqtalari (agar mavjud bo’Isa) 

hamda argument x ning bir nechta qiymatlarida funksiya qiymatlari topiladi.

Mustaqil yechish uchun topshiriqlar 

Quyidagi funksiyalarni tekshiring va grafiklarini yasang.

1. у =  x2;

2. у =  x2 + 5x + 6;

3. у =  -x2 + 9x;

4. у =  x3;
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5 .у  =  * + т ;

6. у =  у/х + 4;

7-у = ^ т т ;

8. у =  х + 1пх;

9. у =  3* — 4;

х2 1
10. у =  —  + —;

2 х

1пх
11. у =  — ;

х

12. у =  ех — х; 

х 3

11 * % »  + ! '

14. у =  sinx + sin2x;

15. у =  \[х* - 1;

16. у =  sin2x -  х, ( ■ —) oraliqda.

3 - х 2
17. у = — -г-;

х + 2

18. у =  esinx;

19. у =  х21пх;

1
20. у = --- ;

COSX

VIII BOB. INTEGRAL HISOB

1-§. Aniqmas integrallar

у =  / (х )  funksiya (а; Ь) intervalda berilgan bo‘lsin.

1-ta’rif. Agar (a;b) intervalda differensiallanuvchi F(x) 

hosilasi berilgan /(x ) ga teng bo'lsa, ya’ni

F '(x )= / (x )
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bo'lsa, u holda F(x) funksiya (a; b) intervalda f(x) funksiyaning 

boshlang‘ich funksiyasi deyiladi.

Berilgan funksiyaning boshlang'ich funksiyasini topish masalasi bir qiymatli hal 

qilinmaydi. Haqiqatdan ham agar F(x) funksiya f(x ) ning boshlang’ich 

funksiyasi bo’lsa, u holda F(x) + С (С = const) funksiya ham f{x) ning 

boshlang’ich funksiyasi bo’ladi.

Lemma. Agar F(x) va G(x) funksiyalar (a;b) intervalda fix )  ning 

boshlang’ich funksiyalari bo’lsa, u holda G(x) = F(x) + C bo’ladi, ya’ni 

F(x) va G(x) funksiyalar (a-,b) intervalda bir-biridan o’zgarmas songa farq 

qiladi.

2-ta’rif. Agar F(x) funksiya (a; h) intervalda f(x) funksiyaning 

boshlang’ich funnktsiyasi bo’lsa, u holda F(x) + С funksiyalar to’plami shu 

intervalda f(x) funksiyaning aniqmas integrali deyiladi va

J  f(x)dx = F(x) + С, С = const.

kabi belgilanadi.

Bunda / —integral belgisi, / (x )  — integral ostidagi funksiya, f(x)dx — 

integral ostidagi ifoda deyiladi.

Aniqmas integralni yoki berilgan funksiyaning boshlang’ich funksiyasini topish 

jarayoni integrallash deyiladi.

Segmentda (kesmada) uzluksiz bo’lgan istalgan funksiya shu oraliqda 

boshlang’ich fimksiyaga ega. Demak, aniqmas integralga ham ega.

Aniqmas integralning asosiy xossalari quyidagilardan iborat.

1°. Aniqmas integralning hosilasi, integral ostidagi fimksiyaga teng, ya’ni

( f  f(x )dx )'=  f(x).

2°. Aniqmas integralning differentsiali, integral belgisi ostidagi ifoda 

f(x) dx ga teng, ya’ni

d ^ J  f(x)dx^ = f(x)dx .
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3°. Funksiya hosilasidan olingan aniqmas integral shu funksiya bilan ixtivoriy 

o'zgarmasning yig'indisiga teng, ya’ni:

J  F'(x)dx = F(x) + C.

4°. Funksiya differensialining aniqmas integrali shu funksiya bilan o'zgarmas 

son yig'indisiga teng:

J  dF(x) = F(x) + C.

5°. 0 ‘zgarmas ko'paytuvchini integral belgisi ostidan tashqariga chiqarish 

mumkin:

J  kf{x)dx = к j  f(x)dx.

6°.CHekli sondagi funksiyalar algebraik yig‘indisining aniqmas integrali shu 

funksiyalar aniqmas integrallarining algebraik yig'indisiga teng:

J  \f(x) ± g(x)]dx = J  f(x)dx ± J  g(x)dx.

7°. Agar F(x) funksiya f{x) funksiya uchun boshlang’ich funksiya bo’Isa,

ya’ni

f{x)dx = F(x) + С

bo’Isa, u holda

j  f(u)du = F(u) + С

tenglik o’rinli bo’ladi.

Bu yerda u = u(x) — x ning differentsiallanuvchi funksiyasi.

Bu xossa integrallash formulalarining invariantligi deyiladi.

Masalan,



«Asosiy integrallar jadvali»

1. 0 -du = C.I
2. J  du =  u + С

Г ua+1
3. I uadu = ----- 1- C.

J a + 1

Г du
4. I —  = in|u| + C.

Г a u
5. I audu = ----1- C.

J Lna

j e udu =  e u ■

. |  si,

6. J eudu = eu + C.

7. I sinudu = — cosu + C.

8. J  cosudu = sinu + C.

Г du
9. . ,  =  -ctgx + C.

J sinzu

С du
10. I -- —  = + C.

J cosl u

Г du I ui
11. -—  = ln\tg-\ + C.

J sinu 1 2 1

Г du I u  n |
12.  =  In tgfcr + т) + C. 

J cosu I 2 4 1 

13. J  tg udu = —/n|cosu| + C.

14. J  ctg udu = Zn|sinu| + C. 

f du
15. J ^ =  arctgu + С — —arcctu + C.

Г du
16. I , =  arcsinu + С = —arccosu + C.
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du и
17. — = arc sin— f- С (a > 0).

\/«2 - U 2 a

. du 1 u

18. — r- — j  = -arctg-+ C  (a ^  0).
1 a ‘  +  u 2 a a

Г du 1 i u  — о  I

19- “ --- 2 = ~ ln\— i—  +C (a *  °)') и1 — a1 " 1z2 2 a lu + al
duf du I /— -----1

20. I ■ = In 7/. + л/ц2 + к + С.
J Л Ч к  1 1

Г I , - ,  ,.
21- 2 -L 2 ~ ± o /nla 1 + c ( a ^ O ) .

J a z ±w 2

Г udu I----- -
22. - = +Vя2 + и + С (a Ф 0).

■» J a 2 ± u2

f I--------- и i---------  a2 и
23. \ J  a2 - и2 = -у/a2 - и2 +— arcsin-+ С (a > 0).

J 2 2 a

2

24. j  j u 2 ± a2du =  — л/ u 2 ±  a 2 +  —  in |it +  д/ u 2 ±  a 2 | +  C .

/
25. shudu = chu + C.

26. chudu = s/iit + C.
/

/;

/;

, du
27. | — — = —cthu + C. 

sh^u

, du
28. | — -7Г- =  t/iu  +  C.

ch^u

2-§. Integrallash usullari

2.1. Bevosita integrallash usuli

Bevosita integrallash usuli 5°, 6° —xossalar va asosiy integrallar jadvalidan 

foydalanishdan iborat.

Misol sifatida bu usulda quyidagi integrallarni hisoblaymiz:

7 * - ^ а , 1(7 _ 5 1 Л  + J, | _

X  X x  X x z
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=  7ln|x| — 5 x ---- ь С ;
.v

г 2 , r s in 2 x с I cos2 л' . 1
J tg  XC& =  j --- — A = J --------- £& =  } (-------- 1)(& =

COS X COS" X COS- X

= { — ^ — dx-\dx = tgx - x + С  ; 
cos" x

r dx r 1 r 1 1 , j  1 rf л  г л  i
J - i— j = J ------- ---------------->x  —a  2 a x -  a  x  + a 2 a x  -  a x  + a

x  — a
= -^-[ln|x-a|-ln|x + a|] + C  = ^ _ *n

x + a
+ C.

Mustaqilyechish uchun topshiriqlar

1 . / ( x ’ + 2 * - l ) f c

2. J  4x3 — 3x2 + -)dx;

3. J  (x2 + 3x — 4) dx;

f x3 -1
4. j —  dx;

f 3x + 10
5. j  —  dx;

6. J  Vx + Vx dx;

7. J (x — 2)2 dx;

Г 25x4 — 7

8- J — F —

9. J  (л/х + V ^ )  dx;

10. J (3* + sinx)dx;

l . J  (Vx — 1 )dx;H .
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Г cos2х
12. — ^r---— dx;

J sin^xcos^x

' 5x4 + 7
13.  5— dx;r

■ I
dx

sin2xcos2x

Г (x2 + l ) 2 
15. j  — j — d*:

16 f 
17. f 5, (1 + !2) dx:

f e~x
18. I e*(5 + — ) dx;

19.
Г 1 5
} ц + т * с‘

r

2.2. Differensial belgisi ostiga kiritish usuli

Differensial belgisi ostiga kiritish usuli, integral ostidagi ifodani almashtirish-dan 

iboratdir. Bunda

1 1  1
dx = d(x + a); dx=-d(kx); d x = —d(kx + a); xdx = -d(x2);

К К z

dx
cosxdx = d(sinx); sinxdx = —d(cosx); —  = d(lnx);

va hakazo, almashtirishiami bajarish mumkin.

Misol sifatida quyidagi integrallarni hisoblaymiz.

> | In xd In л: = (и = In x) = J и<й/ = + С = —-— I- С  .

> {(x + 4 ) "  A  = J (x + 4 )"  t/(jc + 4) = (и = x + 4) =

= K A X +c = < ^ +c .  
J 100 100

147



Bu yerda dx-d(x+4) ekanligidan foydalandik.

r , , s i n x a b r  d  c o s t  
J tgxciY =  J ------ = J -------- =  (it =  cosx ) =

cosx

r dl!
= -\—  = -1п|м| + С = —lnlcosxl + С . 

и

2.3. 0 ‘rniga qo‘yish usuli

Jadvalga kirmagan f  f(x)dx  integralni hisoblash kerak bo‘lsin. x ni t erkli 

o‘zgaruvchining biror differensiallanuvchi x =  q>(t) funksiyasi orqali ifodalab, 

integrallashning yangi t o‘zgaruvchisini kiritamiz. Bu funksiyaga teskari t = 

i//(x) funksiya mavjud bo’lsin. U  holda dx = d(p{t) =  (p'{t)dt bo’lib,

J  f(x)dx = J  f{<p(t)) ■ <p'(t)dt

formula hosil bo ladi.

Bu o’rniga qo’yish usuli deyiladi.

0 ‘zgaruvchilarni almashtirish usuliga misol sifatida ushbu integrallarni hisoblaymiz.

J
dx

xVx+~4

Vx + 4 = t, x + 4 = t2 

x = t2 — 4, dx = 2tdt

2tdt

= 2J
dt

t2 - 22
= 2 --- In

2-2
t-2

t •¥ 2
- C = —In 

2
л/х + 4 - 2

л/ x + 4 + 2
+ C

ok

x2 + a2
= (a ^0 ) =

x = at, t = x/a, 

dx = d(at) = adt = b
a~t~ +a~

1 r dt 1 1 x
=  — J—---=  —arctgi + C  =  — arctg— + C .

a r  +1 a a a

Mustaqil yechish uchun topshiriqlar

1 .fs in

2. J  cos 2xdx;
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6. J  17Slnx cosxdx) 

dx
7,
■ K 2 •J sinz2x

8. J  tg3xdx;

9 .J ctg(-4x)dx;

10. J (2 x - l) sodx;

11. J  (x + 2)10dx;

dx■Ivs 
f

dx

Vx + 10'

14. |  M l-Ъх dx;

15. I sinx • cos2xdx;

16

17.

. J  tgxdx;

. J  ctgxdx; 

Г sir, sinx ,
18.  r-dx;



20. I sinx ■ eC0SXdx;I

2.4.Bo‘laklab integrallash

Bo‘laklab integrallash formulasi ikki funksiya ko‘paytmasini differensiallash 

formulasidan kelib chiqadi. it(x) va v(x) differentsiallanuvchi fiinksiyalar.Ikki 

funksiya ko’paytmasining differentsiali:

ni hisil qilamiz.

(1) formula bo ’laklab intgrallash formulasi deyiladi.

Bu formula odatda integral ostidagi funksiya turli sinfdagi darajali va ko'rsatkichli, 

darajali va trigonometrik, trigonometrik va ko'rsatkichli va hokazo., funksiyalarning 

ko'paytmasi shaklida ifodalangandagina qo‘llaniladi. Bunda integrallashning ikki 

turini ajratib, ular uchun qaysi funksiyani и deb va qaysi ifodani dv deb qabul 

qilish kerakligini ko'rsatish mumkin.

Birinchi turga Pn(x) ko'phadning ko'rsatkichli yoki trigonometrik funksiyaga 

ko'paytmasini o‘z ichiga olgan integrallar kiradi. Bu yerda и orqali Pn(x) ko'phad 

belgilanadi, qolgan hamma ifoda esa dv orqali belgilanadi.

Ikkinchi turga Pn(x) ko'phadning logarifmik yoki teskari trigonometrik funksiyaga 

ko'paytmasi qatnashgan integrallar kiradi. Bu holda dv bilan Pn(x)dx ifoda 

belgilanadi, qolgan hamma funksiya esa и bilan belgilanadi.

Bu formula takroran bir necha marta qo’ llanishi mumkin.

Bo'laklab integrallash usulida

\xn cosaxdx, Jx "s in  axdx, \yja2 —x2dx, \xnaxdx, jx"ln xdx,

d(uv) =  vdu + udv

ga teng. 

Bundan

(1)
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jeax cosbxdx, jeax smbxdx, JV'arccosxdx, \xnsxcigcdx, jsinlnxcfc 

va shularga o‘xshash integrallami hisoblash mumkin.

Bo‘laklab integrallash usuliga misol sifatida \xexdx integralni hisoblaymiz. Bunda 

ikki holni qaraymiz.

1-hol. Integral ostidagi xe dx ifodani и e \ dv=xdx ko‘rinishda bo‘laklaymiz. Bu 

holda

du = dex = (ex)'dx = exdx, v = \dv=jxdx = —  + C 

bo‘lgani uchun, C=0 deb, (4) formuladan

\xexdx = — ex — —\x2exdx 
1 2 2

tenglikka kelamiz. Ammo bunda hosil bo‘lgan o‘ng tomondagi integral berilgan 

integralga nisbatan murakkabroq ko‘rinishga ega. Demak, bunday bo'laklash 

maqsadga muvofiq emas.

2-hol. Bu holda u=x, dv=exdx deb olamiz. Bunda

du = dx, v = \dv=\exdx = ex +C 

bo‘ladi. Bu yerda C=0 deb va (4) formuladan foydalanib, berilgan integralni 

quyidagicha oson hisoblaymiz:

\xexdx-xex -\exdx =  xex —ex + C-(x-l)ex + C  .

Ayrim integrallami hisoblash uchun boMaklab integrallash formulasini bir necha 

marta qo‘llashga to‘g‘ri keladi. Bunga misol sifatida ushbu integralni 

qaraymiz:

u = x2, dv = sinxdx, 

du = 2xdx, v- Jsinx<ir = -cosx

и = x, dv- cosjcdx, 

du = dx, v = Jcosx<ix: = sinjc

= -x2 cosx + 2(xsin x + cosx) + С .

Shunday qilib, bu yerda (1) bo‘laklab integrallash formulasidan ikki marta 

foydalandik.
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Jx2 sin xdx = = -x2 cosx + 2jxcosxi2x: =
;osx

= -x2 cosx + 2(xsin x - jsin xdx) =



I . j(x  + l)exdx ; 2. f  e2x cosx dx;

3. [Щ -dx; 4. /  x2e3xdx ;
X J

5 .Jxcosxdx; 6 , f l n 2xdx;

. X
r- x ro*s x dx r CSin-7 ' j xcosxdx  8 r ± d x

J sin X J \/22-x2

Mustaqilyechish uchun topsliiriqlar

3-§. Aniq integral

Aniq integral-matematik analizning eng muhim tushunchalaridan biri bo’lib, u 

orqali turli ko’rinishdagi figura yuzlarini, yoylarning uzunliklarini, turli shakldagi 

jismning hajmini va hokazolami hisoblash mumkin.

[a; b] segmentda у = f(x ) uzluksiz funksiya berilgan bo'lsin.

1. [a-,b] segmentni a =  x0, x1,x2, — ,xn =  b nuqtalar bilan n ta bo’lakka bo’lamiz:

a = x0 < хг < x2 < ■■■ < xn = b.

Ular qismiy intervallar deyiladi.

2.Qismiy intervallar uzunliklarini

Ахг = х ^ - х 0, Ax2 = x2- x1, Ax-l = xt -x0, ...,Axn =  xn - хп_г 

bilan belgilaymiz.

3.Наг bir qismiy intervaldan bittadan ixtiyoriy nuqta tanlab olamiz:

£ l/ 2̂< £n-

4.Tanlangan nuqtalarda berilgan funksiyaning qiymatini hisoblaymiz:

/ ( « -  /  ( & ) ....... / ( f n ) .

5.Funksiyaning hisoblangan qiymatlarini mos qismiy intervallar uzunliklariga 

ko’paytmasini tuzamiz:

/ (&)■ Дх,. / (&)■ A x2......  /«■„)• Axn.

6.Hosil bo’lgan ko’paytmalarini qo’shamizva в bilan belgilaymiz:

e = f t f 1)Ax1+ f ( f2)Ax2 + ... + / (? „ )  Axn (1) 

в yig’indi f(x) funksiyaning [a; b] segmentdagi integral yig’indisi yoki Riman 

yig’indisi deyiladi va qisqacha bunday yoziladi:
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0 = £ / № ) - A * i
i = l

Integral y ig ’ indi bo’ linishlar usuli n ga va tanlab olinadigan nuqtalar £ ;(i = l , n )  ga 

bog’ liq 0 = 0 (n ;£ )

Bo’ linishlar soni n ni ortira borish hisobiga (n  -> oo) eng katta qism iy intervalning 

uzunligi nolga intiladi, y a ’ni maxAxt -»  0.

1-ta’rif. Agar 0 integral У 20 rasmГ ^  segmentni qism iy intervallarga 

ajratish usu liga va ularning har biridan ft ( i  = l , n )  nuqtalarni tanlash usuliga 

bog’ liq bo’ lm ay hamma vaqt yagona / songa intilsa, u holda shu 

son [a ; b] segmentda f ( x )  funksiyadan olingan aniq integral deyilad i va

f  / 0 0  d (x )
■'a

kabi belg ilanadi.

Aniq integral ta ’ rifi va belg ilashga asosan:

ь n
l = [  f ( x ) d ( x )  = lim  V m ) A X rJ maxAXi~»0 / i

a i=l
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Teorema I. Agar у  = f i x )  funksiya [a ;b ]  segmentda uzluksiz bo’ Isa, u 

integrallanuvchidir, y a 'n i bunday funksiyaning aniq integrali mavjuddir.

A niq in teg ra ln in g  xossa lari.

1° CHekli sondagi funksiyalar algebraik y ig 'in d is in in g  aniq integrali shu funksiyalar 

aniq integralining algebraik y ig ’ indisiga teng:

2° O’zgarmas ko ’paytuvchini aniq integral belgisidan tashqariga chiqarish mumkin:

3° Agar у  = f i x ) funksiya [a ; b] segmentda o ’z ishorasini o ’zgartirmasa, u 

holda bu funksiya aniq integralining ishorasi funksiya ishorasi bilan bir xil bo’ ladi,

tengsizlik o’rinli bo’ ladi.

5° A gar [a ; b] segment bir necha qism ga bo’ linsa, u holda [a ; b] segment 

bo’y icha aniq integral shu qismlar bo’y icha olingan aniq integrallar y ig ’ indisiga teng: 

Agar a  < с < b bo ’Isa, u holda

tenglik o ’rinli bo’ ladi.

6° Agar m  va  M sonlar / ( * )  funksiyaning [a ; b] segmentdagi eng kich ik va 

eng katta qiym atlari bo’ Isa, u holda

[ f ix )  ± g (x ) ]  dx  = / (x )d (X ) ± g{x)dx.

y a ’ni:

a )  agar [a ; b] segmentda f i x )  > 0 bo’ Isa, u holda f ix )d x  > 0 ;

b) agar [a ;b ]  segmentda f i x )  < 0 bo’Isa, u holda f{ x )d x  < 0 bo’ ladi. 

4° Agar Vx E [a ;b ] uchun f i x )  < g{x) tengsiz lik  bajarilsa, u holda

a
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tengsizlik o ’rinli bo’ ladi.

Izohlar.

1. Aniq integralning qiym ati integral ostidagi ifoda harfiga bog’ liq emas.

[ bf(x )d x  = \ bf ( t )d t .

2. Aniq integral chegaralari almashtirilsa, integralning ishorasi o ’zgaradi:

f  f(x )d x  = -  f  f (x )d x  
Ja h

3. Aniq integralning chegaralari teng bo’ lsa, har qanday funksiya uchun

[ 7 w = о
•'a

tenglik  o’rinli bo’ ladi.

M isollar:

l .  /0XV T T td t  = /„ 4 1  +  t ) J d ( t  + 1 ) =  \ ( i  + t ) i| J  =  | ( V s - 1 )

2-/f
n/2 ( 1  — cos2x)  sin x d x  -

co sx  = t 
sin x d x  = —dt 

*i = 0, tx = 1; x2 = tz = 0

—̂  11 = i  _  1 = £ 
з Л о  з з

3. fg xe Xdx =
и = x, du = dx 

dv — e~xdx, v = —e~x - x e  * |q + f g t  Xdx ■

4.
с l  v i - * 2 ,

x =  sin t 
dx — cos t dt 
t  = arcsinx 

•Л Jt
x i = T , k = - - ,  

*2 =  1  . t 2 = \

71 . __
_  i-jv 1-sin21 cost dt =
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= J ? ^ d t  = J J
-  s m 2 t -

1 - s i n n
s i n 2t dt = {—c tg t  — t)

7Г
7Г Я Я

‘ = - + 1 + - = 1 - -  
H 2 4  4

4-§. Aniq integraln i hisoblash va hisoblash usullari

Ko’p hollarda aniq integralni ta ’rifga ko’ra hisoblash q iyin va uzoq hisoblashlami 

talab qiladi. SHuning uchun am alda juda kam qo’ llan ilad i. Integrallam i hisoblashning 

am aliy jihatdan qu lay bo’ lgan y o ’ llarin i topish zarurati tug’ iladi.

Teorem a l .A gar  F (x )  f u n k s iy a /(дг) ning [a ; b] segmentda boshlan-g’ ich 

funksiyasi bo’ Isa, u holda f bf ( x )d x  aniq integral boshlang’ ich funksiyaning

integrallash o ra lig ’ idagi orttirmasiga teng, y a ’ni. 

r b
f ( x )d x  = F (b ) — F (a ) (i)

(1) formula aniq integralni hisoblashning N yuton-Leybnits formulasi deyilad i. 

Agar F (b ) — F (a )  = F(x)|£ deb olinsa, u holda

j:f ( x ) d x  = F(x)\ba = F ( b ) - F ( a )

bo’ ladi.

Shunday qilib , Nyuton -  Leybnits formulasi orqali aniq integralni hisoblash 

m asalasi b izga tanish boMgan aniqmas integralni hisoblash m asalasiga keltiriladi. 

Bunga yana bir nechta misol keltiram iz:

J  -Jxdx = - ! e*xdx = —eL e 4*
4

46 4a

e In X *
J -----dx = J in  xd\nx = In2 x In2 e - l n 2 1 1 , 2 1= —In e = —; 

2 2

л/Г -X2 2  О л/Г+ x 2

S
=  2 - 1  =  1 .
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4.1. Aniq in tegra ln i hisoblash u su llari

1). O 'zgaruvchini almashtirish usuli.

у  = f{ x ) funksiya [a; b] segmentda aniqlangan va uzluksiz bo’ lsin. x  = (p(t)  deb, 

o’zgaruvchini almashtiramiz,bunda <p(t) funksiya [ a ; /?] segmentda

uzluksiz, <p'{t) hosila ham bu segmentda uzluksiz bo’ lsin.

x  = <p(t) funksiya a  va /? ni mos ravishda a  va b ga akslantirsin, y a ’ni <p(a) =

a , (jp(/J) =  b.

U holda
rb

f(< p(t)) -<p'(t) d t  (2 )[  / 0 0  dx = f  
Jo. Ja

tenglik o’rinli bo’ ladi.

(2) formula o’zgaruvchini almashtirib integrallash formulasi deyiladi.

Ushbu aniq integrallam i o‘zgaruvchilarni almashtirish formulasi yordam ida 

hisoblaymiz.

xdx
о X  +  11

л/дг + l =t, x  = t 2 - 1 , dx = 2tdt
a  =  Vo+T = 1, p  =  V3+T = 2

2 (A

= \
(t -\ )-2tdt _

= 2 (2 + 2 ) Л  = 2 2
3 3 3 3

J" л/1 — x~dx =
x  = sin/, dx = costdt, l - x 2 = cos2/

a  = arcsin0 = 0, /? = arcsin l =
n

2r 2 , I f/ , „ ч , 1 ,  sin 2f = Jcos tdt = — J (1 + cos2t)dt =—(t н--------- )
2 _Tl 

0 ^0 *■

2). B o’ laklab integrallash usuli.

u (x )  va v (x )funksiya lar [a ; b] segmentda differentsiallanuvchi bo’ lsin. 

Aniqmas integralni bo’ laklab integrallash formulasiga asosan:

I и dv = uv \a — I v du  
Ja Ja

(3)

(3) formula aniq integralni bo’ laklab integrallash formulasi deyiladi.
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Bu yerdan ko 'rinadiki, aniq integralni bo‘ laklab integrallash xuddi aniqmas 

integralga o 'xshash usulda am alga oshiriladi. Buni quyidagi m isollarda ko'ram iz:

к / 2
J xcosxdx = 
о

и = -Y, dv = cos xdx 
du = dx, v = s inx

• F /2 ( ■ ,= x-sinx|0 -  J sin X u X  —

n  IЛ- / 2 Л  , 71 — 2
= -----h COSX = ------ 1 = ----------

2 10 2 2

e .  In X

i Vx

и = In X, t/v =
Vx

t/м = — , v = 2-Ух
X

= 4 e - 4%/x  ̂ = 4 e - 4 e  + 4  = 4  ;

1.
I

3. \ ^ = d x  J ,/ 7 77

1
5 J -

'.VTTs

xdx

IV T ^ 7
jt/ 4

7. Jsin4;t<ft
0

к
9. ^e 'sm xd x

0
1

11. J" ln(jc + l)c£c
0

13.

15. J x 'd x

■v/4-

17. J
г eft

M ustaqil yechish uchun misollar

л
jr -4x + 5

4.
J Y

6 . J
0 \ l 4 - x 1

8. |x; lnxa!j:
1

1
10 . Jarcsin;aft

12. |sinj:cos2Acrfi:

H . \— r - =
0 1 + y j lx  + 1

18. f —
J 2 x - l
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19. f ------— -—  20. f^arcs inx iiT
1 лг(1 + lr r  x) -j

5-§. A niq in tegra ln i taq r ib iy  h isoblash

Integral ostidagi funksiyaning boshlang’ ich funksiyasi m a’ lum bo’ lsa, aniq 

integralni Nbyuton-Leybnits formulasi yordam ida hisoblash mumkin. Ammo 

boshlang’ ich funksiyani topish m asalasi har doim ham oson topilavermaydi. Bunday 

hollarda taqribiy hisoblash usullaridan foydalaniladi.

5 .1. T o’g’ ri to ’ rtb u rch ak la r form ulasi

у  = f ( x )  funksiya [a ; b] segmentda aniqlangan va uzluksiz bo’ lsin.

[a ;b ]  segmentni a  = x 0,x 1,x 2, . . . ,x n = b nuqtalar bilan n  ta teng bo’ lakka 

bo’ lamiz.Har bir bo’ lakning uzunligi

b — a
Ax

n
ga  teng bo’ ladi.

У = / 0 0  funksiyaning x 0,x 1,x 2, - , x n nuqtalardagi qiym atlarini hisoblaym iz:

Уо = f ix ) ,  y x = f (х г), у 2 = / (x 2) , ..., y n = / (x n).

Quyidagi y ig ’ indini tuzamiz:
n— 1

y 0 ■ Ax + y t ■ Ax + y 2 ■ Ax + + y n_ j • Дх = ^  y , ■ Ax,
1=0

n

У! ■ Дх + y 2 ■ Дх + ■•■ + y n_ ! ■ Дх + y n • Дх = ^  У; • Ax.
i=1

Bu y ig ’ indilar / 0 0  funksiyaning [a ; b] kesmadagi integral y ig ’ indisini ifodalayd i. 

SHuning uchun taqriban integralni ifodalaydi:

ь . . n_1f b b — a  b — a
f (x )d x  ~ ——  ( y 0 + y i  + -  + y n- i )  = ——  > у-, (4 )

J a n  n  4-1
“  1=0
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f  r . . , b — a  b -  a  S T
f ( x ) d x  «  — —  ( y ,  + y 2 + -  + y „ )  = ---------  )  у,- ( 5 )

Ja 71 n

(4) va (5) formulalar aniq integralni taqribiy hisoblashning to’g ’ri to’rtburchaklar 

formulasi deyiladi.

Agar f{ x ) > 0  va  / (x )  o ’suvchi (1-rasm )(kam ayuvchi, 2-rasm) bo’ lsa, u holda

(4) formula “ichki” (“tashqi”) to’g ’ri to’rtburchaklardan tuzilgan pog’onasimon 

figuraning yuzini, (5) formula esa “tashqi” (“ichk i”) to’g ’ri to’rtburchaklardan 

tuzilgan pog’onasimon figuraning yuzini ifodalaydi.
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To’g ’ri turtburchaklar formulasining absolyut xatosi 

(b — a ) 2
M j -

4n
(6 )

dan katta emas, bu yerda M1 -  \f'(x)\ ning [a; b] segmentdagi eng katta 

qiymati.

5.2. T rapetsiyalar form ulasi

[a ; b] segmentni bo’ lin ishi to’g ’ ri to’rtburchaklardagidek qoladi.

Дх qism iy intervalga mos keluvchi у  = f ( x )  chiziqning har bir yoyin i bu yoyning 

chetki nuqtalarini tutashtiruvchi vatar bilan almashtiramiz.

Bu berilgan egri chiziqli trapetsiyaning n  ta to’g ’ri ch iziqli trapetsiyalar yuzlarin ing 

y ig ’ indisi bilan alm ashtirilganini bildiradi (3-rasm).

Trapetsiya yuzini topish form ulasiga asosan:



ь -  и /у0 + у п
(7)п \ 2

Bu an iq  in tegra ln i  t a q r ib iy  h i s o b la sh n in g  t r ap e ts iv a la r  fo rm u la s i  d ey i l ad i .

C H iz m ad an  ham  k o 'r in ib  tu r ibd ik i ,  x a to l ik  t o ' g ' r i  t o ’ r tbu rch ak la r  fo rm u la s id an  kam. 

T r a p e t s iy a l a r  fo rm u la s in in g  a b so ly u t  xatos i

(b -  a ) 3
M ,

1 2n 2 (8).

dan katta emas. Bu yerda M2 — \f"(x)\ ning [a ; b] segmentdagi eng katta qiymati.

6-§. Aniq integralning tadbiq lari

6 .1 . Yassi fig u ra lar yuzlarin i hisoblash

a )  OX o ’qqayop ishgan , у  = f{ x )  egri chiziq, OX o ’qi, x = a  va x  = b to ’g ’ri 

chiziqlar bilan chegaralangan egri chiziqli trapetsiyaning yuzi (4-rasm).
r b

S = I у  dx = I f{ x )d x  
Jo. Ja

(i).

ga teng.

b) OY o’qqa yopishgan, x = cp(y) egri chiziq, OY o ’qi, у  = с va у  = d to’g ’ri 

chiziqlar bilan chegaralangan egri chiziqli trapetsiyaning yuzi (5-rasm).
r d

ga  teng.

S  = I x d y  = I cp(y)dy
Jr. Jr.

(2).



с) Agar у  = f  (х )  funksiya [a; b] segmentda o ’z ishorasini chekli marta 

almashtirsa, u holda butun kesnia bo’yicha olingan integralni qism iy kesmalar 

bo’y icha olingan integrallar y ig 'in d is iga  bo’ lamiz. / (x )  > 0 bo’ lgan kesmalarda 

integral musbat, f i x )  < 0 bo'lgan kesmalarda integral manfiy bo’ ladi. (26-rasm). 

SHuning uchun

У

S  = I [  / (* )dx|  = |j / (*)d x|  + j J  f (x )d x  + J  f{ x )d x

-  f  f{x )d x  -  f  f ( x )d x  + f  f (x )d x . 
Ja h  Jc

(3)

d ) у г = /х(х )  v a  y 2 = /2(x )  egri chiziqlar hamda x  = a, x  = b to’g ’ri chiziqlar 

bilan chegaralangan figuraning yuzi (7-rasm).

Уг

У1 = A W



f  i f 2M  -  A (xy)dx
•'a

(4).

* Bu yerda yuqoridagi chiziqdan, pastdagi chiziq ayrilad i.

M asalan, д:е[я/2,я] holda >=cosjc<0 va bunda hosil bo‘ ladigan egri chiziqli 

trapetsiya yuzasi

5  = Jco sx A
г г / 2

= sin x я/2 = |0 -  1| = 1 ■

M asalan, y=x~ va y=x, x=2 va x=4 chiziqlar bilan chegaralangan yassi geometrik 

shakl yuzasini hisoblaym iz:

S = U x 2 -x )d x  = {—  )
2 3 2

= (— — 8) —( - - 2 )  = — - 6 =  — = 12— .
3 3 3 3 3

6.2. J ism la r hajm ini hisoblash

a) Jism ning hajm ini ko ’ndalang kesimning yuz i bo’y icha hisoblash. Berilgan 

jism ning OX o’q iga  perpendikulyar tek islik  bilan kesim ining yuzi S  m a’ lum 

bo’ lsin. Bu yuz kesuvchi tekislikning vaz iyatiga  bog’ liq, y a ’ni x  ning funksiyasi 

bo’ ladi. 5  = 5(л:). Bu kesim  ko ’ndalang kesim  deyilad i. S (x ) uzluksiz funksiya 

bo’ lsin. Berilgan jism n ing hajmini hisoblash uchun [a ;b ]  kesmani a  = 

x0,x 1 ,x 2, — ,X i,...,x n = b nuqtalar bilan ix tiyoriy n ta bo’ lakka bo’ lam iz. Bu 

nuqtalar orqali OX o ’q iga perpendikulyar tek is lik la r o ’tkazamiz. Bu tekislik lar 

jism ni n  ta qatlam ga ajratadi, ularning hajm larin i AVX, tW2, ■■■, ..., AVn bilan 

belgilaym iz. U holda bo’ ladi. ДУ* balandligi Д*; = X ;—

Xj_i, asosi S ( ( i )  ga  teng bo’ lgan to’g ’ri tsilindrning hajm iga taqriban teng.

A V i * S ( W - A * t
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Bu yerda * (_ ! < < xt.

U holda butun jism ning xajm i:

Bu y ig ’ indi [a ;b ] kesmada S  (x ) funksiya uchun integral y ig ’ indi, shuning uchun 

m ax Дх* -»  0 da uning lim iti

= 1V = S (x )d x (5)

ga ten g  bo’ ladi. 

b) Aylanish jism ning hajmi.

Qaralayotgan jism  у  = f ( x )  chiziq bilan chegaralangan egri chiziqli trapetsiyaning 

OX o ’qi atrofida aylanishidan hosil bo’ lsin OX o ’q iga perpendikulyar x  

abstsissali kesim doiradan iborat bo’ lib, uning radiusi у  — f{ x )  ordinataga teng 

bo’ ladi. U holda 5 (x )  = n  • y 2 = n  ■ ( / (x ) ) 2 ga teng. Bundan OX o ’qi atrofida 

aylanishdan hosil bo’ lgan jism ning hajmi. (8-rasm).

V - n  f  y 2 dx = n  [  ( f i x ) ) 2 dx.
Ja 'a

(6)

OY o ’qi atrofida aylanishdan hosil bo’ lgan jism ning hajmi (9-rasm).

V = n f  x 2d y  = n f  (<p(y))2dy  (7 )
Jc Jc

bu yerda x — (p(y)  aylanish jism in i hosil qiluvchi chiziqning tenglam asi, с <

У  <  d .

x = <p(y)

8-rasm.
9-rasm.



Misol sifatida yarim  o 'q lari a  va b bo'lgan ellipsni OX o ‘q atrofida aylantirishdan 

hosil bo'ladigan ellipsoidning hajmini topamiz. E llipsning kanonik tenglamasidan

ekanligini topamiz. Bu natijani (7) formulaga qo‘y ib , ellipsoidning V hajmini 

hisoblaymiz:

Agar bunda a=b=R deb olsak, unda ellipsoid radiusi R bo'lgan sharga aylanadi va 

bu holda sham ing halm i uchun yuqoridagi natijadan b izga maktabdan tanish bo'lgan 

К=4лЛ3/3 formula kelib  chiqadi.

nuqtalar bilan ix tiyoriy n  ta bo’ lakka bo’ lam iz.

Qo’ shni bo’ linish nuqtalarini kesmalar bilan tutashtirib, AB yoyga ichki chizilgan 

siniq chiziqni hosil q ilam iz. Bu siniq chiziqlarni uzunligini mos ravishda Д = 

ANt — N0NV Д l2 = N1N2i ..., Д ln = Nn_1Nn = Nn_t B. bilan belg ilaym iz.

U holda siniq chiziqning uzunligi

6.3. E gri ch iziq  uzun lig i

AB egri chiziqni

A = N o C xo jyo X N jO j.y !), .......Nn(xn,y n) = B.

П

1 = 1

У
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1-ta’ rif. AB egri chiziqning I uzunligi deb AB egri chiziqqa ichki chizilgan 

siniq chiziq perimetrining siniq chiziq bo’g ’ inlari soni cheksiz ortganda va eng katta 

bo’g ’ inning uzunligi nolga intilgandagi lim iti
71

I = lim
maxA lL

~ i= 1
I У  A ll (1)
i-*o

ga  aytiladi.

Tekislikdagi ikki nuqta Ni_1(x i_1,y i_1) va  lar orasidagi masofa

form ulasiga ko’ra

A k = л/О* “  x i -1)2 + Cyi -  У1-1)2

ga  teng.

Axi = x i - x i_1, Д yi = y i - y i- 1

ga  ko’ ra

A t j = V(A x i ) 2 + (А У ;) 2 =
/ A y ; '2 

1 + '

т а х Д х ;  -* 0  da lim itga o’tsak, siniq chiziq uzunligi, egri chiziq uzunligiga teng 

bo’ ladi.

lim  ln = lim  У  A l t = lim  У  1 + ' A
x A x i^O  m axA *i-»0  /  j  шахДдГ(-*0 Z - j  л  VA X j /

i= l t= l N

b

= j  yj 1  + (y ')2dx = i

шахДх,

b

Demak, egri chiziq uzunligi: 
rb

1= f  y/T+tf7W y d x =  f  J l  + c y y d x  ( 2 ).
■*a 'a

ga  teng.
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M isol sifatida y= lnsiar egri chiziqning x-Td3 va x=n/2 abssissali nuqtalari 

orasidagi yoyin ing uzunligini topamiz. Bunda y '=ctgx ekanligidan va universal 

almashtirmadan foydalanib, (6) formulaga asosan, ushbu natijani olamiz:

n' 2 г--------— , ж' 2 dx
J 1 + ctg~xdx = J -

гг/3

/Т  /  2  j----------------------  я  /  2  j-----------------------  /Т  /  2  j-----------------------  л - /  2  ^

/= { ^\ + (y ') 2dx = j  -Jl + ctg2xdx= j  yj\ + ctg2xdx=  j  ——  =
тг/3 я/3 гг/3 x l i s m x

71 / 2

= I ^
7Г/3

x . 21 , 2dt
t = tg—, sm x  = ----- T,dx = ----- г-

2 1 + /2 1 + ?2 
я  1 я- ,

‘ 1 + t2 2dt ,i F
= J ------------- т  = М , ,  я  = ln V j .

v S  2t 1 + '2 V S

M ustaqilyechish uchun topshiriqlar 

Quyidagi aniq integrallarni hisoblang.

1. f  x* dx; 10. f  e*dx ;
Jo Joо

4 r 3 f ar * _  f л dx 
2. I y fx d x ; 11. I — ;

Л  -/2 *

3. J  ^x2 + ^ j j d x ;  12. J  3* dx;

Г2 f 1 x 3
4. ( x 2 -  3x  + 1) d x ; 13. —— -d x ;  

Jo h  x 2 + 1
f 1 dx I■'

5- Jo V P T T  14 ' 1

f 1 dx r ‘

6- Jo 15 ‘ I

x 2 + a 2 ’ 

x 2 + Znx

7. |  sin j  Лг; 16 J ^ I L J
J  0 1

Г11/4 d x
J0 cos2x ’ 17. I
Г71/3 dx

9‘ J0 s in 2x ‘ 18. f '
Jo

x

^ x -  (a r c t g x )2 
+ x

1 -  ln (x  -  1)
x  — 1

18  I e slnx co sxdx ;

dx;

■Y
dx; 

dx;
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тс sinx

V cos2x + 1
20. j x 2 ■ e*3 dx ;

0

Quyidagi chiziqlar bilan chegaralangan tlguraning yuzini toping.

1. у  = 16 — x 2, у  = 0.

2. у  = x 2, у  — 4.

3. у  = х 2 — 5х + 6, у  = 0.

4. у  = х 3, у  = 0, х  = 2.
п

5. у  = s in x , у  = 0, х  = - .

7. у  = х 2, у  = 4  -  х 2.

8. у  = - х 2 -  4х  + 5, у  = 0.

9. у  = х 2 + 4, у  = х + 6.

10. у  = Inx, у  = 0, х  = е.

11. у 2 = 2х  + 6, х  = 0.
п

12. у  = tgx , х  = —, у  = 0.
4

Qo’y id ag i chiziqlar bilan chegaralangan figuralarning aylanishidan hosil bo’ lgan 

jism larn i hajm ini toping.

1. у  = x 2 у  = 4, OY o’qi atrofida.

2. у  = -  x  = 1, x  = e, OX o’qi atrofida.
X

3. у  = sinx, x  = 0, х = тс, у  = 0, OX o’qi atrofida.

4. у  = Inx, x  = e, у  = 0, OX o ’qi atrofida.

5. у  = 2*, x  = 0, x — 2, у  — 0, OY o ’qi atrofida.

6. у  = у  = 0, x  = 1, x  = 2, OK o ’qi atrofida.

7. у  = —x 2 + 4 , у  = 0, OX o ’qi atrofida.

8. у  = Vx, x = 16, у  = 0, OK o’qi atrofida.

9. у  = co sx  va  у  — —1, —п < х < т с  bo’ lg an d ay  = —1 to ’g ’ri chiziq atrofida.

1
6. у  = —, x  = 1, x  = e, у  = 0.
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IX BOB. E H TIM O LLA R NAZARIYAS1

l-§ . H od isa lar a lgeb ras i

M atematikaning hozirgacha o’rganilgan bo’ lim larida biz jarayon lam i formulalar

ds
yordam ida ifodalay oldik. M asalan, moddiy nuqta harakat tezligini v = —  formula

dt

bilan, vektor maydon oqimini П = an 'dcr integral bilan hokazo.

Ammo atrof muhitda shunday jarayon , vaziyat v a  hodisalar m avjudki, ularni 

matematik ifodalashning imkoniyati bo’ lm aydi. M asalan, tanga tashlanganda uning 

tayin tomoni tushishi, lotoreyada avtomobil yu tug ’ i chiqishi hodisalari. Bunday 

hodisalarga tasodifiy hodisalar deyilad i.

Har qanday tasodifiy hodisa ju d a  ko’p tasodifiy sabablar natijasidir. M asalan,

“Tanganing gerbli tomoni tushishi” hodisasi tangani otishga sarflangan kuch, 

tanganing shakli, shamol yo ’nalishi va boshqa sabablarga bog’ liq ravishda ro’y 

beradi. Ammo, yetarlicha ko’p sondagi bir jin s li tasodifiy hodisalar o ’zlarining 

m uayyan tabiatidan qat’ iy  nazar tayin  qonuniyatlarga, jum ladan ehtimoliy 

qonuniyatlarga bo’ysunadi. Ehtimollar nazariyasi ana shu qonuniyatlam i o ’rganadi.

Shunday qilib , ehtimollar nazariyasi -  om maviy, bir jin s li tasodifiy 

hodisalam ing ehtim oliy qonuniyatlarini o ’rganuvchi matematik fan.

Ehtimollar nazariyasi hodisa tushunchsiga asoslanadi.

Hodisa deb sinashlar natijasida, y a ’ni tayin  shartlar majmuasi bajarilganda ro’y  

berishi mumkin bo’ lgan har qanday faktga aytilad i. M asalan, tangani tashlash -  

sinash, uning gerbli tomoni tushishi -  hodisa.

Hodisalar lotin alfavitin ing bosh harflari bilan belgilanadi.

Sinash natijasida albatta ro’y  beradigan hodisaga m uqarrar hodisa deyilad i va

U bilan belgilanadi.

Sinash natijasida mutlaqo ro’y  berm aydigan hodisaga mumkin bo’lmagan 

hodisa deyilad i va V bilan belgilanadi.
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M asa lan ,  o'yin  kubigi (shoshqol toshi) tashlanganda 6 dan katta bo'lmagan 

ochko tushishi hodisasi muqarrar hodisa bo’ Isa, 7 dan kichik bo’ lmagan ochko 

tushishi hodisasi mumkin bo’ lmagan hodisa bo’ ladi.

Sinash natijasida ro’y berishi ham ro’y bermasligi ham mumkin bo’ lgan hodisa 

tasodifiy hodisa deb ataladi. Masalan o 'y in  kubigi tashlanganda 3 ochko tushishi 

hodisasi tasodifiy hodisa.

Agar sinash natijasida bir nechta hodisalardan hech birini boshqalarga nisbatan 

ro’y  berishi mumkinroq deyishga asos bo’ lmasa, bunday hodisalarda teng 

imkoniyatii hodisalar deyiladi. M asalan, o’yin  kubigi tashlanganda 1 dan 6 gacha 

ochko tushishi hodisalari teng imkoniyatii hodisalar bo’ ladi. Chunki o ’yin kubigi bir 

jin s li materialdan o ’ lchamlari bir xil bo’ lgan kub shaklida yasalgan .

Agar sinash natijasida bir nechta hodisalardan bittasi va faqat bittasining ro’y 

berishi muqarrar hodisa bo’ Isa, u holda bunday hodisalar yagona mumkin bo’lgan 

hodisalar deb ataladi. M asalan, tanga tashlanganda A -raqarn li tomon tushishi, B -  

gerbil tomon tushishi hodisalari yagona mumkin bo’ lgan hodisalar.

Sinash natijasida ro’y  berisi mumkin bo’ lgan har bir hodisaga elementar hodisa 

deyiladi. Masalan, tanga tashlash sinashi ikkita Л -raq am li tomon tushishi va 

S - g e r b i l  tomon tushishi elementar hodisalaridan tashkil topadi.

Barcha elementar hodisalar to'plam i hodisalar maydoni deyiladi va Q orqali 

belgilanadi. Q sinashning barcha mumkin bo’ lgan natijalarini o’z ichiga oladi.

Q ning ixtiyoriy A qism to’plami hodisa bo’ ladi. Sinash natijasi A ga kirgan

biror

hodisadan iborat bolsa, u holda A hodisa ro’y  beradi.

1 -ta ’ rif. A va В hodisalarning birikmasi (yoki y ig ’indisi) deb ulardan hech 

bo’ lmaganda bittasi ro’y  berishidan iborat bo’ lgan hodisaga aytiladi va А и  В 

(yoki A + B) bilan belgilanadi.

2 -ta ’ rif. A va В hodisalarning kesishmasi (yoki ko ’paytmasi) deb ularning 

b irgalikda ro’y berishidan iborat bo’ lgan hodisaga aytilad i va A n  В (yoki A B )  

bilan belgilanadi.
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3 -ta ’ rif. A v a  В hodisalarning ayirmusi deb A hod isa  ro 'y  b e rg a n d a  В 

h o d isan in g  r o 'y  b e rm a s l ig id an  iborat b o ’ lg an  h o d is a g a  a y t i l ad i  v a  A' B bilan 

b e lg i lan ad i .

4 -ta ’ rif. B i r  v a q td a  r o 'y  b e rm a yd ig a n  A va  В h o d is a la r g a  birgalikda 

bo'magan hodisalar d e y i l a d i .  B i r g a l i k d a  b o ’ lm a g a n  h o d is a la r  uchun  А - В = V 

b o ’ ladi .

5 -ta ’ rif. A hodisaga qaram a -  qarshi hodisa deb A hodisaning ro'y

berm asligidan iborat bo’ lgan A hodisaga aytilad i. M asalan, bitta o’q uzishda

A -  o ’qning nishonga tegishi va ,7 - o ’qning nishonga tegm aslig i hodisalari 

qarama -  qarshi hodisalardir. Qarama -  qarshi hodisalar uchun A ■ A = V va 

A + A = Q bo’ ladi.

Agar Ar A2......An hodisalar b irgalikda bo’ lmagan va yagona mumkin bo'lgan

hodisalar bo’ lsa, u holda bu hodisalar to'Ia guruh tashkil etadi deb yuritilad i. To’ la 

guruh tashkil etuvchi hodisalar uchun Ai - A = V (i *  j )  va At +A2 +... + An —U 

bo’ ladi.

A, A\u В, А глВ hodisalar quyidagi xossalarga bo’ysunadi:

1". A vjB  = B u A ;  2 ”. АглВ = ВглА ;

3". ( A u B ) u C  = A u ( B u C ) ;  4 ". ( A n B ) n C  = A n ( B n C ) ;

5 " .Л п (В и С )= А г \ В и Л п С ; в". A u В r\C = (AKjВ )гл (А и С ):

7". A u A  = U ; 8”. A n  А -  V ;

9". A d U = A; \0° .Ak jV = A\

11". A r ^ B  = A ^ j  в ;  12”. A y j  В  = А глЪ  .

Hodisalar ustida asosiy am allar geometrik nuqtai-nazardan Eyler-Venn 

diagram m alari orqali 1-shakldagi kabi tasvirlanadi.
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2-§. F.htinwlning ta ’ r if la r i

1. E htim olning k lassik  t a ’ rifi. A m a l iyo td a  h od isan ing  r o 'y  berish i im koniyat in i

П

Ш
A

1-shakl.

taqqoslay bilish aham iyatga ega. Pul-buyum lotopeyasida A -b itta  biletga yutuq 

chiqishi va B -b arch a  b iletlarga yutuq chiqishi hodisalari turli darajadagi ro’y  berish 

imkoniyatiga ega ekani ravshan. Shu sababli hodisalarni taqqoslash uchun qandaydir 

ko’rsatgichga asoslanish lozim bo’ ladi.

Hodisa ob’ektiv ro’y  berish imkoniyati darajasining sonli ko’rsatgichiga 

hodisaning ehtimoli deyilad i.

Bu ta’r if  hodisa ehtimoli tushunchasining sifatiy ifodasi bo’ lib, matematik 

hisoblanmaydi. U m atem atik bo’ lishi uchun bu tushunchaning miqdoriy 

ko’rsatgichini aniglashi lozim.

Agar sinashning natijalari hodisalarning to’ la  guruhini tashkil etsa va teng 

imkoniyatli bo’ lsa, y a ’ni u lar yagona mumkin bo’ lgan, b irgalikda bo’ lmagan va teng 

imkoniyatli hodisalar bo’ lsa , u holda bu natijalarga elemental• natijalar deyilad i.

Г н ::-
( w t m
V A У
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B u n d a  s inash  “k l a s s ik "  d eb  y u r i t i l a d i .  Shu  sabab l i  q u y id a g i  t a ’ r i f  eh t im o ln in g  k l a s s ik  

t a ’ rif i deb  a ta lad i .

S in a sh n in g  o ’ r g a n i la y o tg a n  h o d is a n in g  ro ’y  b e r i sh ig a  o l ib  k e la d ig a n  e lem en ta r  

n a t i j a l a r i g a  s in a sh n in g  h o d is a  ro ’y  b e r i sh ig a  qulaylik tu g ’diruvchi natijalari d ey i l a d i .

E h t i m o l  n i n g  к I a  s s ik t a '  r i f  i g a  binoan A hodisaning ehtimoli deb 

sinashning A hodisa ro’y  berishiga qu laylik  tug’diruvchi natijalari soni m ning 

sinashning barcha elementar natijalari soni n  ga  nisbatiga aytiladi va P{a ) bilan 

belgilanadi.

D em ak ,

Ф )  = - .  (1)n

Bunda A hodisa ro’y  berish iga qu laylik  tug’diruvchi natijalar “m oyil hodisalar” 

deb yuritiladi.

1-misol. Oyin kubigi bir marta tashlanganda toq ochko tushishi ehtimolini 

toping.

Yechish. Oyin kubigi tashlanganda oltita elementar natija -  1, 2, 3, 4, 5, 6 ochko 

tushishi hodisalari mavjud. Barcha n = 6 ta elementar natijalar teng im koniyatii va 

to ’ la  guruh tashkil etadi. A - to q  ochko tushishi hodisasi bo’ lsin. A hodisa ro’y  

berishiga m = 3 ta natija -  1, 3 va 5 ochkolar tushishi hodisalari moyil bo’ ladi.

U holda (1) formulaga ko ’ra

Ehtimolning klassik  ta ’rifidan uning quyidagi xossalari bevosita kelib chiqadi:

1“. Har qanday A hodisa uchun 0 < P (a ) < 1;

2". P(U) = ] ; 3". P{V)= 0 ;

4°. Tasodifiy A hodisa uchun 0 < Р (Л )< 1 .

Ehtimolning (1) klassik  ta ’ rifi uzoq vaqt davom ida (XYI1 asrdan XIX asrgacha) 

ehtimolning ta ’rifi sifatida qabul qilindi. Hozirgi vaqtda ehtimolga rasman ta ’r if
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berilm aydi. Bu tushuncha birlamchi hisoblanadi va ta ’ riflanmaydi. Uni tushuntirish 

uchun hodisaning nisbiy chastotasidan foydalaniladi.

Shu sababli ehtimolning (1) k lassik  ta’rifiga ta’ r if  deb emas, balki klassik sinashlarda 

ehtimollami topish formulasi sifatida qarash lozim.

2. Ehtim olning s ta tis t ik  ta ’ rifi. Yuqorida ta ’kidlanganidek ehtimolning 

k lassik  ta’rifi faqat klassik  shartlarda qo’ llaniladi. Hodisalarning Sunday sinflari 

(m asalan, sinashning teng im koniyatii bo’ lmagan hodisalari sinfi) mavjudki, ulam ing 

ehtimollarini klassik  ta ’r if  orqali huisoblab bo’ lm aydi. M isol uchun puchaygan tanga 

tashlanganda Л -raqam li tomon tushishi va B -g e rb il tomon tushishi hodisalari teng 

im koniyatii bo’ lm aydi. Bunda ulardan har birining ehtimollini topishda (1) formulani 

qo’ llab  bo’ lmaydi.

Bunday hollarda hodisaning aslida o ’tkazilgan sinashlarda ro’y  berishi soniga, 

y a ’ni statistikaga asoslangan ehtimolning statistik ta ’rifidan foydalaniladi. Bu ta’r if  

n isbiy chastota tushunchasi orqali kiritiladi.

6-ta ’ rif. A hodisaning nisbiy chastotasi deb hodisa ro’y  bergan sinashlar soni

m ' ning aslida o ’tkazilgan j  ami sinashlar soni n g a  nisbatiga aytiladi v a  Р '(л )  

bilan belgilanadi.

Demak,

P '(A )= H L . (2)
n

Nisbiy chastota klassik  ta ’rifdagi ehtimolning xossalariga monand xossalarga 

ega bo’ ladi.

Kuzatishlar shuni ko’rsatadiki, sinashlar soni ortib borgan sayin nisbiy chastota 

bitta son atrofida tebrana boradi va bu tebranishning o ’zgarishi nolga yaqinlashib 

boradi, y a ’ni nisbiy chastota go ’yo tasodifiy bo’ lm ay qoladi. M asalan, tanga tashlash 

hodisasi kuzatilganda quyidagi natijalar olingan:

ta iriba  . . .  gerbli tomon tushishi nisbiy
J . .  s inash lar soni „__.о tkazuvchi soni chastota

Byuffon 4040 2048 0,5069

Pirson 12000 6019 0,5016
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Pirson 24000 12012 0,5005

Jadvaldan ko’rinadiki. tanga tashlanganda “gerb il” tomon tushishi” hodisasining 

nisbiy chastotasi 0,5 soni atrofida tebranadi. Demak, Zr (y4) = 0.5 deb olish mumkin.

Bu qiymat P(a ) ga teng.

Shunday qilib, ehtimolning statistik t a ’rifiga  binoan sinash shartlari 

o’ zgarmaganda A hodisaning nisbiy chastotasi tebranadigan songa 

A hodisaning ehtimoli deyilad i.

3. E htim olning geom etrik  t a ’ rifi. Ehtimolning klassik  ta ’rifida sinashning 

elementar natijalari soni chekli deb faraz q ilinadi. A m alda elementar natijalar soni 

cheksiz bo’ lgan sinashlar uchraydi. M asalan, m ergan tomoni a  ga teng kvadratga 

o’q uzganda o’qning radiusi r <a bo’ lgan doiraga tegish i hodisasini qaraylik. Bunda, 

kvadratning ichki nuqtalari sonini n  va doiraning ichki nuqtalari sonini m deyish 

mumkin, chunki o’q kvadratning istalgan nuqtasiga tegish i mumkin. Ammo, m va n 

sonlarini hisoblashning imkoni bo’ lmaydi. Ko’rinib turibdiki, doira yuzasi oshgan 

sayin o ’qning nishonga tegishi ehtimoli oshib boradi v a  aksincha. Shu sababli n  ni 

kvadrat yuzasi bilan va ni ni doira yuzasi bilan alm ashtirish mumkin. U holda A -

D S . лг2
o ’qning nishonga tegishi hodisasining ehtimoli "  = —  - —— ga teng bo’ ladi.

Sb a ~

Bunda doira

A hodisaning ro’y  brish iga moyil soha deb yuritilad i.

Bu kabi m asalalar geometrik ehtimol tushunchasiga asoslanib echiladi. 

Geometrik ehtimolda qaralayotgan soha bir o ’ lcham li (to ’g ’ri chiziq, kesm a), ikki 

o ’ lchamli (tekis shakl) v a  uch o ’ lchamli (fazoviy jism ) bo’ lishi mumkin. Bunda 

sohaning o’ lchami

(uzunligi, yuzasi, hajm i) ni mes bilan belg ilab, quyidagi ta’ r if  kiritiladi. 

Ehtimolning geometrik ta ’rifiga binoan A hodisaning ehtimoli deb A hodisaga 

m oyil soha o’ lchamining butun soha o’ lcham iga n isbatiga 

aytilad i, y a ’ni
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/ \ mesiz
/ ' • О (3)

me.si i

2-misol. Radiusi R ga teng doiraga nuqta tavakkaliga tashlangan. Unuig nu 

doiraga ichki chizilgan muntazam uchburchak ichiga tushishi ehtimolini toping.

Y e с h i s h. S uchburchakning yuzasi, S  doiraning yuzasi. A -nuqtaning 

uchburchakka tushishi hodisasi bo'lsin. Radiusi R ga teng doiraning yuzasi s  = nR'

Зл/З/?'
sa  teng, unga uchki chizilgan uchburchakning yuzasi л- = 1---------ga teng bo’ ladi.

4

U holda

p _ ( A) s 3V3 R'- 3V3
5  4xR2 4n '

3-§. K om binatorika e lem entlari

M asalalarni ehtimolning klassik ta ’rifi bilan echishda kombinatorika 

elementlaridan o ’rinlashtirish, o’rin almashtirish va guruhlash keng qo’ llaniladi.

7 -ta ’ rif. n ta elementdan к  tadan o ’rinlashtirish  deb yoki elementlarining 

tartibi yoki ularning tarkibi bilan farq qiluvchi к  ta elementdan tashkil topgan 

birikmaga aytiladi va A kn bilan belgilanadi.

П ta elementdan к  tadan o ’rinlashtirishlar soni

К  = n (n -\ ) .. .{ p - (k -\ ) )= — (4)
(n -  Л)!

ga teng bo’ ladi. Masalan, to’ rtta raqamlardan har bir raqam faqat bir marta

41
qatnashuvchi ikki xonali sonlarni tuzishlar soni A2 = ^  = 3 -4  = 12. Haqiqatan ham

1,2,3,4 raqamlardan har bir raqam faqat bir marta qatnashuvchi quyidagicha 12 ta 

ikki xonali sonlarni tuzish mumkin: 1 2 ,1 3 ,1 4 , 21, 23, 24, 31, 32, 34, 41, 42,

8 -ta ’ rif. n  ta elementli o ’rin almashtirish  deb faqat tartibi bilan farq qiluvchi 

n  ta elementdan tashkil topgan birikm aga aytiladi va Pn bilan belgilanadi.
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T a ' r i f g a  k o ’ ra  o 'r in  a lm ash t ir i sh  b u  n  ta e lem en td an  n  tadan 

o ’ r in lash t i r ishd ir .

Shu sababli n  ta elementli o ’rin alm ashtirishlar soni

n\
P = A" = -  = « ! .

"  0 !

M asalan, kassaga pul olish uchun kelgan uch kishi P; = 3!= 6usul bilan quyidagi 

tartibda navbatda turishlari mumkin: 123, 1 3 2 ,2 1 3 ,2 3 1 ,3 1 2 ,3 2 1 .

9 -ta ’ rif. n  ta elementdan к  tadan guruhlash  deb hech bo’ lmaganda bitta 

elementi bilan farq qiluvchi к  ta elementdan tashkil topgan birikm aga aytilad i va 

C ‘ bilan belgilanadi.

T a’rifga binoan guruhlash o’ rinlashtirishdan elementlarining tarkibi bilan farq 

qiladi. Shu sababli C *  soni A kn sonidan Pt m arta kam, y a ’ni

Pk {n-k)\-k\

M asalan: a ,b ,c ,d  harflaridan uchtadan q ilib , C ’ = —L = 4 ta
3M!

(abc), (abd ), (acd ), {bed) guruhlashlar tuzish mumkin.

Ehtimollar bevosita ehtimolning (1) k lassik  ta ’rifi orqali hisoblanadi. M isollar 

ko’ ramiz.

3-m isol. Qutida 3 ta oq, 2 ta qizil va 5 ta ko ’k shar bor. Qutidan tavakkaliga 

olingan shaming rangli bo’ lishi ehtimolini toping.

Y e с h i s h. .4 -o lin g an  shar rangli bo’ lish i hodisasi bo’ lsin. Sinash 10 ta teng 

imkoniyatii elementar hatijalardan iborat bo’ lib, ulardan 7 tasi olingan shar rangli ( 

q izil, ko’k) bo’ lish iga, y a ’ni A hodisaga m oyil.

Demak,

p(A) = — = 0,7. 
v '  10
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4-misol. Qirqma alfavitning 10 ta harfidan “MATEMATIKA” so’zi tuzilgan. Bu 

harflar sochilib ketgan va qaytadan ixtiyoriy tartibda y ig 'ilg an . Quyidagi so’zlar hosil 

bo’ lishi ehtimollarini toping: a) “MATEMATIKA”, b) “КАТЕТ'.

Yechish. a) A - “MATEMATIKA" so’zi hosil bo’ lishi hodisasi bo’ lsin. 

Sinashning mumkin bo’ lgan teng imkoniyatli elementar hatijalari 10 ta elementli 

o’rin almashtirishdan iborat, y a ’ni ^„= 10 !. A hodisaga moyil hodisalar soni 

wj = 2!-3!-2!, chunki matematika so’zida “M ” 2 marta, “A” 3 marta, “7” 2 marta 

takrorlanadi.

Demak,

2!-3!-2! ____ 1 _
10! ” 151200'

b) В - “КАТЕТ’ so’zi hosil bo’ lishi hodisasi bo’ lsin. Sinashning mumkin bo’ lgan 

teng im koniyatli elementar hatijalari 10 ta elementdan 5 tadan o ’rinlashtirishdan 

10!
iborat, y a ’ni A’0 = — . В hodisaga m oyil hodisalar soni m = 2!, chunki katet so’zida

“7”  2 marta takrorlanadi.

Shunday qilib,

2!-5! _ 1 
10! ~~ 15120

5-misol. Yashikda 10 ta detal bo’ lib, ulardan 7 tasi standart. T avakkaliga a) 4 ta 

detal olinganda, ulam ing hammasi standart bo’ lishi ehtimolini toping;

b) 5 ta detal olinganda, ularning 3 tasi standart bo’ lishi ehtimolini toping.

Yechish. a) sinashning mumkin bo’ lgan elementar natijalari soni 10 detaldan 4 

ta detalni olish usullari soniga, y a ’ni C*a ga teng. Qaralayotgan hodisa A ga moyil 

natijalar soni 7 detaldan 4 ta detalni olish usullari soni C 74 ga teng.

Demak,

7!

r (A ) c !  4 » !  7 !6 ! 4 5 6 i 
C,o ж  10!-3! 8 -9 -1 0  6 '

4!-6!
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b) s in a sh n ing  m u m k in  b o ' lg a n  e lem enta l '  n a t i ja la r i  C ’ , g a  teng.  U lardan  Cl -Cj  tasi 

t an lan g an  de ta l l a r  i ch id a  3 tasi s tandart  b o ’ li sh i hod isa s i  В g a  m oy i l .

S hu  sabab li

6-misol. Yetti qavatli uyning liftiga birinchi qavatda 3 kishi kirdi. Ularnin har 

biri ikkidan ettigacha bo'lgan istalgan qavatda liftdan chiqishi mumkin. Quyidagi 

hodisalarning ro’y  berishi ehtimollarini toping:

A -u la rn in g  barchasi 5-qavatda liftdan chiq isi;

S -u la rn in g  barchasi bitta qavatda liftdan chiq isi;

С -u lardan  har biri turli qavatda liftdan chiqisi.

Yechish. Y o ’ lovchilarning har biri ikkidan ettinchi qavatgacha 6 usul bilan 

lifdan chiqishi mumkin. Bunda har bir y o ’ lovchining natijalari boshqa 

yo ’ lovchilarning natijalari bilan b irgalikda bo’ ladi. Shu sabablia sinashning mumkin 

bo’ lgan elementar natijalari soni n = 6 ’ = 2 l6 g a  teng. Ulardan A hodisaga w, = 1 ta 

natija m oyil, В hodisaga m2 = 6  ta natija ( barcha yo ’ lovchi yoki 2-qavatda, yoki 3- 

qavatda ,..., yoki 6-qavatda liftdan chiqadi) m oyil, С  hodisaga rn, = C;’ = 20 ta 

natija (yo ’ lovchilar 6 ta qavatdan 3ta qavatda liftdan chiqadi) moyil.

7-misol. Ikkita o ’yin  kubigi baravar tashlanganda quyidagi hodisalarning ro’y  

berishi ehtimollarini toping:

A -  tushgan o chko lary ig ’ indisi 6 ga teng ;

B -  tushgan ochkolar ko’paytmasi 6 ga  teng;

С -tushgan  ochkolar y ig ’ indisi ularning ko ’paytmasidan katta.

Yechish. Har bir o ’y in  kubigi tashlanganda oltita elementar natija -  1, 2, 3, 4, 5,

6 ochko tushishi hodisalari mavjud. B irinchi kubik elementar natijalarin inhg har biri

P(B)

7! 3!
c i c1 3!-4! ~ 21-1! _ 7!-3!-5!-5! _ 5 

C,5,, ~ _K>!_ ”  10!-3!-4!-2!_ 12 
5!-5!

7!

Bundan
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ikkinchi kubikdagi natijalar bilan birgalikda bo’ ladi. Shu sababli sinashning mumkin 

bo'lgan elementar natijalari soni /7 = 6 2 = 36ga teng. Ulardan A hodisaga 

kubiklarda (1,5), (2,4), (3,3), (4 ,2), (5,1) ochkolar tushishi, y a ’ni «г, = 5 tasi m oyil, В 

hodisaga kubiklarda (1,6), (2,3), (3,2), (6,1) ochkolar tushishi, y a 'n i m2 = 4  tasi 

moyil, С  hodisaga kubiklarda (1,1), (1 ,2), (1,3), (1,4), (1,5), (1,6), (2,1), (3,1), (4,1), 

(5,1), (6,1) ochkolar tushish, y a ’ni m3 = 11 tasi moyil.

Demak,

P (A )= ~ ; p (b ) = —  = ~; P(c )= — .
36 W  36 9 V ’  36

M ustaqil ishlash uchun m asalalar

1. Ertalabki pochta bilan axborot agentlig iga seriallar ssenariysi yozilgan 6 ta convert 

kelib tushgan. Konvertlarni ochish tartibining nechta usuli mavjud?

Javob'. 720.

2. 25 ta ishchisi bor kompaniya ikki anjumanga 2 ta vak il jo ’natmoqda. Buni nechta 

usul bilan am alga oshirish mumkin ?

Javob: 600.

3. Konkursga 4 ta nominatsiya bo’y icha 10 ta f il’m qo’y ilgan . Bunda sovrinlar nechta 

usul bilan taqsim lnishi mumkin: 1) ular har x il bo’ Isa; 2) ular bir xil bo’ Isa.

Javob: 1) 10000; 2) 1001.

4. Uchta tanga tashlangnda ikkita tangada raqam tomon tushishi ehtimolini toping.

Javob: - .
8

5. Ikkita o ’y in  kubigi tashlanganda: 1) tushgan raqamlar ko ’paytm asi 12 g a  teng 

bo’ lish i ehtimolini toping; 2) tushgan raqamlar y ig ’ indisi 10 ga  teng bo’ lishi 

ehtimolini toping; 3) ikki raqam tushsishi ehtimolini toping.

Javob: 1) 2) — ; 3) — .
9 12 36

6. B irinchi qutida 1 dan 5 gcha raqamlangan sharlar, ikkinchi qutida 6 dan 10 gacha

raqamlangan sharlar bor. Har bir qutidan tavakkaliga bittadan shar olingan. Olingan
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sharlar y ig ’ indisi: 1) 7 dan kichik bo'lm agan; 2) 11 ga teng bo'lgan; 3) 11 dan kichik 

bo'lm agan hodisalar ehtimolini toping.

Javo b : l ) i -  2)  3)
5 5

7. Qirqma alfavitning 10 ta harfidan “STATISTIKA" so ’zi yozilgan. Bu harflar 

sochilib ketgan va qaytadan ixtiyoriy tartibda y ig 'ilg an . Quyidagi so’zlar hosil 

bo’ lishi ehtimollarini toping. 1 )“ISTA”; 2) "KATTA"; 3 )“STATISTIKA”

Javob : 1) — ; 2) — : 3) — !— .
24 30 75600

8. Javonda 10 juft turli poyafzallar bor. T avakkaliga ulardan 4 donasi tanlangan. 

Tanlangan poyafzallar ichida o’z ju fti bilan poyafzal bo’ lm asligi ehtimolini toping.

2 4 С 4 
Javob-. 1) — f :

20

9. Qutida 6ta oq va 4 ta qora shar bor. T avakkaliga: 1) 3 ta shar olinganda ularning 

hammasi oq bo’ lishi ehtimolini toping; 2) 5 ta shar olinganda ulardan 2 tasi qora 

bo’ lishi ehtimolini toping; 3) 2 ta shar o linganda ularning turli rangda bo’ lishi 

ehtimolini toping.

Javob. 1 )1 ;  2) — ; 3) — .
6 21 15

10. Talaba 25 ta savoldan 20 tasini b iladi. Talaba biletdagi 4 ta savoldan kam ida 3 

tasiga javob  bersa sinovdan o ’tgan hisoblanadi. B irinchi savolga nazar tashlagan 

talaba uni b ilishini aniqladi. Talaba: 1) sinovdan o ’tishi; 2) sinovdan o ’tmasligi 

ehtim ollarini toping.

Javob: 1 )0 ,0 6 ; 2 )0 ,3 96 .

11. Do’konda 30 ta televizor bo’ lib, ulardan 20 tasi import. Barcha televizorlarning 

sotilishi ehtimoli bir xil bo’ lsa, 5 ta sotilgan televizordan 3 tasi import bo’ lishi 

ehtimolini toping.

Javob-. 0,809.

12. Do’konda 5, 7 va 13 donadan uch m arkali kompyuterlar bor. Ulardan 21 tasi 

sotildi. Barcha kompyuterlarning sotilishi ehtimoli bir x il bo’ lsa, sotilm ay qolgan
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kompyuterlarning ehtimollarini toping, agar ular 1) bir xil markali; 2) turli markali 

bo'lsa.

Javob: 1 )0 ,06 ; 2) 0,396.

13. Firmada 8 ta auditor bo’ lib, ulardan 3 tasi oliy toifali va 5 ta programmist bo’ lib, 

ulardan 2 tasi o liy toifali. Xizmat safariga 3 ta auditor va 2 ta programmistdan iborat 

guruh yuborilgan. Har bir mutaxassisning xizmat safariga borishi ehtimoli bir xil 

bo'lsa, guruhda hech bo’ lmaganda 1 ta oily toifali auditor va kamida bitta oily toifali 

programmist bo’ lishi ehtimolini toping.

14. Radiusi R  ga teng doiraga nuqta tavakkaliga tashlangan. Uning shu doiraga ichki 

chizilgan muntazam ko’pburchakka tushishi ehtimolini toping: 1) uchburchakka; 2) 

to’rtburchakka; 3) oltiburchakka.

15. Ikki talaba tayin joyda soat 18 bilan 19 oralig ’ ida uchrashishga, oldin kelgan 

talaba ikkinchisini 20 minut o ’tgunicha kutishga va u kelmasa keyin ketishga 

kelishishdi. Agar har bir talaba o ’zining kelish paytini tavakkaliga (18 bilan 19 

ora lig ’ ida ) tanlasa , ularning uchrashishi ehtimolini topign.

4-§. Ehtim ollarni qo’shish va  ko’paytirish teorem alari

1. Ehtim ollarni qo’shish teorem alari

Ehtimollarni qo’shish teoremalari (qoidalari) bilan tanishamiz.

1-teorem a. Birgalikda bo’ lmagan A va В hodisalar y ig ’ indisining ehtimoli 

shu hodisalar ehtimollarining y ig ’ indisiga teng , y a ’ni

Isboti. A yoki В hodisaning ro’y  berishi mumkin bo’ lgan barcha elementar

r . n  Зл/З 2 Зл/ЗJavob: 1 ) ------ ; 2) —; 3 ) ------.
4  л  n  In

Javob: -
9

Р(Л + Я) = Р ( Л ) + Ф )

183
m
_л_ Xг V

/<
1-shakl.



natijalari soni n  bo 'lsin . Ulardan m tasi A hodisaga, к  tasi В hodisaga moyil 

bo’ lsin. Yaqqol tasavvur etish uchun ularni nuqta ko’ rinishda tasvirlaym iz ( I -shakl).

Klassik ta ’tifga ko’ ra P(a ) = — , P{b )= —.
n n

A va В hodisalar b irgalikda bo’ lmagan hodisalar bo’ lgani sababli bir vaqitda ham 

A hodisaga ham В  hodisaga m oyil elementar natijalar mavjud bo’ lmaydi. Shu

sababli A + B hodisaga m + к  elem entar natija moyil bo’ ladi.

Bundan

P(A + B ) = ^  = ™ + *  = P (A )+ P(B). 
n n n

B ir necha juft-lufti bilan b irgalikda bo’ lmagan hodisalar uchun qo’ shish 

teoremasi

shu kabi ifodalanadi va isbotlanadi.

Shunday q ilib

p ( 4  + a2 + ...+ a„ )= p {a 1)+ p (a 2) + ...+ p (aJ .  ( i )

1-misol. O’y in  kubigi tashlanganda 2 ochko yoki 5 ochko tushishi 

hodisalarining ehtimolini toping.

Y e с h i s h. A - 2 ochko tushishi, B - 5 ochko tushishi hodisalari bo’ lsin. A va

В  hodisalar b irgalikda bo’ lmagan hodisalar, bunda P(A) = - ,  P (B ) = ~.
6 6

U holda

P(A + В ) = />(Л) + Р (Я ) = 1  + 1 Л .
О О J

2- teorem a. Juft-jufti bilan b irga likda bo’ lmagan to’ la  guruh tashkil etuvshi 

At,A2,...,An h od isa lareh tim o llarin ingy ig ’ indisi b irgateng, y a ’ni

Р (Л )  + />(Л2)  + » .+  4 д > 1 .  (2)

Isboti. To’ la guruh tashkil etuvchi Al,A1,...,Ari hodisalar uchun 

P(A] +A2 + ...+ An) = P(U ) = 1. Bundan tashqari juft-jufti b ilan birgalikda bo’ lmagan
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Ar A....... Ari hodisalar uchun P(At + A2 +...+ An) -  P(At) + P(A2) +...+ P(An).

Tengliklarni solishtirib, topamiz:

р (д ) + р (д ) + . . .+ р (д > 1 .

1-n a tija . Q aram a-qarsh i hodisalar ehtimollarining y ig ’ indisi birga teng, y a ’ni

ф )+ / > (л )= 1 . (3)

Bundan P (A )= \~ p {a ) yoki Р(Л ) = р , р (л )= д  belgilashlar kiritsak,

p = \ — q kelib chiqadi.

2-misol. 6 ta oq va 2 ta rangli shar solingan qutidan tavakkaliga 4 ta shar 

olinadi. Olingan sharlar ichida hech bo’ lmaganda bitta rangli shar bo’ lishi ehtimolini 

toping.

Yechish. A -o lingan  sharlar ichida hech bo’ lmaganda bitta rangli shar bo’ lishi 

hodisasi bo’ lsin.

U holda A -  olingan sharlar ichida rangli shar bo’ lm asligi hodisasi bo’ ladi. 

р ( л ) т  topamiz. 8 ta sharlar ichidan 4 ta sharni n = C8“ ta usul bilan olish mumkin. 6 

ta oq shardan 4 ta sharni n = C *  ta usul bilan olish mumkin.

U holda

G.

/ > т = ^ = 4 ! :2 ! _ 6 И !  = 311  = 1
V ’  C*  8! B!-2! 7 - 8  14'

4!-4!

Bundan

p (a ) = \ - p (a ) = \ - — = — .
v ’  v 1 14 14

1-ta’ rif. Agar A hodisaning ro’y  berishi В hodisaning ro’y  berishi yoki ro’y  

berm asligiga bog’ liq bo’ lm asa, u holda A va В hodisalarga bog’liqmas 

hodisalar A eyiladi.
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M a s a la n .  t anga  ikk i m ar ta  ia s h la n g an d a  t an g an i  ikk inch i  t a sh la sh d a  gerb l i  

tom oni tush ish i  h od isa s i  tangan i  b ir inch i t a sh la sh d a  g e rb l i  tom oni tush ish i h o d is a s ig a  

b o g ’ liq em as .

2 -ta 'r if . A g a r  A h o d isan in g  r o ’y  ber ish i В h o d is an in g  r o 'y  ber ish i y o k i  r o 'y  

b e r m a s l i g i g a  b o g ’ liq b o ’ lsa ,  u h o ld a  A v a  В h o d i s a l a r g a  bog'liq hodisalar d ey i l a d i .

M asalan, oq va qora sharlar solingan idishdan tavakkaliga ketma-ket ikkita shar 

olinsin va birinchi shar idishga qaytarilm asin. Bunda idishdan olingan ikkinchi 

sham ing oq bo’ lishi hodisasi idishdan olingan birinchi shaming oq bo’ lishi 

hodisasiga bog’ liq bo’ ladi.

3 -ta ’ rif. A hodisaning В hodisa ro’y  berdi degan shartda hisoblangan 

ehtim oliga A hodisaning В hodisa ro’y berishi shartidagi shartli ehtimoli deyiladi 

va P{AIB) yoki P„{a ) bilan belgilanadi.

Agar Pb(a ) ^ P ( a ) yoki Рл( в ) ^ Р ( в )  bo’ lsa, u holda A va В hodisalar bog’ liq 

hodisalar bo’ ladi.

A gar Pb(a ) - P ( a ) va РЛ(В ) -Р (В ) bo’ lsa, u holda A va  В hodisalar bog’ liqmas 

hodisalar bo’ ladi.

3-teorem a. A va В  hodisalar ko ’paytm asining ehtimoli hodisalardan birining 

ehtimoli bilan ikkinchisining birinchi hodisa ro’y  berishi shartidagi shartli ehtimoli 

ko ’paytm asiga teng, y a ’ni

p (a -b )= p {a ) - pa{b )= p {b ) pe{a ). (4)

Isboti. n  ta elementar natijalardan m tasi A hodisaga, к  tasi В hodisaga

m oyil bo’ lsin. Bunda A va В  hodisalar b irgalikda bo’ lgan m
____л____

hodisalar, y a ’ni n  ta elementar natijalardan ham A ______ к

hodisaga ham В hodisaga m oyillari mavjud (2-shakl). [

U holda v .................. . • ....................

/ I "
P{A B) = - ,  P{A) = - ,  Рл(в ) = -—. 2-shakl.

n n m

Bundan
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Р { А - В )  = -  = — - — = Р(а ) -Р ,(в \
п  п  /77

3-misol. 2 ta oq va 5 ta qora shar solingan qutidan tavakkaligiga ketma-ket 

ikkita shar olinadi va olingan birinchi shar qutiga qaytarilmaydi. Qutidan olingan 

ikkala shaming oq bo’ lishi ehtimolini toping.

Y e с h i s h. Quyidagi hodisalarni qaraymiz: A -  olingan birinchi shar oq,

B -  olingan ikkinchi shar oq, С -o lin gan  har ikkala shar oq.

U holda Р ( Л ) Л Р Л{В) = -
/ О

Bundan

= p (a ) p X b ) = - -  = — .
7 6 21

(4) ehtimollami ko’paytirish qoidasi istalgan sondagi hodisalar uchun quyidagicha 

umumlashtiriladi:

P(Ar A , - A , - . . , A  ) = Р { А ]) - Р л { А , ) -Р лаЦ ) . . . , Р а<А; ,_ (л  ) , (5)

y a ’ni bir necha hodisalar ko’paytmasining ehtimoli ulardan birining ehtimoli bilan 

qolganlarining shartli ehtimollari ko’paytm asiga teng bo’ ladi, bunda har bir shartli 

ehtimol o’zidan oldingi barcha hodisalar ro’y  berishi shartida hisoblanadi.

(5) formula matematik induksiya metodi bilan isbotlanadi.

4-misol. Oldingi m ashg’ulotdagi 4-misolni (5) formula bilan eching.

Yechish. A - UMATEM.4TIKA" so’zi hosil bo’ lishi hodisasi bo’ lsin. Bu hodisa

birinchi harf M (  10 dan 2 imkoniyat), ikkinchi harf Л (9 dan 3 imkoniyat), oxirgi harf 

A (1 dan 1 imkoniyat) bo’ lgan ida ro’y  beradi.

Demak,

A f l l l 2 ! ! !  I-__L_
10 9 8 7 6 5 4 3 2  1 ~ 151200 

Shu kabi B - “KATET' so ’zi hosil bo’ lishi hodisasining ehtimolini topamiz:

J_ I 1 I 1 _ 1
10 9 8 7 6 _  15120'
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4 -ta ’ rif. Ar A1,...,A„ hodisalardan istalgan bittasining ro’y berishi qolganlarining 

har qanday ko'paytm asi ro’y  bergan yoki ro 'y berm aganligiga bog'liq bo'lm asa, bu 

hodisalarga birgalikda bog’liqmas hodisalar deyilad i.

3- va 4- teoremalardan quyidagi natijalar kelib chiqadi.

2 -n a tija . Bog’ liqmas A va В hodisalar ko’paytm asining ehtimoli ularning 

ehtimollari ko ’paytm asiga teng, y a ’ni

p (a b ) = p {a ) - p {b ).

3 -n a tija . B irgalikda bog’ liqmas Al,A;,...,An hodisalar ko ’paytmasining ehtimoli 

ularning ehtimollari ko’paytm asiga teng, y ’ani

P{Ar A2 , . . .A„)=P{Al)-P(A2) , . , P { A n\

Xususan bir xil p  ehtim olga ega A1,A2,...^in hodisalar uchun

P(Al -A2 - . . ,A n)=p"

bo’ ladi.

4-teorem a. B irgalikda bog’ liqmas Al,A2,...,Ari hodisalardan hech bo’ lmaganda 

bittasining ro’y berishdan iborat bo’ lgan A hodisaning ehtimoli

P(A) = \ - q tq2..q n (6)

ga teng.

Isboti. A -  At + A 2 +....+ An bo’ lganligi uchun A = A t ■ A2 ■■■■■ An.

Bundan

р{а)=р (а ,  +A,  + ....+ a „ ) = \ - p ( a ) = \ - P ( A t -A2 ■...■!)=

= \ - P { A )  P{A2y . . , P { A „ ) = \ - q lq2..%

Xususan bir x il p  ehtim olga ega \  ,A1,...rAn hodisalar uchun

P{A) = \ -q"  (7)

bo’ ladi.

5-m isol. 3 ta m erganning nishonga tekkizish ehtimollari mos ravishda 

Pt = 0,4, P2 = 0,6, Л = 0 ,8  ga  teng. Uchchala mergan baravariga o ’q uzganda
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nishonn ing  yak so n  bo ’ li sh i eh t im o l in i  top ing .  B u n d a  n ishon yak so n  b o ’ lish uchun 

u n g a  bit ta  o ’ q teg ish i  k i foya .

Yechish. M erganlarning nishonga tekkazishi hodisalari mos ravishda An A,, 

bo'lsin . Bu hodisalar bog’ liqmas. chunki har bir mergan nishonga mustaqil o’q uzadi. 

U holda qt = \ -  p l = 1 — 0,4 = 0 ,6 , i?2 = 0 ,4 v a  q ,=  0 ,2 .

Izlanayotgan A ehtimol

P(A) = l - q , q 2q} = 1 - 0 , 6 - 0,4 • 0,2 = 0,952 .

6-misol. Pul-buyum lotoreyasida biletlarning yarm i yutuqli. Hech bo’ lmaganda 

bitta biletga yutyq chiqishiga * = 0 ,9 9 9  dan kam bo’ lmagan ehtimol bilan ishonch 

hosil qilish uchun nechta billet sotib olinishi kerak?

Yechish. /—biletga yutuq chiqishi hodisasi Д  ning ehtimoli p  bol’sin, y a ’ni 

P(A: ) = p . U holda n  ta olingan biletdan hech bo’ lmaganda bitta biletga yutyq 

chiqishi ehtimoli (7) formulaga binoan P(A )= \-q"  g a  teng. M isolning shartiga 

ko’ra p  = 0,5 yoki q = 1— 0,5 = 0,5 hamda 1 —q" > s  yoki 0,5” <0,001.

Bundan „ > 0,001 y a ’ni « > 1 0 . Demak, 10 ta b illet sotib olinishi kerak.
Ig0,5

5-teorem a. B irgalikda bo’ lgan A va В hodisalar y ig ’ indisining ehtimoli shu 

hodisalar ehtimollari y ig ’ indisidan ularning birgalikda ro’y  berishi ehtimolini 

ayrilganiga teng, y a ’ni

P{A + B )= P (a )+P{b ) - P { A B ) .  (8)

Isboti. A, В, A + B hodisalarni quyidagicha b irgalikda bo’ lmagan hodisalar 

y ig ’ indisi ko’rinishida ifodalaymiz: A = А -В  + A-B,

B = A-B + A B ,  A + B = A B  + A B  + A B (  3-

shakl).

B irgalikda bo’ lmagan hodisalarni qo’yish teoremasiga 3-shakl.

ko’ra P(a )= P { A B ) + p (A -B ),

p {b )= p (a - b )+ p {a  b \ p (a + b )= p (a  ■ b )+ p {a  ■ b )+ p (a  b ).
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Bundan

p {a + в ) = p (a ■ b )+ p {~a • b ) + p (a ■ b ) = p (a ■ b )+ p (a ■ b )+ p (a • b )+

+ p {a - b )~  p ( a  ■ в ) = p (a ) + p (b )  -  p {a  ■ в ) .

7-misol. Ikkita mergan bir b iriga bog’ liq bo'lm agan holda nishonga o'q 

uzmoqda. M erganlarning hech bo’ lmaganda bittasi o ’qni tekkazsa, nishon yakson 

bo’ ladi. Birinchi merganning nishonga tekkazish ehtimoli 0,8 ga, ikkinchi 

merganniki 0 ,6ga teng bo’ lsa, nishonning yakson bo’ lishi ehtimolini toping.

Yechish. 4̂ —birinchi merganning nishonga tekkazishi hodisasi, 5 - ik k in c h i 

merganning nishonga tekkazishi hodisasi bo’ lsin. A va В bog’ liqmas hodisalar 

bo’ lgani sababli hech bo’ lmaganda bitta merganning nishonga tekkaizishi 

hodisasining ehtimoli

P{A + B )= P (a ) + P{B) -  P(A ■ B )= 0,8 + 0,6 -  0,8■ 0,6 = 0,92

bo’ ladi.

5-§. T o’ la  eh tim o llikv a  B ayes fo rm ulas!

B irgalikda bo’ lmagan 5 , ,Д , . . . ,Bnhodisalar to ’ la  guruh tashkil etsin. A hodisa 

bu hodisalardan biri ro ’y  berganda ro’y  bersin. Bunda 5 Р5 2, . . .Д  larga gipotezalar 

deyilad i. Gipotezalarning ehtimollari Р{В]\Р{В2\...,Р (Вг) berilgan bo’ lsin. Bundan 

tashqari gipotezalarning har biri ro’y  berganda A hodisaning ro’y  berishi shartli 

ehtimollari PB {a\Pb (A) ,. . . ,P„k(a ) m a’ lum bo’ lsin.

B],B1,...rBrt to’ la guruh tashkil etgani sababli A = AU= ABi +AB1+. . .+ABn. 

bo’ ladi. Bundan tashqari Bv B1,. . . J iri b irgalikda bo’ lmagan hodisalar.

U holda hodisalarni qo’ shish va ko ’paytirish teorem alariga binoan

P {A )= P{A -B )+ P(A -B 1)+ . . .+ P{A-Bn)=

= Ф ,  к  И + Р ( в 2К  W + . . . +  р { в „ )Р К ( а )

bo’ ladi.

Demak,
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Р(А) = Р{В1 )РН (Л)+ P{BZ)/> (А) + ... + Р{В„)РВ (А) (9)

yo k i

Р(А )= ± Р(В ,)Рв (А). ( 10)

Bu formulaga to la  ehtimolformulasi deyiladi.

8-misol. Birinchi qutida 2 ta oq va 6 ta qora, ikkinchi qutida 4 ta oq va 2 ta qora 

shar bor. Birinchi qutidan tavakkaliga ikkita shar olinadi va ikkinchi qutiga solinadi. 

Shundan keyin ikkinchi qutidan olingan shaming oq bo’ lish ehtimolini toping.

Yechish. 4̂—ikkinchi qutidan olingan shar oq bo’ lishi, -b irinch i

qutidan ikkinchi qutiga solingan sharlar mos ravishda 2 ta oq, 2 ta turli rangda, 2 

taqora bilishi hodisalari bo’ lsin. U holda

BI,B1,BJ - t o ’ la guruh tashkil etadi. Demak, to’ la ehtimol form ulasiga ko’ra

ВРВ2, . . .Д  gipotezalar bo’ lib, ularning P(B]\P(B1),...J}(Bri) ehtimollari berilgan 

bo’ lsin. Tajriba o ’tkazilib , uning natijasida A hodisa ro’y  bersin va 

Pb (a ),P b (a\ ...,P b (a )  shartli ehtimollar m a’ lum bo’ lsin. A hodisa ro’y berganida

Ф )  = ~
1 6 12 5 15 4 9

28 8 28 8 28 8 16

gipotezalarni qayta baholash masalasini qo’yam iz, y a ’ni PA(Bt),PA (B2 (S„) 

shartli ehtimollarni topamiz.

Ko’paytirish teorem asiga binoan

p {a -b ) = p {a ) pa{b ) = p (b ) pb {a ).

Bundan
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yoki (10) formulasiga binoan

0 ( D \ Ф Л М
= - ----------------- ■ (11)

i=l

Bu formulaga Bayes form ulasi (yoki gipotezalarini baholash form ulasi) 

deyilad i.

9-misol. Savdo firm asiga ikkita korxonadan lam palar keltirilgan bo’ lib, ulardan 

40%  i birinchi korxonada ishlab chiqarilgan. Lam paning yaroq li bo’ lishi ehtimollari 

korxonalar uchun mos ravishda 0,9 va 0,7 ga teng. Tanlangan lampa tekshirilganda 

yaroq li chiqdi. Uning birinchi korxonada ishlab chiqarilganligi ehtimolini toping.

Yechish. Ikkita gipotezani qaraym iz: fi, -  lampa birinchi korxonada ishlab 

chiqarilgan, B2 -  lam pa ikkinchi korxonada ishlab chiqarilgan.

M isolning shartiga ko ’ra Р (Б ,) = 0 ,4 , p (S 2 ) = 0 .6 , Pb (a ) = 0,9, Pb (a )= 0,7.

Tajriba natijasida tekshirilgan lampa yaroqli chiqqan, yan i A hodisa ro’y  bergan.

U holda B ayes form ulasiga binoan lampaning birinchi korxonada ishlab 

ch iqarilganlip i ehtimoli

P (B ) = ------- 0 ,4 ' 0,9------- = 0 ,462 .
0,4 • 0,9 + 0,6 • 0,7

M ustaqilyechish uchun m asalalar

1. O’y in  kubigi tashlanganda 3 ochko va ju ft ochko tushishi hodisalarining ehtimolini 

toping.

Javob:
3

2. Qutida 5 ta standart va 2 ta nostandart detallar bor. Qutidan navbat bilan 

tavakkaliga bittadan detal olinadi. Ikkinchi olingan detaining standart bolishi 

ehtimolini toping, agar 1) detal qutiga qaytarilsa; 2) detal qutiga qaytarilm asa.

Javob'. 1) 2) -  yoki - .
7 6 3
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3. Elektron qurilma 5 ta bir xil bloklardan biri buzilsa ishdan to’xtaydi. Har bir blok 

qurilma ishlab ketgunicha ketma-ket almashtiriladi. / — blokning almashtirilishi 

ehtimolini toping, agar 1) /' = 2 bo’ lsa; 2) i = 4  bo’ lsa.

Javob: 1) 2)
5 5

4. 3 ta oq va 4 ta qora shar solingan qutidan tavakkaliga ketma-ket ikkita shar olinadi 

va olingan birinchi shar qutiga qytarilm aydi. Qutidan olingan sharlarning turli rangda 

bo’ lishi ehtimolini toping.

Javob:
1

5. Agar firma mahsulotlarining 4%i sifatsiz, sifatli mahsulotlaming 75%i 1-nav 

talabiga javob bersa tavakkaliga tanlangan mahsulotning 1-navli bo’ lish i ehtimolini 

toping.

Javob: 0,72.

6. Qutida 10 ta qizil, 3 ta yash il va 7 ta sariq shar bor. T avakkaliga uchta shar 

tanlandi. Olingan sharlar: 1) turli rangda bo’ lishi; 2) bir x il rangda bo’ lishi ehtimolini 

toping.

Javob: 1 )0 ,184 ; 2 )0 ,137 .

7. 100 ta lotoreya biletidan 5 tasi yutuqli. Hech bo’ lmaganda bitta biletda yutuq 

bo’ lish ehtimolini toping, agar 1) 2 ta bilet olingan bo’ lsa; 2) 4 ta bilet olingan 

bo’ lsa.

Javob: 1 )0 ,098 ; 2 )0 ,188 .

8. Talabaning uchta test sinovidan o’tishi ehtimollari mos ravishda 0,9, 0,8 va 0,9 ga 

teng. Talabaning: 1) faqat 3 -  sinovdan o ’tishi; 2) faqat bitta sinovdan o’tishi; 3) har 

uchala sinovdan o’tishi; 4) hech bo’ lmaganda 2 ta sinovdan o ’tishi; 5) hech 

bo’ lmaganda bitta sinovdan o’tishi ehtimolini toping.

Javob: 1) 0,036; 2 )0 ,068 ; 3 )0 ,576 ; 4 )0 ,896 ; 5 )0 ,996 .

9. Dastada 5 ta kalit bor. Qulfga bitta kalit mos keladi. Agar sinalgan kalit keyingi 

sinashda qatnashmasa, 2 tadan ko’p bo’ lmagan sinash kerak bo’ lish ining ehtimolini 

toping.
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Javob'. 0 ,4 .

10. D o 'k o n d a  10 ta so v u tg ich  b o ' l ib ,  u la rdan  uchtas i  nuqson l i .  N uq so ns iz  sovu tg ichn i  

sotib  o l ish  uchun  uch tadan  k o 'p  bo lm a ga n  s in ash  ke rak  b o ' l s a ,  x a r ido r  sovu tg ichn i  

sotib  o l ish  eh t im o l in i  top ing .

Javob: 0,992.

11. Basketbolchining bir tashlashda koptokni savatga tushirish ehtimoli 0,4 ga teng.

0,9 dan kam bo’ lmagan ehtimol bilan hech bo’ lmaganda bir marta savatga tushirish 

uchun basketbolchi koptokni savatga kam ida necha marta tashlashi kerak?

Javob : 5.

12. Qimmatli qog’ozlar bozorida har bir aksiya paketi aksiyadorga 0,5 ehtimol bilan 

foyda keltiradi. Hech bo’ lm aganda bitta aksiya paketida 0,96875 ehtimol bilan foyda 

ko’ rilish i uchun kam ida nechta har x il firm alarning aksiyasin i sotib olish kerak?

Javob : 5.

13. To’rt marta o ’q uzishda merganning hech bo’ lmaganda bir marta nishonga 

tekkazish ehtimoli 0 ,9984 ga teng. B ir marta o ’q uzishda merganning nishonga 

tekkazish ehtimolini toping.

Javob'. 0,8.

14. Tovarning va unga raqobatbardosh tovarning xaridorgir bo’ lishi ehtimoli mos 

ravishda 0,64 va 0,48 ga  teng. Agar raqobatbardosh firmaning tovar ishlab chiqarish 

ehtimoli 0,25 ga  teng bo’ lsa, tovarning xaridorgir bo’ lishi ehtimolini toping.

Javob : 0,6.

15. Savdo firm asiga uchta ta ’minotchi tomonidan 1:4:5 nisbatda televizorlar 

keltirildi. B irinchi, ikkinchi v a  uchinchi ta ’minotchilardan keltirilgan televizorlam ing 

mos ravishda 98%, 88% va 92% iga kafolat muddatida tuzatish talab qilinm aydi. 

Savdo firm asiga keltirilgan televizorlarga kafolat muddatida: 1) tuzatish talab 

qilinm asligi; 2) tuzatish talab qilin ishi ehtimolini toping. 3) K eltirilgan televizor 

kafolat muddatida tuzatildi. Uning qaysi ta ’minotchidan keltirilgan lig i ehtim olliroq? 

Javob: 1) 0,91; 2 )0 ,0 9 ; 3) 2 - ta ’minotchi.

16. Do’konga uchta korxonadan 5:8 :7  nisbatda buyum keltirild i. Korxonalar 

buyumlarining yaroq li bo’ lish ehtim olligi mos ravishda 0,9 , 0,85 va 0,75 ga teng.
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Quyidagi ehtimoilarni toping: 1) sotilgan buyumning varoqsiz bo'lishi: 2) sotilgan 

buyumning yaroqli bo'lishi; 3) sotilgan buyum yaroqli chiqdi, uning 3-korxonada 

ishlab chiqarilganligi.

Javob'. 1) 0,1725; 2 )0 ,8275 ; 3)0 ,3172.

17. Ikkita mergan bir-biriga bog'liq bo'lmagan holda nishonga bittadan o'q uzmoqda. 

Birinchi merganning nishonga tekkizishi ehtimoli 0,8 ga, ikkinchisiniki 0,4 ga teng. 

O’qlar otilgach bitta teshik aniqlandi. Uning; 1) 1-merganga; 2) 2-merganga tegishli 

bo’ lishi ehtimolini toping.

Javob'. 1 ) - ;  2 ) - .
7 7

X BOB. M ATEM ATIK  STAT1STIK ELEMENTLARI

l-§ . M atem atik  sta tis tikan in g  asosiy m asa la la r i. T an lanm a 

Statistika -  qonuniyatlar aniqlash maqsadida ommaviy tasodifiy hodisalarni 

kuzatish natigalarini tasvirlash, to’plash, sistemalashtirish, tahlil etish va izohlash 

usullarini o ’rganuvchi fandir.

Matematik statistika-om m aviy iqtisodiy va ijtimoiy hodisalarni tahlil etish 

uchun matematik apparat quruvchi fandir.

M atematik statistika masalalari qo’y ilgan  maqsadiga qarab turlicha ifodalanishi 

mumkin. Bu masalalardan asosiylari sifatida quyidagi masalalarni qayd qilish 

mumkin:

-  kuzatish natijasida olingan tasodifiy miqdorning taqsimot qonunini taqriban 

aniqlash, y a ’ ni taqsimotni baholash;

-  olingan taqsimot qonunining noma’ lum parametrlarini taqriban aniqlash, y a ’ni 

parametrlarni baholash;

-  olingan taqsimot gipotezasining to’g ’riligini baholash, y a ’ni statistik 

gipotezani tekshirish;

-  olingan tasodifiy miqdorlar orasidgi bog’ lanishni aniqlash, y a ’ni korrelyatsion 

tahlil.
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Tekshirilayotgan (biror sifatiy yoki m iqdoriy) alomat boyicha kuzatilayotgan 

barcha obyektlar to’plami bosh to ’p lam  deyilad i. Bosh to ’plamdan tasodifiy ravishda 

tanlab olingan obyektlar to plam iga tanlanm a  yoki tanlanm a to ’plam  deyilad i. Bosh 

to'plamning hajmi (tanlanmaning hajmi) deb shu to ’plamdagi obyektlar soniga 

aytilad i.

M asalan, 500 ta detaldan ularning sifatini tekshirish uchun 50 ta detal tanlab 

olingan bo’ lsa, bosh to ’plam hajmi iV = 500va tanlanm aning hajmi n = 50 bo'ladi.

Tanlanmani tekshirish asosida bosh to’plam haqida hulosa chiqarish usuliga 

tanlanm a usul deyilad i. Bunda, tanlanma bosh to ’plamning deyarli barcha 

xususiyatlam i o ’zida saqlasa, bu usu lga vakolatli tanlanm a  usuli deyilad i.

Tanlanma quyidagi usullarda hosil q ilin ishi mumkin:

a) tuzilish iga ko’ra: takroriyiy  va notakroriyiy. M asalan, detal sifatini 

tekshirishda tekshirilgan detal bosh to ’plam ga qaytarilsa takroriy tanlanma, 

qaytarilm asa notakroriy tanlanma hosil bo’ ladi.

b) tanlash usu liga ko ’ra: tasodifiy, mexanik, nam unaviy  va seriya li. M asalan:

-  tuhum sifatin i aniqlash uchun tavakkaliga bittalab tuhum ajratilsa tasodifiy 

tanlanma hosil bo’ ladi;

-a g a r  bunda konveyerdan tushayotgan har 25- tuhum ajratilsa, u holda mehanik 

tanlanma hosil bo’ ladi;

-  zavodga 100 ta brigadadan keltirilgan  pahta sifatini tekshirish uchun har bir 

brigada pahtasining tavakkallig i 5% ajratilsa  na’m unaviy tanlanma hosil boladi;

-  agar bunda 100 ta brigadadan 5% agratilib , ularning yalp i mahsuloti tekshirilsa 

u holda seriyali tanlanma hosil boladi.

2-§. E m perik taqsim ot qonuni

Tanlanmaning har bir elementi varian ta  deb ataladi. Tartiblangan tanlanmaga 

variasion qator  deyilad i.

Tanlanmada x, varianta и, marta, x 1 — n2 marta, ..., x k — nk marta kuzatilgan

к
bo’ lsin. U holda tanlanmaning hajmi n = ^ n  g a  teng bo’ ladi. Bunda ni kattalikka

i-!
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X, variantaning chastotasi, w , = — kattalikka uning nisbiy chastolasi deyiladi.
11

Nisbiy

chastotalar uchun =1 tenglik o ’rinli.
f=l

Variantalar va ularga mos chastotalar (nisbiy chastotalar) dan tashkil topgant 

ushbu

.V JC, Jf, -  xt X, x ,  x ,  xk
yoki

n: n, /7, nk и; vt; и ;  ••• и;

jadva lga  tanlanmaning statistik taqsimoti ( emperik taqsimoti) deyiladi. 

Variantalam ing X sondan kichik bo’ lgan qiymatlari nisbiy chastotasi

F \ x ) = ^ -  
n

tanlanmaning emperik laqsimot funksiyasi deb ataladi, bu yerda nr - x  qiymatdan 

kich ik bo’ lgan variantlari soni, И -  tanlanmaning hajmi.

Tanlanmaning emperik taqsimot funksiyasini bosh to’plamning nazariy taqsimot 

fimksiyani F(x) sifatida olish mumkin, chunki Bernulli teoremasiga ko’ra

lim Я
f n Л- - P <£n J

< s  j = lim /’( j f ' (x) -  F(x)| < г )=  1.

Shunday qilib, nazariy taqsimot funksiyasi emperik taqsimot funksiyasi bilan 

baholanadi.

Emperik taqsimot funksiyasi taqsimotning integral funksiyasi kabi hossalarga

ega:

1". 0 < F ’ (x) < 1;

2". F * (x )-k am aym ayd ig an  funksiya;

3°. agar x, -e n g  kichik varianta bo’ lsa, u holda x  < x( lar uchun F ’ (x ) = 0 , agar
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-V, -  eng katta varianta bo’ lsa, u holda x >  x  lar uchun F '( x i ) = 1.

1-misol. Do'konda sovutgichlarni 10 kunlik sotishdan quyidagi natijalar olingan:

5 ,2 ,4,0,2.5 .0 ,4 ,1 ,2 . Tanlnmning statislik va emperik taqsimotlarini toping, emperik 

taqsimot funksiyasini tuzing va grafigini chizing.

Y e c h i s h .  Tanlanmaning 0,0,1,2,2,2,4,4,5,5 varitsion qatori bo’y icha variantalar, 

chastotalar va nisbiy chastotalarni topamiz:

x, =0, x , = 1, x, = 2, x4 = 4, x5 = 5;

/7, = 2, и, = 1, и. =3, n4 = 2, n5 = 2; 

w, = 0,2, w2 =0,1, w, =0,3, wt = 0,2, ws =0,2,

b u yerd a  $ > ,= 2  + 1+3 + 2 + 2 = 10, = 0,2  + 0,1 + 0,3 + 0,2 + 0,2 = 1.
i-1 i=I

Statistik va emperik taqsim otlam i tuzamiz:

X, 0 1 2 4 5 x  0 1 2 4 5

/7, 2 1 3 2 2 W 0.2 0.1 0.3 0,2 0,2

Emperik taqsimot qonuni asosida emperik taqsimot funksiyasini tuzamiz. X, = 0 eng 

kich ik varianta. Demak, * < 0 lar uchun F '( x )  = 0 . x<\ tengsizlikni 

qanoatlantiruvchi variantalar uchun x, = 0  n isbiy chastota w, = 0 ,2  varianta bilan 

kuzatilgan. Demak, 0 < x < 1 lar uchun F '( x )  = 0 ,2 . Shu k ab il < x < 2  lar uchun 

F  (x )  = 0 ,2 +  0,1 = 0 ,3 , 2 < x < 4  lar uchun F ' (x )  = 0,3 + 0,3 = 0,6 va 4 < x < 5  lar 

uchun F" (x ) = 0,6 + 0,2 = 0,8. x = 5 eng katta varianta bo’ lgani uchun x > 5 lar uchun

F »  = l .

Demak, izlanayotgan emperik taqsimot funksiyasi v a  uning g rafig i(l-sh ak l) 

qo’y id ag i ko ’rin ish larga ega:
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0, x < 0, 

0,2, 0 < x < 1,
F ’ (x) ,

0,3, 1 < x < 2 , 1

0.6

0.3

0,6, 2 < x < 4 ,

0,8 4 < x < 5 ,

1, x  > 1. H  *1
о 1 1 4 5 *

1-sakl.

3-§. Poligon va gistogramma 

Tanlanmani grafik usulda tasvirlash uchun poligon va gistogrammalardan 

foydalaniladi.

С has totalar poligoni deb (х ,;и ,) , (х г;и2),...,(х^ ;и*) nuqtalami tutashtiruvchi

siniq chiziqqa aytiladi.

Nisbiy chastotalar poligoni deb (x.jvv,), (x 2;w 2),.. . j(x t ; w j  nuqtalami

tutashtiruvchi siniq chiziqqa aytilad i.

2-m isol. 1-misolda berilgan tanlanma uchun n isbiy chastotalar poligonini 

chizing.

Y  e с h i s h. Koordinatalar tek islig ida koordinatalari 

(x  ;v r )  bo’ lgan nuqtalami belg ilaym iz va ulam i kesmalar 

bilan tutashtiramiz va ushbu nisbiychastotalar poligonini 

hosil q ilam iz (2-shakl).

A gar kuzatishlar soni katta bo’ lsa  yoki X uzluksiz 

belg i bo’ lsa, u holda X belgining kuzatilayotgan 

q iym atlari tushadigan oraliq h  uzunlikdagi intervallarga 

bo’ linadi va har bir interval uchun shu intervallarga 

tushgan variantalar soni и, aniqlanadi v a  gistogrammalar quriladi.
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Cliastotaliir gistogrummusi (nisbiy chastotalar gistogrammasi) deb a so s la r i  h 

u z u n l ik d ag i  in te rva l la rdan  v a  b a l a n d l ik l a r i  — —  son lardan  iborat b o ’ lg an  to ’g ’ ri
n \ II J

t o ’ r tbu rchak la rdan  tuz i lg an  p o g ’ an a s im o n  f i g u r a g a  a y t i lad i .

3 -m iso l .  Q u y id a g i  em p e r ik  t aq s im o t  uchun  n is b iy  ch as to ta la r  p o l igon in i  tuz ing :

x, [—10;—5) [—5;0) [0;5) [5,10)

W 0 ,2 5  0 ,3 5  0 ,2 5  0 ,1 5

w
Yechish. h = 5. —  mos ravishda 0,05; 0,07; 0,05 v a0 ,03  gateng . 

h

U holda ushbu gistogrammani hosil bo’ ladi (3-shakl):

Shak ilga ko’ra nisbiy chastotalar gistogrammasini 

shunday s illiq  chiziq /  (jc) bilan tutashtirish mumkinki,

/  (x ) chiziq bilan chegaralangan egri chiziqli trapesiya 

yuzasi gistogramma yuzasiga teng bo’ ladi. f \ x )  chiziqqa 

nisbiy chastotalar taqsimotining emperikfunksiyasi deyiladi.

Katta sonlar qonuniga ko ’ra tanlanma hajmi orttirilsa, f  '(x )  funksiya taqsimotning 

differensiyal funksiyasiga yaqin lashadi.

M ustaqil ishlash uchun misollar

1.Q uyidagi tanlanma berilgan: 2 ,10,5 ,5 ,4 ,8 ,5 ,4 ,2,8,4 ,10,8 ,8,2.

Tanlanmani 1) variatsion qator; 2) chastotalar statistik taqsimoti; 3) nisbiy 

chastotalar statistik taqsimoti ko ’rinishida tasvirlang.
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2)

X 2 3 5 8 10

3 3 3 4 *)
3)

X. 2 3 5 8 10

n
1 1 1 4 2

5 :> 15 15

Javob: 1) 2,2,2,4,4,4,5,5,5,8,8,8,8,10,10;

2. Quyidagi statistik taqsimot bilan berilgan tanlanmalar uchun emperik taqsimot 

funksiyalarini toping:

Xi 0 2 4 8

n : 10 30 40 20

X 3 5 7 9
; 2

X. 1 4 6 7

nI 3 2 4 1 n1 10 15 15 10

0, x  < 3, 0, x<\, 0, x < 0 ,

0,3, 3 < x < 5, 0,2, 1 < x < 4, 0,1, 0 < x < 2,

0,5, 5 < x < 7 ,; 2) • 0,5, 4 < x < 6 ,. 3) • 0,4, 2 < x < 6,

0,9, 7 < x <9, 0,8, 6 < x < 7, 0,8, 6 < x  < 8,

1, x>9 . 1, x  > 7. 1, x  > 8.

3. Quyidagi emperik taqsimot bilan berilgan tanlanmalar uchun nisbiy chastotalar 

poligonini yasang:

1)

X. 2 4 6 8 10

И’1 0,2 0,15 0.15 0 ,4 0.1 ; 2)

10 30 50 60 80

vv. 0.2 0,1 0,35 0,25 0,1

4. Tavakkaliga tanlangan 100 ta talaba bo’yini ( sm.da) o ’ lchash bo’yicha taqsimoti 

berilgan:

Talaba bo' yi 1 5 4 -158 1 5 8 - 1 6 2 162-16£ 0 16 6-170 1 7 0 -1 7 4 1 7 4 -1 7 8 1 7 8 -1 8 2

Talaba soni 12 16 2 0 2 6 14 10 2



C has to ta la r  g is togram m asin i  quring.

4-§. Taqsim ot n om a'lum  p a ram etr la r in in g  s ta tis t ik  b aho lari

Bosh to’plamning biror miqdoriy ko’rsatkichini baholash talab qilingan bo'lib , bu 

ko’ rsatkichning qanday taqsimotga ega ekanligi nazariy jihatdan m a’ lum bo’ lsin. 

Tabiiy ravishda bu taqsimotni aniqlaydigan parametrlam i baholash m asalasi kelib 

chiqadi. Odatda kuzatish natijalari, y a ’ni tanlanma qiym atlaridan boshqa m a’ lumot 

bo’ lmaydi.

X be lg ili quyidagi emperik taqsimot berilgan bo’ lsin:

Bu yerda n - x  (; = 1Д ) variantaning
X , X 1 X 2 ” ■ X t

к
chastotasi, я  = -tan lan m a hajm i. n, n i ni nt

/=1

N azariy taqsimot noma’ lum parametrining statistik(yoki emperik) bahosi deb 

tan lanm aqiym atlari x t, x2, . . . ,x t , . ../ learning funksiyasiga aytiladi.

Statistik baho tasodifiy miqdor hisoblanadi. 0 - n o ’malum parametr, 0 'un ing 

statistik bahosi bo’ lsin. \в -  #'j kattalikka bahoning aniqligi deyiladi. |# -  <9'| 

qanchayin kich ik bo’ lsa в ' statistik baho 9  parametrni shunchlik aniq ifodalaydi. 

Shunday q ilib , \ в -в '\ < 8  shartni qanoatlantiruvchi S >0 son bahoning an iqlik 

ko ’ rsatkichi bo’ ladi.

\ в - 6 ' \ < 3  tengsizlikning bajarilish i ehtimoli y ,  y a ’ni

p\e' -6\<s)=p(e'-5<e<e' +s)=y

в 'bahoning ishonchliligi deb ataladi.

Odatda bahoning ishonchliligi oldindan beriladi va у  sifatida b irga yaqin bo’ lgan 

qiym atlar, masalan, 0,95, 0,99, 0,999 olinadi.

No’malum parametrni berilgan у  ishonchlilik bilan qoplaydigan 

{в' - 5 \ в '  + <̂ ) interval у  dara ja li ishonchli oraliq  deyilad i.
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Agar М\в )= в  bo'Isa, u holda в '  baho О param etr  uchun siljimagan baho

deyiladi.

М (в )= в shart statistik baho sistematik xatolikka ega bo’ lmasdan, faqat

tasodifiy xatoliklarga ega bo'lishini biIdiradi.

Agar lim м ( в ’ ) = в  bo’ Isa. u holda в ' baho О parametr uchun assimptotik

siljimagan baho deyiladi.

M asalan, biror kattalik santimetrli chizg’ ichda o’ lchanayotgan bo’Isa, bunda 

albatta sistematik s  (|гг|<1 « и .) xatolikka yo ’ l qo’y ilad i. Shu sababli qaralayotgan

baholar siljigan  bo’ ladi.

Agar lim p(j#’ — <9| < <j)= 1 bo'Isa, u holda (9'baho в  parametr uchun as os I i

baho deyiladi.

Shunday qilib, asosli baho uchun oda ehtimollik jihatdan —»#

munosabat o’rinli bo’ ladi va m a’ lum m a’noda в [ning qiym atlari noma’ lum в  soniga 

yaqin  bo’ ladi deyish mumkin.

1-teorem a. 0 ’ siljim agan baho bo’ lib, lim £)(б?„') = 0 bo’ Isa, u holda 0 'asosli

baho bo’ ladi.

Isboti. 0 ' s iljim agan baho bo’ lgani uchunм ( в ’ )= в . Chebeshev tengsizligidan 

М (в ')= 0  va lim d (()\ )  = 0 larni inobatga olib, topamiz:

Bunda lim p\el -в\ <e)> 1 bo’ lmaydi. Shu sababli yuqoridagi tengsizlikdan

lim p(j<9' -в\< б)=  \ kelib chigadi. Demak, в ' baho asosli.

Berilgan hajmdagi tanlanmada eng kichik dispersiyaga ega bo’ lgan baho 

sam arali baho deyiladi.

Agar М (в‘ ) * 9  bo'Isa, u holda в ' baho в  parametr uchun siljigan baho

deyiladi.

V

l - -^ - l im  d (#‘ )=1.
6



Samarali tf'bahoning qi> matlari О parametrga boshqa baholarga nisbatan 

yaqinroq joylashgan deb tushunish mumkin.

Bitta miqdoriy kattalik bilan aniqlanadigan statistik baho nuqtaviy baho 

deyiladi. Quyidagi kattaliklar .V belgili emperik taqsimotning nuqtaviy baholari 

bo’ladi:

—  1 ‘ 1 *
Tanlanmaning о 'rta qiymati: X  = — £  X  = — ̂  * и ;

Hi. i ' П 1.1

Tanlanmaning dispersiyasi: D = ' - t ( x , - X y  = ' - ± ( Xi- x y n -
n /=I n /=1

^  _ J \ 2
Tuzatilgan dispersiya: S 2 = ------ D = ------ У  Ix -  X )  n ;

n — 1 я - 1 м

Tanlanmaning о 'rtacha kvadratik chetlashishi: ct = v D ;

Tuzatilgan o ’rtacha kvadratik chetlashishi: s =  \—n a
\ n - 1

Tanlanmaning o ’rta qiymati X matematik kutilish uchun siljimagan va asosli 

baho bo’ladi. Haqiqatan ham, M { x ) ~  a  bo’lsa,

м(х)=м[1- ± х ^ = х- м ( ± х ] Л ± м { х 1)=™ = а = м{х).
\ n  /-i у  «  V/-i /  « / - i  «

Demak, X  -  A /(X)uchun siljimagan baho.

Bundan tashqari

lim P
n - * x

Bundan

'  X, + X ,  + . . .+  X
■ — a < 8 = 1.

Shunday qilib, X  -  uchun asosli baho.

Tuzatilgan dispersiya S2 dispersiya uchun siljimagan va asosli baho bo’ladi.

Bu tasdiq yuqoridagi tasdiq singari asoslanadi.

1-misol. Tanlanma 2,1,3,3,4,4,3,3,3,2,3,1,1,2,3,3,2,2,3,3 elementlardan tashkil 

topgan. Tanlanmaning emperik taqsimoti, o’rta qiymati, dispersiyasi va tuzatilgan
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d isp ersiy a si, o ’rtacha kvadratik ch etlash ish i va  tuzatilgan  o ’rtacha kvadratik  

ch etla sh ish in i top in g .

Y  e с  h i s h . T an lanm aning em perik  taqsim otin i topam iz:

4

и = £ д  =3  + 5 + 10 + 2 = 20

X  = ~ Y ix n i = - ( 1 - 3 +  2 - 5+ 3-10+ 4-2) = 2,55;
n ы ' ' 20

D  = -  £ ( x  -  X ) : n = — [(1 -  2,55)2 • 3 + (2 -  2,55)2 ■ 5 + (3 -  2,55)2 ■ 10 + (4 -  2,55)2 • 2]
n (=1 ' 20

= — (7,2075 +1,5125 + 2,025 + 4,205) = 0.7475;

S 2 = - 0,7475 « 0,7868; a = V 0.7475=0,86; S = ^0,7868 = 0 .89 .

Katta sonlar qonuniga muvofiq bosh to’plam normal taqsimot qonuniga ega 

bo’lsa tanlanmaning o’rta qiymati X  ham normal taqsimot qonuniga bo’ysinadi. 

Bunda agar tanlanmaning hajmi etarlicha katta bo’lsa, u holda bosh to’plam qanday 

taqsimot qonuniga ega bo’lishidan qat’iy nazar tanlanmaning o’rta qiymati X  normal 

taqsimot qonuniga bo’ysinadi. Shunday qilib, agar bosh to’plam Cl matematik 

kutilishga va e r2 dispersiyaga ega bo’lsa, u holda tanlanmaning o ’rta qiymati X

parametrlari a x  a —  bo’lgannopm altaqsim otgaega bo’ladi. Bunda

2-misol. O’rik sharbati 200 ml. hajmli idishlarga quyiladi. Quyuvchi avtomat 

shunday sozlanganki, uning to’ldirish xatoligi cr +  10m/. ga teng. Iqishlar karton 

qutilarga 25 donadan qadoqlanadi. Xaridor qadoqlangan qutining o’rtacha og’irligi 

ko’rsatilgandan kam bo’lmasligini talab qiladi. Xaridor ishlab chiqarilgan mahsulotni

n

P { a < x < p ) = ^ ^ y 4 ^ ^ ^ ,  P \ x - a \ < s )
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qabul q ilish i uchun ish lab  ch iqaruvch i avtom atn i 205  ml. qu yad igan  q ilib  sozlab  

q o ’y d i. T asod ifan  tanlangan  qad oq lan gan  q utin ing  o g ’ irlik teksh iruvidan  o ’tm aslig i 

eh tim o lin i toping.

Yechish. Idishning o ’rtacha to’ldirilishi 205 ml., o ’rtacha kvadratik og’ishi

10 ml. Tasodifiy tanlanma sharbat bilan to ’ldirilgan 25 ta idishlardan iborat. p  =  25 

hajmli mumkin bo’lgan barcha tanlanmalar uchun o ’rtacha og’irlikning taqsimoti 

normal taqsimotga bo’ysinadi. Bunda o ’rtacha to ’ldirilishi 205 ml.ga, o ’rtacha

kvadratik og’ishi ~  =  - J iL  =  2 ml.gateng.
V« V25

Agar qadoqlangan qutidagi idishlarning o ’rtacha to’ldirilganligi 200 ml. dan 

kam bo’Isa, quti sifat nazoratidan o ’tmaydi. Demak, izlanayotgan ehtimol

p ( x  < 200) = p(o < x  < 200) = ф ( 2()0:2 2051 -  j  =

= Ф(-2,5) -  Ф(-102,5) = -0,4938 -  (-0,5) -  0,0062.

Taqsimot no’malum parametrlarining yuqorida keltirilgan nuqtaviy baholari 

tegishli parametrning tanlanma ma’lumotlariga asoslangan sonli qiymatlarini beradi, 

ammo ular bahoning aniqligi va ishonchliligi to ’g’risida fikr yuritish imkonini 

bermaydi. Shu sababli bahoning aniqligi va ishonchliligini yaxshiroq ta’minlaydigan 

interval baholar bilan tanishamiz.

Intervalning chegaralarini bildiruvchi ikkita miqdor bilan aniqlanadigan baho 

interval baho deyiladi.

M atem atik  kutilish uchun interval baholar

1. <7 parametr ma'lum bo ’lgan hoi. X  belgili Cl va o-2 parametrli normal 

taqsimlangan tanlanma berilgan bo’lsin.

X  = —(X t + Х 1 н------1- X") tanlanmaning o’rta qiymati uchun
n

м{х) = м ( -± х 1) = -м (±х)~±м(х1) = ~  = а-
^«/=i  J п  V /=> J  n !- 1 n
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P ^ X - a \ < S ) = y  bo'lsin deylik. U holda

p ( j .V - a |< j ) = 2 0
V tT

yoki

л ()Г -а |< < 5)= 2Ф (/), buyerda _ S f̂ri 
a

Bundan S = ^ = .  Demak,
■v n

р [ \ Х - а \ < ^ = ]  = 2Ф{1)

yoki

/ > |  X  ~ ^ = < a < X  + ~ | = 2Ф (0 = Г- 
yjn -Jn)

4n  -J~n
Shunday qilib, \ х ~ Щ = \ Х  + Щ= I oraliq a  no’malum parametr uchun у  darajali

V
ishonchli oraliq bo’ladi. Bu ifodada t kattalik Ф(7) = — tenglikdan Laplas funksiyasi

qiymatlari keltirilgan jadval asosida topiladi. Bunda S = -^L kattalik bahoning
■Jn

aniqligini belgilaydi.

3-m isol. X  belgili tanlanma a  =  5 parametr bilan normal taqsimlangan. Agar 

и = 25, A '= 14 bo’lsa, tanlanma ma’lumotlari bo’yicha /  = 0,95 ishonchlilik bilan 

a  parametr uchun ishonchli oraliqni toping.

у  0,95
Y e с h i s h. Ф(/) = — = — = 0,475 ifoda uchun jadvaldan t = 1,96 ni topamiz.

X  -  | ishonchli oraliqning chegaralarini aniqlaymiz:

14 -1,96 = 12,04 va 14 +1,96 = 15,96.
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Shunday qilib, (12,04;15.96) ishonchli oraliq a  parametrni 0,95 ishonchlilik bilan 

qoplaydi. Bunda bahoning aniqligi s  = 1,96 ga teng.

2. О parametr nom a’lum b o ’lgan hoi. X belgili Cl va cr' parametrli normal 

taqsimlangan tanlanma berilgan bo’lsin. CTno'malum parametr uchun у  darajali 

ishonchli oraliqni topamiz. Tanlanmaning qiymatlari bo’yicha erkinlik darajasi и —1 

bo’lgan Styudent taqsimotli T  tasodifiy miqdorni aniqlaymiz:

Г — П
bu yerda S -tuzatilgan o’rtacha kvadratik chetlashish. U holda

sTn
P<\T\<tr) = P Гп

X - a
<t.

yoki

X - tjj l < a < X  +
\Jn yin

= y.

-  t s t.S
Shundy qilib, \ X - j:i = ; X +  /_

y j n  y i n
oraliq a  no’malum parametr uchun у  darajali

ishonchli oraliq bo’ladi. Bu munosabatda t r kattalik Styudent kreteriyasi

I S
qiymatlari jadvaii asosidatopiladi. Bunda S = - j=  kattalik bahoning aniqligini

\Jn

belgilaydi.

4-misol. Jamg’arma bozori ayrim aksiyalarining daromadliligi o’rganilmoqda.

15 kunda tasodifiy tanlanma o’rtacha kvadratik og’ishi 5 = 3 ,5 % , o’rtacha (yillik)

daromadlilik X  =  10,37% ga teng ekanini kuzatildi. Aksiyalaming daromadliligi 

normal taqsimot qonuniga bo’ysinadi deb, o ’rganilayotgan aksiyalar uchun 95% li 

ishonchli oraliqni toping.

Y e c h i s h .  Bosh to ’plm o’rtacha kvadratik chetlashishi <7 noma’lum. Shu sababli 

n = 15, /  = 0,95 uchun jadvaldan topamiz: ty = t(n \y )  =/(15;0,95) = 2,15. U holda



B undan (8.43:12.3 l) ,D em ak . o 'rg an ilay o tg an  ak siyalam ing  haqiqiy darornadliligi

0 ,95  ishonchlilik  b ilan  (8.43;12,31) o ra liqda yotadi va bahon ing  aniqligi s  = 1,94 ga 

teng  b o ’ladi.

O ’rtacha kvadratik  chetlashish uchun interval baholar

.V belg ili a  v a  c r 2 param etrli norm al taqsim langan  bosh to ’plam  berilgan  b o ’lib, a  

va  <7 param etrlar n o ’m alum  b o ’lsin.

<7 no’malum parametrning у  darajali ishonchli oralig'ini topamiz. Tanlanmaning 

qiymatlari bo’yicha erkinlik darajasi n -1  bo’lgan y 1 taqsimotli %2 tasodifiy 

miqdorini 

aniqlaymiz:

( и - i  ) S 2
X cr

U holda 2 "" tasodifiy miqdorning (X ,;X ,)oraliqqa tushishi ehtimoli

S  n z l < t r < s

V \  X > V J

buyerda Ч1Ут а **аг jadvallashtirilgan. Bu jadvallar asosida q

topiladi.

Shunday qilib, cr no’malum parametr uchun у  darajali ishonchli oraliq quyidagi 

tengsizliklardan topiladi:

S ( \ - q ) < < 7 < S ( \  + q) ,  agar <] <1 bo’Isa,

0<<7<5(1 + ^ ) ,  agar <7^1 bo’Isa.

4-misol. Biror kattalik bitta asbob yordamida sistematik xatolarsiz 10 marta 

o’lchangan bo’lib, bunda o’lchashlardagi tasodifiy xatolaming o ’rta kvadratik 

chetlashishi o ,8gateng chiqqan. Asbob aniqligini o,95 ishonchlilik bilan toping.

Y e с h i s h. Jadvaldan n = 10 va у  =  0,95 ga mos q  ning qiymatini topamiz:

д = </(10;0,95) = 0,65. и  holda
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yoki

0,8(1 - 0 ,65) « 7  <0,8(1 +0,65)

0 ,2 8  <  о - < 1 ,32 .

Mustaqil ishlash uchun misollar

1. Bosh to’plamdan « = 50 hajmli tanlanma olingan:

Xl 2 3 5 7

n, 12 8 16 14

Tanlanmaning o ’rta qiymatini, dispersiyasini, tuzatilgan dispersiyasini, o’rtacha 

kvadratik chetlashishini va tuzatilgan o ’rtacha kvadratik chetlashishini toping. 

Javob: X  = 4,52; 5 = 4 ,3 5 5 2 ; 5 : =4,444; ^  = 2,087; 5  = 2,108.

2. Bosh to’plamdan « = 60 hajmli tanlanma olingan:

x: 1 10 15 20

", 30 8 12 10

Tanlanmaning o ’rta qiymatini, dispersiyasini, tuzatilgan dispersiyasini, o ’rtacha 

kvadratik chetlashishini va tuzatilgan o ’rtacha kvadratik chetlashishini toping.

Javob. X  = 9,8; 25 = 61,47; S'2 =62,52; ff = 7,84; 5  = 7,91.

3. Bosh to’plamdan n = 10 hajmli tanlanma olingan:

1250 1260 1270 1280

n, 4 2 3 1

Tanlanmaning o ’rta qiymatini, dispersiyasini, tuzatilgan dispersiyasini, o’rtacha 

kvadratik chetlashishini va tuzatilgan o’rtacha kvadratik chetlashishini toping.

Javob: X  = 1261; 5  = 109; S 2 = 121,11; = 10,44; 5  = 11.
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4. Bosh to’plamning o’rtachasi X = 1,03 ga va o ’rtacha kvadratik chetlashishi 

a- = 400ga teng. Bosh to’plamdan hajmi 100 ga teng bo'lgan tanlanma olingan. 

Tanlanmaning o’rtachasi X  uchun kutilayotgan qiymatni va o’rtacha kvadratik 

chetlashishni toping.

Javob\ 1,03; 1600.

5. Do’konga kirgan xaridorning do’konda bo’lishi vaqti o’rta hisobda 14 daqiqaga, 

uning o’rtacha kvadratik chetlashishi 4 daqiqaga teng. Tavakkaliga tanlangan 6 ta 

xaridorning kamida 12 daqiqa do’konda bo’lishi ehtimolini toping.

Javob: 0,8888.

6. Do’konda bir kunda o’rtacha 1000 ta kitob sotiladi. Bir kunlik o’rtacha savdo 

hajmining o ’rtacha kvadratik chetlashishi 100 ga teng bo’lsa, to’rt kunlik savdoning 

o’rtacha 900 va 1100 dona kitob orasida bo’lishi ehtimolini toping.

Javob'. 0,9544.

7. Bosh to’plamning normal taqsimlangan X  belgisining no’malum matematik 

kutilishi a  ni 0,99 ishonchlilik bilan baholash uchun ishonchli oraliqni toping. Bosh 

o’rtacha kvadratik chetlashish O', tanlanmaning o’rta qiymati X  va tanlanmaning 

hajmi

n  berilgan: 1) <7 = 5, X  = 16,3, и = 25; 2) <x = 4, X  = 12,4, и = 16;

3) cr = 3, ^  = 10,1, n = 9; 4) <y = 6, *  = 14,5, л = 36.

Javob: 1) (13,73;18,87); 2) (9,83;14,97); 3) (7,53;12,67); 4) (11,93;17,07).

8. Audit tekshiruvchi tavakkaliga 50 ta to’lov hisoblarini tahlil qilib, ularning 

o’rtacha miqdori 1100 so’mga va o ’rtacha kvadratik chetlashishi 287 so’mga 

tengligini aniqladi. O’rtacha to’lov hisoblari uchun 90% li ishonchli oraliqni toping.

Javob: (1033,4;1166,6).

9. Bosh to ’plamdan n = 16 hajmli tanlanma olingan:

X, - 1 1 3 5

6 2 2 6

x , - 2 2 4 6

”, 5 4 4 3
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Bosh to’plamning normal taqsimlangan .V belgisining no’malum matematik 

akutilishini o'rtacha qiymati 0,95 ishonchlilik bilan ishonchli oraliq yordamida 

baliolang.

Javob. 1) (0,22;4,78); 2) (0,54;4,46).

10. Tavakkaliga tanlangan 300 talabadan 75%i dekanat faoliyatidan mamnun ekanini 

bildirgan bo’Isa, talabalar orasida dekanatga hayrihohlar uchun 95% li ishonchli 

oraliqni toping.

Javob. (0,701;0,799).

12. Bir xil aniqlikdagi 15 ta o ’lchash bo’yicha o ’rtacha kvadratik chetlashish 

aniqlangan: 1) 5  = 0,12; 2) s  = 0,16; 3) 5  = 0 ,24 . O’lchash aniqligini 0,99 

ishonchlilik bilan toping.

Javob. 1) (0.03Д21); 2) (0,04;0,28); 3) (0,06;0,42).

5-§. S tatistik gipoteza va uni tekshirish sxemasi 

Matematik statistika masallarida o ’rganilayotgan X  tasodifiy miqdorning 

taqsimoti yoki uni aniqlovchi parametrlar noma’lum bo’ladi. Ayrim hollarda 

masalaning mohiyati yoki tajribaga asoslanib, noma’lum taqsimot F(x) funksiya 

ko’rinishida bo’ladi yoki taqsimot parametri в  ga teng bo’ladi degan taxmin, ya’ni 

gipoteza qabul qilinadi. Qabul qilingan gipotezaning to’g ’ri yoki noto’g’riligi statistik 

kuzatish natijalariga asoslanib tekshiriladi. Shu sabali bu gipotezalarga statistik 

deyiladi.

1-ta’rif. N o’malum taqsimot qonunining ko’rinishi yoki parametri haqidagi har 

qanday taxminga statistik gipoteza deyiladi.

Gipotezalar oddiy va murakkab gipotezalarga bo’linadi. Agar gipotezada 

taqsimot qonuni to’liq aniqlangan bo’Isa, u holda gipoteza oddiy bo’ladi. Agar bunda 

taqsimot parametrlari noma’lum bo’Isa , u holda gipoteza murakkab bo’ladi. 

Masalan, “Bernulli sxemasida hodisaning ro’y berishi ehtimoli 0,5 ga teng”,
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" T asod ifiy  m iqdor <; =  (). e r  = lp a ra m etr li norm;;! taqsim otga eg a ” g ip o teza lar  oddiy

va “Bernulli sxem asid a  h od isan in g  ro ’y berishi ehtim oli (0,3;0,6)oraliqda y otad i” , 

“T a so d ifiy  m iqdor norm al taqsim otga  eg a  em as " g ipotezalar m urakkab hisoblanadi.

Tekshirilayotgan (to’g'ri deb qaralayotgan) gipoteza nolinchi (asosiy) gipoteza 

deb ataladi va H„ bilan belgilanadi. //„g a  mantiqan zid bo’lgan gipotezaga 

raqobatli (konkurent) yoki muqobil (alternativ) gipoteza deyiladi v a / / ,  bilan 

belgilanadi.

/ /„ v a  / / ,  gipotezalar statistik gipotezalarni tekshirish masalalarida ikkita 

mumkin

bo’lgan tahlashlarni hosil qiladi.

H 0 gipotezaning to’g ’ri yoki noto’g’riligi tekshirish tasodifiy xarakterga ega 

bo’lgani uchun bunda ikki xil xatolikka yol qolyilashi mumkin:

-  1-tur xatolik. Bunda to’g ’ri bo’lgan //„  gipoteza noto’g ’ri deb rad etiladi;

-  2-tur xatolik. Bunda noto’g ’ri bo’lgan //,, gipoteza to’g ’ri deb qabul qilinadi.

Masalan, H 0 gipoteza “Ishlab chiqarilgan maxsulotlar partiyasi sifatli”

ma’noda bo’lsa, u holda 1-tur xatolikda sifatli maxsulotlar partiyasi sifatsiz deb 

hisoblanadi. Shu sababli 1-tur xatolikni ishlab chiqaruvchining tavakkali deyish 

mumkin. 2-tur xatolikda esa sifatsiz maxsulotlar partiyasi sifatli deb hisoblanadi. Shu 

sababli 2-tur xatolikni iste’molchining tavakkali deb qarash mumkin.

/ /„  gipoteza qabul qilinishi yoki rad etilishi mumkin bo’lgan К tasodifiy 

miqdorga (qoidaga) statistik mezon deyiladi. Bunda К shunday tanlanishi kerakki, 

uning o’rinli ekanini tekshirishda ma’lum taqsimot qonunidan foydalanish mumkin 

bo’lsin.

Tegishli A.'statistik mezon tanlangach, uning mumkin bo’lgan qiymatlari 

to ’plami S  ikkita kesishmaydigan 5, va S2 (St u S 2 = S ,  S, n S 2 = 0 )  qism 

to’plamlarga ajratiladi.
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Agar К e S t bo'Isa. u holda H u gipoteza qabul qilinadi. Bunda 5 ,g a  gipotezani 

qabul qilish sohasi deyiladi.

Agar К  e  S 2 bo’lsa, u holda H a gipoteza rad etiladi. Bunda S ,g a kritik soha 

deyiladi.

<S, va S2 to ’plamlarni ajratuvchi nuqtalarga kritik nuqtalar deyiladi va К  iy bilan 

belgilanadi. Bunda K > K b. >0 tengsizlik bilan aniqlanuvchi (K h ;+<*) oraliqqa o’ng 

tomonlama kritik soha, K < K b <0  tengsizlik bilan aniqlanuvchi ( - Щ K b ) oraliqqa 

chap tomonlama kritik soha, К  < K lla. va К  > K Ur ( Kltr > Kltr) tengsizliklar bilan

aniqlanuvchi ( - 00;K ltr) U  {K 2kr ;+co) oraliqqa ikki tomonlama kritik sohalar 

deyiladi.

H 0 gipotezani tekshirishda to’rt holat bo’lishi mumkin:

H n gipoteza qabul qilinadi rad etiladi

to ’g ’ri to’g ’ri echim 1-turxatolik

noto’g ’ri 2-tur xatolik to ’g ’ri echim

2-ta’rif. 1-tur xatolikka yo’l qo’yish, ya’ni H 0 gipoteza to ’g ’ri bo’lganda uni 

rad etish ehtimoli a  ga statistik me:onning qiymatlilik darajasi deyiladi.

2-tur xatolikka yo’l qo’yish, ya’ni H 0 gipoteza noto’g ’ri bo’lganda uni qabul 

qilish ehtimoli p  bilan belgilanafdi.

3-ta’rif. 2-tur xatolikka yo’l qo’ymaslik, ya’ni H 0 gipoteza noto’g ’ri bo’lganda 

uni rad etish ehtimoli \ -  p  ga statistik mezonning quvvati deyiladi.

Kritik nuqtalar A'mezon uchun berilgan a  qiymatlilik darajasiga qarab 

PHo(K  > K kr) = a , PH { K < K h ) = a ,  PHa(K  < K W,K  > K 2kr) = atenglamalarning

biridan topiladi. Bu tenglamalarning ildizlari ko’p ishlatiladigan mezonlar uchun 

odatda maxsus jadvaiiardan topiladi.
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1- tur va 2- tur xatoliklar elitimollari a  va p  qancha kichik bo’Isa, statistik 

gipotezani tekshirish natijasi shuncha yaxshi bo’ladi. Ammo ОС va /? ehtimollarni bir 

vaqtda kichraytirib bo'lmaydi., chunki a  qanchalik kichik bolsa, /3 shunchalik katta 

bo’ladi. Shu sababli a  qaralayotgan masalaning mohiyatiga kelib chiqqan holda 

tadqiqotchi tomonidan belgilanadi. Berilgan a  uchun p  eng kichik bo’lgan S} soha 

PH (K  e S 2) = a  tenglama yordamida topiladi.

Shunday qilib, statistik gipoteza quyidagi sxema asosida tekshiriladi:

Г . Х  tasodifiy miqdor ustida n  ta bog’liqmas kuzatishlar o’tkaziladi va 

xv x2,...jcn

tanlanma hosil qilinadi;

2”.Nolinchi H 0 vamuqobil statistikgipotezalarkiritiladi;

3". K .= K [ X \ ,X 1,.. .J(n) statistik mezon tanlanadi va uning H 0 gipotezadagi 

Р„л( К ) taqsimoti topiladi;

4°. Masalaning mohiyatidan kelib chiqqan holda a  iymatlilik darajasi 

belgilanadi;

5". P„ ( K  e S 1) = a  tenglama yordamida S2 kritik soh topiladi;

6°. K  = K (X v X 1,...JCn) statistik mezonda X l,X 1,...J(„ tasodifiy miqdorlar 

o ’miga tanlanmaning xv x2,...jcn qiymatlarini qo’yib, statistik mezonning 

K t =  A'(xI,x2,...Tx i)tuzatiIgan qiymati hisoblanadi. Bunda agar K t e S2 bolsa, u holda 

H 0 gipoteza rad etiladi, agar K t e  S t bolsa, u holda //„  gipoteza qabul qilinadi.
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TESTLARDAN NA’MIJNALAR

I. Matritsa mazmuni qayerda to‘g ‘ri ko‘rsatilgan?

A) sonlar yig‘indisi; B) sonlar ko'paytmasi;

C) sonlar to ‘plami; D) sonlar jadvali;

E) sonlar birlashmasi.

Г-1 0 5 

2 7 3
matritsaning tartibini aniqlang.

A) 2x2; B) 2x3; C )3x2; D )3x3; E) 2x3=6.

3. Quyidagi matritsalarning qaysi biri nol matritsa bo'lmaydi? 

r0 0^
A)

v0 0 ,
; B)( 0 0 0); C) f0>! '0 0 o'; D)loj 0 0,

E) Keltirilgan barcha matritsalar nol matritsa bo‘ladi.

4. Birlik matritsani ko‘rsating. 

A)
( \  o' 0 ' f i  0 Го l

Оо

to  0,
; c )

К
; в ) ; D)

О

E)
,0 i ,l '  К

5. Qaysi shartda Amn va Bpq matritsalarni ko'paytirish mumkin?

A) m=p; B) m=q; C) n=p; D) n=q; E) mq=np.

6. Quyidagi A v a B  matritsalar ustida qanday amallar bajarish mumkin?

U Г «и an «13 ' B = 'bn Ml«21 a22 «23 j кЬц 22 /

A ) A - B \  В) A B ; C) B A ; D) B-A ; E)A+B.

7. Quyidagi |A| determinantning a 12 va a32 elementlari yig‘indisini toping:
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1 - 4  7

0 3 5 

- 2  6 3

А) 5; В) 2; С) 7; D) — 6; Е) 6.

8. Quyidagi |А| determinantning diagonal elementlari у ig'indisini toping:

1 - 4  7

и =

A) 14; В) 0;

0 9 5 

- 2  6 - 1 0
С) 20; D) -6 ; E) 4.

9. Quyidagi determinantni hisoblang:

5 - 2  

3 4

A) 14; B) -26; C) 26; D) —14; E) 0.

10. Quyidagi tenglamani yeching:

x - 1  3

2 1
=  0

A)x=7; B )jc= -1; C) x=2\ D) x=4; E)*=8

11. Ushbu determinantni hisoblang:

1 3  2

2 2 4

3 1 6

A) 1; В) 0; C) -2 ; D) 4; E) 12.

12. Ushbu determinantni hisoblang:
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3 - 5 1  2 

О 4  5 - 7  

О 0 -  1 II
О О О  1

А) О; В) 12; Г) 10; D )-10; Е )-12.

13. A  va unga teskari .С 1 matritsalar ko'paytmasi uchun qaysi tasdiq o'rinli?

A) A4~' faqat nollardan iborat matritsa bo‘ladi;

B) AA~‘ faqat birlardan iborat matritsa bo'ladi;

C) AA~' diagonal elementlari 0, qolgan barcha elementlari 1 boigan 

matritsa bo'ladi.

D) AA~' diagonal elementlari 1, qolgan barcha elementlari 0 bo'lgan 

matritsa bo'ladi.

E) AA~' ixtiyoriy kvadrat matritsa bo'ladi.

14.Quyidagi matritsalardan qaysi biri maxsusmas?

( \  - 2 ^ (3 2) f 1 '0  2s '0  7"
; B) ,  J ;  c > ; E)

lo  o j 6 4) I 5 J  0y 3,

15. A  va unga teskari A 1 matritsalar uchun quyidagi tengliklardan qaysi biri o'rinli 

emas (E-  birlik matritsa, O - nol matritsa)?

A) A ■ A ~ '= A ~ '■ A; B) A ■ A ~ '= E; C) A~' ■ A = E ;

D) A A ~ ' - A ~ ' A =  О ; Е ) Л - . - Г ‘ = 0 .

16. matritsaning rangi nimaga teng?

A) satrlar soni m ga; B) ustunlar soni n ga;

C) noldan farqli minorlar soniga; D) barcha elementlar soni mn ga.

E) noldan farqli minorlaming eng katta tartibiga;
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17. Vektor kattalik deb nim aga aytiladi?

A) Faqat yo‘nalishi bilan aniqlanadigan kattalikka vektor deb aytiladi.

B) Faqat son qiymati bilan aniqlanadigan kattalikka vektor deb aytiladi.

C) Ham son qiymati, ham yo'nalishi bilan aniqlanadigan kattalikka vektor deb 

aytiladi.

D) Har qanday kesmaga vektor deb aytiladi.

E) Har qanday kattalik vektor deyiladi.

18. Quyidagi kattaliiklardan qaysi biri vektor bo'ladi ?

A) sirt yuzasi; B)jism  hajmi; C) kesma uzunligi;

D)kuch; E) Birorta ham kattalik vektor bo‘lmaydi.

19. Qachon vektorlar kollinear deb aytiladi ?

A) Bir xil yo‘nalgan vektorlar kollinear deb aytiladi.

B) Har qanday a va b vektorlar kollinear vektorlar deb aytiladi.

C) Bir xil yo‘nalgan va uzunliklari teng boMgan vektorlar kollinear deb aytiladi.

D) Bitta to‘g‘ri chiziqda yoki parallel to‘g ‘ri chiziqlarda yotuvchi a va ft vektorlarga 

kollinear vektor deb aytiladi.

E) Bitta tekislikda yoki parallel tekisliklarda yotuvchi я va A vektorlarga kollinear 

vektor deb aytiladi.

20. Ta’rifni to‘ldiring: Uchta vektor komplanar deyiladi, agar ular — joylashgan 

bo‘lsa.

A) bitta to‘g‘ri chiziqda ; B) bitta tekislik yoki parallel tekisliklarda ;

C) parallel to‘g ‘ri chiziqlarda; D) o‘zaro perpendikulyar to‘g‘ri chiziqlarda;

E) o'zaro perpendikulyar tekisliklarda.

21. a=(2, -5 )  vektorning i va j  ortlar bo‘yicha yoyilmasi qayerda to‘g ‘ri 

ko‘rsatilgan ?

A) a=2i-5j ; B) a= -5 i+ 2 j ; C) a= —2i+5j; D) a= 5 i-2 j ; E) a=2i+5j.
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22 . я  v a  b vek torlarn ing  skalyar k o 'p aytm asi qayerda to 'g 'r i ifodalangan  ?

A) a-b= |я |-|6 |; В ) a-b=\a\-\b\ coscp ; С) a-b=\a\-\b\ simp ;

D ) я-Л=|я|-|Л| tg<p ; E) a-b=\a\-\b\ ctgcp .

23. Qaysi holda a va b vektorlarning skalyar ko'paytmasi |я -6 |= |я |-|6 | sartni 

qanoatlantiradi ?

A) a va b bir xil uzunlikka ega bo'lsa; B) a va b ort vektorlar bo'lsa;

C) a va b orthogonal bo‘Isa; D) a va b kollinear bo isa;

E) hech qaysi a va b vektorlar uchun bu shart bajarilmaydi.

24. a va b vektorlarning skalyar ko'paytmasining xossasi qayerda noto‘g ‘ri 

ifodalangan ?

A) a-b=b a ; В) я-а=|я|: ; С) a (b+ c)= a b+ a c ;

D) (Xa,b)= (a, ~kb)= X(a, by, E) Barcha xossalar to ‘g ‘ri.

25. Qaysi shartda я va b vektorlar uchun |яхй|=|я||Ь| tenglik o ‘rinli ?

A) Bu vektorlar teng bo'lsa; B) Bu vektorlar kollinear bo'lsa;

C) Bu vektorlar ortogonal bo'lsa; D) Bu vektorlar qarama-qarshi bo'lsa;

E) Bunday vektorlar mavjud emas.

26. Agar |я|=4, |ft|=5 va ф=30° bo'lsa, |я*й|=?

A) 2 0 ; B) 10 ; С) 10л/з ; D) 41 ; E) 0.

27. Qachon chiziqli tenglamalar sistemasi birgalikda deb ataladi?

A) yechimga ega bo'lmasa; B) kamida bitta yechimga ega bo'lsa;

C) yagona yechimga ega bo'lsa; D) cheksiz ko'p yechimga ega bo'lsa;

E) keltirilgan barcha hollarda.

28. Tenglamalar sistemasini yeching va x \  + x \  ifodaning qiymatini aniqlang:
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[ 2л'| + л': = 3 

1 л"| - 2 .х2 = - 1

А) 5; В) 1; С) 4; D) 2; Е) 3.

29. М0(лоЛ'о>-о) nuqtadan o‘tuvchi va а=(т,п,р) vektorga parallel to‘g ‘ri chiziqning 

kanonik tenglamasini ko‘rsating.

A) x- ^ -  = - =  B) m(x-xQ)+n(y-y0)+p{:-:Q)=Q\
■*o J’o “0

C) m(x-x0)=n(y-yo)=p(:-:oY, D)
x ~ x 0 y - y  0 2 - z 0

m n p

E ) To‘g‘ri javob keltirilmagan.

30. Kanonik tenglamasi — = ———  = - — — ko‘rinishda bo'lgan L  to‘g ‘ri chiziq
m n p

qanday xususiyatga ega ?

A) L  to‘g'ri chiziq YOZ koordinata tekisligiga parallel joylashgan;

B) L  to‘g ‘ri chiziq YOZ koordinata tekisligiga perpendikular joylashgan;

C) L to‘g ‘ri chiziq YOZ koordinata tekisligini kesib o ‘tadi;

D) L  to‘g ‘ri chiziq YOZ koordinata tekisligini kesib o'tmaydi;

E) To‘g‘ri javob keltirilmagan.

31. Kanonik tenglamasi = = ^  bo‘lgan to‘g‘ri chiziqning yo'naltiruvchi 

vektorining koordinatalarini toping.

A) ( -3 ,1 ,0 ) ; B) (3 ,-1 ,0 ) ;  C) (2 ,5 ,-3 ) ;  D) (-2 , -5 , 3 ) ;

E ) to‘g‘ri javob keltirilmagan .

32. Kanonik tenglamasi bo'lgan to‘g ‘ri chiziqning yo‘naltiruvchi

vektori modulini toping.
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A) VTO; В) 2л/5; С) 4; D) 2; Е) V38.

33. Kanonik tenglamasi ——-  = = —  bo'lgan to 'g 'ri chiziqning boshlang'ich
2 5 —3

nuqtasining koordinatalarini toping.

A) ( -3 ,1 ,0 ) ;  B) ( 3 .- 1 ,0 ) ;  C) ( 2 ,5 , - 3 ) ;  D) ( - 2 , - 5 ,  3 ) ;  E) 

to‘g ‘ri javob keltirilmagan .

34. Markazi M(a,b) nuqtada va radiusi R bo‘lgan aylana tenglamasini ko'rsating.

A) (jc+a)2+(y+b)2=R2; В) (*+6)2+(y+a)2=R2; С) (x -a f + (y -b f = R2;

D) (x-b)2+(y-a)2=R2- E) (х-а)3+(у-Ь)^=я\

35. Umumiy ko'rinishdagi II tartibli

Aat2+2BjcjH-C/+2Dx+2Ej H-F=0 

tenglama aylanani ifodalashi uchun В koeffitsient qanday shartni qanoatlantirishi 

kerak?

A) B>0; В) B<0; C) B*0; D) B=0; E) B > 0 .

36. Yarim o ‘qlari a= 5 va b=4 bo'lgan ellipsning fokuslari F(±C, 0) nuqtalarda 

joylashgan bo‘ls a , С qiymatini toping.

A) 5; B) 4; C) 3; D) 2; E) 1.

37. Ellipsning ekssentrisiteti e qanday shartni qanoatlantiradi ?

A )e>0; B )e < 0 ; C )e * 0 ; D )e=0; E) 0 < e < 1 .

38. Ekssentrisitetning qanday qiymatida ellips aylanaga o ‘tadi ?

A ) e>0; B ) e<0; C ) e*0; D) e=0; E ) e=1.

39. Quyidagi II tartibli tenglama qanday chiziqni ifodalaydi ?
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16х2+25_у2+32дг-100,v-284=0 

A) aylana; B) ellips; C) giperbola; D) parabola; E) to ‘g ‘ri chiziq.

40. Quyidagi il tartibli tenglama qanday chiziqni ifodalaydi ?

\6x2 - 9 y - 6 4 x - l  8jh—89=0 

A) aylana; B) ellips; C) giperbola; D) parabola; E) to‘g ‘ri chiziq.

41. Parabolaning ekssentrisiteti г qanday shartni qanoatlantiradi ?

A )e > l; B )e< l; C )e^1; D )e=1; E )0< e<1.

42. Agar parabola y 2=&x tenglama bilan berilgan bo‘lsa, uning direktrisasi 

tenglamasini toping.

A) x = -  8 ; B) jc=8  ; C) x=4 ; D) x=2\ E) x = - 2  .

43.A = [-3; 0 ] va В = (-1; 5 ] to‘plamlar birlashmasi qayerda to‘g ‘ri ko‘rsatilgan?

A) [-3; 5]; B) [-3; -1 ]; C) (-1; 0); D) (0; 5]; E) [-1; 5].

44. A va В to‘plamlar kesishmasi amali qayerda ifodalangan?

A ) A u B ;  B ) A n B ;  C ) A c B ;  D)Az>B; E )A \B .

45. Agar x e A n  В bo‘lsa, quyidagi tasdiqlardan qaysi biri o‘rinli bo‘ladi ? 

A )x e A ,x g B ;  B)jcsiA ,дгеВ ; С )д ге А ,* гВ ;

D) x e A  , x eB  ; E) barcha tasdiqlar o‘rinli emas .

46. Agar universal to‘plam S2=(-oo, со) va A=(2,5] bo'lsa, C(A) to'plam qayerda 

to‘g ‘ri ifodalangan ?

A) C(A)=[ -а з ,2 ] ; В) C(A)=(5, ® ] ; C) C(A)=[0,2] u (5 , oo);

D) C(A)= (-<ю, 2] u (5 , o o ) ; E) to‘g ‘ri javob keltirilmagan .
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47. Quyidagi to ‘plamlardan qaysi biri cheksizto'plam  bo‘ladi?

A) ax2+bx +c=0 kvadrat tenglama ildizlari to 'p lam i;

B) ax+b=c (аф0) chiziqli tenglama ildizlari to‘plami ;

C) sirur=a (|a |< l) trigonometrik tenglama ildizlari to ‘plami ;

D) logjx -b  (a>0, аф 1) logarifmik tenglama ildizlari to 'p lam i;

E) a = b (a>0, аф\ ) ko‘rsatkichli tenglama ildizlari to 'p la m i.

48. Quyidagi to'plamlaridan qaysi biri sanoqli emas?

A) butun sonlar; B) ratsional sonlar; C) ju ft son la r;

D) toq sonlar; E) irratsional sonlar.

49. Quyidagi to'plamlaridan qaysi biri sanoqsiz?

A) butun sonlar; B) ratsional sonlar ; C) irratsional sonlar ;

D) toq sonlar ; E) juft sonlar.

50. Quyidagi to‘plamlaridan qaysi biri sanoqli?

A) (a,b) oraliqdagi haqiqiy sonlar to‘plami; B) ratsional sonlar to 'p lam i;

C) irratsional sonlar to ‘p lam i; D) haqiqiy sonlar to 'p lam i;

E) musbat sonlar to'plami.

51. an = ——  sonli ketma-ketlikning quyi va yuqori chegaralarini ko'rsating.
и + 1

A) | , 1 0 ;  B) 1 ,1 ; C ) | , 3 ;  D )0 , 1; E ) l ,2 .

52. Qaysi sonli ketma-ketlik chegaralangan ?

A) {n2 + 3}; B) { (-1)" ■ n}; C) \n'{л(_1)я} ; D)
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53. Quyidagilarning qaysi biri yaqinlashuvchi ketma-ketlik bo‘ladi ?

A) x„ ; В) x„, y„ ; C) zn ; D) y„, , E) .x,„ .

54. Ta’rifni to'ldiring: y=j(x) funksiyaning aniqlanish sohasi deb x argumentning 

y~j\x) funksiya.........bo‘ladigan qiymatlar to‘plamiga aytiladi.

A) musbat; B) manfiy; C) nol; D) ma’noga e g a ; E) cheksiz.

55. f ( x )  = -Jlx + \ - \ g x  funksiyaning aniqlanish sohasini toping.

A) (-l,+oo); В) (0,+oo); C) (2,11); D)(-oo,+cc); E) (l,+oo).

56. f ( x )  = In J x - l  funksiyaning aniqlanish sohasini toping.

A) [l,+oo); В) [0,+oo); C) (-cc+co); D )(-oo,l); E) (1,+co).

x — 1
57. f ( x )  = arcsin—̂ — funksiyaning aniqlanish sohasini toping.

A) [0,1]; B) [1,2]; C) (-<»,+«>); D) [-1,3]; E) [-1,1].

58. y= 2x2+5x-l  funksiyaning x—*2 bo‘lgandagi limiti topilsin.

A) 10; B) 12; C) 17; D) 21; E ) - l .

x 3 - 8
59. lim —----- limitni hisoblang:

x  - 4

A) 0; B)oo; С) — со; D) 3; E ) - l .

60. Agarda j{x) va g(x) funksiyalar x=x0 nuqtada uzluksiz bo‘lsa, shu nuqtada 

quyidagi funksiyalardan qaysi biri uzluksiz bo‘lishi shart emas ?

А)Лх)+ФУ,  В )ЛхУ & У, C)fix)-g(x); D)J[x)/g{x)-



E) B a rc h a  funksi>  a la r  u z lu k s iz  b o 'la d i .

6 1. Agar fix)  va g(x) funksiyalar x0 nuqtada uzluksiz va ,^(хо)^0 bo'lsa. shu nuqtada 

quyidagi funksiyalarning qaysi biri uzluksiz bo’lmaydi ?

E) K o‘rsatilgan barcha funksiyalar x0 nuqtada uzluksiz bo ‘ladi.

62. y=fix) funksiyaning Ал argum ent orttirniasiga mos keladigan Af  orttirmasi 

qayerda to 'g 'r i  ifodalangan?

А) AJ^fixyfiAx) ; В) AJ^fix+AxyfiAx) ; С) Af=fix+Ax)-fix);

D) AJ^fix+Ax)-J((x-Ax); Е) AJ^fix)Ax .

63. у=х3 funksiyaning Ay orttirmasi qayerda to ‘g ‘ri ko ‘rsatilgan?

A) 3x2Ax + (Д х)3 ; В) Здг2Д х +  Здг(Дх)2 +  (Д х)3 ; С) 3;г2Лх +  Зл:(Дх)2 ;

D) Здг(Ддг)2(х  +  ЗД х); Е ) ЗхАх(х +  Дх) +  (Д х)3 .

64. у=х funksiya uchun Ay/Ах orttirm alar nisbatini toping.

А) Зх2 + ( Д х ) 2 ; В) З х (;х + З Д х ); С) З х 2 + ЗхДх ;

D) 3jc2 + ЗлгДх + (Д х)2; Е) ЗхДх(х + Ддс) + (Дх)3.

65. D ifferensiallash qoidasi qayerda xato k o ‘rsatilgan?

A)(Cu)'=Cu' (С-const.); B) (u±v)'= u'±v'\ C) (u-v)'= u'v+uv';

66. Ikkita и va v diffrentsiallanuvchi funksiyalar u/v nisbatining hosilasini hisoblash 

formulasi to‘g ‘ri yozilgan javobni ko‘rsating.

A) A*)+g{xy, B) f ix )-g(-x); C) fix) g(x)- D ) 4 4
g(x)
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А )
г/v  + uv UV -  uv

С)
2V V

D)
и 1’ -  uv

Е)
It  V’ -  IIV

V

67. у - х 1 /sirur funksiyaning/ hosilasini hisoblang.

A) y'= x2/co&x ; B)y= 2x/siru:; C)y'=  2x/cosx ;

D) y'= x(2siru +xcosjc)/sin2j t ; E) y'= x(2sirur- xcosx)/ sin2x .

68. Ikkita и va v diffrentsiallanuvchi funksiyalar u v ko'paytmasining hosilasini 

hisoblash formulasi qayerda to ‘g ‘ri yozilgan?

70. Roll teoremasining tasdig‘ini ko‘rsating: Agar y=f[x) funksiya [a,b] kesmada 

uzluksiz va uning ichki nuqtalarida differensiallanuvchi hamda chegaraviy nuqtalarda 

J{a)=J{b) bo'lsa, u holda bu kesma ichida kamida bitta shunday x=c nuqta topiladiki, 

u n d a ....  bo‘ladi.

A )/ '(c )> 0 ; B ) / '(c )< 0 ; C ) / '( c )= 0 ; D ) f ' ( c # 0 ;  E ) / '(c )= /(c ) .

71. yfx)=xsirur funksiya uchun Roll teoremasi qaysi kesmada o‘rinli?

A) [0 ,1 ] ; B) [0, Tt/2]; С ) [ 0 ,я ] ;  D) [2, x ] ; Е )[л /2 ,л ] .

72. J[x)=x2-6x+9, jce[l,5], funksiya uchun Roll teoremasining tasdig‘i o ‘rinli 

bo‘ladigan с nuqtani toping.

A )c = l,5 ; В) c = 2 ; C) c= 2 ,5 ; D )c = 3 ; A) c= 4 ,5 .

A) u'v'; B) u'v'+uv; C) u'v+uv'; D) u'v-uv'; E) u'v'-uv.

69. ^=x2sirix: funksiyaning/hosilasini hisoblang.

A ) y = x 2cosx; B )y = x (x siru -2 co sx ); C ) /= 2 x s i r u ;  

D) у  = jc(xcosx+2sinx); E) y'= jc(jccosx-2sinx).
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73. 1{х)=хг- 2 х \9 ,  хе[0,4], funksiya uchun Lagranj teorem asining tasdig 'i o ‘rin!i 

boMadigan с nuqtani toping.

A) c=\ ; B )c = l,5 ; C) c=2 ; D) c=2,5 ; E) c=3 .

74. A g ar/x )= x 3+8, g(x)=x 3+x+l va хб [—1,2] bo‘lsa, Koshi teoremasining tasdig‘i 

o'rinli bo‘ladigan с nuqtani toping.

A) c=-0,5  ; В) c=0 ; C) c=0,5 ; D) c=\ ; E )c = l,5 .

75. Agar y=f[x) funksiyaning hosilasi /  '(*) mavjud va chekli bo‘lsa, uning df  

differensiali qanday topiladi?

A) df= f \x )+ d x  ; B) df=f'(x)-dx  ; C) df=f'(x)/dx  ;

D) d/=f'(x)dx ■ E) d f = f ' ( x ) .

76. Differensiallanuvchi y=f{x) funksiya argumentining orttirmasi Ax kichik 

bo‘lganda uning differensiali df  va orttirmasi Дf  orasidagi munosabat qayerda to‘g‘ri 

ko‘rsatilgan?

A ) A f  = d f  -, В )Д f > d f  - C )A f < d f -  D ) A f  d f>0- ,  E ) 4 f * d f .

77. Differensiallanuvchi funksiyaning differensialini topish qoidasi 

qayerda noto‘g ‘ri ko‘rsatilgan?

A) dC f = Cdf  ; B) d(u + v) = du + dv ; C) d(u -  v) = du — d v ;

D) d(uv) = u d v -v d u  ; E) df(u) = f ' (u )d u .

78. _v=cos(3x+4) funksiya differensiali dy qayerda to‘g ‘ri ko‘rsatilgan?

A) dy=  sin(3x+4)c& ; B) dy= 4sin(3x+4)<ix ; C) dy= -3sin(3x+4)&  ;

D) dy= -4sin(3jc+4)a[x ; E) dy= 3sin(3x+4)A .

79. y=xlnx funksiyaning dy differensialini toping.

A) dy= xdx ; B) dy= Inxdx ; C) dy=(Mx)dx ;
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D ) dv= (1 +lmr)«!x ; E ) dy=( 1-1пх)й6г

80. Ushbu/(x)=x3-3x funksiyaning kamayish oralig'ini toping.

A) (— 1; 1); B) (0,1); C) ( -1 ,0 ); D ) ( - » , - l ) ;  E) (-2 , 2).

81. y=xlnx funksiya o‘sish sohasi qayerda to ‘g‘ri ko‘rsatilgan?

A) (0, e); B) (-oo, 1/e); C) (0, oo); D) (0; 1/e); E)(l/e;oo).

82. Дх)=х3-Зх  funksiyaning kritik nuqtalarini toping.

A) {—1; 1} ; B) {0;1} ; C) {—1 ;0} ; D) {2;3); E) {—2;2}.

83. y=f{x) funksiyaning hosilasi x0 kritik nuqtadan chap va o‘ng tomonda qanday 

ishoraga ega bo‘lganda/x0) lokal maksimum bo‘ladi?

A) musbat, musbat; B) musbat, manfiy; C) manfiy, manfiy;

D) manfiy, musbat; E) qarama-qarshi ishorali.

84. y=J[x)  funksiya x0 kritik nuqtada ikki marta differensiallanuvchi bo‘lsa, qaysi 

sha rtda /xa) lokal maksimum bo'ladi?

A )/"(x„)>0; B ) /" (x 0)<0; C)/"(*o)=0; D )/"(x„) Л ;  E) |/ '(x„)|> l.

85. y=(x4+2x3-4)/(x3+ l)  funksiya grafigining og‘ma asimptotasi tenglamasini 

yozing.

A) y = x ;  B )y= x+ 1 ; C)y=x— 1 ; T))y=x+2;  E) y = x - \  .

86. Qaysi holda J\x)/g(x)  nisbat x->a boMganda 0/0 ko‘rinishdagi aniqmaslik 

deyiladi?

A) lim = 0; B) lim ^   ̂= 1; C) lim / ( x )  = lim g(x) = 0;
* - > a  g (x )  g (x )  x->a х-ю

D) lim / ( x )  = 0, l im g (x )* 0 ; E) lim / ( x ) * 0 ,  lim g(x) = 0.
x — x —>a x - h i  x —>a
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87. Quyidagilardan qaysi biri x—И boiganda 0/0 ko‘rinishdagi aniqmaslik 

bo‘lmaydi?

. , x" - 1  a x -  a In JCA) -------- , n,m  e  N ,n ^  m\ B) ---------- ; C)-
x" - 1  x  - 1  arccosx

x 2 - 2 x  + l sin 3 0 - 1 )
D)  5---------; E) ------ 7 ГГ'x — x c o s (x - l)

88. Agarda fix)lg{x) nisbat x— bo‘lganda 0/0 ko‘rinishdagi aniqmaslik bo‘lsa, 

qaysi tenglik Lopitalning I qoidasini ifodalaydi?

A) lim = lim
*->a g(x)  x->a

Л £ ) Л
Я(х)

В ) Ш п ^  = Ш п Щ  
g(x) g(x)

o  D)
*->“ g(x) i->ag'(x) *->“ g(x) g'(x)

E) to ‘g ‘ri javob keltirilmagan.

89. fix)/g(x) nisbat limitini (x—>a) hisoblash uchun Lopitalning I qoidasida fix) va 

g(x) fimksiyalarga quyidagi shartlardan qaysi talab etilmaydi?

A)Дх) va g(x) a nuqtaning biror atrofida differensiallanuvchi;

B) lim f ( x )  = 0 , lim g(x) = 0 ; C) g'(x)t0 ;
x —>a x —>a

D)fia)=0 , g(a)=0 ; E) lim ^  ^  limit mavjud .
g '(x)

90. Lopitalning I qoidasini isbotlash uchun kimning teoremasidan foydalaniladi?

A) Veyershtrass ; B) R o ll; C) Lagranj ; D) K osh i; E) Ferma .

sin 5 jc
91. Lopital qoidasidan foydalanib lim --------limitni hisoblang.

ДГ-+0 4x

A) -J; B) 1  ; C) 0; D) Л  ; E) со.

92. Quyidagilardan qaysi biriy(jc)=lnjc uchun boshlang'ich funksiya bo‘ladi?
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А) — ; B)xlrur; C)xlnx+x; D )xlnx-x; Е) — \ n x - x  
х х

93. Teoremani to'ldiring: Agar F(x) biror /(x) funksiya uchun boshlang‘ich funksiya

bo‘lsa, unda ixtiyoriy С o ‘zgarmas soni uchun ....... funksiya ham fix) uchun

boshlang‘ich funksiya boMadi.

A) C F(x) ; B) C-F(x) ; C) C +F(x); D) C/F(x) ; E) F(x+C).

94. Agar F(x) biror j{x) funksiya uchun boshlang‘ich funksiya bo‘lsa, unda 

\ f (x )d x  aniqmas integral ta’rif bo'yicha qanday aniqlanadi?

A) C-F(x) ; B) C-F(x) ; C) C+F(x); D) C!F(x) ; E) F(x+C).

95. Qaysi darajali funksiyaning aniqmas integrali noto‘g‘ri yozilgan?

A) l ^ d x  = ̂ ^  + C ;  В) \ \ d x  = - -  + C \  C) \- ]=dx  = 2^1c + C ;
3 x x -Jx

D) \lfcdx = ^ ^  + C- E) \ - d x  = - \  + C.
4 x x

96. Aniqmas integralni hisoblashning qaysi usuli mavjud emas?

A) ko‘paytirish usuli; B) o‘zgaruvchini almashtirish usuli;

C) differensial ostiga kiritish usuli; D) yoyish usuli;

E) bo'laklab integrallash usuli.

2x2 — 3x + 5
97. }-------- j - -----dx integralni yoyish usulida hisoblang.

x

A ) 2 - -  + 4 -  + C ; В) 2х -31п |х| + 4 -  + С ; C) 2 x - - — ^ r  + C ;
X X 2 x 2 x: 3x

D) 2 x - 3 1 n |x |- -  + C ; E) 2x + - ^ - -  + C .
x x x
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98. \ f ( x ) d x  aniqmas integralda x=o(t)  almashtirma bajarilganda u qanday 

ko'rinishga keladi?

A)  J ; В )\f(t)<p'(l)dt ■ C)  \f(<p(t))dt ■

D) | / ХфЦУУр'( t)d t ; E) to ‘g ‘ri javob keltirilmagan.

x^dx
99. } . integral qaysi almashtirma orqali jadval integraliga keltiriladi?

л/ jc10 -1

A) t=x'1; B) t=x3 ; С) /=*4 ; D) /=х5 ; E) t=x6 .

100. Qaysi tenglik bo'laklab integrallash usulini ifodalaydi?

A) |  f (x )d x  = jud\’ = u v - j v d u -  B) j  f (x )dx  = J f(<p(t))(p'(t)dt;

C) \ f (x )d x  = jY .a kf k(x)dx='Z1ak\ f k(x)dx- D) \ f (x ) d x  = F(x) + C\  
k=l *=i

E) to‘g ‘ri javob keltirilmagan.

101. \ x 2 In xdx integralni hisoblash uchun integral ostidagi ifodani qanday bo‘laklash 

kerak?

A) u=x, dv=x\nxdx ; B) u= x1, dv=\nxdx ; C) «=lrur, dv=x2dx ;

D) u=xlnx, dv=xdx ; E) u=x2\nx, dv=dx .

102. Aniq integralning geometrik m a’nosini ko'rsating.

A) egri chiziqli trapetsiyaning og‘ma tomoning burchak koeffitsiyenti;

B) egri chiziqli trapetsiyaning perim etri;

C) egri chiziqli trapetsiyaning o ‘rta chizig‘i uzunlig i;

D) egri chiziqli trapetsiyaning yuzasi;

E) to ‘g ‘ri javob keltirilmagan.

103. Aniq integralning mexanik ma’nosini ko‘rsating.

A) o'zgaruvchi kuchning eng katta qiymati;

B)o‘zgaruvchi kuchning eng kichik qiymati;
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C) o 'zgaruvchi kuchning momenti;

D) o'zgaruvchi kuchning bajargan ish;

E) o ‘zgaruvchi kuchning o ‘rta qiymati.

104. Aniq integralning iqtisodiy ma’nosini ko‘rsating.

A) mahsulot ishlab chiqarishda mehnat unumdorligi;

B) ishlab chiqarilgan mahsulot tannarxi;

C) ishlab chiqarilgan mahsulot hajmi;

D) ishlab chiqarilgan mahsulot chakana narxi;

E) mahsulot ishlab chiqarishda sarflangan xomashyo.

105. [a, 6] kesma bo'yicha y=fix) funksiya uchun S„(f) integral yig'indi tuzishda 

quyidagi amallardan qaysi biri bajarilmaydi?

A) [a, b\ kesm ax, (/—1,2, —, w-1) v a x0=a, x„=b nuqtalar bilan n bo'lakka ajratiladi;

B) [x i-i ,x ,]( i= l ,2 ,—,n)  kesmalardan ^  nuqtalar olinadi;

C) tanlangan £  nuqtalarda^fjc) funksiya qiymatlari hisoblanadi;

D) x,] ( i - l ,  2, —, ri) kesmalaming uzunliklari jc, - х ^ Д х ,  topiladi;

E) ko‘rsatilgan barcha amallar bajariladi.

106. [a, 6] kesmada aniqlangan y=J[x) funksiya uchun tuzilgan

S „ ( / )  = X / f o ) A x *
*=1

integral yig‘indi orqali uning aniq integral qanday aniqlanadi?

A) \ f ( x ) d x  = SnW y,  B) J/(x )o fr = m a x S ,,( /) ;  C) \ f (x ] d x  = mm Sn( f ) ;
a a  a

b

D) \ f (x ) d x =  lim 5 „ ( / ) ;  E) to‘g ‘ri javob keltirilmagan.
Q П—>oo,
u max Ax—>0
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b
107. [a, b] kesm ada aniqlangan y=J(x) funksiya uchun \ f ( x ) d x  aniq integral

a

qanday shartda doimo mavjud bo'ladi?

A) yuqoridan chegaralangan; B) quyidan chegaralangan;

C) o'suvchi; D) kamayuvchi; E) uzluksiz.

108. Aniq integralning xossasi qayerda xato ko'rsatilgan?

A) J [ / ( * )  + g(x)]dx = } f{x)dx +  J g(x)dx ;
a a a

B) j [ /(x) -  g(x)]dx = |  f(x)dx -  j  g(x)dx;
a a a

C) J f(x)g(x)dx = J f{x)dx ■ J g{x)dx;
a a a

b b
D) \kf(x)dx = k\ f  (x)dx (k -  const .)\

a a

E) barcha qoidalar to‘g ‘ri ko'rsatilgan.

109. Aniq integral xossasini ifodalovchi

J f{x)dx  =J f{x)dx + { f(x)dx
a a c

tenglik bajarilishi uchun с nuqta qanday shartni qanoatlantirishi kerak?

A)c<a\ B) c> b\ C )c = a y o k ic = 6 ; D) a<c<b\

E) ko'rsatilgan barcha shartlarda tenglik bajariladi.

110. Aniq integral uchun quyidagi tengliklardan qaysi biri o 'rinli emas?

A) \ f{x)dx = 0 ; B) \ f (x )dx  = \ f{x)dx  ; C) \kf{x)dx = k\f(x )dx  ;
a a b a  a

b b
D) \  f  (x)dx = \ f  (t)dt ; E) keltirilgan barcha tengliklar o'rinli.

a a
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111. Agar _у=/̂ (дг) berilgan [a.b] kesmada y=flx) funksiyaning boshlang'ich 

funksiyasi bo'Isa, unda aniq integral uchun N yuton-Leybnits formulasi qayerda 

to 'g 'r i ifodalangan?

A) \  f (x )dx  = F{x) ; B) \ f (x )d x  = F(a) ■ F(b) ; C) \ f (x )d x  = F(b)/F(a);
a a a

b b
D) \ f ( x ) d x  = F ( b ) - F ( a ); E) J f (x )dx  = F(b) + F(a) .

a a

n
112. [sin2 х Л  aniq integral qiymatini Nyuton-Leybnits formulasi yordamida toping.

о

А) л; В) л/2; С) я/3; Э )я/4 ; Е)л/6.

х .
113. Jcos xdx aniq integral qiymatini Nyuton-Leybnits formulasi yordamida

о

toping.

А) я; В) я/2; С) я/3; Э )я/4 ; Е) л/6.

114. Aniq integralni boiaklab integrallash formulasini ko‘rsating.
ь ь b b b b

A) Jr*iv = Mvja - j v d u ;  B) \udv = uv\a + jv d w ,  C) ^udv = ^vdu\
a a a a a a

b

D) judv = uv\a ; E) T o 'g 'ri javob ko'rsatilmagan.
a

115. y=x3 , jc=0, x=2  v a y=0 chiziqlar bilan chegaralangan egri chiziqli trapetsiyaning 

5  yuzasini toping.

A) 5=1; B) 5=2; C )5= 3 ; D )5=4; E )5= 5.

116. y=J[x) va y=g(x), J(x)> g(x) , fimksiyalaming grafiklari, x=a  va x=b  vertikal 

chiziqlar bilan chegaralangan geometrik shaklning 5  yuzasini hisoblash formulasi 

qayerda to‘g ‘ri ko‘rsatilgan?
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h h b
А ) Л’ = } [ / ( * ) + g(.v)]dfr: B ) S = J[/(.v) -  g(.v)]<a!v; C) S = \ f ( x ) g ( x ) d x  :

a a a

D) 5 = \[J \x )  ± g(x)]dx ; E) .S' = /[#(*) -  /(*)]<& .
a a

117. y =  x2 va_v - x̂  egri chiziqlar bilan chegaralangan shaklning 5  yuzasini toping.

A) 5=4; B) 5=2; C) 5=3/10; D) 5=2/15; E) 5=3/8.

118.y--\f[x), x e [ a ,  b], funksiya grafigidan iborat yoyining / uzunligini hisoblash 

formulasini ko'rsating.

A) l = h\ f (x ) d x -  B ) l  = ] y j \ + f \ x ) d x :  B) / = J ,/1 + /'(*)<& ;
a a a

C) / = J \/l + [ f \ x ) f d x -  D) / = J\/l -  [ / ’(xjf'dx  ; E) I = ] f l {x)dx .
a a a

119. Ko‘ndalang kesimining yuzasi 5= Здг2, x e [ l ,2 ] ,  bo‘lgan jismning V hajmini 

toping.

A) V=3; B) V=l;  C) V=2; D) K=5/3; E) V=7.
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GLOSSARY

A tam aning o’zbek tilida 
nomlanishi

A tam aning ingliz tilida 
nomlanishi

A tam aning rus tilida 
nomlanishi

Aksioma-lsbotsiz qabul 
qilinadigan jumla

Axiom-Acceptable
sentence

Аксиома-фраза которое 
принимается без 
доказательства

Teorema- Isbot talab 
qiladigan jumla

Theorem- Required 
sentence

Теорема-фраза которое 
требует доказательство

Aniqmas integral- 
Differensiallashga teskari 

matematik amal

Indefinite integral неопределенный
интеграл

Garmonik qator- Natural 
songa teskari son 

ko’rinishidagi barcha sonlar 
yig’indisi

Harmonic series- The total 
number of integers in the 

numeric integer of the 
integer

Гармонический ряд- 
совокупность чисел 
противоположных 

натуральному числу
Differensial- Funksiya 

orttirmasining bosh 
chiziqli qismi

Differential- The main line 
o f the functional growth

Дифференциал -  
превосходная главная 

линейняя часть 
функции

Differensial tenglama- 
Erkli

o ’zgaruvchi, no’malum 
funksiya va uning 

hosilalarini bog’lovchi 
munosabat

Differential equation- 
Flexible variable, non­

functional function and its 
relationships.

Дифференциальная 
уравнения -  отношения 

связывающее 
свободных 

переменных, 
неизвестной функции и 

их производных
Differensial hisob- 

Funksiyani hosila ba 
differensiall tushunchalari 
yordamida tekshiruvchi 

matematika bo’limi

Differential calculation- 
The mathematical section 
that examines the function 

through differential 
concepts

Дифференциальная 
вычисления - глава 

математики 
проверяющая функцию 

в производной при 
помощи 

дифференциальных 
понятий

Integral hisob- Matematik 
analizning integrallar, 

ularning xossalari, hisoblash 
usullari va tadbiqlarini

Integral calculation- 
Department of 

mathematical analysis, 
integral part o f them,

Интегральная 
вычисления - глава 

изучающая интегралы 
математического
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o'rganadigan bo'limi studying methods and their 
applications

анализа, их 
производных, методов 

вычислений и 
применений

Isbot-Tasdiqning to’g riligi 
aniqlanadigan 

mushohadalar zanjiri

Proof- A chain o f excerpts 
from which the accuracy 

of the verification is 
determined

Доказательство -  цепь 
наблюдений 

оправдывающее 
подтверждение

Limit-Agar o’zgaruvchi 
miqdor o ’zining o ’zgarish 
jarayonida biror soniga 
cheksiz yaqinlashsa, u 

holda shu soni 
o ’zgaruvchining limitidir

Limit- If  the variable is 
approaching an infinite 

number o f variables in the 
process o f change, then 

that number is the 
variable's limit

Предел - если 
переменная при его 

изменений стремится к 
какому либо числу то 

это чисто предел 
переменной

Xosmas integral- Chegarasi 
zeksiz yoki integral 

ostidagi funksiya ikkinchi 
tuzilishga ega bo’lgan 

integral

Improper integral- The 
integral with the boundless 
or integral function has a 

second break

Несобственный 
интеграл -  интеграл 
безграничный или в 

интегральной функции 
имеющий второе 

строение
Chiziqli algebra-Chekli 

chiziqli fazolarda chiziqli 
akslanishlarni o ’rganuvchi 

algebra bo’limi

Linear algebra- Algebra 
section o f linear algebra in 

the linear linear spaces

Линейная алгебра -  
глава алгебры 

изучающая линейные 
проекции в граничных 

линейных 
пространствах

Zaruriy va yetarli shartlar- 
Teoremalami yozish va 

talqin qilish shakli

Necessary and sufficient 
conditions- Form of 

writing and interpretation 
o f the theorems

Необходимые и 
достаточные условия -  

вид записывания и 
истолкования теоремы

Zaruriy shart-Xulosadan 
shart kelib chiqadi

Necessary condition-the 
conclusion becomes clear

Необходимое условие -  
из ответа выводится 

условие
Yetarli shart-Shartdan 

xulosa kelib chiqad
Sufficient condition- It 

comes from the point o f 
view

Достаточное условие -  
из условия выводится 

ответ
Funksiya-Bir to’plamdagi 
har bir songa biror qoida

Function- One rule per 
item is one rule o f the

Функция -  
соотношение одного из

238



yoki qonunga ko’ra boshqa 
to'plamning bitta 

elementining mosligi

other set or other rule элементов первого кучи 
с элементом другой 

кучи при помощи какой 
то правилы или закона

Grafiklar-Funksiyani 
tasvirlash usullaridan biri

Graphic arts-One way to 
describe the function

Г рафика -  метод 
описывающее функцию

Teskari funksiya-Berilgan 
funksiyani erkli 

o ’garuvchisini erksiz 
o ’zgaruvchi orqali 

bog’lanishi

Inverse function-It is 
possible to associate a 
given function with a 

variable variable, which 
can be read individually

Обратная функция -  
связывание свободной 

переменной с 
зависимой переменной 

данной функции
Funksiyaning aniqlanish 

sohasi-Erkli 
o ’zgaruvchining qabul 

qilishi mumkin 
bo’lganbarcha qiymatlari 

to’plami

Domain o f the function- 
Collect all values that are 
acceptable to the constant 

variable

Область определения 
функции -  сборник 

всех допустимых 
значений свободной 

переменной

Chiziqli bo'lmagan 
funks iya-Erkli 

o ’zgaruvchining darajasi 
birdan farqli funksiya

Non-linear -The level of 
the constant variable is a 
very different function

Нелинейная функция -  
функция степень 

свободной переменной 
отлична от единицы

Ikki o ’zgaruvchili fimksiya- 
Ikki erkli argumentli 

funksiya

A function of two 
variables-Function with 

two arguments

Функция двух 
переменных -  функция 

с двумя свободными 
аргументами

Algebraning asosiy 
teoremasi-Kompleks sonlar 

maydonida ko’phadning 
ildizi haqidagi teorema

Fundamental theorem of 
algebra- The theorem 

about the root root in the 
complex number field

Основная теорема 
алгебры -  теорема о 
корне многочлена в 

области комплексных 
чисел

Sonli ketma-ketlik-Natural 
argumentli funksiya

Sequence-Function with 
natural argument

Последовательность -  
функция с натуральным 

аргументом
Ketma-ketlik limiti-Yetarli 
katta hadlarda ketma-ketlik 
yetarlicha yaqinlashuvchi 

son

Limit o f a sequence- 
Sufficient close enough 

sequence is enough

Предел 
последовательность -  

число к которым 
приблежаются члены 
последовательности
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аппри достаточной 
больших n

Aniqmaslik-Natijasini 
oldindan aytish mumkin 

bo’lmagan ifoda

Uncertainty- An 
expression that can not be 

predicted

Неопределенность -  
выражение ответ 

которого невозможно 
сказать в начале

Funksiya uzuksizligi-Erkli 
o ’zgaruvchining yetarli 

kichik o’zgarishiga 
funksiyaning ham kichik 

o ’zgarishi

Continuous function- A 
slight change in the 

function of the small 
variation of the variable 

variable

Непрерывность 
функции -  малое 

изменение функции при 
достаточной малом 

изменении свободного 
члена

Argument orttirmasi- 
Argument o ’zgarishi

The increment o f the 
argument-Argument 

change

Приращение
аргумента-изменение

аргумента
Funksiya orttirmasi- 
Funksiya o ’zgarishi

Function change Прирощение функции -  
изменение функции

Funksiyaning nuqtadagi 
hosilasi-Funksiya 

orttirmasining argument 
orttirmasiga nisbatining 

argument orttirmasi nolga 
intilgandagi limiti

Function increment-The 
argument gain o f the 
function's argument 

increases to zero

Приращение функции -  
отношение прирощения 

функции на 
прирощение аргумента 

при пределе 
прирощения аргумента 
стремящимся к нулю

F unksiyadifferensiali- 
Funksiyaorttirmasiningbosh 

qismi

Differential function- The 
main part o f the functional 

growth

Дифференциал 
функции -  главная 
часть прирощения 

функции
Ekstremumlar- 

F unksiyaningmaksimumva 
minimumnuqtalari

Extremum- The optimum 
and maximum range of the 

function

Экстремумы- 
максимальные и 

минимальные полюсы 
функции

Statsionar nuqtalar- 
Funksiya hosilasi nolga teng 

bo’lgan nuqtalar

Stationary point-The point 
where the function is zero

Стационарная точка -  
точки при котором 

производная функции 
равна нулю

Funksiyaning kritik 
nuqtalari-Funksiya hosilasi

Critical point-The points 
where the function is zero

Критическая точка -  
точки при котором
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nolga teng bo’lgan va hosila 
mavjud bo’lmagan nuqtalar

and does not contain the 
integer

производная функции 
равна нулю или не 
имеет производных

Funksiyaning monotonlik 
oraliqlari-Funksiyaning 

o ’sish(kamayish) oraliqlari

Intervals o f monotony- 
Increase (decrease) 

intervals o f the function

Интервалы 
монотонности — 

промежуток в котором 
функции убывает или 

возрастает
Funksiya botiqlik 

(qavariqlik) oraliqlari- 
Funksiya grafigining 

urinmaga nisbatan 
yuqorira(quyida) joylashgan 

oraliqlari

Intervals o f concave and 
convex- The function 

graph is relatively high 
(lower) than the run

Интервалы вогнутые и 
выпуклые -промежуток 

в котором график 
функции лежит выше 
или ниже касательной

Egilish nuqtasi-Funksiya 
grafigining botiqlikdan 

qavariqlikka yoki aksincha 
o ’tish nuqtasi

Inflection point-The 
intersection of the graph o f 

the function graphic or 
vice versa

Точка перегиба -точки 
в которых график 

функции переходит из 
вогнутой в выпуклую 

часть или наоборот
Xususiy orttirma-Ko’p 

o ’zgaruvchili funksiyaning 
berilgan argument bo’yicha 

orttirmasi

Partial increment- 
Multivariable functionality 

is based on the given 
argument

частное приращение

To’la orttirma-Ko’p 
о ’ zgaruvchil ifunks iy aning 

barcha argumentlari 
bo’yicha orttirmasi

Full increment- 
Multivariable functionality 
is based on all arguments

Полное приращение — 
прирощение всех 
аргументов часто 

изменяемых функции
Ko’p o ’zgaruvchili 

funksiyaning differentsiali- 
Ko’p o’zgaruvchili funksiya 

to’la orttirmasining bosh 
qismi

Differential o f functions of 
several variables-The main 

part of a full-fledged 
function of multivariable 

function

Дифференциал 
функции нескольких 

переменных -  главная 
часть полного 

приращения часто 
изменяемой функции

Shartli ekstremumlar-Ko’p 
o ’zgaruvchili funksiyaning 

ekstremumlarini, uning 
argumentlari ma’lum

Conditional extremum- 
The problem of extracting 

the extremes of many 
variable functions with its

Условной экстремум- 
задача 

удовлетворяющая 
известные условия и
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shartlarni qanoatlantirishi 
asosida topish masalasi

argum ents satisfying 
certain conditions

данные условия с 
экстремумами часто 

изменяемых функции
Noma’lum koeffitsientlar 

usuli-Kasr ratsional 
funksiyani sodda kasrlarga 

yoyish usuli

Method of undetermined 
coefficients-Swapping the 
trigonometric function to a 
decimal-rational function

Метод неопределенных 
коэффициентов -  метод 

преобразования в 
простые дроби из 

дробно рациональных 
функции

Nyuton-Leybnits formulasi- 
Aniq integralni hisoblash 

formulasi

The Newton 
LeibnizCountless numbers 
o f series sequences were 

collected

Формула ньютона 
лейбница -  формула 

решения определенного 
интеграла

Ikki karrali integral-Ikki 
o’zgaruvchili funksiyaning 
tekislikdagi soha bo’yicha 

integrali

Double integral-Drawn 
from the first row of rows

Двойные интегралы -  
интеграл в плоскости 

двух переменных 
функции

Sonli qator-Sonli ketma- 
ketlik hadlaridan tuzilgan 

cheksiz yig’indi

Numerical series-Frontier 
limit for private collective 

farming

Числовой ряд -  
бесконечный сборник 

состоящий из числовых 
последовательных 

членов
Koshining integral alomati- 

Qator yaqinlashishining 
yetarli sharti

Cauchy integrals ratio test- 
Satisfactory condition of 

linear approximation

Интегральный признак 
Коши - достаточное 

условие 
приближенности ряда

Differensial tenglama-Erkli 
o ’zgaruvchi(lar), noma’lum 

funksiya va bu funksiya 
hosilalari yoki 

differenstiallarini 
bog’lovchi tenglama

Differential equation -The 
constant variable (s), the 

unknown function and the 
equation that binds the 

function or differentiation 
o f this function

Дифференциальное 
уравнение-уравнение 

связывающее 
дифференциалы, 

производные функции, 
неизвестные функции и 
свободные переменные

Oddiy differensial 
tenglama-Izlanayotgan 

funksiya bir o’zgaruvchilili 
bo’lgan differensial 

tenglama

Ordinary Differential 
Equations-The searching 

function is a variable 
differential equation

Обыкновенные 
дифференциальные 

уравнения— 
дифференциальное 

уравнение исследуемой
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функции с одним 
переменным

Xususiy hosilali differensial 
tenglama-Izlanayotgan 

funksiya ko’p 
o’zgaruvchilili bo’lgan 
differensial tenglama

The partial derivative of 
the differential equation- 

Differential equation, 
which is very variable in 

the search function

Частная производная от 
дифференциального 

уравнения - 
дифференциальное 

уравнение исследуемой 
функции с множеством 

переменных
Differensial tenglamaning 

tartibi-Differensial 
tenglamada qatnashayotgan 

hosilalaming eng yuqori 
tartibi

Order differential 
equation-The highest order 
o f joints in the differential 

equation

Порядок 
дифференциальное 
уравнение -самая 

высокий ряд 
производных 

участвующих в 
дифференциальном 

уравнении
Differensialtenglamaningye 

chimi-T englamani 
ayniyatga 

aylantiruvchifunksiya

Solutions o f differential 
equations-The equation of 

the equation

Решения 
дифференциальное 

уравнение -  функция 
преобразующая 

уравнение в тождество
Umumiy yechimi- 

Differensial tenglama 
yechimlarining oilasi

General solution-Family 
of equations o f differential 

equations

Общее решение — 
семейка решений 

дифференциального 
уравнения

Xususiy yechim- 
Differensial tenglama 

umumiy yechimlar oilasidan 
ajratilgan yechim

Particular solution- 
Solution that can be 

distinguished from the 
family of common 

solutions condition 
satisfying function

Частное решение — 
отделенное решение из 

семейки общих 
решений 

дифференциального 
уравнения

Maxsus yechim-Umumiy 
yechimlar oilasidan ajratib 

bo’lmaydigan yechim

Accepting a variable as an 
unknown function

Специальное решение -  
решение которое 

невозможно отделить 
из семейки решений 
дифференциального 

уравнения
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