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SO‘Z BOSHI

Diskret matematika - matematikaning bir gismi boiib, meloddan
awal IV asrda yaratila boshlangan. Diskret matematika matematikaning
takomillashgan sonlar nazariyasi, algebra, matematik mantiq gismlaridar.
tashgari XX asr o‘rtalaridagi fan-texnika taraqqgiyoti tufayli jadal rivojla-
nayotgan funksional sistemalar nazariyasi, graf va to'rlar nazariyasi,
kodlashtirish nazariyasi, kombinator analiz kabi bo‘limlami ham o0z ichiga
oladi.

Dastlab fagat matematik mantiq, algebra, matematik analiz,
matematika asoslari, ehtimollar nazariyasi, geometriya, topologiya, sonlar
nazariyasi, modellar nazariyasi kabi matematik fanlarda tatbiq etib
kelingan diskret matematika XX asming 40- yillaridan boshlab hisoblash
matematikasi,  kibemetika, = axborot texnologiyalari, igtisodiyot,
psixologiya, matematik lingvistika, tibbiyot fanlari va diskret texnikada
ham keng qo‘llanilmoqda. Diskret matematika elektr sxemalami
loyihalashda va tekshirishda, avtomatik hisoblash mushinalarini loyihalash
va dasturlashtirishda, diskret avtomatlarni mantigiy loyihalashda, EHM
elementlari va gismlarini loyihalashda, har xil texnik sistemalar, qurilmalar
va avtomatik mashinalami tahlil va sintez gilishda keng miqyosda tatbiq
etiladi. Matematik mantiq fani elektron hisoblash mashinalarining vujudga
kelishiga va uni mukammalashtirishga katta hissa qo‘shdi. Diskret
matematika informatikaning poydevori bo‘lishi bilan birga, hozirgi zamon
matematik ta’limning muhim bo‘g‘ini ham hisoblanadi.

Kitobning asosi sifatida H.T. To‘rayev tomonidan 1973- yildan beri
Samarqgand davlat universiteti amaliy matematika va informatika fakulteti
talabalariga uzluksiz o‘gilayotgan ma’ruzalar olingan. Uning strukturasi va
mazmuniga fakultet bazasida “Diskret matematika va uning tatbiglari”
mavzusida o‘tkazilgan Xalgaro ilmiy anjumanlar, Moskva davlat
universitetining «Diskret matematika» kafedrasi bilan o*‘quv-uslubiy
sohalardagi hamkorlik hamda fakultet talabalariga diskret matematika
fanining yetuk olimlari A.Dorodnitsin, Yu.Juravlyov, M.Komilov,
V.Kudryavsev, A.Zikov va V.Qobulov tomonidan o'gilgan ma’ruzalarning
ham ijobiy ta’siri bor.

2003- yilda H.T.To‘rayev muallifligida kirill grafikasida yozilgan va
«O’gituvchi» nashriyotida nashr etilgan «Matematik mantiq va diskret
matematika» o‘quv qo'llanmasini, jamiyat va fan taraqgiyotini hisobga
olib, lotin alifbosida qayta ishlab ushbu darslikni yozishga to‘g‘ri keldi.



Darslik kortej, fazzi to'plamlar va munosabatlar, grafning metrik tavsiflari
hamda kombinatorika elementlariga doir ma’lumotlar bilan to'ldirildi.
2003- yilda nashr etilgan o‘quv qo'llanmada keltirilgan | bobning 1-3-
paragraflari, 11 bobning 1-9- paragraflari va X bobning barcha
paragraflari gayta ishlandi va “Kombinatorika elementlari” deb nomlangan
yangi bob qo‘shildi. Uquv qullanmaning “Umumiy tushunchalar” deb
nomlangan bobiga kortejlar, fazzi to'plamlarl fazzi munosabatlarga
bag'ishlangan paragraflar qo‘shildi. Darslikning ushbu nashrida “Graflar
nazariyasining elementlari” va “Mulohazalar algebrasi” deb ataluvchi
boblari ham gayta ishlandi, to'ldirildi va yangi ma’lumotlar bilan yanada
boyitildi. Boshga boblarda jiddiy o°‘zgarishlar gilinmadi, fagat ayrim
texnik noanigliklar tuzatildi, xolos.

Darslikda matematik mantiq va diskret matematika fanining
rivojlanishiga ulkan hissa qo‘shgan Platon, Evklid, N. At-Tusiy, J. Ali
Qushchi, L. Fibonachchi, U. Xayyom, I. Nyuton, L. Eyler, G. Kantor, J.
Bui, O. de Morgan, R. Dekart, B. Pascal, P. Ferma, G. Leybnis, N. Abel,
O. Koshi, N. Ferrers, Fl. Sheffer, Ch. Pirs, 11 Jegalkin, E. Post, A.
Chyorch, N. Lobachevskiy, Yu. Dedekind, G. Peano, D. Gilbert, Yu.V.
Matiyasevich, S. Klini, A. Tyuring, A.A. Markov, E. Mur, K. Shennon, U.
Kvayn, Yu.l. Juravlyov, D. Kyonig, A. Keli, L.S. Pontryagin, U. Gamilton,
L. Zoda, L.R. Ford, D.R. Falkerson va boshga o‘nlab olimlar hagida
gisgacha bibliografik ma’lumotlar keltirilgan.

“Matematik mantiq va diskret matematika” darsligi diskret
matematikaning rivojlanish tarixi (kirish) va 10 bobdan iborat. Respublika
oily uquv yurtlarida diskret matematika fani ikki semestrda o ‘tilishini
hisobga olib, darslik ikki jildga ajratilgan. Darslikning birinchi jildi to’rt
bobdan iborat. Birinchi bobda to‘plamlar nazariyasining paydo bo'lishi
hagidagi ayrim tarixiy ma’lumotlar, to'plamlaming aksiomatik nazariyasi
hagida tushunchalar, to'plamlaming birlashmasi, kesishmasi, ayirmasi,
to'ldiruvchi to'plam, to'plamlar algebrasining asosiy qonunlari, kortej
hagida tushuncha, Dekart ko'paytmasi va u bilan bog'liq ba’zi
tushunchalar bayon etiladi.

Ikkinchi bob kombinatorika predmetiga bag'ishlangan bo'lib, unda
kombinatorika paydo bo'lishining qisqacha tarixi, kombinatorikada ko'p
go'llaniladigan wusul va qoidalar hamda betakror va takrorli o'rin
almashtirish, o'rinlashtirish, gruppalashlar kabi kombinatsiyalarga oid
ma’lumotlar keltiriladi. Paskal uchburchagi, Nyuton binomi, binomial
koeffitsiyentlaming xossalari, ko'phad formulasi, Fibonachchi sonlari va

1Bu ibora ingliz tilida “fuzzy sets”, ruscha “HeueTKkoe MHOXecTBO” kabi yoziladi.
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ularning sodda xossalari, bo'laklashlar va ularning ba’zi xususiyatlari,
Ferrers diagrammasi, hosil giluvchi funksiyalarning xossalari va ularning
kombinatorikada go'llanilishi ham shu bobda bayon gilinadi.

Uchinchi bob mulohazalar algebrasiga bag'ishlangan bo‘lib, unda
mulohazalar va ular ustida mantigiy amallar, formulalar, teng kuchli,
aynan chin, aynan yolg'on va bajariluvchi formulalar, teng kuchli
formulalarga doir teoremalar, formulalarning normal shakllari, mukammal
diz’yunktiv va kon’yunktiv normal shakllar, mulohazalar algebrasi
funksiyalari, Bui algebrasi, mantiq algebrasidagi ikkitaraflama gqonun va
arifmetik amallar, Jegalkin ko‘phadi, monoton funksiyalar, funksional
yopiq sinflar va Post teoremasi kabi masalalar ko‘rib chigiladi.

Kitobning to‘rinchi bobi mulohazalar hisobiga bag‘ishlangan bo‘lib,
unda mulohazalar hisobi formulasi tushunchasi, isbotlanuvchi formula
ta’rifi, mulohazalar hisobining aksiomalar sistemasi (tizimi), keltirib
chigarish qoidalari, keltirib chigarish qoidasining hosilalari bo'lgan bir
vagtda o'rniga qo'yish, murakkab xulosa, sillogizm, kontrpozitsiya, ikki
karra inkorni tushirish qoidalari, formulalar majmuasidan formulani
keltirib chigarish qoidasi, keltirib chigarilgan formula (isbotlash)
tushunchasi, deduksiya va umumlashgan deduksiya teoremalari, ayrim
mantiq (asoslarni o'rin almashtirish, asoslarni go'shish, asoslarni ajratish)
gonunlarining isboti, mulohazalar algebrasi va mulohazalar hisobi
o'rtasidagi munosabatlar, mulohazalar hisobida yechilish, zidsizlik,
to'liglilik va erkinlik muammolari kabi masalalar ko'rib chigiladi.

Darslikni tayyorlashda amerikalik S.Klini va A.Chyorch, avstriyalik
K.Gyodel, angliyalik A.Tyuring va E.Mendelson hamda rossiyalik
A.A.Markov, A.l.Malsev, P.S.Novikov, S.V.Yablonskiy, O.B.Lupanov,
V.B.Kudryavsev, V.A.Gorbatov, S.G.Gindikin, A.A.Zikov, L.Lixtamikov
va T.Sukachyova kabi matematiklar tomonidan yaratilgan monografiya,
darslik, o'quv go'llanma va ilmiy maqgolalaridan foydalanildi.

Nazariy masalalarni bayon etishda misollardan keng foydalanilgan,
deyarli har bir paragrafning oxirida mustaqil ishlash uchun mashglar, savol
va topshiriglar berilgan. O'quvchilarga tavsiya etilayotgan ushbu darslik
“Matematik mantiq va diskret matematika” hamda «Matematik mantiq va
algoritmlar nazariyasi» fanlari bo'yicha Respublikamiz davlat ta’lim
standartlarida ko'rsatilgan o'quv dasturlariga to'lig javob beradi.

Mualliflar



KIRISH

Mantig - muhokama vyuritishning qonun-qoidalari, usullari va
formalari (shakliari) hagidagi fan bo'lib, uning asoschisi gadimgi yunon
mutafakkiri Aristotel (miloddan avvalgi 384-322 vy.) hisoblanadi. U
birinchi bo'lib deduksiya nazariyasini, ya’ni mantiqiy xulosa chiqgarish
nazariyasini yaratib, mantigiy xulosa chigarishning formal xarakterga ega
ekanligini ko'rsatdi. Aristotelning mantiqiy ta’limoti formal mantigning
(logikaning) asosini tashkil giladi. Formal mantiq fikrlashning formalari va
gonunlarini tekshiradi. Shunday qilib, Aristotel mantiqiy fikrlashning
asosiy qonunlarini ochdi.

Avristotel asos solgan mantiq ko'p asrlar davomida turli mutafakkirlar,
faylasuflar va butun falsafiy maktablar tomonidan to'ldirildi, o'zgartirildi
va takomillashtirildi. Shu jumladan, Abu Nasr Farobiy, Abu Ali Ibn
Sino, Abu Rayxon Beruniy, Muhammad al-Xorazmiy, Umar Xayyom,
Alisher Navoiy, Mirzo Bedil kabi Shargning buyuk mutafakkirlari ham
o'zlarining katta hissalarini go'shdilar.

Mantigning yangilanishida fransuz olimi R.Dekartning (1596-1650)
ishlari muhim rol o'ynadi. R.Dekart analitik usulda fikrlashning asosiy
prinsiplarini yaratdi.

Olmon faylasufi va matematigi G.Leybnis (1646-1716) birinchi bo'lib
mantiqiy fikrlashga hisob xarakterini berish zarur degan g'oya bilan
chigdi. Buning uchun, uning fikricha, hamma ilmiy tushunchalar va
mulohazalarni asosiy mantigiy elementlarga keltirib, ulami ma’lum
simvollar bilan belgilash kerak.

G.Leybnis g'oyalari fagat XIX asrdagina o'z rivojini topdi. Ingliz
olimlari J.Bul (1815-1864), Ch.Pirs (1839-1914), B.Rassel (1872-1970),
A.Uaytxed (1861-1947), U.Jevons (1835-1882), olmon olimlari G.Fryoge
(1848-1925), D.Gilbert  (1862-1943), E.Shryoder  (1841-1902),
shotlandiyalik matematik O. de Morgan (1806-1871), rus olimlari
P.S.Poreskiy (1846-1907), V.I.Glivenko (1897-1940), I.l.Jegalkin (1869-
1947) va boshgalar mantig sohasidagi ishlari bilan simvolik yoki
matematik mantigni (logikani) yaratdilar.

Matematik mantiq asoschilaridan biri bo'lgan J.Bul (J.Bul mashhur
«So'na» romanining muallifi Lilian Voynichning otasidir) mustaqil
ravishda grek, lotin, nemis, fransuz va italyan tillarini hamda matematikani
o'rganadi. U 1847- yilda yozilgan «Mantigning matematik tahlili»,
«Mantiqgiy hisob» va 1854 yilda yozilgan «Fikrlash gonunlarini tadqgiq



otish» Kitoblarida mantigni algebraik shaklga keltirdi va matematik
mantigning aksiomalar sistemasini yaratdi. Bulning mantigiy hisobi bill
algebrasi deb yuritiladi.

J.Bul mantiq va matematika operatsiyalari o‘rtasidagi o'xshashlikka
asoslanib, mantiqiy xulosalarga algebraik simvolikani qo‘lladi. U mantiq
operatsiyalarini  formallashtirish ~ (rasmiylashtirish) uchun quyidagi
simvollarni (belgilarni) Kkiritdi:

- predmetlarni belgilash uchun (x, vy, z, ..) lotin alifbosining
(alfavitining) kichik harflarini;

- predmetlar sifatini belgilash uchun {X , Y, Z, ...) lotin alifbosining
bosh harflarini;

- biror mulohazaga akslantirilgan hamma predmetlar sinfi 1 ni;

-k o ‘rilishi lozim bo'lgan predmetlar yo'qligining belgisi 0 ni;

- mulohazalarni mantigiy go'shishning “+” belgisini;
mulohazalarni mantiqiy ayirishning belgisini;

- mulohazalar tengligining “=" belgisini.

Simvolik bul algebrasida mantigiy ko'paytirish amali, xuddi algebraik
giymatlami ko'paytirishdagidek kommutativlik

Xy = yX

va assotsiativlik
x(yz) =(xy)z
xossalariga ega. Mantigiy qo'shish amali ham kommutativlik va
assotsiativlik xossalariga ega:
X+Y=Y+x,(x+y)+z =x+(y +2) .

Bul algebrasida yig'indi ko'paytmaga nisbatan distributivlik gonuniga
bo'ysunadi:

X(y +z) =xy +xz.

J.Bul algebraik simvolikalar yordami bilan hamma mantigiy
operatsiyalami ikki giymatli (1 va 0) algebra gonunlariga bo'ysunadigan
formal (rasmiy) operatsiyalarga keltirishni o'yladi. Bul funksiyalari va
uning argumentlari faqat ikki giymat - «chin» va «yolg'on» giymatlar
gabul giladi.

Mantiq algebrasi qoidalari orgali oddiy mulohazalardan murakkab
mulohazalarni hosil gilish mumkin. Masalan:

Xy - birvaqtda x va y xossalarga ega bo'lgan predmetlar sinfi;

x(1-y)—/xo0ssaga ega va y xossaga ega bo'lmagan predmetlar sinfi;
(1-x)y - v xossaga ega va x xossaga ega bo'lmagan predmetlar
sinfi;



(1-x)(1-") - x vay xossalarga ega bo'lImagan predmetlar sinfi;

Hozirgi matematik mantiq fanini yaratishda fundamental rol o'ynagan
Bui simvolik logikasi mukammallashtirishga muhtoj edi. Masalan, Jevons
fikricha mantiqiy ayirish operatsiyasi ayrim noqulaylikka olib keladi.

0. de Morgan Bui g'oyalarini rivojlantirib, mantiq hisobini ehtimollar
nazariyasi teoremalarini asoslashga tatbiq etdi va simvolik hisobni yaratish
ustida ishladi.

Ch.Pirs matematikani tahlil gilishda mantigiy munosabatlami qurol
sifatida ishlatishni asoslab berdi, u G.Fryoge ishlaridan xabarsiz holda,
mantiqga kvantor tushunchasini kiritdi.

G.Fryoge matematika prinsiplarini mantiq prinsiplaridan keltirib
chigarish ustida ishlab, mantiq hisobini yaratdi.

Bui va O. de Morgan asarlarida matematik mantiq o'ziga xos algebra -
mantiq algebrasi ko'rinishida shakllandi.

Keyinchalik Bui usullari U.Jevons, E.Shryoder (1853-1901) va
P.S.Poretskiy (1846-1907) asarlarida oz rivojini topdi.

Bui algebrasini U.Jevons va E.Shryoder mukammallashtirishdi.
U.Jevons «Sof mantig» (1864), «O'xshashlami almashtirish» (1869) va
«Fan asosi» (1874) nomli kitoblarida mantiq sohasida almashtirish
prinsipiga asoslangan o0'zining nazariyasini tavsiya etdi. 1877- vyili
E.Shryoder «Der operationskreis des Logikkalkuls» kitobida algebraik
mantiq asoslarini yoritdi.

Matematik mantiq fanining rivojlanishiga rus olimi P.S.Poretskiyning
ham katta xizmati bor. Bui, Jevons va Shryoderlar yutuglarini
umumlashtirib, «Mantigiy tenglamalarni yechish usullari va matematik
mantigning teskari usuli haqgida» (1884) nomli kitobida mantiq algebrasi
apparati rivojini ancha ilgari surdi. Amerikalik olim A.Bleyk P.S.Poreskiy
metodini E.Shryoder metodidan ustun go'ygan.

P.S.Poreskiy sistemasida quyidagi belgilar gabul gilingan:

1) bir-biriga bog'lig bo'lmagan va bir-biri bilan hech ganday
munosabatda bo'Imagan predmetlar sinfini lotin alifbosining kichik
harlflari a, b, c, ... bilan belgilash;

2) sinflami inkor etish uchun lotin alifbosining kichik harlflaridan
keyin «emas» so'zini qo'shish, ya’ni a emas, b emas va hokazo kabi
belgilash;

3) a, b, c, .. predmetlar sinfi xususiyatiga ega bo'Imagan

predmetlar sinfini o,, bx, cx, ... bilan belgilash;



4) ikki yoki ko'proq sinflar birgalikda bir nechta bir-biriga bog'liq
bo'Imagan xossalarga ega bo'lishini ab, be, ... ko'paytmalar bilan
belgilash; Bu operatsiya kommutativlik va assotsiativlik xossalariga ega:

ab =ba, (ab)c = a(bc);

5) mantigiy go'shish amalini «+» belgi bilan belgilash, bu operatsiya
ham kommutativlik va assotsiativlik xossalariga ega:

X+y =y +X, (x+y) +z =x+(y +z)}

6) hech ganday mazmunga ega bo'Imagan sifat shaklini O (mantigiy 0)
bilan belgilash;

7) mumkin bo'lgan sinflami o'z ichiga olgan sifat shaklini 1 (mantigiy
1) bilan belgilash; 0 va 1ushbu xossalarga ega:

a+0=a, a-\ =a\

8) a sinfning inkorini a, sinfbilan belgilash;

9) go'shish, ko'paytirish va inkor amallaridan tashqari ekvivalentlik
amali kiritilgan va uni «=» simvol bilan belgilangan. Bu amal uchta
goidaga bo'ysunadi: a) agar a =b tenglikning chap va o'ng tomonlariga
bir xil sinflarni go'shsak, u holda tenglik o'rinli, yani a+c=b+c
bo'ladi; b) agar, a =b bo'lsa, u holda ad =b<J bo'ladi; d) agar, a =b
bo'lsa, u holda ax= 6, bo'ladi, bu yerda a, =a emas, bx—b emas.

XIX asming oxirida matematik nazariyalar shunday rivojlandiki, endi
mantiq masalalari matematikaning o'zida ham muhim ahamiyatga ega
bo'lib, mavjud mantigiy qurollar matematika talablariga javob bera olmay
goldi. Ayrim matematik muammolami yechishdagi giyinchiliklar ularning
mantiqiy tabiatiga bog'ligligi aniglandi. Shuning uchun ham matematik
mantiq tor algebraik doiradan chiqgib, jadal rivojlana boshladi. Bu
yo'nalishda birinchi bo'lib G.Fryoge va italyan matematigi J.Peano (1858-
1932) tadgiqotlar olib borishdi, ular matematik mantigni arifmetika va
to'plamlar nazariyasini asoslash uchun go'lladilar.

Matematik mantigning keyingi taraqqiyoti uchun B.Rassel va
A.Uaytxedning uch tomlik «Matematika prinsiplari» (1910-1913- y.),
D.Gilbertning ishlari, hamda K.Gyodelning tadgigotlari juda muhim
ahamiyatga ega bo'ldi. Matematik mantigning rivojlanishida Rossiya
matematiklari I.1.Jegalkin, V.l.Glivenko, A.N.Kolmogorov, P.S.Novikov,
A.A.Markov va boshgalar o'zlarining ulkan hissalarini go'shdilar.

1903- vyili B.Rasselning Londonda nashr etilgan «Matematika

prinsiplari» kitobida mulohazalar va sinflar hisob nazariyasi ishlab chi-



qildi. B.Rasselning A.Uaytxed bilan hamkorlikda yozilgan 3 tomlik «Ma-
tematika prinsiplari» kitoblari matematik mantiq fanining rivojlanishida
katta rol o‘ynadi. Bu kitoblarda mulohaza, sinf va predikatlar hisobi
deyarli to'liq aksiomalashtirilgandi va formallashtirildi. Ular hozirgi
vagtda o'rganilayotgan matematik mantiq ko'rinishini yaratdilar.

D.Gilbert va nemis olimi V.Akkerman 1928- yilda chop etilgan
«Nazariy mantigning asosiy xususiyatlari» kitoblari matematik mantigning
yanada rivojlanishida muhim ahamiyat kasb etdi. Bu kitobning mualliflari
mantigiy amallarda formallashtirish metodini tatbiq etib katta yutuqga
erishdilar.

Bui, Shryoder va Poreskiyning mantiq algebrasiga tayanib, 1.1.Jegalkin
logik go'shish va logik ko'paytirish amallarini quyidagicha anigladi:

H0+0=0,0+1=1,1+0=1,1+1- 0;

2)0 0=0, 0-1=0, 1-0=0, 1-11=1.

Logik (mantigiy) go'shish va ko'paytirish amalidan a +oa=0 va
a-a —a kelib chigadi.

Mantigiy operatsiyalarning simvolik ko'rinishlari Jegalkin sistemasida
quyidagicha bo'ladi:

p=p+lip=p; pva =p+q+pg;
p->g=I+p+pg; p=qg=\+p +q.

Jegalkin simvolik mantigga umumiylik va mavjudlik kvantori degan
tushunchalarni ham kiritdi va predikatlar algebrasini yaratdi.

XX asrning 50- vyillarida ko'p giymatli mantiq sohasida ilmiy
izlanishlar olib borildi. Ko'p giymatli mantigda mulohazalar chekli (3 va
undan ko'p) va cheksiz chinlik giymatlari oladi. Matematik mantigning bu
bo'limining asoschilaridan biri polyak olimi Ya.Lukasevich (1878-1954)
hisoblanadi. U dastlab (1920) uch giymatli, 1954 yilda to'rt giymatli va
nihoyat cheksiz giymatli mantigni yaratdi.

Ko'p giymatli mantiqg muammolari bilan E.Post, S.Yaskovskiy, D.Vebb,
A.Geyting, A.N.Kolmogorov, D.A.Bochvar, V.l.Shestakov, G.Reyxenbax,
S.K.Klini, P.Detush-Fevriye va boshga olimlar shug'ullanganlar.

Konstruktiv.  matematikaning  rivojlanishi ~ konstruktiv.  mantiq
masalalarini yechish usullarini ishlab chigish vazifasini qo'ydi. Bu sohada
A.A.Markov, N.A.Shanin hamda shogirdlarining xizmatlari kattadir.

10



Diskret matematikaning katta bo'limlaridan biri algoritmlar nazariyasi
hisoblanadi. Algoritm so'zi 1X asrda yashagan o‘z zamonasining buyuk
matematigi vatandoshimiz Muhammad al-Xorazmiy ismining lotincha
Algorithmi formasidan kelib chiggan.

Algoritmlar nazariyasi algoritmlaming umumiy xususiyatlarini
o'rgatuvchi diskret matematikaning bir bo‘limidir.

XX asming 20- vyillarida birinchi bo‘lib intuitsionistlar vakillari
L.Brauer va olmon olimi G.Veyler (1934) algoritm tushunchasini
o°‘rganishga kirishganlar. Algoritmlar nazariyasining asoschilaridan biri
bo'lgan A.Chyorch 1936- yilda hisoblanuvchi funksiya tushunchasiga
dastlabki aniqglikni kiritdi va quyidagi tezisni ilgari surdi: natural
argumentlarning barcha giymatlarida hamma joyda aniglangan
hisoblanuvchi funksiyalar bilan umumiy rekursiv funksiyalar
ekvivalentdir (bir xildir). U hisoblanuvchi funksiya bo'Imagan
funksiyani ko'rsatdi.

Algoritmlar nazariyasining keyingi rivojlanishiga amerikalik olimlar
K.Gyodel, S.K.Klini (1957), E.L.Post (1943-1947), X.Rodjers (1972),
ingliz olimi A.Tyuring (1936-1937), rus olimlari A.A.Markov (1947-
1954, 1958, 1967), A.N.Kolmogorov (1953, 1958, 1965), Yu.L.Yershov
(1969-1973), A.l.Malsev (1965), D.A.Traxtenbrot (1967, 1970-1974),
P.S.Novikov (1952), Yu.V.Matiyasevich (1970-1972) kabi olimlaming
xizmatlari benihoyat kattadir.

Masalan, S.Klini algoritm yordamida hisoblanuvchi gismiy
funksiyalar gismiy rekursiv funksiyalardir degan g'oyani ilgari surdi.

A.Tyuring va E.Post (1936) ideallashtirilgan hisoblash mashinalari
atamasida birinchi  bo'lib, bir-biridan bexabar holda, algoritm
tushunchasiga aniglik kiritishdi. Post va Tyuring algoritmik jarayonlar
ma’lum bir tuzilishga ega bo'lgan “mashina” bajaradigan jarayonlar
ekanligini ko'rsatdilar. Ular o'sha paytdagi matematikada ma’lum bo'lgan
barcha algoritmik jarayonlami bajara oladigan “mashinalar” sinfini hosil
qgilib, ularga aniq matematik atamalar yordamida ta’rif berdilar. Post va
Tyuring ushbu mashinalar yordamida hisoblanuvchi barcha funksiyalar
sinfi barcha gismiy rekursiv funksiyalar sinfi bilan bir xil ekanligini
ko'rsatdilar. Natijada, Chyorch tezisining yana bitta fundamental tasdig'i
hosil bo'ldi.

S.Klini va E.Post birgalikda rekursivlik nazariyasini yaratdilar va
rekursiv funksiyalar nazariyasini taraqqiy ettirdilar. Ular gisman rekursiv
funksiyalar tushunchasini Kkiritishdi.
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Dastlab fagat matematik mantiq, algebra, matematik analiz, mate-
matika asoslari, ehtimollar nazariyasi, geometriya, topologiya, sonlar
nazariyasi, modellar nazariyasi kabi matematika fanlarida tatbig etib
kelingan algoritmlar nazariyasi XX asrning 40-yillaridan boshlab hisoblash
matematikasi, kibemetika, axborot nazariyasi, iqtisodiyot, psixologiya,
matematik lingvistika, tibbiyot fanlari va diskret texnikada keng qo'l-
lanilmoqda.

So'nggi davrlarda matematik mantigni texnikaga juda samarali tatbiq
etish imkoniyatlari borligi ma’lum bo'ldi.

Matematik mantigning diskret texnikaga tatbiqi natijasida uning texnik
mantiqg bo'limi vujudga keldi. Bu sohada E.Post, V.l.Shestakov,
K.Shennon (1916 y.t.), A.Nakashima, M.Xanzava, S.Klini, O.B.Lupa-
nov (1932 y.t.), S.V.Yablonskiy (1924 y.t.), V.B.Kudryavsev, Yu.LJu-
ravlyov, V.l.Levenshteyn, V.V.Glagolev, F.Ya.Vetuxnovskiy, Yu.L.Va-
silyev va boshqa olimlar oz ilmiy izlanishlari bilan uning taraqqiy etishiga
ulkan hissa go'shganlar.

Matematik mantigni texnikaga qo'llashni birinchi bo'lib rus fizigi
P.Erenfest (1910) va gidrotexnika qurilishlari bo'yicha yetuk mutaxassis
N.M.Gersevanovlar amalga oshirganlar.

K.Shennon hisoblash mashinalarini yaratishning asosiy metodi sifatida
mantiq algebrasini bilgan, u axborot va uni uzatishning matematik naza-
riyalarni yaratdi, elektron tarmoglardagi “1” va “0” binar munosabatlar
bilan matematik mantiqdagi ikkilik (1 va 0) giymatlarining mos kelishini
va ganday gilib “mantiqg mashinasini” yaratishni ko'rsatdi va hokazo.

Kontakli va rele-kontakli sxemalarga mantiq algebrasini tatbiq
etishning isbotini birinchi bo'lib V.l.Shestakov va K.Shennon berdi.
A.Nakashima va M.Xanzava matematik mantigni diskret texnika masala-
larini yechishda qo'llash metodlarini yaratdilar. S.Klini diskret qurilma
modelini (chekli avtomat modeli) yaratgani tufayli, matematik mantigni
xotirali diskret qurilmalami loyihalashda ishlatish imkoni yuzaga keldi.

Moskva davlat universiteti diskret matematika maktabining asoschi-
laridan biri O.B.Lupanovning asosiy ishlari matematik kibernetika va
matematik mantiqga bag'ishlangan. U murakkab boshgaruvchi sistema-
laming asimptotik gonuniyatlarini, kontakt sxemalar va funksional
elementlardan yasalgan sxemalarni (umuman asosiy boshgaruvchi siste-
malarni), eng yaxshi asimptotik sintez metodlarini va lokal kodlash
prinsipini ishlab chiqdi.
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Kombinatorika muammolari bilan XI-XV asrlarda Sharq olimlari,
jumladan, Bxaskara Acharya, Nosir ad-Din-Muhammad at-Tusiy, All
Qushchi, Umar Hayyom shug‘ullanib, olamshumul ahamiyatga ega
bo'lgan ilmiy natijalar olishgan.

Iimiy adabiyotda Paskal uchburchagi deb ataluvchi sonlar jadvali
Paskal nomi bilan atalishiga garamasdan, bunday sonlar jadvali juda
gadimdan dunyoning turli mintagalarida, jumladan, Sharq mamlakatlarida
ham ma’lum bo'lgan: Erondagi Tus shahrida (hozirgi Mashhadda) yashab
ijod gilgan Nosir at-Tusiy XIII asrda bu jadvaldan foydalanib, ikkita son
yig'indisining natural darajasini hisoblash usulini o'zining ilmiy ishlarida
keltirgan bo'lsa, g'arbda Al-Kashi nomi bilan mashhur Samargandlik olim
Ali Qushchi butun sonning istalgan natural ko'rsatkichli arifmetik ildizi
giymatini tagribiy hisoblashda bu jadvaldan foydalana bilgan. XV1 asrga
kelib G'arbiy Yevropada bu sonlar uchburchagi hagida M. Shtifel
arifmetika bo'yicha qo'llanmalarida yozgan va u ham butun sondan
istalgan natural ko'rsatkichli arifmetik ildizning taqribiy qiymatini
hisoblashda bu uchburchakdan foydalana bilgan. 1556 yilda bu sonlar
jadvali bilan N. Tartalya, 1631 yilda U. Otred ham shug'ullanishgan.
Fagatgina 1654 vyilga kelib B. Paskal bu sonlar jadvali hagidagi
ma’lumotlami o'zining “Arifmetik uchburchak haqidagi traktat” nomli
asarida e’lon qildi.

Ixtiyoriy a va b hagigiy sonlar hamda n natural son uchun (a +b)"

ifodaning ko'phad shaklidagi yoyilmasi XV1I-XV1Il asrlarda yashagan
Nyuton nomi bilan Nyuton binomi deb yuritiladi. Vaholanki, gadimgi
greklar (a +b)" ifodaning gatorga yoyilmasini nning fagat n —2 bo'l-
gan holida bilishgan bo'lsa, Umar Hayyom (1048-1122) va Ali Qushchi
(1436- yilda vafot etgan) bu ifodani n > 2 bo'lgan natural sonlar uchun
ham gatorga yoya bilganlar. Nyuton esa 1767 yilda yoyilma formulasini
isbotsiz manfiy va kasr n sonlar uchun ham qo'llagan.

Kombinatorik tahlil diskret matematikaning nazariy asoslaridan biridir.
Bu tahlilni amalga oshirishda tanlashlar sonini bevosita aniglash usuli,
hosil giluvchi funksiyalar usuli, mantiqgiy, ekstremal, geometrik, jadval-
sxema va boshga usuilardan foydalaniladi.

1736-yilda L. Eyler tomonidan o'sha davrda gizigarli amaliy masala-
lardan biri hisoblangan Kyonigsbergl ko'priklari hagidagi masalaning

1 Kyonigsberg (Konigsberg) - bu shahar 1255-yilda asoslangan bo'lib, Shargiy Prussiya-
dagi Pregel daryosi qgirg'oglarida joylashgan. 1946- yildan boshlab Kaliningrad, hozir Rossiya
Federatsiyasi tarkibida.
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go'yilishi va yechilishi graflar nazariyasining paydo boiishiga asos
bo'ldi.

XIX asming o'rtalarida graflar nazariyasi bilan bog'liq tadgigotlar G
Kirxgoflva A. Keli2ishlarida paydo bo'ldi.

“Graf’iborasi D. Kyonig tomonidan 1936- yilda graflar nazariyasiga
bag'ishlangan dastlabki darslikda4 uchraydi.

XIX-XX asrlarda graflar nazariyasining rivojlanashiga daniya
matematigi J. Petersen (1839-1910), polyak matematigi K. Kuratovskiy
(1896-1980), rus matematigi L. Pontryagin (1908-1988), norvegiya
matematigi O. Ore (1899-1968), irlandiya matematigi V.R. Gamilton
(1805-1865), daniya matematigi G.A. Dirak (1925-1984), golland
matematigi E.V. Deykstra (1930-2002), AQSH matematiklari L.R. Ford
(1927) va D.R. Falkerson (1924-1976) kabi olimlaming benihoyat
hizmatlari katta.

Graflar nazariyasi bo'yicha tadgiqotlar natijalari inson faoliyatining
turli sohalarida qo'llaniladi. Ulardan ba’zilari quyidagilardir: boshqo-
tirmalarni hal qilish; gizigarli o'yinlar; yo'llar, elektr zanjirlari, integral
sxemalari va boshgarish sistemalarini loyihalashtirish; avtomatlar, blok-
sxemalar va komputer uchun dasturlarni tadgiq qilish va hokazo.

Demak, matematik mantig, bir tomondan, formal mantiq muam-
molariga matematik metodlarni qo'llash natijasida rivojlangan bo'lsa,
ikkinchi tomondan, matematikani asoslashga xizmat qiluvchi fan sifatida
rivojlandi. Hozirgi zamon matematik mantigi avtomatika, mashina ma-
tematikasi, bir tildan ikkinchi tilga avtomatik tarzda tarjima qilish,
matematik lingvistika, axborot nazariyasi va umuman kibernetika bilan
bog'liqdir.

Shunday qilib, matematik mantiq va diskret matematika fani mate-
matika asoslari, algebra, geometriya, matematik analiz, funksional analiz,
topologiya, ehtimollar nazariyasi kabi fanlarda tatbiq etilishidan tashgari
kibernetika, iqtisodiyot, matematik lingvistika, psixologiya singari fanlarda
ham keng go'llaniladi.

1Kirxgof (KirchhoffGustav Robert, 1824-1887) -olmon faylasufi, flzigi.
2Keli yoki Keyli (Cayley Artur, 1821-1895) - ingliz matematigi.
3Kyonig (Denes Konig, 1884-1944) - venger matematigi.

4 Bu darslik olmon tilida yozilgan



IBOB
UMUMIY TUSHUNCHALAR

Ushbu bobda to'plamlar nazariyasining paydo bo'lishi hagidagi ayrim
tarixiy ma’lumotlar, to'plamlarning aksiomatik nazariyasi hagida
tushunchalar, to'plamlar ustidagi amallar, to'plamlar algebrasining asosiy
gonunlari, kortej va fazzy to'plam hagida tushunchalar, Dekart
ko'paytmasi va u bilan bog'liq ba'zi amallar, munosabatlar va funksiyalar
superpozitsiyasi hagida tushunchalar bayon etiladi.

1.1. To'plamlar nazariyasining asosiy tushunchalari

To plam. Element. Qism to plam. Xos gism to plam. Chekli va cheksiz
to plamlar. To plamlarning tengligi. Refleksivlik. Bo $h to plam. To plamning
quvvati. Paradoks. Aksioma. Aksiomatik nazariya. Tanlash. hajmiylik, bo sh
to plam vajuftlik aksiomalari. Sermelo-Frenkel aksiomalari tizimi.
Tartiblanmaganjiiftlik. Tranzitivlik. O'zaro ekvivalent tasdiglar.

1.1.1. To‘plamlar nazariyasining paydo bo‘lishi.
Matematikada, shu jumladan, diskret matematika,
kombinatorika va graflar nazariyasida ham, turli
to‘plamlar bilan ish ko'rishga to'g'ri keladi. Masalan,
kutubxonadagi barcha kitoblar to'plami, to'g'ri
burchakli uchburchaklar to'plami, suvda hayot
kechiruvchi tirik organizmlar to'plami, natural sonlar
to'plami, koinotdagi yulduzlar to'plami, to'g'ri
chizigda yotuvchi nugtalar to'plami va hokazo.
To'plamlar nazariyasiga fan sifatida XI1X asming
oxirida matematikani standartlashtirish bo'yicha o'z
dasturini taklif etgan Kantorltomonidan asos solingan
deb hisoblansada, to'plamlar bilan Kantordan oldinrog Bolsano2
shug'ullangan.
Kantor fikricha, istalgan matematik obyekt (shu jumladan, to'plamning
0'zi ham) gandaydir to'plamga tegishli bo'lishi shart. Berilgan xossaga ega
bo'lgan barcha obyektlar majmuasi uchun umumiy nomni Kantor to'plam

1 Kantor (Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor, 1845 (Sankt Peterburg) - 1918) - olmon
matematigi.
2Bolsano (Bernard Bolzano, 1781-1848) - chex matematigi va faylasufi.
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deb tushungan edi. Umuman olganda, to'plam tushunchasiga qat'iy ta’rif
berilmaydi, chunki uni boshga soddaroq tushuncha orqgali ifodalab
bo'lmaydi. Masalan, to'plamni matematik ibora sifatida tushuntirishda
Kantor ham to'plam so'ziga sinonim bo'lgan “majmua” so'zidan
foydalangan. Umuman olganda, to'plam so'zining lug'aviy ma’nosiga
ko'ra, uni tashkil etuvchilami bir joyga to'plash (yig'ish, jamlash)
tushunilsada, matematikada to'plam deganda bunday vyig'ish talab
etilmaydi, balki bu tashkil etuvchilami birgalikda to'plam sifatida qarash
uchun ularning barchasiga tegishli gandaydir umumiy xossaning
(belgining) mavjudligi yetarlidir.

1- ta’rif. To'plamni tashkil etuvchilar shu to'plamning elementlari
deb ataladi.

To'plamlar nazariyasida to'plamning elementlari bir-biridan fargli deb
hisoblanadi, ya’ni muayyan bir to'plamning elementlari takrorlan-
maydi.

To'plamni tashkil etuvchi elementlar soni chekli yoki cheksiz bo'lishi
mumkin. Birinchi holda chekli to‘plamga, ikkinchi holda esa, cheksiz
to'plamga ega bo'lamiz.

To'plamlami belgilashda, odatda, lotin yoki grek alifbosining bosh
harflari, uning elementlari uchun esa alifboning kichik harflari go'llaniladi.
To'plamni tashkil etuvchi elementlar figurali gavslar orasiga olinib
ifodalanishi mumkin. Masalan, A to'plamning a,b,c,d,...,z element-
lardan tuzilganligini A ={a,b,c,d,...,z} ko'rinishda yozish mumkin.
Ko'pincha (masalan, cheksiz to'plam yoki to'plamning elementlari juda
ko'p bo'lgan holda) to'plamni belgilashda figurali gavslar orasida, awalo,
to'plamni tashkil etuvchi elementning umumiy belgisi yozilib, undan so'ng
“I yoki (ba’zan “/”) belgisi go'yiladi, keyin esa, ifodalanayotgan
to'plamning barcha elementlariga xos shartlar yoziladi. Bunda, yozuvni
murakkablashtirmaslik maqgsadida, ba’zi gisqartirishlarga yoki tushuntiruv-
chi so'zlaming gavslardan tashqgarida yozilishiga yo'l qo'yiladi.

Masalan, togq natural sonlar to'plamini B deb belgilasak, uni
B ={m|m=2n—1}, bunda n - natural son, yoki B = {m\m = 2n—1
n £ N} ko'rinishdalyozish mumkin.

1.1.2. To'plamlaming aksiomatik nazariyasi haqgida tushunchalar.
XX asming boshiga kelib, Kantorning matematikani standartlashtirish
bo'yicha dasturining asosi bo'lgan va “to'plamlaming sodda nazariyasi”

IN - natural sonlar to'plami (Kitobdagi asosiy belgilashlarga garang).
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deli ham ataluvchi to'plamlar nazariyasi mukammal emasligi ma’lum
bo'ldi. To'plamlarning sodda nazariyasini o'rganish jarayonida Rassell
paradoksga? kelib qoldi. Kantoming to'plamlar nazariyasi ichki
/iddiyatga ega ekanligi Rassel paradoksi sifatida ifodalangan.

Rassel paradoksi. Faraz gilaylik, K - o'zini element sifatida o'zida
saqlamagan barcha to'plamlar to'plami bo'lsin. U holda, K - o'zini ele-
ment sifatida saqlaydimi? Agar bu savolga “ha” deb javob berilsa, K to'p-
lamning aniqlanishiga ko'ra, u K ning elementi bo'Imasligi kerak -
ziddiyat. Agar “yo'q” deb javob berilsa, yana K to'plamning aniglani-
shiga ko'ra, u to'plam sifatida K ning elementi bo'lishi kerak - yana
ziddiyat.

Hozirgi zamon to'plamlar nazariyasi aksiomalar3tizimiga asoslangan-
dir. Qandaydir aksiomalarga asoslangan nazariya aksiomatik nazariya
deb yuritiladi4. To'plamlarning aksiomatik nazariyasida bunday aksioma-
lar tizimi sifatida standart tizim hisoblangan Sermelo5Frenkel6 aksioma-
lari tizimini keltirish mumkin. To'plamlar nazariyasida, ko'pincha, bu ti-
zimga tanlash aksiomasi deb ataluvchi aksiomani ham qo'shib olib,
tanlash aksiomasi gatnashgan Sermelo-Frenkel aksiomalari tizimi
bilan ish ko'riladi. Bu aksiomalar tizimidan tashgari boshga aksiomalar
tizimlaridan ham foydalaniladi. Masalan, fon Neyman7-Bemeyss-Gyodel4
tizimi.

Quyida tanlash aksiomasi gatnashgan Sermelo-Frenkel aksiomalari
tizimiga kiruvchi ba’zi aksiomalarni keltiramiz.

Hajmiylik aksiomasi. Ikkita A va B to'plamlar fagat va fagat aynan
bir xil elementlardan iborat bo'lsagina tengdir.

1 Rassel (Bertrand Arthur William Russell, 1872-1970) - mashhur ingliz faylasufa, 1950-yilda
adabiyot sohasidaNobel mukofotiga sazovar bo'lgan.

2 Paradoks (grekcha sapa8o”o<; so'zi kutilmagan, tushunarsiz, g'ayrioddiy, taajjubli ma’nolarini
beradi) - mantigiy nuqtai nazardan formal ravishda to'g'ri fikrlab bir-biriga zid bo'lgan
natijalarni hosil qgilish.

3 Aksioma - isbotsiz gabul gilinadigan tasdiq.

41V bobga garang.

5Sermelo (Ernst Friedrich Ferdinand Zermelo, 1871-1953) -olm on matematigi.

Frenkel (Adolf Abraham Halevi Fraenkel. VJ7J1B (4'aTk) miw amas, 1891-1965) - olmon va
isroil matematigi.

1Fon Neyman (John von Neymann, 1903 (Budapesht) - 1957) - AQSh matematigi, igtisodchisi.

s Berneys (Paul Isaak Bemays, 1888 (London) - 1977) - Shvevtsariva matematigi.

4Gyodel (Kurt QSdel, 1906 (Brno) - 1978) - AQSh matematigi. NAMANGAN DAVLAT
UN1VERSITETI

Abborot.resurj markazl
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Bo'sh to'plam aksiomasi. Birorta ham elementga ega bo'Imagan
to'plam, ya’ni bo‘sh to'plam mavjud. Bo'sh to'plam uchun 0 belgisi
go'llaniladi.

Juftlik aksiomasi. Ixtiyoriy A va B to'plamlar uchun shunday C
to'plam mavjudki, bu to'plam elementlari fagat A va B to'plamlardan
iboratdir (yani, A va B to'plamlar C ning yagona elementlaridir). C
to'plam {A,B} ko'rinishda belgilanadi. Ushbu {A,B} ifoda A va B ning

tartiblanmagan juftligi deb yuritiladi. Agar A va B to'plamlar teng
bo'lsa, u holda C bitta elementdan iboratdir.

Tanlash aksiomasi. Bo'sh bo'Imagan va o'zaro kesishmaydigan
to'plamlar majmuasidagi har bir to'plamdan bittadan “vakil”-element
tanlab, shu elementlar to'plami Cni tuzish mumkin. X to'plam shu
majmuaning ganday elementi bo'lishidan gat’i nazar X va C to'plamlar
fagatgina bitta umumiy elementga ega bo'ladi.

Albatta, bu aksiomalar (shu jumladan, tanlash aksiomasi gatnashgan
Sermelo-Frenkel aksiomalari tizimining boshqa aksiomalari ham) bizga
0'z-0'zidan oydin bo'lgan tasdiglarga o'xshab tuyuladi, chunki bizning
tafakkurimiz to'plamlar majmuasini chekli deb tassavvur gilishga o'rgan-
gan. To'plamlar majmuasi chekli bo'lgan holda, masalan, tanlash aksio-
masini tushunish giyin emas. Tanlash aksiomasi cheksiz to'plamlar uchun
go'llansa, ba’zan, tortishuvlarga sabab bo'luvchi juda qizig tasdiglar
vujudga keladi. Bu fikmi tasdiglash magsadida Banax'-Tarskiy2 paradoksi
(shaming ikkilanishi) va Xausdorf3paradoksi mavjudligini ta’kidlaymiz.

Yuqorida keltirilgan aksiomalardan, jumladan, hajmiylik aksioma-
sidan, to'plamlar bo'yicha ko'plab tasdiglami isbotlashda foydalanamiz.
Hajmiylik aksiomasini boshgacha ifodalash ham mumkin. A to'plamning
har bir elementi B to'plamda ham mavjud va, aksincha, B to'plamning
har bir elementi A to'plamda ham mavjud bo'lsa, u holda A va B
to'plamlar tengdir. A va B to'plamlaming tengligini A =B yoki
B = A ko'rinishda ifodalaymiz. Aslida, A —B bo'lsa, u holda A va B
to'plamlar aynan bitta to'plamning har xil belgilanishidir. Masalan, o'nlik
sanoq tizimidagi yozuvning oxirgi ragami 1, 3, 5, 7 yoki 9 ragamlaridan
biri bo'lgan natural sonlar to'plamini A bilan, bimi go'shganda ikkiga

! Banax (Banach Stefan, banax CtethaH, 1892-1945) - Polsha va Ukraina matematigi.
" Tarskiy (Tarski Alfred, 1902-1983) - Polsha va AQSh mantigehisi va matematigi.
Xausdorf (Felix Hausdorff, 1868-1942) -olmon matematigi.
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goldigsiz bo‘linadigan natural sonlar to'plamini esa B bilan belgilasak, u
holda A =B bo'ladi. A =B yozuv to'plamlardagi elementlaming qaysi
tartibda joylashishiga bog'lig emas. Albatta, to'plamdagi elementlarni
gaysi tartibda qo'yish masalasi ham dolzarbdir.

A va B to'plamlar teng bo'Imasa, u holda bu holat A* B yoki
B * A ko'rinishda ifodalanadi.

To'plamlar nazariyasida quwat eng muhim tushunchalardan biri
bo'lib, u to'plamlarni taggqoslashda katta ahamiyatga egadir. To'plamning
quvvati tushunchasi, uning chekli yoki cheksiz bo'lishiga qarab ta’rif-
lanadi. Quwat tushunchasi to'g'risida batafsil ma’lumotni to'plamlar
nazariyasiga bag'ishlangan manbalardan topish mumkin. Diskret matema-
tikada, asosan, chekli to'plamlar bilan ish ko'riladi. Shu sababli, to'plam-
ning quvvati tushunchasini fagat chekli to'plamlar uchun keitirish bilan
chegaralanamiz.

2- ta’rif. Chekli to'plamning elementlari soni shu to'plamnin
quvvati deb ataladi.

Berilgan A to'plamning quvvati \a\ ko'rinishda belgilanadi.

1-misol. Ushbu to'plamlar berilgan bo'lsin: A= {a},B ={a,b},
C={ab,c,de},D={1,2,3,, E={m\m=2z2), F={235,7 ,p,..}
bu yerda n - natural son, z - butun son, p - tub son. Berilgan oltita
to'plamdan to'rttasi - A, B, C va D to'plamlar chekli, E va F
to'plamlar esa cheksiz to'plamlardir. Bundan tashqgari, \a\=1, |g| = 2,
|C|:5 val|l)]=n.m

Berilgan A to'plamga a element tegishliligi a€ A yoki A 3a
ko'rinishda belgilanadi va ‘“a tegishli A deb o'giladi. “Tegishli”
iborasining o'rniga, ba’zan, *“qarashli” yoki “taallugli” iborasi ham
go'llaniladi. Qandaydir b ning A to'plamga tegishli emasligi, ya’ni
b ning A to'plam elementi bo'lmasligi be" A, b&A vyoki Alb
ko'rinishda yoziladi. Masalan, A = {2, 4, 6, 8,10} to'plam uchun 4e A,
6eA, va 10e A (bularni umumlashtirib, 4,6, KO e/l ko'rinishda
yozish ham mumkin), lekin 12£A va 14g A (ya’ni, 12, 14eA).

Tabiiyki, turli to'plamlar uchun umumiy elementlar mavjud bo'lishi
mumkin. Masalan, A {2,4,6,8,10} va B ={,2,3,4,56,7,8}
to'plamlarda 2, 4, 6, 8 elementlar ikkala to'plamda ham mavjuddir.
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3-ta’rif.Agar B to'plamning har bir elementi A to'plamda ham
mavjud bo'lsa, n holda B to'plam A to'plamning gism to'plami deb
ataladi.

B to‘plam A to'plamning gism to'plami ekanligi B ¢ A yoki
A DB ko'rinishda belgilanadi. Tabiiyki, bu belgilashlar A va B
to'plamlarning teng bo'lgan holiniham nazarda tutadi. Ac: B va B ¢c A
boiishidan A =B kelib chigadi. Bu tenglik to'plamning o0'zi o'zining
gism to'plami bo'la olishi mumkinligini ko'rsatadi, ya’ni Ac: A (yoki
Az> A) ko'rinishdagi yozuv ham ma’noga egadir. Har ganday
to'plamning o'zi o'zining gism to'plami bo'la olishi to'plamlarning
refleksivlik xossasi deb yuritiladi.

4- ta’rif. B to'plamning hamma elementlari A to'plamda bor
bo 'lib, shu bilan birga A toplamda B ga kirmagan element(lar) ham
topilsa, u holda B to'plam A to plamning xos gism to'plami deb ataladi.

B to'plam A to'plamning xos gism to'plami bo'lishi B a A yoki
Az> B ko'rinishda belgilanadi.

Ta’kidlash kerakki, A A yoki A DA deb yozish mumkin emasl
Shuning uchun, bu holatni ifodalash magsadida, har ganday to'plam “o'zi
0'zining xosmas qismi” degan iboradan foydalaniladi.

To'plamlar nazariyasida bo'sh to'plam har ganday bo'sh bo'Imagan A
to'plamning qgism to'plami deb qaraladi, ya’ni 0 cz A. Tabiiyki, bo'sh
to'plamning quvvati nolga teng, ammo bo'sh to'plamni yagona element
sifatida saqlovchi to'plamning quvvati birga tengdir, ya’ni |0] = O, lekin
o} =1

Qandaydir a tasdigning o'rinli bo'lishidan boshga b tasdigning
o'rinli bo'lishi kelib chigsa, bu holat a =$b deb belgilanadi. Masalan,
(Ac: BvaBc A)=>A=B.

5-ta’rif.Agar a va b tasdiglar uchun a’=>b va b=>a bo ‘sa, u
holda bu tasdiglar o zaro ekvivalent tasdiglar deb ataladi.

a va b tasdiglaming o'zaro ekvivalentligi a «=>b deb belgilanadi (Ill
bobga garang).

2- misol N natural sonlar to'plami R haqiqgiy sonlar to'plamining
gism to'plamini tashkil etadi: N C R . 4

1Qiyoslang: Q haqigiy son bo'lsa, u holda O K a va d > C yozuvlar noto’g'ri.

20



3- misol. Nukus shahridagi barcha talabalar to'plami O'zbe-
kistondagi barcha talabalar to'plamining gism to'plamidir. m

4- misol. O'nli sanoq tizimidagi yozuvining oxirgi ragami 0O, 2, 4, 6
yoki 8 ragamlaridan biri bo'lgan natural sonlar to'plami ikkiga goldigsiz
ho'linadigan natural sonlar to'plamining gism to'plamidir. m

5- misol. A ={a,b,c,d,e,} toplam uchun B = {a}, C ={a,b}
to'plamlaming har biri xos gism to'plamdir. m

Muammoli masala va topshiriglar

1. Juft sonlar to'plamini ifodalash usullarini keltiring.

2. {a,b}e {{a,b,c},{b,d},a,b,{b,c}} tasdigning to'g'ri yoki
noto'g'riligini tekshiring va javobingizni izohlang.

3. {{a,b},{b,c}} ®{a,b,c} munosabatni isbotlang.

4. x —10x+ 21 =0 tenglamaning ildizlari to'plamini A bilan va
B = {3, 7} deb belgilasak, A —B bo'lishini ko'rsating.

5. 0 ={0} va 0~ {0} munosabatlardan to'g'risini ko'rsating.

6. Ac:0 ==A =0 munosabatni isbotlang.

7. Birorta ham elementga ega bo'lmagan to'plam yagona ekanligini
isbotlang.

8. Bir vagtning o'zida Ae B, Be C va Ai C xususiyatlarga ega
bo'lgani, B va C to'plamlarga misol keltiring.

9. Quyida Kkeltirilgan to'plamlaming har birini so'zlar vositasida
ifodalang:

a) {x£ N ljc3ga va 5ga qoldigsiz bo'linadi};

b) {xX£ Z10< x <9};

d) fx:x=x, yoki x = x2, yoki x =x3, yoki x = x4};

e) {-Jx :x —tub son};

) {(xy) jxy ER, x2+y2<1};

g) B = {X£ A:x —yoshi yigirma birdan oshmagan talaba}, bunda A

- Toshkent shahridagi talabalar to'plami.

10. Sonlarning kerakli xossalarini qo'llab, quyida keltirilgan
tasdiglami isbotlang:

a) {x£ N jgandaydiry uchun x = 15y} =

—{x £ N Igandaydirnvam uchunx = 3n va x = 5m};

b) {x£ R lgandaydiry £ R uchunx=y”*j ={x£ R x> 0}.
11. Ixtiyoriy A, B va C to'plamlar uchun quyidagi tasdiglami
isbotlang:
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a)agar 1c B va BcC bo‘lsa, uholda Ac C o'rinlidir;

b) agar A a, B va B czC boisa, nholda AdC o'rinlidir;

d)agar Ad B va B¢cC bo‘lsa, nholda AdC o'rinlidir;

e)agar Ad B va BdC bo'lsa, nholda AdC o'rinlidir.

12. Ixtiyoriy Al,A2,...,An to'plamlar uchun quyidagini isbotlang:
Al=A2=..=Ano AfCA2£ ..Q An Q At.

13. “Paradoksiya” mamlakatida ushbu farmon e’lon gilindi: “Mamla-
katdagi barcha shaharlar hokimlari o'zlari hokimlik gilayotgan shaharlarda
yashashlari tagiqlanadi, ular maxsus hokimlar shahrida yashashlari shart”.
Shu farmonga ko'ra hokimlar shahrining hokimi gayerda yashashi lozim?
Bu savolgajavob berishga urinib ko'ring.

Mustaqil ishlash uchun savollar

1. To'plamlar nazariyasining asoschilari kimlar hisoblanadi?

2. Nega to'plam tushunchasiga ta’rif berilmaydi?

3. Chekli va cheksiz to'plamlar bir-biridan ganday farglanadi?
4. To'plamlarni belgilashda gaysi usullardan foydalaniladi?

5. Rassel paradoksini bilasizmi?

6. To'plamlar aksiomatik nazariyasining mohiyati nimadan iborat?
7. Hajmiylik aksiomasi nimadan iborat?

8. Bo'sh to'plam aksiomasi ganday ifodalanadi?

9. Juftlik aksiomasi nimani bildiradi?

10. Tanlash aksiomasi ganday ifodalanadi?

11. Hajmiylik aksiomasini ganday tatbiq gilish mumkin?

12. Qaysi holda ikkita to'plam teng bo'ladi?

13. Chekli to'plamning quvvati deganda nima tushiniladi?

14. Xos va xosmas gism to'plamlarning bir-biridan fargi nimada?
15. O'zaro ekvivalent tasdiglar deganda nimani tushunasiz?

1.2. To‘plamlar ustida amallar

To plam. To 'plamlarning birlashmasi, kesishmasi va ayirmasi. To ‘1diravchi
va universal to '‘plamlar. O Zaro kesishadigan va kesishmaydigan to plamlar.
Universal to plam. Bulean.

1.2.1. To'plamlarning birlashmasi. To'plamlar ustida turli amalla
bajarish mumkin. Avvalo to'plamlarning birlashmasi amalini garab
chigamiz.

1- ta’rif. Har ganday ikkita to'plamning barcha elementlaridan,
ularni takrorlamasdan, tuzilgan to'plamga shu to'plamlarning birlash-
masi (yokiyig'indisi) deb ataladi.
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Bu ta’rifdan ko'rinib turibdiki, to'plamlarning umumiy elementlari shu
lo'plamlarning birlashmasiga fagat bir martadan kiritiladi. Berilgan
to'plamlarning birlashmasidagi har ganday element shu to'plamlarning
A[}B hech bo'Imaganda bittasiga tegishlidir. A va B
to'plamlarning birlashmasi A U B kabi bel-gilanadi. Bu
yerda “A va B to'plamlarga birlashma amalini qo'llab
(yoki A va B to'plamlar ustida birlashma amalini
bajarib), A U B to'plam hosil gilindi” deyish mumkin.

1-shaki 1-shaklda A va B to'plamlar doiralar ko'rinishida,
A U B to'plam esa bo'yab tasvirlangan.

1-misol. Agar A ={a,b}, B ={a,b,c}, C={e,f,k} bo'lsa, u hol-
da E=AUB={abc},EJC={abrce/,k}, CUB={abce/,k},
A\JC ={a,b,e,f,k} bo'ladi. m

2- misol. O'zbekiston Respublikasining yoshi 16dan 25gacha
bo'lgan fuqarolari to'plamini A bilan, yoshi 21dan 30gacha bo'lgan
fugarolari to'plamini esa B bilan belgilasak, A va B to'plamlarning
A\JB birlashmasi O'zbekiston Respublikasining yoshi 16dan 30gacha
bo'lgan fugarolari to'plamini tashkil etadi. m

3-misol. N\JR =R .a

Shuni ta'kidlash kerakki, to'plamlar bilan bog'liq tushunchalar va ular
ustidagi amallar, mos ravishda, sonlar bilan bog'lig tushunchalar va oddiy
arifmetik amallar bilan giyoslanadi. Jumladan, to'plamlar yig'indisini
(birlashmasini) topish amali sonlami go'shish amali bilan giyoslanadi.
Bunday giyoslashlar, ko'pincha, bir-biriga o'xshash natijalaming mavjud-
ligini ko'rsatadi, ba’zan esa ular to'plamlarning fargli xususiyatlarga
egaligini namoyon etadi. Masalan, ixtiyoriy A va B to'plamlar uchun
Ac B bo'lsa, u holda A{JB =B va B\J A —B bo'ladi, lekin, ixtiyoriy
a va b sonlar uchun a<b bo'lgan holda a+b=b va b+a=hb
tengliklar bajarilmasligi mumkin, ular fagat a = 0 bo'lsagina o'rinlidir.

1.2.2. To‘plamlarning kesishmasi. Endi AMB
to'plamlarning kesishmasi amalini o'rganamiz.

2- ta’rif. Elar ganday ikkita to plamning barcha
umumiy elementlaridan tuzilgan to'plamga to'plam-
larning kesishmasi (yoki ko paytmasi) deyiladi.

Berilgan A va B to'plamlarning kesishmasi
Af]B kabi belgilanadi. Bu yerda “A va B 2-shakl
to'plamlarga kesishma amalini go'llab, AC\B to'plam
hosil gilindi” deyish mumkin. 2- shaklda A va B to'plamlar doiralar
ko'rinishida, A[™B to'plam esa bo'yab tasvirlangan. To'plamlar ustidagi
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amallarning yuqorida ta’kidlangan o°‘ziga xos xususiyatlari to‘plamlar
ko ‘paytmasini (kesishmasini) topishda ham namoyon bo'ladi.

Masalan, A B bo'lsa, u holda Af)B =A va Bf]A =A bo'ladi.

Bitta ham umumiy elementga ega bo'lmagan ikkita to'plamlaming
kesishmasi bo'sh to'plam bo'lishi tabiiydir.

3- ta’rif. Kesishmasi bo'sh bo'lgan to'plamlar o‘zaro kesish-
maydigan, kesishmasi bo'sh bo'Imagan to'plamlar esa o‘zaro kesisha-
digan to plamlar deb ataladi.

4- misol. A-{a,b,cj, B={a,b,c,d}, C={e,f,k} bo'lsa, u
holda D =Af]B ={a,b,c}, Df]C =0, ArMcC=0, Bf]JC=0,
Df]B - {a,b,c} bo'ladi. m

5- misol. 2- misolda aniglangan A va B to'plamlarga kesishma
amalini qo'llasak, O'zbekiston Respublikasining yoshi 21dan 25gacha
bo'lgan fugarolari to'plami {A[\B to'plam) hosil bo'ladi. Bu yerda A va
B to'plamlar o'zaro kesishadigan to'plamlardir. m A\B

6-misol. N {M\R=N. »

7- misol. Butun dunyoda 2005- yilda tug'ilgan
bolalar to'plamini 5 bilan, 2006-yilda tug'ilgan

bolalar to'plamini esa T6 bilan belgilasak, u holda
T5C\Tb=0 bo'ladi. Demak, T5 va [I6 to'plamlar

. . . 3- shakl
o0'zaro kesishmaydigan to'plamlardir. m
1.2.3. To'plamlaming ayirmasi. Ixtiyoriy A va B to'plamla
berilgan bo'lsin.
4- ta’rif. A to'plamning B to'plamda bo'Imagan barch:

elementlaridan tuziladigan to'plamni hosil gilish A to'plamdan B
to plamni ayirish deb, tuzilgan to 'plam esa, shu A va B to plamlarning
ayirmasi deb ataladi.

A to'plamdan B to'plamni ayirish natijasida hosil bo'lgan to'plam,
ya’ni A va B to'plamlaming ayirmasi A\B yoki A -B ko'rinishida
belgilanadi. Bu yerda “A to'plamdan B to'plamni ayirish amalini
go'llab, A\B to'plam hosil gilindi” deyish mumkin. 3- shaklda A va B
to'plamlar doiralar ko'rinishida, A\ B to'plam esa bo'yab tasvirlangan.

Ixtiyoriy A va B to'plamlar uchun Af]B =0 bo'lsa, u holda
A\B —0 va B\A —O0 bo'lishi ta’rifdan bevosita kelib chigadi.

8-misol. 1-misoldagidek, A ={a,b}, B ={a,b,c}, C = {e,f,k}
bo'lsa, uholda A\B =0, B\A ={c}, B\C -0 bo'ladi. m
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9-misol. A va B to‘plamlar 2- misoldagidek aniglangan bo'lsin. U
holda, A to‘plamdan B to'plamning ayirmasi A\ B 0 ‘zbekiston Res-
publikasidagi yoshi 16 dan 2lgacha bo'lgan fuqarolari to'plamini, B
to'plamdan A to'plamning ayirmasi B\A esa O'zbekiston Respub-
likasining yoshi 25dan 30gacha bo'lgan fugarolari to'plamini anglatadi. =

10- misol. R\N ayirma tarkibida natural sonlar gatnashmagan
barcha haqiqgiy sonlar to'plamidan iboratdirva N\R =0 .1

1.2.4. To‘ldiruvchi to'plam. Faraz gilaylik, A va B to'plamlar
berilgan va A cr B bo'lsin.

5- ta’rif. B to'plamning A to'plamga kirmagan barcha
elementlaridan tuzilgan B\A to plam A toplamning B toplamgacha
to ‘Idiruvchi toplami deb ataladi. _

A to'plamning B to'plamgacha_to‘ldiruvchi to'plami, odatda, AB
ko'rinishda belgilanadi. Bu yerda “AB to'plam A to'plamni B to'p-
lamgacha to‘ldiradi” yoki *“A to'plamni B to'plamgacha to'ldirish
amalini go'llab, AB to'plam hosil gilindi” deyish mumkin. 4-
shaklda A to"plam kichik doira, B to'plam Kkatta doira
ko'rinishida, AB to'plam esa bo'yab tasvirlangan.

To'plamlar ustidagi yuqorida keltirilgan birlashma,
kesishma va to'ldiruvchi to'plam tushunchalari Ja’riflarini
bevosita qo'llab, A\J AB- B. A[\AB=0 , A\AB- A va
AB\ A = AB tengliklarni hosil gilish giyin emas.

11-  misol. Barcha juft sonlar  to'plamini
A={2,4,.,2n,..} (ne /V) deb belgilasak, A to'plamni N
to'plamgacha to'ldirish amalini go'llab AN = {1,3,...,2n —1,...} to'plamni,
ya’ni barcha toq sonlar to'plamini hosil gilamiz. Demak, barcha toq sonlar
to'plami barcha juft sonlar to'plamini natural sonlar to'plamigacha
to'ldiradi. Xuddi shunga o'xshash, barcha tog sonlar to'plamini natural
sonlar to'plamigacha to'l-dirish amalini qo'llab, barcha juft sonlar
to'plamini hosil gilish mumkin. m

1.2.5. Universal to'plam va buleanl tushunchalari. To'plamlar
nazariyasida universal to'plam va bulean tushunchalari muhim tushun-
chalar hisoblanadi. Odatda, to'plamlar orasidagi turli munosabatlarni
hisobga olishga to'g'ri keladi. Masalan, qaralayotgan to'plamlarning
barchasi gandaydir boshga bir to'plamning gism to'plami bo'lishi mumkin.

6- ta’rif. Qaralayotgan barcha to'plamlarni o'zida gism to'plam
sifatida saglovchi to plamga universal to plam deb ataladi.

1 Bu ibora ingliz matematigi va mantiqchisi Jorj Bul (George Boole, 1815-1864) sharafiga
shunday nomlangan.
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Universal to‘plam, odatda, U deb belgilanadi. Universal to‘plamni
universum deb ham atashadi.

Shuni ta’kidlash kerakki, universal to‘plam tushunchasiga boshgacha
ta’riflar ham berilishi mumkin, masalan, biror to‘plamning xos gismi deb
garalmagan to‘plam universal to‘plam deb ataladi. Bundan tashgari,
universal to‘plam tushunchasi nisbiy tushunchadir. Masalan, 0 ‘zbekiston
sharoitida aholi bilan bog'lig gandaydir masala qaralayotgan bo‘lsa,
0 ‘zbekiston aholisi to'plamini universal to‘plam deb garash mumkin. 0 ‘z
navbatida, 0 ‘zbekiston aholisi to'plami dunyo aholisi to'plamining gism
to'plamidir.

Universal to'plamning ta’rifiga binoan, uning hamma gism to'plamlari
orasida ikkita xosmas qgismi bor: biri universal to'plamning o'zi, ikkinchisi
esa bo'sh to'plam. Tabiiyki, universal to'plamning bu ikki xosmas
gismlaridan boshga barcha gism to'plamlari uning xos gism to'plamlaridir.

Ko*pincha, berilgan “A to'plamning universal to'plamgacha to'l-
diruvchisi” deyish o'rniga, qgisga qilib, berilgan “A to'plamning toTdi-
ruvchisi” deb aytiladi va A ko'rinishda belgilanadi. Bu yerda “ A to'plam
A to'plamni to'ldiradi” yoki “A to'plam A to'plamdan to'ldirish
amalini qo'llab hosil gilindi” deyish mumkin.

7- ta’rif. Berilgan A to'plamning barcha gism to'plamlaridan
tuzilgan to'plam A to'plamning buleani (A to'plam uchun bulean) deb
ataladi.

A to'plamning buleani 2A ko'rinishda belgilanadil
12-misol. To'rtta elementga ega A = {a,b,c,d} to'plam uchun 2A
bulean o'n oltita element-to'plamlardan iborat bo'ladi:
2A={0.{a},{b}.{c}, {d}.{a,b).{a,c}{a,d}.{b,c}, {b,d} {c.d),
{a,b,c} {a,b dj {a,c,d},{b,c,dj, {a b,c,d}}.
Ravshanki, |A|=4 va |2 |= 16. m

Muammoli masala va topshiriglar

1. Berilgan A={a,b,c}, B ={d,e,f,g} va C={a,f,g,k,c}
to'plamlardan har ikkitasining kesishmasi, birlashmasi va ayirmalarini
toping.

2. Markazlari bitta nuqtada joylashgan hamda radiuslari 1 va 3ga
teng doiralar nugtalaridan iborat to'plamlaming kesishmasi, birlashmasi va
ayirmalarini toping.

3. To'plamlaming ayirmasi amali bilan bog'liq masala o'ylab toping
va uni hal giling.

1Bunday belgilashni izohlovchi ma’lumotlar 1l bobning 1- paragrafida keltiriladi.
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4. Ushbu amallar natijalarini aniglang: 0M {0}, {0}n{o0}.

{oyu{o}, {0.{0}}-{0}, {0,{0}}-0, {0,{0}}-{{0}}.
5. Ixtiyoriy A to‘plam uchun A\JO, Af)0, A-0, A-A,

0 - A to'plamlarni aniglang.

6. A-B =B —A tenglik o'rinli bo'ladigan A va B to'plamlarga
misollar keltiring.

7. 0 ‘zaro kesishmaydigan to'plamlar bilan bog'liq masala o'ylab
toping va uni hal giling.

8. 0O'zaro kesishadigan to'plamlar bilan bog'lig masala o'ylab toping
va uni hal giling. o

9. Ixtiyoriy A to'plam uchun A\jA=A\jJA =U Dbo'lishini
ko'rsating.

10. Ixtiyoriy A va B to'plamlar uchun quyidagi tasdiglaming o'rinli
bo'lishini ko'rsating:

a) A\B=0 ==Ad B;

b) Ad B=A\B =0 - a)tasdiqga teskari tasdiq;

d) A\B =B\A =0=>A-B;

e) A=B =>A\B =B\ A=0 - d)tasdigqa teskari tasdiq;

I) A\B =A[}B, ya'ni ayirish amali kesishma va to'ldirish amallari
yordamida ifodalanishi mumkin; L

g)0cnNnNdcnilga; b) A\B = A\JB.

11. Chekli A va B to'plamlar uchun \A\, |2?], va |J1M-#|
sonlar orasidagi bog'lanishni toping.

12. Ixtiyoriy A, B va C to'plamlar uchun quyidagi tasdiglami
isbotlang:

a) AAJBc C=>(Ac C va ficC);

b) (AdC va BdC)=> A\JBdC - a)ga teskari tasdiq;

d AdBf)CA">(AdB va Ad C);

e) (Ad B va AdC)=$ Ad B"C - d)ga teskari tasdiq;

Jcs5=>~UCc5UC; gircfi=>~nCch5fIC;

hy AdB*"A\CdB\C: i) AdB=$C\BdC\A.

13. 12- topshirigning f)> g)> h) va i) bandlaridagi tasdiglarga teskari
tasdiglami tahlil qiling va ular bajarilmaydigan hollarda A, B va C
to'plamlarga misol keltiring.

14. Ixtiyoriy a, b wva ¢ sonlar uchun to'g'ri bo'lgan
a<b «>a+c<b +c, a<b <>a-c<b-c va a<b <>c-bh<c-a
munosabatlardagi a, b va ¢ sonlami A, B va C to'plamlar bilan, “<”,
“+” va belgilami “c 7, “U” va “\” belgilar bilan mos ravishda
almashtirib, hosil bo'lgan munosabatlarning to'g'riligini tahlil giling.
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15. B = {xe N |x 3ga bo'linadi} bo‘lsin. N to‘plamni universal

to‘piam deb hisoblab, B to‘plamni toping.

16. Natural, butun, hagigiy va irratsional sonlar to'plamlari bilan
bog'liq universal to'plamlarga misollar keltiring.

17. A ={a,b,c,d,e} to'plam uchun 2A buleanni aniglang.

18. Bir uyda yashovchi oilada ota (t), ona (n) va to'rt nafar farzand
(1,2,3,4) bo'lsa, oila a’zolarining uyda bo'lishlari vaziyatlariga mos
barcha imkoniyatlami to'plamlar ko'rinishida yozing va bu imkoniyatlar
to'plamlari to'plamining quwatini aniglang.

19. Universal to'plam va bulean tushunchalari bilan bog'liq masalalar
o'ylab toping va ularni hal giling.

Mustagil isltlash uchun savollar

To'plamlaming birlashmasi ganday amalga oshiriladi?
Qanday to'plamga to'plamlaming kesishmasi deb aytiladi?
O'zaro kesishmaydigan to'plamlar deganda nimani tushunasiz?
Qanday to'plamlarga o'zaro kesishadigan to'plamlar deb aytiladi?
To'plamlaming ayirmasi nima?
A to'plamni B to'plamgacha to'ldiruvchi to'plam deganda
nimani tushunasiz?

7. Qanday to'plamga universal to'plam deb aytiladi?

8. Bulean deganda nimani tushunasiz?

Ok wNE

1.3.To‘plamlar algebrasi

To plam. Element. Algebra. Idempotentlik. Kommutativlik. Assotsiativlik.
Distributivlik. De Morgan vayutilish gonunlari. Ikki taraflama tenglik.
O zaro ikki taraflama tengliklar.

1.3.1. Asosiy qgonunlar. To'plamlar algebrasida, umuman olganda,

sonlar algebrasidagi munosabatlarga o'xshash munosabatlar garaladi.
To'plamlar algebrasidagi munosabatlar universal to'plamning va uning xos
gism to'plamlarining ganday bo'lishidan gat’i nazar o'z kuchini saglay-
dilar. Bu yerda, asosan, birlashma, kesishma, ayirma va to'ldirish amallari
o'rtasidagi o'zaro munosabatlar muhim hisoblanadi.

To'plamlar nazariyasidagi munosabatlar, ko'pincha, tengliklar ko'ri-
nishida namoyon bo'ladi. Bu yerda tengliklarni isbotlashda hajmiylik
aksiomasidan foydalangan holda quyidagicha mulohaza yuritish usuli ko'p
go'llaniladi. Agar tenglikning chap tomonidagi to'plamga tegishli ixtiyoriy
element u’ning o'ng tomonidagi to'plamda ham topilib va, aksincha,
tenglikning o'ng tomonidagi to'plamga tegishli ixtiyoriy element uning

28



chap tomonidagi to'plamda ham bor bo'lsa, u holda bu tenglik to'g'ridir.
Hoshgacha aytganda, ixtiyoriy A va B to'plamlar uchun A =B
tenglikni isbotlash A c; B va B ¢ A munosabatlarning to'g'riligini
ko'rsatishga tengkuchlidir.

Ko'pincha, to'plamlar algebrasidagi “U ”, “T1” va “\ ” belgilar bilan
ifodalanuvchi birlashma, kesishma va ayirma amallari, bo'sh (0) va
universal (U ) top’lamlar hamda xos (¢ ) va xosmas (d) qism to'plamlar,
mos ravishda, odatdagi algebraning “X” va belgilar bilan
ifodalanuvchi qo'shish, ko'paytirish va ayirish amallari, nol (0) va bir (1)
sonlar hamda katta emas (<) va Kkichik (<) munosabatlari bilan
giyoslanadi.

To'plamlar ustida munosabatlami ifodalovchi asosiy tengliklarni garab
chigamiz.

1-teorema. Universal to plam U va uning ixtiyoriy gism to 'plami
A uchun quyidagi tengliklar o rinlidir:

1 {Nolningxossalari). A{JO=A, OUA—A, Af10=0. 0(~]JA=0.

2. {Bimingxossalari). Af)U=A, I/MA —A, AJU =U, U(JA=U.

3. (Idempotentliklgonuni). A(JA=A"AMAe.A.

4. (Nol va biming bog'ligligi xossasi). 0 = U, U =0 .

5. (Involyutivlik gonuni2. A = A.

Isboti. Bu tengliklarni isbotlash uchun, yugorida ta’kidlagani-
mizdek, hajmiylik aksiomasidan foydalanamiz. Shuni e’tiborga olsak,
isbotlanishi kerak bo'lgan barcha tengliklar to'plamlaming birlashmasi,
kesishmasi va to'ldiruvchisi ta’riflaridan bevosita kelib chigadi. Bu yerda
fagat oxirgi tenglikning isbotini to'liq keitirish bilan chegaralanamiz.

A to™plam U universal to'plamning ixtiyoriy gism ta'plami va A
to'plam A to'plamning to'ldiruvchisi bo'lgani uchun, A. to'plamning
hech gaysi elementi A to'plamga tegishli emas. Demak, A to'plamning
barcha elementlari A to'plamga tegishlidir, ya’ni A < A. Aksincha, A
to'plamning hech gaysi elementi_” to'plamga tegishli emas, demak, -A
to'plamning barcha elementlari A to'plamga tegishlidir, yani Ac A .
Shuning uchun, A - A. 4

2- teorema (birlashmaga nisbatan kommutativlik gonuni).
Ixtiyoriy A va B to'plamlar uchun AUB —B U A tenglik o finlidir.

Isboti. To'plamlaming birlashmasiga berilgan ta’rifga ko'ra, AU B
to'plamning har bir elementi yo A to'plamda yoki B to'plamda topiladi,

1 “ldempotens” so‘zi lotinchadan olingan bo'lib, “idem” - shunday, “potens” - kuchli, ya'ni
“o'sha kuchga ega” yoki “o'sha darajani saglovchi” ma’nosini beradi.
2Bu qonunni falsafadagi “inkorni inkor qilish gonuni” bilan giyoslash mumkin.
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chunki AUB to'plam A va B to'plamlarning barcha elementlaridan
takrorlanmasdan tuzilgan. Yana o'sha ta’rifga ko'ra, B\J A to'plam ham
A va B to'plamlarning barcha elementlaridan takrorlanmasdan tuzil-
ganligi uchun A{jB to'plamning har bir elementi B{j A to'plamga ham
tegishli bo'ladi. Xuddi shunday mulohazalarni B\JA to'plam uchun
yuritib, uning har bir elementi A\JB to'plamda ham bor bo'lishini
anigqlaymiz. Demak, A\JB =B\JA .=

3- teorema (birlashmaga nisbatan assotsiativlik qonuni).
Ixtiyoriy A, B va C to'plamlar uchun (A{JB)\JC = A\J(B{jC)
tenglik o Tinlidir.

Isboti. (AUB)\JC to'plamning ixtiyoriy elementi x bo'lsin. Bir-
lashmaning ta’rifini qo'llasak, quyidagilarga ega bo'lamiz: xe(A{jB)
yoki x e C. xe (A\JB) munosabatdan xe A yoki xe B ekanligi kelib
chigadi. Demak, xeA yoki  xe(Z?UC). Shuning uchun
xe A[j(B\JC). Xuddi shunday mulohaza yuritib, A\J(B{]C) to'p-
lamning ixtiyoriy elementi (A{jB){jC to'plamning ham elementi
bo'lishini aniglaymiz. Demak, (A\JB)[jC =A[j(B[jC) . m

Birlashmaga nisbatan assotsiativlik gonuniga ko'ra A, B va C
to'plamlarga birlashma amalini ganday tartibda qo'llashning ahamiyati
yo'q. Shuning uchun A, B va C to'plamlarga birlashma amalini go'llash
natijasida hosil bo'lgan to'plamni A{JB{JC deb belgilash ham mumkin.

Ikkita to'plamning birlashmasi amaliga berilgan ta’rif ixtiyoriy chekli
sondagi to'plamlarning birlashmasi uchun ham qo'llanilishi mumkinZ har
ganday chekli sondagi to'plamlarning barcha elementlaridan takrorlan-

masdan tuzilgan to'plamga shu to'plamlarning birlashmasi deb aytiladi.
M

ALLA2,...,An to'plamlarning birlashmasini AI\JA2[j---\jAn yoki 1Li1ﬂ,

ko'rinishda belgilash gabul gilingan.
n
Birlashmaga nisbatan kommutativlik qonuniga ko'ra, /lLJifl birlashma

to'plamni quyidagi usul bilan ham tashkil etish mumkin. Oldin berilgan
AlLA2,...,An to'plamlardan ixtiyoriy ikkitasining, masalan Ai va A:
to'plamlarning birlashmasini tuzish, keyin Ai [jAi to'plam bilan 4 ,
Aj to'plamlardan boshga ixtiyoriy to'plamning birlashmasini tuzish, va
hokazo, ketma-ket birlashma to'plamlarni tuzish natijasida 4 , A-,..., An

1lUmuman olganda, birlashma va kesishma amallari binar (ikki o ‘rinli) amallar hisoblanadi.
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n
to'plamlaming %J:lﬂ, birlashmasini hosil gilish mumkin. Har biri chekli

bo'lgan Ai,A2,...,An to'plamlar uchun (l_i'q < /gik munosabat o'rin-

lidir. Bu munosabat berilgan to'plamlaming hech bo'lImaganda ikkitasi
umumiy elementga ega bo'lsagina gat’iy tengsizlik ko'rinishda va berilgan
to'lamlarning barcha mumkin bo'lgan juftlari umumiy elementga ega
bo'Imasagina tenglik ko'rinishda bajariladi. Bu tasdiglar kombinatorikaga
bag'ishlangan 1l bobning 1- paragrafidagi 5- teoremadan kelib chigadi.

1- misol. A= {a,b}, B={a,b,c}, C={e,f,k} va D ={i,j} bo'l
sin. U holda E= B{jC\jD ={a,b,c,e,f,k,i,j} va F = A{jB{jC{jD =
= {a,b,c,e,f k,i,j} bo'ladi. Ko'rinib turibdiki, E - F . Bu yerdagi
barcha to'plamlaming quvvatlarini aniglaymiz: |n| =2, B\="b, |C|= 3,
|d|=2, |i?|=8 va ¥7]=8. Ular uchun |a| = 8<\A+\B +|C|+ [ = 10
(Av &B to'plamlarda ikkita umumiy a va b elementlar bor) va
[F|=8=|£|+|C|+ &5 (B bilan C, C bilan D va B bilan D juftliklar
umumiy elementga ega emas). m

4- teorema (kesishmaga nisbatan kommutativlik qgonuni).
Ixtiyoriy A va B to plamlar uchun AT B =B M A tenglik o 'rinlidir.

Isboti. To'plamlaming kesishmasi ta’rifiga ko'ra, AC\B to'p-
lamning har bir elementi A va B to'plamlaming ikkalasiga ham tegishli.
Xuddi suningdek, B[}A to'plam A va B to'plamlaming umumiy
elemertlaridan tuzilganligi uchun AC\B to'plamning har bir elementi
Bf]A to'plamda ham topiladi. Shu kabi mulohazalar asosida Bf)A
to'plamning har bir elementi A1 B to'plamda ham bor bo'lishini ko'rish
giyin emas. Demak, Af]B =Bf] A.n

5- teorema (kesishmaga nisbatan assotsiativlik qonuni). Ixtiyo-
riy A, B va C to'plamlar uchun (AT\B)I'\C =AC\(BdC) tenglik
o rinlidir.

Isboti. (MNA)NC to'plamning ixtiyoriy x elementini garaymiz.
To'plamlar kesishmasining ta’rifiga asosan, xe(A[\B) va xeC. Bu
yerdan x e A, x e B va x e C ekanligi kelib chigadi. Shuning uchun
jce A va xe (5f]C) bo'ladi. Demak, xe AC\(BI'\C). Xuddi shunga
o'xshash mulohaza yuritib, A[](BC\C) to'plamning ixtiyoriy elementi
(AM\B)I\C to'plamning ham elementi bo'lishini ko'rsatish giyin emas.
Demak, (AfIB)NC=AnN[BfIC). =
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Kesishmaga nisbatan assotsiativlik qonuniga ko‘ra A, B va C
to'plamlarga kesishma amalini ganday tartibda go'llashning ahamiyati
yo‘g. Shuning uchun A, B va C to'plamlarning kesishmasini AT\B[\C
deb belgilash ham mumkin.

Ikkita to'plamlarning kesishmasi tushunchasiga berilgan ta’rif ixtiyoriy
chekli sondagi to'plamlarning kesishmasi uchun ham qo'llanilishi
mumkin: har ganday chekli sondagi to'plamlarning barcha umumiy
elementlaridan tuzilgan to'plamga shu to'plamlarning kesishmasi deb

aytiladi. ALA?2,...,An to'plamlarning kesishmasi uchun A, F'bl2MM--M An

n
yoki _I'II At ko'rinishdagi belgilash gabul gilingan.
1=

Kesishmaga nisbatan kommutativlik gonuniga ko'ra, AtAl,.."l to'p-
lamlarning M A} kesishmasini ikkita to'plamlar kesishmasi amalini istal-
gan tartibdd=lketme-ket qgo'llab hosil gilish mumkin: dastlab berilgan
O.4,...0 to'plamlardan ixtiyoriy ikkitasining, masalan Aiva A to'plam-
laming kesishmasini tuzish, keyin [ I'Ll2to'plam bilan A- , A. to'plam-
lardan boshga ixtiyoriy to'plamning kesishmasini tuzish, va hokazo,
shunday davom etib, Av A2,...,An to'plamlarning kesishmasini hosil gilish
mumKkin.

Chekli A],A2,...,An to'plamlar uchun L <minUJ munosabat
1=1
o'rinlidir. Berilgan to'plamlardan birortasi qolgan barcha to'plamlarning
gism to'plami bo'lsagina bu munosabatda tenglik o'rinli bo'ladi. Bundan
n

tashqari, 1I‘__[lAl to'plam berilgan barcha ALA?2,...,An to'plamlarning xos

gism to'plami bo'lsagina yuqoridagi munosabat gat’iy tengsizlik ko*-
n

rinishida bajariladi. Kombinatorikaga oid tushunchalar yordamida 1I':I1At

to'plamning quvvatini hisoblash formulasi Il bobning 1- paragrafidagi 7-
teoremada keltiriladi.

2- misol. A={a,b,c}, B={ab,c,d), C-{e,f,k} bo'lsa, u
holda Af]B ={a,b,c}, nnanc=0, _A(JC=0, Bf)C =0
bo'ladi. Osonlik :>ilan ko'rish mumkinki, \ATI B\ =3 =min |03},
chunki |yl|=3, |5 -4 va AdB. Bundan tashqari, [nM-6Mc) =1]0| =
=0<min{",Ifi], C}=3.m
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3- misol. Eramizning i- yilida butun dunyoda tug'ilgan bolalar

to'plamini Ti bilan va n bilan n> 2 shartai ganoatlantiruvchi natural

2000+n
sonni bclgilasak, uholda M Tt=0 bo'ladi. m

/=2001

6- teorema (birlashmaga nisbatan distributivlik gonuni). Ixti-
yoriy A, B va C to'plamlar uchun A[J (fif|C) = (~US) N (A{JC)
tenglik o rinlidir.

Isboti. A{j(Bf\C) to'plamning ixtiyoriy x elementini garaymiz.
Birlashmaning ta’rifiga ko'ra xe A yoki xe (5MC) bo'ladi. Kesish-
maning ta’rifiga ko'ra xe (5f)C) munosabatdan xe B va xe C
ekanligi kelib chigadi. Shuning uchun x e A yoki xe B va (shu bilan
birga) x e A yoki x e C. Birlashmaning ta’rifiga asosan xe (A\jB) va
xe (A\JC). Demak, kesishmaning ta’rifiga ko'ra, x e (A{}B){~){A{jC)
bo'lishi kelib chigadi.

Endi (A\J B)f](A\JC) to'plamning ixtiyoriy x elementini garaymiz.

Kesishmaning ta’rifiga ko'ra xe (A\J B) va xe (A\JC) bo'ladi. U
holda, birlashmaning ta’rifiga asosan, x e A yoki x e B va (shu bilan
birga) x e A yoki x e C bo'lishi kelib chigadi. Demak, x e A yoki X
element B va C to'plamlarga tegishlidir. Shuning uchun, kesishmaning
ta’rifiga ko'ra, xe A yoki xe (/?I)C). Birlashmaning ta’rifiga asosan
xe Nn(#NC) bo'ladi. m

Zarur mulohazalar yuritib, birlashmaga nisbatan distributivlik qonunini
quyidagicha umumlashtirish mumkin.

Ixtiyoriy A ,B{ B2,...,Bn to plamlcjr uchun AU MjB, M-+MNBn)=
= (A{jBx N (A{1B2) n...N (A\J Bn) tenglik o'rinlidir.

7- teorema (kesishmaga nisbatan distributivlik gonuni).
Ixtiyoriy A, B va C to'plamlar uchun Af| (B UC) = (Af) 5)U (ADC)
tengliklo frinlidir.

Isboti. NM(5nC) to'plamning ixtiyoriy elementi x bo'lsin. U
holda, kesishmaning ta’rifiga asosan, xe/1 va xe 5U C bo'ladi. Bir-
lashmaning ta’rifiga ko'ra xe B[jC munosabatdan xe B yoki x e C
ekanligi kelib chigadi. Demak, xe A va xe B yoki xe A vaxe C. Bu
yerdan esa xe(J/1M$) yoki xe(NNMNC) ekanligi kelib chigadi.
Birlashmaning ta’rifiga ko'ra oxirgi mulohazadan x e (Af)B) U (Af]C)
bo'lishini aniglaymiz.

1Bu tenglik kesishmaga nisbatan tagsimot qonuni deb ham yuritiladi.
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Endi (A[\B) U (Af]C) to‘plamning ixtiyoriy elementi x bo‘Isin.
Birlashmaning ta’rifiga ko‘ra x£(JIM£) vyoki 16 (Af]C) bo'ladi. Bu
yerdan, kesishmaning ta’rifiga asosan, x e A va xe B yoki xe A va
x e C bo'lishi kelib chigadi.

Demak, x e A va (shu bilan birga) x e B yoki x e C. Shuning
uchun, x 6 A va (birlashmaning ta’rifiga ko'ra) x G (B(JC). Bu yerdan,
kesishmaning ta’rifiga asosan, x 6=Af| (B(JC) .m

Zarur mulohazalar yuritib kesishmaga nisbatan distributivlik gonunini
quyidagicha umumlashtirish mumkin:

Ixtiyoriy A, Bv B2,...,.Bn to'plamlar uchun Af] (Bx(J#, U---U Bn) =
= (/injg)u (AUB2 U-.-U (Af]Bn) tenglik o'rinlidir.

8- teorema. U universal to plamning ixtiyoriy A va B qism
to plamlari uchun Af)B = A\J B tenglik o 'rinlidir.

1- shakl

Isboti. A va B to'plamlar U universal to‘plamning ixtiyoriy qism
to'plamlari bo'lsin. Teoremani isbotlashda 1- shakldan foydalanamiz.
Shaklda U universal to'plam to'g'ri to'rtburchak ko'rinishda, A va B
to'plamlar esa doiralar sifatida tasvirlangan. 1-a shakldagi U to'plamning
bo'yalmagan qismi AC\B to'plamga, bo'yalgan gismi esa A[}B
to'plamga mos keladi.

AC\B to'plamning ixtiyoriy elementini x bilan belgilaymiz. To'l-
diruvchi to'plamning ta’rifiga ko'ra, xeU va x<£Al\B, ya’ni U
to'plamning x elementi, bir vagtning o'zida, ham A to'plamning, ham B
to'plamning elementi bo'la olmaydi. Bu yerda uchta hoi bor:

1) x<€ A (1-b shakl); 2) xgfi (1-d shakl);

3) Xx£ A va x£B (l-eshakl). _ _

1) holda X6 A, 2) holda xe B, 3J_ho]da esa xe A va xe B
bo'ladi. Birlashmaning ta’rifiga ko'ra xe A U-5 m

Endi A U#_to'plamning ixtiyoriy elementi x bo'lsin. Bu holda
xe A yoki xe B .Bunatijadan xi A yoki xg B bo'lishi kelib chigadi.
Shuning uchun xe U va x£ Af)B.Demak, xe Af]B .1

9- teorema. U universal to'plamning ixtiyoriy A va B qism
to plamlari uchun A UB = AT B tenglik o Tinlidir.
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Isboti. A va B to'plamlar U universal to'plamning ixtiyoriy gism
to'plamlari bo'lsin. A{jB to'plamning ixtiyoriy elementini x bilan
belgilaymiz. x element 1-e shaklda to'g'ri to'rtburchakning bo'yalgan
gismida yotadi. x A[}B munosabatdan xeU va x£ A[jB bo'lishi
kclib chigadi. x£ A{)B munosabat va birlashmaning ta’rifiga asosan, x
clement A to'plamga ham (1-b shaklga qarang), B to'plamga ham (1-d
shaklga qarang) tegishli emas, yani xe U, x A va x 5. Bu yerdan
xe A va xe B munosabatlar jo'rinliligini topamiz. Shunday qilib,
kesishmaning te’rifiga asosan, x ATIB.

Endi A[}B to'plamning ixtiyoriy elementi_x bo'lsin. Bu holda,
kesishmaning ta’rifiga binoan, xe A va xe B bo'ladi. Bu yerdan,
to'ldiruvchi to'plamning ta’rifiga ko'ra, x A va x B bo'lishini
topamiz. Demak, qaralayotgan x element bir vaqgtning o'zida A
to'plamga ham, B to'plamga ham tegishli emas. Shuning uchun,
birlashmaning ta’rifiga ko'ra, Xx£A\jB bo'ladi. Shunday qilib,
to'ldiruvchi to'plamning ta’rifiga asosan, x AjjB. a4 Yuqorida
ishotlangan 8- va 9- teoremalardagi Af]B=A[jB va A\JB =AC\B
tengliklar de Morgan gonunlari deb yuritiladi.

10-teorema. Ixtiyoriy A va B to'plamlar
uchun A{J (AT'\B) = A tenglik o'rinlidir.

Isboti. Ixtiyoriy A va B to'plamlar U
universal to'plamning qism to'plamlari bo'lsin.

Af\U = A bo'lgani uchun 1- teoremaga (1-
bandiga  garang) asosan Nu(Nn#) =
= (JINMn) U (Af]1B) munosabat o'rinlidir. Oxir-
gi tenglikning o'ng tomonidagi ifoda uchun
kesishmaga nisbatan distributivlik gonunini go'l-
lab, uni A{J(Af)B) =A[\(U[}B) ko'rinishga Ogastes (Augustus)

keltiramiz. Endi U\JB=U va A[)U=A de Morgan
tengliklarni e’tiborga olsak, A\J(Af) B) =Af)U = A kelib chigadi.m
11- teorema. Ixtiyoriy A va B  to'plamlar uchun

AC\(A{j B) = A tenglik o rinlidir.

Isboti. Avvalo kesishmaga nisbatan distributivlik gonunini, keyin
esa idempotentlik qonunini qgo'llasak, isbotlanishi kerak bo'lgan
tenglikning chap tomoni uchun AN (AUB)=(AflA)\J(ANB) =
= A\J (A N B) munosabatlar o'rinli bo'lishini aniglaymiz. 10- teoremaga
asosan Af]J(AUB) =A[j(AflB)=A.=n
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10- va 11- teoremalarda isbotlangan A\J(Ar\B) = A va
AT (AUB) = A tengliklar yutilish gonunlari deb yuritiladi.

Yugorida isbotlangan teoremalarda Keltirilgan tengliklar tahlil
gilinganda ularning ba’zi xususiyatlarini paygash mumkin. Masalan, 6- va
7-, 8- va 9- hamda 10- va 11- teoremalardagi tengliklaming biri
ikkinchisidan U va f| belgilami o‘zaro almashtirish yordamida hosil
gilinishi mumkin. Xuddi shunday, nolning xossalari bilan biming xossalari
to‘g‘risida ham quyidagilami aytish mumkin: bu xossalarni ifodalovchi
tengliklaming biri ikkinchisidan U va M belgilami hamda 0 va V
belgilami o'zaro almashtirish natijasida kelib chigadi.

To'plamlar algebrasida agar biror tenglikdan shu tenglikdagi (bor
boTsa) U belgisini M belgisiga, Mni Uga, Oni Uga, Uni Oga
birdaniga almashtirish natijasida boshga tenglikni hosil qdish mumkin
boTsa, u holda hosil gilingan tenglik dastlabki tenglikka ikki taraflama
(go‘shma) tenglik deb yuritiladi.

Ravshanki, biror tenglikka ikki taraflama hisoblangan tenglik uchun
ikki taraflama tenglik dastlabki tenglik bilan bir xil boTadi. Shuning uchun
bu tengliklar o‘zaro ikki taraflama (qo‘shma) tengliklar deb nomlanadi.
Masalan, nolning xossasini ifodalovchi A U0 = A va biming xossasini

ifodalovchi Af]fJ = A tengliklar o'zaro ikki taraflama (qo'shma) teng-
liklardir.

1.3.2. Ekvivalent tasdiglar. To'plamlar algebrasining asosiy gonun-
lariga go'shimcha quyidagi teoremani keltiramiz.

12- teorema. Ixtiyoriy A va B to'plamlar uchun quyidagi
tasdiglar ekvivalentdir:

1) Ac:B;2) A(TB=A;3) Al)B =B.

Isboti. 1 Teoremaning 1) tasdig'i o'rinli bo'lsin. U holda
Af]B = A munosabat to'g'rligini isbotlaymiz. Awalo, to'plamlaming
kesishmasi ta’rifiga ko'ra, Af)Bc:A bo'ladi. Endi A to'plamning
ixtiyoriy elementini x bilan belgilaymiz. U holda Ac B =>xe B.
Demak, to'plamlaming kesishmasi ta’rifiga ko'ra, x &AC\B, ya'ni
AcACIB. Shunday gilib, Af)Bc:A va AciADB bo'lganidan
Af]1B = A o'rinlidir.

2. AN B —A=> AljB = B Dbo'lishini isbotlash wuchun, avvalo,
A\JB ifodadagi A to'plamning o'rniga unga teng bo'lgan ATB
to'plamni qo'yib, (/in5)U5 ifodani hosil gilamiz. So'ngra, bu ifodaga
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hirlashmaga nisbatan distributivlik gonunini gqo‘llab, (/Hj5)ri(#U#)
ifodani hosil qgi’lamiz. ldempotentlik qonuniga asosan B =B[jB
o'rinlidir.  Shuning uchun (,4U5)n(#Ufi) ifodani (JIn5)MNs
ko'rinishda yozish mumkin. Oxirgi ifoda yutilish gonuniga asosan B ga
teng. Demak, AUB =B .

3. A\jB =B =>AcB munosabatni tekshiramiz. Teskarisini fara
gilamiz, ya’ni A\JB =B tenglik o'rinli bo'lsa-da, A to'plam B
to'plamning qism to'plami bo'Imasin. U holda A to'plam tarkibida B
to'plamga tegishli bo'Imagan hech bo'Imasa bitta x element topiladi,
ya’ni xe A va x£ B .To'plamlaming birlashmasi ta’rifiga asosan xe A
bo'lganidan xeA{jB munosabat o'rinlidir. A{jB =B tenglikdan
xe B kelib chigadi. Hosil bo'lgan ziddiyat, ya’ni, ham x£B, ham
xe B bo'lishi gilgan farazimizning noto'g'riligini isbotlaydi. Demak.
AUB = B tenglikdan A c: B munosabat kelib chigadi. m

Muammoli masala va topshiriglar

1. Yugorida isbotlangan teoremalardan mumkin qgadar kam foy-
dalangan holda quyidagi tengliklarni isbot giling:

a (Nndanc)u(lnNAnc)mancC =wn;

b) MnEncnx)U (Inc)U(5nc)U(crm =c.

2. U universal to'plamning A va B qism to'plamlari bo'lsin.
Quyidagi tasdiglarni isbotlang:

a) ixtiyoriy A to'plam uchun AOJB= A=aB =0 ;

b) ixtiyoriy A to'plam uchun AC\B = A * B = U;

d) agar A{jB =U va Af]B =0 bo'lsa, uholda B=A va A=B
bo'ladi.

3. Quyidagi tengliklarni isbot giling:

a) N\(AnC) = (mMa)n(nic);b) AV(BINC) =(A\B){J(A\C);

d) A\B =A\(AftB)\ e) A\(A\B) = Af]B-,

f) A[JB = A\J(B\A)- g) (A\B)\C =(A\C)\(B\C);
b)AM(B\C) =(AMB)\C; 1);AM(B\C) = (AMB)\(ANC);
j) AN(B\A) =0; K) A\(BUC) =(A\B)\C-

) AHBUB~AUB m) /J\(5\C) = (~\5)U(~nC);

n)(~U5)\C = (A\C)U(5nC).
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4. Ixtiyoriy A va B to'plamlar uchun quyidagi tasdiglaming o'rinli
bo'lishini ko'rsating:

a) (A\B)\UB-A=>£cA; b)B"A="(A\B)\jB-A (a) band-
dagi tasdiqga teskari tasdiq); d) (AfIB)UC =AT)(BUC)O CcC A.

5. Ushbu paragrafda isbotlangan teoremalardagi tengliklarni tahlil
giling va o'zaro ikki taraflama (go'shma) bo'ladidan tengliklarlarni
aniglang.

6. |~|=n,|fi|=i,"cCc5vaicDcb5 bo'lsa, n, k,\C\
va |D | sonlami solishtiring.

Mustagqil ishlash uchun savollar

Idempotentlik gqonuni ganday ifodalanadi?
Involyutivlik gonuni nimani anglatadi?
Birlashmaga nisbatan kommutativlik gonunini ganday tushunasiz?

4. Birlashmaga nisbatan assotsiativlik gonuni deganda nimani
tushunasiz?

5. Kesishmaga nisbatan kommutativlik gonuni bilan assotsiativlik
gonuni bir biridan nima bilan farq giladi?

6. Birlashmaga nisbatan distributivlik qgonuni bilan kesishmaga
nisbatan distributivlik gonunining ganday o'xshashligi bor?

7. De Morgan gonunlarini bilasizmi?

8. Yutilish gonunlarida nima “yutiladi”?

9. Bir-biriga o'xshash tengliklar deganda nimani tushunasiz?

10. Ikki taraflama (go'shma) tengliklar deb qanday tengliklarga
aytiladi?

11. Qanday tengliklarga o'zaro qo'shma tengliklar deymiz?

12. Ekvivalent tasdiglar deganda nimani tushunasiz?

W

1.4.Kortejlar

To plam. Element. Kortej. Korlejning uzunligi. Vector. Juftlik. Uchlik.
To frtlik. M-lik. Komponenta. Koordinata. To plamlarning Dekart (to 'g'ri)
KO paytmasi. To plamning darajasi. Dekart KO paytmalarining kesishmasi va
birlashmasi. Bo sh Dekart KO paytmasi. Morze alifbosi.

1.4.1. Kortejl tushunchasi. Matemetikada to'plam tushunchasi bilan
bir gatorda kortej tushunchasi alohida o'rin tutadi. Turli xossalarga ega

1Kortej (cortege) - fransuzcha so'z bo'lib, tantanali yurish ma’nosini beradi.

38



bo'lgan obyektlar bilan ish ko‘rganda kortej tushunchasidan foydalanish
mumkin. Kortej tushunchasi yordamida kombinatorikaning ko'plab tu-
shiinchalari tabiiy ravishda oson anglanadi. Kortej tushunchasini o'rga-
nishdan oldin to'plamning elementlari takrorlanmasligini eslatib o'tamiz.

Ixtiyoriy Al,A2,...,An to'plamlar berilgan bo'lsin. Bu to'plamlarning
ixtiyoriy biridan, masalan, Aj to'plamdan qandaydir a: elementni, A.
lo'plamdan boshqa istalgan [, to'plamning gandaydir a. elementini va
hokazo, oxirgi Ai to'plamdan gandaydir at elementni olamiz. Bu ele-
mentlami ularning berilgan to'plamlardan olinishi tartibida joylashtirib
< ai,ai,...,ai > tuzilmaga ega bo'lamiz. Bu tuzilmada har bir element
o'zining qat’fy joylashish o'rniga ega. Shunday usul bilan boshga
tuzilmalami ham hosil qilish mumkin. Bu tuzilmalaming har biri
elementar kortej (gisqacha, kortej) deb yuritiladi. Kortejni boshga
usullar yordamida ham tashkil gilish mumkin. Masalan, faqgat bitta to'plam
elementlaridan (hattoki, bu to'plam yagona elementli bo'lsa ham) foy-
dalanib, tarkibida elementlari ko'p bo'lgan kortej tuzish mumkin. Kortej-
larni belgilashda, ko'pincha, lotin yoki grek alifbosining bosh harflaridan
foydalaniladi.

1- ta’rif. Kortejni tashkil etuvchilar shu kortejning elementlari deb
ataladi.

Kortejni tashkil gilishda ishtirok etayotgan A,,A2,...,An to'plamlar
ixtiyoriy bo'lgani uchun bu to'plamlar umumiy elementlarga ega bo'lishi
ehtimoldan xoli emas. Demak, umuman olganda, K =<at,ai,...,ai >
kortej tarkibidagi elementlar takrorlanishi mumkin. Berilgan K Kor-
tejga a element tegishliligi as K yoki K 9a ko'rinishda belgilanadi.

Ba’zi hollarda kortej iborasining o'rniga vektor yoki, uning uzunligini
e’tiborga olgan holda, juftlik (uzunligi ikkiga teng kortej), uchlik, to‘rtlik
va hokazo wu-lik (uzunligi nga teng kortej) iboralari ham ishlatiladi.
Uzunligi n bo'lgan kortej n o‘rinli kortej deb ham yuritiladi.

2- ta’rif. Kortejni tashkil etuvchi elementlar soni (kortejning
uzunligi) kortejning quvvati deb ataladi.

Berilgan K kortejning quvvati | K | ko'rinishda belgilanadi. Kortej

tarkibidagi elementlar takrorlanishi mumkinligidan, ularning kortejda
tutgan o‘rinlari muhim hisoblanadi. Shuning uchun kortejning muayyan
elementi nazarda tutilganda, uning o'mini aniglovchi ragam hisobga
olinishi kerak.

Quuvvatlari teng bo'lgan ikkita kortejning mos o'rinlaridagi elementlari
aynan bir xil bo'lsagina bu kortejlar teng deb hisoblanadi.
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3- ta’rif. Kortejni ta
\ lar, uning komponentlari yoki koordinatalari deb
ataladi.

Tabiiyki, uzunliklari teng boTmagan kortejlar
teng emas. Kortejlar teng boTishi uchun ularning
mos komponentlari o°‘zaro bir xil bo'lishi shart.
Masalan, to‘rt komponentli <\,{a,b),c,{2,5,4} >

O a b x wva <\/{b,a},c, {524} > kortejlar o‘zaro tengdir,
1-shakl chunki ularning toq o'rinlaridagi komponentlari
aynan bir xil va juft o'rinlarida turgan kompo-
nentlari esa to'plamlar sifatida bir-biriga teng bo'lgani uchun aynan bir
xildir.
1-misol. X ={a,b}, Y={b,c,d} va Z ={e} to'plamlar uchun
ularning berilish tartibiga (X,Y,Z) mos Kkeluvchi hamda har bir
to'plamdan fagat bittadan element olish sharti bilan tuzilgan barcha
elementar kortejlar quyidagilardir: <a,b,e>, <a,c,e>, <a,d,e>,
<b,b,e>, <b,c,e>, <b,d,e>.1
2-misol.To'g'ri burchakli xOy Dekart koordinatalar sistemasining
abssissalar va ordinatalar o'glariga ikkita [a,b] va [c,d] kesmalar 1-
shakldagidek joylashtirilgan bo'lsin. U holda shakldagi bo'yalgan to'g'ri
to'rtburchak va uning chegaralaridagi barcha nuqtalarning koordinatalariga
mos qilib tuzilgan (x,y) juftliklar kortejlardan iborat bo'ladi. Ta’kid-
laymizki, bu yerda kortejlar cheksiz ko'pdir. m
3- misol. 1835- yilda S. Morzel tomonidan 14C2993
yaratilgan matnli ma’lumotni kodlash sistemasi 2-shakl
(Morze alifbosi) bir asrdan ko'p davr mobaynida
ma’lumot uzatishda asosiy sistema bo'lib keldi. Bu sistemada fagat ikkita
bir-biridan fargli elementlar - nuqta “e ” (qisqa signal) va tire  “ (uzun
signal) bo'lib, ular yordamida matndagi belgilar (harflar, ragamlar va
boshgalar) kodlanadi. Bunday usulda tuzilgan har bir kodni kortej deb
hisoblash mumkin. Morze alifbosida uzunliklari birdan oltigacha bo'lgan
kortejlar bor. m
4- misol. O'zbekiston Respublikasida shaxsiy avtomobillarni davlat
ro'yxatiga olishda yetti o'rinli kortejlardan foydalaniladi. Har bir
kortejdagi dastlabki ikki o'ringa 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 0 ragamlar,
uchinchi o'ringa lotin alifbosining 26 harfidan bittasi va qolgan to'rt
o'ringa ragamlar joylashtiriladi. Bunday usulda tuzilgan har bir ro'yxatga
olish belgisini kortej deb hisoblash mumkin. Tabiiyki, bu yerda ragamlar

o

Semyuel Finli Briz Morze (Samuel Finley Breese Morse. 1791-1872) - AQSh kashfiyotchisi va
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lakrorlanishlari mumkin. Masalan, 2- shaklda tasvirlangan ro'yxatga olish
bclgisiga mos keluvchi < 1,4,C,2,9,9,3 > kortejda 9 ragami ikki maria
yozilgan. m
5- misol. Microsoft (MS) Office tarkibiga kiruvchi MS Exce
sistemasida ma’lumotlar elektron jadvallardagi kataklarga joylashtiriladi.
Foydalanuvchi bu jadvallami turli nomlar bilan belgilab, ma’lumotlarni
fayl shaklida kompyuter xotirasida saqlashi mumkin. Har bir elektron
jadval ustunlar va satrlarga ega. MS Excel sistemasida ustunlar (jami
256ta) lotin alifbosi tartibida oldin “A"dan “Z”gacha bitta harf bilan, keyin
“AA”dan “IV”gacha ikkita harf bilan, satrlar esa ldan 65536gacha sonlar
bilan belgilanadi. Bu yerda, jadvallar nomlari, jadvalning ustunlari va
satrlari to‘plamlaridan bittadan elementni tartib bilan olib uch o‘rinli kortej
tuzish mumkin. Bunday usul vositasida tuzilgan uch o'rinli barcha
kortejlar soni k = jadvallar_soni x 65536x256 bo'ladi. MS Excel
sistemasida bu kortejlardan elektron jadvallardagi kataklaming adreslari
sifatida foydalaniladi. Masalan, nomi Jadvali bo'lgan elektron jadvalning
G harfi bilan belgilangan ustuni va 7 ragami bilan belgilangan satri
kesishgan joyidagi kalakka < jadvali,G,7> ko'rinishdagi kortej mos
keladi. Bu katakning MS Excel sistemasidagi adresi Jadval 1!G7 ko'-
rinishga ega bo'lib, unga Kitobl.xIs nomli faylning Jadval2 elektron
jadvalidan murojaat qilish 3- shaklda tasvirlangan. m
1.4.2. To‘plamlarning Dekartlko‘paytmasi va u bilan bogiiq ba’z

amallar. Yuqorida turli tabiatli to'plamlar yordamida aniglanuvchi kortej

NMONAAY MBAMMIWOY'H-n Sy
taiin  (NMpaBka |ng  BctaBka  ®opmat C{peiic  [aHHbi* EROMT Qkho £5n1p»ka - S x
IOitSY W dt J.'bX <44 /) y- *-Ift «™* 7Dl
Aviel Cyr 10 - x Ka * a WM 49 aord A = == A
A2 . f. =Jadvall 167
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1 Hozir Jadval2mngA2 acresli kataqt faol
2 |jadval2dan Jadvalidaqi G7 adresli katakka miroiaat gilamiz |

M.4 » w\ Jadvali XJadval?/ JadvaP H i
rotoeo NUM

3- shakl

1Rene Dekart (Rene Descartes, 1596-1650) - fransuz matematigi va faylasufi.
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tushunchasi bilan tanishdik. O'z navbatida bu tushunchadan foydalanib
to'plamlaming Dekart ko'paytmasi tushunchasini kiritish mumkin.

4- ta’rif. Tartiblangan Al,A2,...,An to'plamlar elementlaridat
tuzilgan n o Tinli barcha kortejlar to '‘plami shu to plamlarning Dekart
ko'paytmasi deb ataladi.Ba’zan to'plamlaming Dekart ko'paytmasi
iborasi o'rnida to'plamlaming to'g'ri ko'paytmasi iborasidan ham
foydalaniladi. Tartiblangan Alll,A 2,...,An to'plamlaming Dekart ko'payt-

masi AtX A2X...X Anyoki Y\Aj ko'rinishda belgilanadi, ya’ni

H
m

AlxXA2x...xAn=Y\Ai={< axa2,...,an>a, e Ani=\,n}.
i=l

To'plamlaming Dekart ko'paytmasi tushunchasining aniglanishida bu
ko'paytmada gatnashuvchi to'plamning soni ham muhim hisoblanadi.
Zarur bo'lganda, nta to'plamlaming Dekart ko'paytmasi iborasi o'rnida
n o'rinli Dekart ko'paytmasi iborasi ham go'llaniladi.

Tabiiyki, agar At,A2,...,An to'plamlaming birortasi bo'sh to'plam
bo'lsa, u holda ulardan foydalanib birorta ham kortej tuzish imkoniyati
yo'q. Demak, tarkibida hech bo'Imasa bitta bo'sh to'plam gatnashgan
Al,A2,...,An to'plamlaming Dekart ko'paytmasi ham bo'sh to'plamdir,
ya’ni A{XA2X...XAN=0.

Dekart ko'paytmasidan to'plamlar bilan bog'liq murakkab tuzilmalami
hosil gilishda va ularda ko'paytma tushunchasini aniqlashda foydalaniladi.
Ammo bunday hollarda anigqlangan ko'paytirish amali Dekart ko'payt-
masining xossalaridan fargli xossalarga ham ega bo'lishi mumkin.
Jumladan, tuzilmalardan birortasi bo'sh to'plam bo‘lsa-da, ularning ko'-
paytmasi bo'sh bo'Imagan hollar bor. Masalan, X bobning 3- paragrafida
keltirilgan graflami ko'paytirish amali shunday xususiyatga ega.

To'plamlaming to'g'ri  ko'paytmasi tushunchasidan foydalanib,
to'plamning darajasi tushunchasi

A" = AXAX...XA

n marta

formula asosida kiritiladi. Masalan, A1=A, A2=Ax A. A3=Ax Ax A.
Umuman olganda. A" = Ax A"~".
n o'rinli A=AIxA2X...xAn va B =B]xB”"x...xBn Dekart

ko'paytmalari berilgan bo'lsin.
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5- ta’rif. Agar Atc Bt, A2c B-, Anc Bn munosabatla
o'rinli bo'lsa, n holda A Dekart ko'paytmasi B Dekart ko'paytmasining
gismi deb ataladi.

A Dekart ko‘paytmasi B Dekart ko‘paytmasining qismi bo‘lishi
A c B kabi belgilanadi.

To'plamlaming n o'rinli Dekart ko'paytmasi ta’rifidan foydalanib va
11 bobning 1- paragrafida keltirilgan umumlashgan ko'paytirish qoidasi

A N
asosida I VI=TTM tenglik o'rinli bo'lishini ko'rsatish giyin emas.

Bu munosabatdan, xususiy holda, ixtiyoriy n natural son va chekli A
to'plam uchun tenglikning o'rinli ekanligi kelib chigadi (Il

bobning 1- paragrafidagi 7- muammoli topshirigga garang).
6- misol. Ma’lumotlar bazalarini boshgarish tizimlarida (MBBTda

n -darajali munosabat (n -ar munosabat) deganda A = A, xA2X...XAn
Dekart ko'paytmasining biror gismi tushuniladi. Ma’lumotlar bazalarini
boshgarishning relyatsionl nazariyasi negizida yotuvchi munosabat
tushunchasidan foydalanish g'oyasini 1970- yilda E. Kodd2 taklif gilgan
edi. Umuman olganda, MBBTdagi munosabat tushunchasi biz odatda
jadval deb yuritadigan ma’lumotlar to'plamiga mos keladi. Har bir jadval
nomga, sarlavhaga va asosiy gismga (tanaga) ega deb hisoblanadi. Bu
yerda jadvalning sarlavhasidagi va uning tanasidan o'rin olgan har bir
satridagi ma’lumotlarni kortejlar deb garash mumkin. Jadvaldagi har bir
satming biror ustun bilan kesishgan joyi (katagi) ma’lumot tashuvchi
sifatida shu satrga mos kortejning komponentalaridan biridir. MBBTda
kortejlar deganda jadvalning tanasidagi satrlar tushuniladi. Odatdagi
jadvaldagidek, MBBTda ham munosabatning (jadvalning) har bir ustuniga
nom beriladi va bu nomlar jadvalning sarlavhasini tashkil etadi. Masalan,
1-jadvaldagi “TALABA” nomli munosabat “Tartib ragami”, “Familiyasi”,
“Ismi™, “Jinsi”, *“Tug'ilgan vyili” va "O'gishga kirgan vyili” kabi
komponentalari bo'lgan kortej bilan anig-lanuvchi sarlavhaga ega. Bu
munosabatda MBBT ma’nosida to'rtta kortej bor. Shu kortejlardan biri
< 1,Rahimova,Dilafruz,Ayol, 1982,2005 > ko'rinishga ega. m

1Bu so‘z ingliz tilidagi “relation” so‘zidan olingan bo'lib, munosabat ma’nosini anglatadi.
*Kodd (Edgar Frank "Ted" Codd, 1923-2003) -ingliz informatika mutahassisi.
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Dekart ko'paytmasi berilgan to‘plamlardan foydalanib tuziluvchi
gandaydir to'plamni aniglagani sababli to'plamlar ustidagi amallar Dekart
ko'paytmalari uchun ham qo'llanilishi mumkin. Bu yerda, odatda, Dekart
ko'paytmasining tuzilishidagi o'ziga xoslikni hisobga olishga to'g'ri
keladi. Birlashma amali o'rganilganda, “o'rinlari soni teng bo'lgan ikkita
Dekart ko‘paytmalarning birlashmasini gandaydir top’lamlaming De-
kart ko'paytmasi deb garash mumkinmi?” degan savol tug'iladi. Tushunar-
liki, agar bu Dekart ko'paytmasini tashkil giluvchi top’lamlarni birlashtiri-
layotgan Dekart ko'paytmalar mos o'rinlaridagi to'plamlarning birlashma-
lari sifatida aniqlash mumkin bo'lsa, u holda yuqoridagi savolga ijobiy
javob berilgan bo'ladi. Ammo, umumiy holda A =J"|A{ va B = B:

H i=
Dekart ko'paytmalar tarkibidagi At va Bi to'plamlarni birlashtirib hosil
gilingan Dekart ko'paytmasining tarkibiga birlashtirilayotgan A va B De-
kart ko'paytmalaming ikkalasida ham mavjud bo'lImagan elementar kor-
tejlar ham kirib qolishi mumkin. Shuning uchun garalayotgan A va B De-

kart ko'paytmalarining birlashmasi A\JB uchun LW v M ~ M A 1 1)

i=1 L @
munosabat o'rinlidir. Albatta, bu munosabat tenglik sifatida namoyon
bo'ladigan hollar ham bor. Masalan, ikkita A va B Dekart ko'paytmalari
uchun A CIB bo'lsa, u holda A\JB =B bo'ladi.

1-jadval
TALABA
Tartib ragami  Familiyasi Ismi Jinsi  Tug'ilgan yili  O'gishga kirgan vyili

1 Rahimova  Dilafruz Ayol 1982 2005 .
I

Islomov Rustam Erkak 1985 2006

3 jlsrofilova  Gulsara  Ayol 1985 2005

1 4 Ogilova Robiya Ayol 1987 2006

7- misol. Berilgan ikkita A ={a,c,|,®}x{l, A}x{®, A}

B = {b,c,I}x {2,a, A} X{®} Dekart ko'paytmalarini
A={<al® >,<a,l,A>,<aA® ><aAA>, <c,I|,® > <c,l,A>,
<c,A,®><c,AA><110><11A><L1LA P>,
<LAA> <Qlg>>,< A > < BAG>>,< B8)A A>T,
B={<h,2,®><bh,a,®><bAg>c<c20® >,
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< c,c/®><c,A®><12®><13®>< 1100 >]
ko'rinishda yozamiz. Ravshanki, A{jB to'plamda 23ta kortej bo'lib, bu
kortejlar ({a,c,l,®}U {b, c,1}) X({1, A} U {2,a, 4}) X({®, A} U {®}) De-
kart ko'paytmasi tarkibida qatnashadi. Lekin bu Dekart ko'paytmasini
{rt,b,c,|,®}X {or,1,2, A} X{®, A} ko'rinishida yozsak, uning tarkibida 40ta
kortej bo'lishini ko'rish qiyin emas. Demak, AUB C {a,b,c,1,®} x
X{a,l,2,A}x{® ,A}..

8- misol. Dekart ko'paytmalarining birlashmasi amaliga o'xshasl
amalga misol qgilib MBBTda (6- misolga garang) ma’lumotlami gayta
ishlashning standart tili sifatida gabul gilingan SQL (Structured Query
Language) tilida sarlavhalari mos keluvchi ikkita A va B munosabatlarni
(jadvallami) birlashtirishda go'llaniladigan “A UNION B ™ operatori
bajaradigan amalni keitirish mumkin. SQL tilida sarlavhalari mos keluvchi
A va B munosabatlarga A UNION B birlashtirish operatorini go'llash
natijasida sarlavhasi A va B munosabatlardagidek bo'lgan yangi mu-
nosabat hosil bo'ladi. Bu munosabatning asosiy gismi berilgan A va B
munosabatlardagi  kortejlar  to'plamlarining  birlashmasidan iborat.
Masalan, 2- jadvaldagi Y nomli va 3- jadvaldagi Z nomli munosa-
batlarga birlastirish operatorini 'Y UNION Z ko'rinishda qo'llab, 4-
jadvaldagi YUZ nomli munosabatga ega bo'lamiz. m

2-jadval
Y munosahati
Bo'lim ragami Familiyasi Ismi Ish haqi
1 Abdullayeva Nazokat | 100000
2 Hojiyev Tolib 120000
3 0 ‘rinboyev Erkin 93000
4 Islomov Davronqul 132000
n n
n o'rinli ikkita A — va B= Dekart ko'paytmalar
i= A

berilgan bo'lsin. Bu A va B Dekart ko‘paytmalarining A(*,B

O
kesishmasi A f_lB = ﬂ 4|-|_|3i) formula yordamida anigianadi.
I=]
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3-jadval
Z munosabati

"85 Him ragami Familiyasi Ismi Ish haqi
1 Abdullayeva Nazokat 100000
2 1 Shodiyev Usmon 125000
4 0 ‘rinboyev Erkin 93000
' 5 Mo'minov Muhiddin 127000

9- misol. Ikkita {1,3,4}x {2,3}X{2,3,5} va {1,2,3,4}X{1,3,4}X
X{2,3,4} Dekart ko'paytmalari berilgan bo'lsin. U holda Dekart ko'payt-
malaming kesishmasini aniglash formulasiga asosan

({1,343 x {2,3}x {2,3,5}) M ({1,2,3,4} x {134} x {2,3,4}) =
= ({1,343 {1,2,3.4})x ({2,3} M {1,34})x ({2.35} x {2,3,4}) =
= {1,343 x{3}x {2,3}.

4-jadval
YUZ munosabati

Bo'lim ragami Familiyasi Ismi Ish haqi

1 Abdullayeva Nazokat , 100000

. 2 Hojiyev Tolib 120000
J B O'rinboyev Erkin 93000
| 4 Islomov Davronqul 132000
2 Shodiyev Usmon 125000

4 O'rinboyev Erkin 93000

5 Mo'minov Mubhiddin 127000

Hosil bo'lgan Dekart ko'paytmasi quyidagi oltita elementar Kkortej-
lardan tashkil topishi ravshandir: < 132>, <133>, <33,2>,<333>,
< 4,3,2 >,< 43,3 >. Albatta, topilgan bu natijani har bir Dekart ko'payt-
masidagi elementar kortejlarni yozib (birinchi Dekart ko'paytmasida 18ta,
ikkinchisida esa 36ta elementar kortej mavjud), keyin bu Kkortejlardan
ikkala Dekart ko'paytmasida ham bor bo'lganlarini olish usuli bilan ham
hosil gilish mumkin. Lekin bu usul ancha ko'p ish bajarishni talab giladi.m

10- misol. Dekart ko'paytmalar kesishmasini aniglash formulasidan
foydalanish bu kesishmaning bo'sh to'plam bo'lib goladigan hollar uchun
yanada ahamiyatlidir. Masalan,
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({a,c,d) x{b,c}x{b,c,e}) M({a, b,d}x{a,d}x {b,c,d}) =
={a,d}x0x{b,c} =0.u

Muammoli masala va topshiriglar

1. <{a,b},c,d >=<{b,a},c,d > tenglik o‘rinli bo‘lishini izohlang.

2. <ax<b,c>,d>vac<ax<c,b>,d > kortejlarni solishtiring.

3. Universitetning xazinasidan oylik maoshini olish uchun navbatda
turgan olti kishidan uch nafari assistent (a ), ikki nafari dotsent (d ) va biri
professor (p ) boTsa, bu kishilar navbatda turishining mumkin boTgan
barcha imkoniyatlarini aniglang va bu imkoniyatlarga mos kortejlarni
yozing.

4. Morze alifbosida go‘llaniladigan nuqta va tire belgilaridan
foydalanib 1, 2, 3 va 4 o‘rinli barcha kortejlarni tuzing.

5. Dekart ko‘paytmalarining birlashmasi va kesishmasi amallarining
goTlaninlishiga doir amaliy misollar keltiring.

Mustaqil ishlash uchun savollar

Kortej tushunchasining mohiyati nimadan iborat?
To‘plam va kortej tushunchalari bir-biridan nima bilan farq giladi?
Kortejning uzunligi deganda nimani tushunasiz?
Qanday kortejlar teng deb ataladi?
Kortejning koordinatalari nima?
Kortejning koordinatasi kortej bo'lishi mumkinmi?
Dekart ko'paytmasi deganda nimani tushunasiz?
Dekart ko'paytmasining gismi nima?
To'plamning darajasi tushunchasi ganday anigianadi?
10 Dekart ko'paytmalarining birlashmasi tushunchasi uchun ganday
munosabatni yozish mumkin?
11. Dekart ko'paytmalarining kesishmasi ganday formula yordamida
anigianadi?

©CONORWN R

1.5.Fazzi to'plamlar

To plam. Element. Universal to '‘plam. Fazzi to plam. A zolik funksiyasi.
O tish nugtasi. Fazzi to plamning balandligi. Bo 'sh, gism, normal, subnormal,
unimodal, bir-birini to 1diruvchifazzi to ptamlar. To ‘ldirish, birlashma, kesishma
va ayirma amallari.

1.5.1. Asosiy tushuncha va ta’riflar. To'plamlar nazariyasini o'rga-
nishda davom etib quyidagi misolni garab chigamiz.
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1- misol. [0, 8] segmentda joylashgan hagigiy sonlardan tashkil
topgan to'plam U universal to'plam sifatida gabul gilinsa, A =[2, 5]
to'plam uchun AczU bo'lishi ravshandir. 1-shaklda Oxy Dekart koor-
dinatalari sistemasi tasvirlangan bo'lib, Ox sonlar o'gining [0, 8]
segmentida joylashgan [0, 2) va (5,8] to'plamlaming har bir x
nugtasiga Oy sonlar o'gqining 0 hamda [2, 5] to'plamning har bir x
nugtasiga 1 giymati mos qo'yilgan, ya’ni

fl, x E U, x E A bo'lganda,

Y= 70, jce U, x$L A bo'lganda.

Agar y ni xning U

to'plamda aniglangan

y =y(x) funksiyasi deb

« « * hisoblasak, u holda >>(*)

1- shakl funksiya xe U element-

ning A to'plamga tegishli bo'lish-bo'Imasligi xossasini (xususiyatini,
xarakterini, xarakteristikasini) ifodalaydi.

Endi O'zbekiston Respublikasining o'rta yoshli fugarolari to'plamini
garaymiz. Agar, shartli ravishda, yoshi 25dan 45gacha bo'lgan fugarolarni
o'rta yoshli deb hisoblasak, bu yerda ham Dekart koordinatalari sis-
temasidan foydalanib, O'zbekiston Respublikasi fugarolarining tug'ilgan
kunlariga garab, bugungi kun uchun ularning yoshlarini aniglash va 1-
shaklda tasvirlangan grafikka o'xshash grafik hosil gilish mumkin. Lekin
bu o'rinda giziq savol paydo bo'ladi: “bugun 25 yoshga to'lgan fugaro
kecha yosh edi, endi o'rta yoshli, yoki bugun 45 yoshini nishonlagan o'rta
yoshli fugaro ertaga gari bo'lib goladimi?” Bu savolga matematik nuqtai
nazaridan qat’iy javob beriladigan bo'lsa (masalan, statistik ma’lumotlar
uchun), “albatta, ha”, ammo unga hayotiy nuqtai nazardan yondoshilsa,
“albatta, yo'q” javobi berilishi tabiiydir. m

Bu misoldan ko'rinib turibdiki, ba’zan, to'plam elementlarining shu
to'plamga tegishliligini aniglaganda vaziyatni gandaydir ma’noda “yum-
shatuvchi” usuldan foydalanish magsadga muvofiqdir. Ya’ni to'plam
elementlarining shu to'plamga tegishliligini emas, tegishlilik darajasini
aniglash ko'p vaziyatlarda to'g'ri qarorlar gabul gilish uchun ma’qul
hisoblanadi. Boshgacha aytganda, “Qandaydir narsa, predmet va shunga
o'xshashlar biror to'plamga tegishlimi?” degan savolga ma’nosi nugtai
nazaridan bir-biriga zid bo'lgan ikkita “tegishli” yoki “tegishli emas”
javoblaridan biri o'rniga bu narsaning o'sha to'plamga tegishliligi
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darajasini ifodalovchi giymat o'zida ko'pmq
ma’lumotni saqlashi ravshandir.

1965- yilda Lutfi Ali-Asgar Zodal “Infor-
mation and Control” jurnalida “Fuzzy sets”
nomli magqgolasini e’lon gilgandan so‘ng yuqo-
ridagiga o°‘xshash ko‘plab savollarga javob
topildi. Bundan tashgari, bu ilmiy ish nafaqgat
to‘plamlar nazariyasida, shuningdek, matema-
tikaning boshqga sohalarida ham, hozirgi davrda
“Informatika” deb yuritiluvchi fan sohasida ham
burilish yasalishiga sabab bo‘ldi. Lutfi Zodaning
yuqorida zikr etilgan maqolasi va uning o°‘sha
mavzuga bag'ishlangan keyingi ilmiy ishlari

dunyoning turli mamlakatlari tillariga tarjima qilindi va o‘rganildi.
Dastlabki yillarda bu ilmiy ishlar “hagigatga zid”, “hech ganday ilmiy
asosga ega emas” deganlar ham bo‘ldi. Hozirgi davrda asosida Lutfi Zoda
g‘oyalari yotuvchi turli yo‘nalishlar bo‘yicha muvaffagiyatli ilmiy va
amaliy ishlar olib borilmogda.

1-ta’rif. (nA(x),x) ko'rinishdagi juftliklar to'plami berilgan X
universal to'plamda aniglangan A fazzi to'plam deb ataladi, bunda
xe X va UA(x) - giymatlari sohasi [0, 1J bo ‘lgan, a zolik funksiyasi
deb ataluvchi funksiya.

Bu ta’rifda “fazzi to‘p'am” iborasi ingliz tilidagi “fuzzy set” iborasi
tarkibiga kiruvchi “fuzzy” so'zini o'zbek tiliga taijima gilmasdan berildi.
Buning sababi shuki, ingliz tilidagi “fuzzy” so‘zi juda ko‘p, jumladan,
yumshoq, mayin, momiqday, tivitli, parli, ochig-oydin emas, aniq emas,
noaniqg, sof emas, tiniq emas, yorgin emas, oydun emas, g‘ayri oddiy, xira,
mujmal, oshkor emas, g‘ira-shira, cho'ziluvchan, qarovsiz qoldirilgan,
tashlab go‘yilgan, xarob, tashlandiq, o'tkazib yuborilgan kabi ma’nolarda
ishlatiladi. Albatta, sanab o‘tilganlarning har birini ingliz tilidagi “fuzzy”
so‘zining o‘rniga qo‘yib atama yasash mumkin. Lekin, bizning
fikrimizcha, bunday atamalaming hech qaysisi “fuzzy set” atamasining asl
ma’nosini bermaydi. Ozarbayjon tiliga ingliz tilidagi “fuzzy” so‘zi “qeyri-
sDIlis” shaklda tarjima gilingan. Fors tilida “fuzzy set” atamasi bilan
bog‘lig ishlarda “j E>»»-" (“majmuai fazzi”) shakli ko‘p go'llaniladi.

1Bu AQSh matematigi va informatigining ismi-sharifi inglizcha Lotfi Asker Zadeh (gisqacha
Lotfi Zadeh), forscha tje- Lfilal shaklda yoziladi. U 1921 yilda Bokuda tug'ilgan. Otasi
Eronlik ozarbayjon, onasi rus. Oilasi bilan 1932- yilda Eronga, 1944- yilda esa AQShga
ko‘chib borgan.
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Rus tilida yozilgan ishlarga murojaat giladigan bo'lsak, “fuzzy set” iborasi
dastlab “pacnnbiBuatoe mMHoOXecTBO” shaklida ishlatilgan bo‘lsa, keyin-
chalik “HeueTkoe MHOXecTBO” iborasidan foydalanish odat tusiga kirdi.

1- ta’rifga ko‘ra berilgan X universal to‘plamda aniglangan fazzi
to'plam uchun “X to'plamning x elementi shu fazzi to'plamga te-
gishlimi?” degan savolga bir giymatli “ha” yoki “yo'q” javobi berilmaydi.
Fazzi to'plam ta’rifida keltirilgan a’zolik funksiyasi x elementning shu
fazzi to'plamga a’zolik (tegishlilik, ta’alluglilik) xususiyatini (xarak-
teristikasini) gandaydir ma’noda yumshatuvchi vosita hisoblanadi. Bu
yerda a’zolik funksiyasi iborasi o'rniga xarakteristik funksiyasi,
tegishlilik funksiyasi yoki taalluglilik funksiyasi iborasidan ham
foydalanish mumkin. A’zolik UA(x) funksiyasining universal to'plamdagi
muayyan x element uchun aniglangan giymati x ning A fazzi to'plamga
a’zolik (tegishlilik, taalluglilik) darajasini ifodalaydi.

Agar universal to'plamning gandaydir x elementi uchun fJLA(x)
funksiya 0 giymat gabul gilsa, shu x berilgan A fazzi to'plamga so'zsiz
(shubhasiz, mutlaqo) a’zo emas (tegishli emas, taallugli emas), 0 giymat
gabul gilganda esa, u A to'plamning so'zsiz a’zosi deb hisoblanadi.

1- ta’rifdan ko'rinib turibdiki, biz ilgari o'rganib kelgan *“oddiy”
to'plamlar sinfi fazzi to'plamlar sinfining bir gismidir. Hagigatdan ham,
agar B gandaydir X universal to'plamda berilgan oddiy to'plam
(5cl) bo'lsa, uholda

agar *£ X va x £ B bo'lsa,
{kagar x 6 X va x (t B bo'lsa,
funksiya B to'plamning a’zotk funksiyasi bo'ladi.

2- ta’rif. Agar berilgan X universal to'plamda flA(x) a Zzolik
funsiyasi bilan aniglangan A fazzi to plam barcha xe X elementlar
uchun flA(x) = 0 shartni ganoatlantirsa, un holda A bo ‘sh fazzi to 'plam
deb ataladi.

Bo'sh fazzi to'plamni belgilashda odatdagi O belgi go'llaniladi.

Fazzi to'plamning berilishi ko'p jihatdan a’zolik funksiyasining
aniglanishiga bog'lig bo'lgani uchun bu o'rinda subyektiv fikr 0'z ta’sirini
o'tkazishi tabiiydir. Odatda, fazzi to'plamlarni aniqlashda soddaroq a’zolik
funksiyalari bilan ish ko'rishga harakat gilinadi.

Fazzi to'plamlarni ifodalashda turli usullar uchraydi, jumladan, Lutfi
Zodaning fazzi to'plamlarga oid ilmiy ishlarida quyidagi atamalar va
belgilashlar go'llanilgan.
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Agar JA: X —[0,1] a’zolik funksiyasi X universal to'plamning liar
bir x elementiga [0,1] oraligdan olingan gandaydir JA(x) giymat mos
go'yilgan bo'lsa, u holda X to'plamda A fazzi gism toplam berilgan
deb hisoblanadi. X to'plamning flA(x)> 0 bo‘lgan barcha x elementlari
to'plami A fazzi qism toplamning tashuvchisi deb ataladi. Tashuvchisi
fugat bitta nuqtadan iborat fazzi to'plam bir nuqtali fazzi to‘plam deb
ataladi. Agar A - tashuvchisi x nugta bo'lgan bir nuqtali fazzi to'plam
bo'lsa, u holda bu to'plam A =y /x ko'rinishda belgilanadi, bu yerda /i

X ning A ga a’zolik darajasi. U holda bitta x elementdan tashkil topgan

oddiy to'plamni 1/x deb yozish mumkin.

X to'plamning flA(x) =0,5 shartni ganoatlantiruvchi x elementi
A ning o‘tish nuqtasi deb ataladi.

Berilgan X universal to'plamda LA(x) a’zolik funsiyasi bilan aniqg-
langan A fazzi to'plamni uning bir nugtali fazzi to'plamlari birlashmasi

sifatida A =jfJ,A(x)/x shaklda ifodalash mumkin, bu yerda integral
v

belgisi /JA(x)/X ko'rinishdagi bir nugtali fazzi to'plamlari birlashmasi

amalini (birgalikda deb hisoblashni) anglatadi. Agar A ning tashuvchisi
chekli sondagi elementlardan iborat bo'lsa, u holda yuqoridagi integral
belgisi o'rniga yiq’indi belgisini qo'yish mumkin:
Il
A =fil/xI+ii2/x2+... +ii,,/xnyoki A="£juil/xi,
H

bu yerda ham yig'indi belgisi qo'shish amalini emas, bir nuqtali fazzi
to'plamlar birlashmasi amalini anglatadi, jll (/=12,...n) - X,
elementning A to'plamga a’zolik darajasi. Berilgan A fazzi to'plamni

X, X2 )$1

Ml
ko'rinishda ham belgilash mumkin. Oxirgi belgilash ehtimollar
nazariyasidagi tasodifiy migdomi belgilashni eslatsada, fazzi to'plam
tushunchasini tasodifiy migdor tushunchasi bilan tenglashtirib bo'Imaydi.

2- misol. Universal to'plam sifatida {xt,x2,x3,x4,x5} to'plam
berilgan va unda A fazzi to'plamning LA(x) a’zolik funksiyasi
[IA(x,)=0,4 M,(x2)=1, flIAx3)=0 =0,9, Ma(xs) =°>5

tengliklar vositasida aniglangan bo'lsin. Berilgan'*v444azzi”io‘plamni
quyidagi shakllarda ifodalash mumkin:



X, X2 x3 x4 x5

04 1 0 0,9 05

A ={0,4/x,; 1/x2; 0/x3; 0,9/x4; 0,5/x5},
A={0,4/x, +1/x2+0/x3+0,9/x4+ 0,5/x5}. m
3- ta’rif. supjUA(x) Kkattalik berilgan X universal to'plamda

xeX
LIA(x) aZzolik funksiyasi bilan aniglangan A fazzi to'plamning

balandligi deb ataladi.

4- ta’rif.Balandligi lga tengfazzi to plam normal, balandligi ldan
kichikfazzi to plam esa subnormalfazzi to plam deb ataladi.

5- ta’rif. Agar berilgan X universal to'plamda jJAX) a zolik
funksiyasi bilan aniglangan A fazzi to plam uchun fagat bitta xe X
elementda jlIA(xX) =1 bo'lsa, n holda A unimodal fazzi to'plam deb
ataladi.

Berilgan X universal to'plamda jUA(x) a’zolik funsiyasi bilan
aniglangan bo‘sh bo'Imagan ixtiyoriy A subnormal fazzi to'plamni

u =— __ formuladan foydalanib normal fazzi to'plam qilib
A s;‘EA/)(—t)

ifodalash imkoniyati bor.

X universal to'plamda mos ravishda flA(x) va fIB{x) a’zolik
funsiyalari bilan aniglangan A va B fazzi to'plamlar berilgan bo'lsin.

6- ta’rif. Agar barcha xe X elementlar uchun [1A(x) = LB (x)
tenglik bajarilsa, n holda A va B fazzi to'plamlar o'zaro teng deb
ataladi.

Fazzi to'plamlarning o'zaro tengligi iborasi o'rniga, ba’zan,
ekvivalentligi iborasi ham qo'llaniladi. A va B fazzi to'plamlarning
o'zaro tengligi, odatdagidek, A —B , ekvivalentligi esa A ~ B shaklda
belgilanadi.

7- ta’rif. Agar barcha xe X elementlar uchun uyn(x) < /JB(x)
tengsizlik bajarilsa A fazzi to'plam B fazzi to'plamning gism toplami
deb ataladi.

Agar A fazzi to'plam B fazzi to'plamning gism to'plami bo'lsa, u
holda A ¢ B deb yoziladi va A (fazzi to'plam) B da (fazzi to'plamda)
yotadi yoki B A ni 0‘z ichiga oladi (qgamraydi) deb o'giladi. Masalan,
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“judu katta sonlar” fazzi to'plami “katta sonlar” fazzi to'plamini o'z ichiga
oladi.

8- ta’rif. Agar barcha xe X elementlar uchun LA(x) = 1—/Js(x)

tenglik bajarilsa, n holda A va B fazzi to'plamlar bir-birini to ‘Idiradi

deb ataladi.

Bir-birini to'ldiruvchi A va B fazzi to'plamlar uchun B = A yoki
A —B belgilashlardan foydalanish mumkin.

3- misol. {1,2,3,45,6,7,8,9,10} universal to'plam bo'lsin. Bu
to'plamda A = "Bir nechta" fazzi to'plami quyidagicha aniglanishi va
ifodalanishi mumkin:

n=05/3+0,8/4+1/5+1/6+0,8/7+0,5/8. m

4-misol. { 0,1,2, 3, universal to'plam berilgan bo'lsin. Bu
to'plamda aniglangan "Oz" fazzi to'plami uchun a’zolik funksiyasini,

masalan, A.,0z,,(n) = ----------- T ko'rinishda ifodalash mumkin. m
1+ (0,1m)

5- misol. 1- misoldagi vaziyatga gaytib, universal to'plam sifatida
[0, 70] segmentni garaymiz. O'zbekiston Respublikasining o'rta yoshli
fugarolari to'plamini o'rganish uchun “O'rta yosh” fazzi to'plamini
aniglash mumkin. Bu yerda a’zolik funksiyasi sifatida. masalan, grafigi 2-
shaklda tasvirlangan quyidagi funksiyani keltirsa bo'ladi:

0,agar 0 £ x S 20 yoki 50<.rS 70 bo'lsa,
0,005 ¢(ar- 20)2,agar 20 < v< 30 ho'lsa,
Orta yosh + ((n —35)/5)2), agar 30 < x < 40 bo'lsa,
0,005 «(v- 50)2,agar 40 < x < 50 bo'lsa.
”0O'rta yosh” fazzi to'plamining tashuvchisi (20, 50) to'plamdir.
Uning ikkita x, =30 va x2=140 o'tish  nuqtalari  bor.

su% LUHKra® 1 x) =u.0.Tyo/IN35) =\ bo'lgani uchun O'rta yosh”
«[0,70]

fazzi to'plamining balandligi Iga teng, ya’ni u normal fazzi to'plamdir. Bu
to'plam unimodal fazzi to'plamdir, chunki uning a’zolik funksiyasi fagat
bitta x = 35 nuqtada 1qgiymat gabul giladi. m

Fazzi to'plamning mohiyatini yaxshiroq anglash magsadida, uni,
odatda, shartli ravishda, 3- shakldagiga oxshash tasvirlashadi. Bu shaklda
to'g'ri to'rtburchak universal to'plamga, egri chiziq A fazzi to'plam
uchun a’zolik funksiyasiga mos keladi, fazzi to'plamning o'zi esa bo'yab
tasvirlangan.

53



1.5.2. Fazzi to'plamlar ustida amallar. Fazzi to'plamlar ustida turli
amallar bajarish mumkin. Bu amallar odatdagi so'zlashuv tilida
uchraydigan ayrim iboralar bilan bog'ligdir. Bunday iboralar jumlasiga
“emas”, “va”, “yoki”, “ancha”, “sal”, “sal-pal”, “o'ta”, “juda”, “uncha-
muncha”, “sezilarli (darajada)”, “ko'plab”, “ko'proq”, “ozgina”, “g'ira-
shira”, “yaxshi”, “yaxshirog”, “yomon”, “yomonroq”, *“o'xshash”,
“gariyb” va boshgalar kiradi. Bu iboralaming ba’zilari vaziyatni yetarli
darajada aniq ifodalaydi, masalan, “emas” so'zi o'zidan oldin kelgan
so'zni inkor giladi. Lekin, bu iboralaming ko'pchlilgi u bilan bog'lig
so'zni (sifatni, xossani) qay darajada kuchaytirishi yoki susaytirishini
anglash uchun vaziyatni e’tiborga olish kerak bo'ladi.

Quyida fazzi to'plamlar ustida bajarish mumkin bo'lgan ba’zi amallar
keltiriladi. Albatta bu amallar ma’noga ega bo'lishi uchun muayyan
shartlar bajarilishi kerak, masalan, qaralayotgan fazzi to'plamlar bitta
universal to'plamda anig-
langan bo'lishi kerak. Bundan
buyon fazzi to'plamlar bilan
ish ko'rganda, =zarur bo'l-
masa, universal to'plamning
berilishiga to'xtalmaymiz.

A va B fazzi to'plamlar,
mos ravishda, flA(x) va
jlis(x) a’zolik funksiyalari
bilan berilgan bo'lsin.

9-
bo‘lsa, »n holda B fazzi
to'plam A fazzi to'plamdan
to“ldirish amalini qo ‘Hash natijasida hosil gilindi deb aytiladi.

To'ldirish amaliga “emas” bog'lovchisini mos go'yish mumkin. 9-
ta’rifga ko'_ra, agar berilgan A fazzi to'plamdan to'ldirish amalini go'llash
natijasida A fazzi to'plam hosil gilingan bo'lsa, u holda =  UAX)
bo'ladi. 3- shaklda keltirilgan A_ fazzi to'plamdan to'ldirish amalini
go'llash natijasida hosil gilingan A fazzi
to'plam 4- shaklda tasvirlangan.

10-1a’rif. A zolikfunksiyasi bo ‘lgan
A\JB fazzi to'plam berilgan A va B
fazzi toplamlaming birlashmasi deb

ataladi: jIAB= max(ju, (), jUB(X)).

‘UVta yosh' uchun a'solik lunksiyasi craligi
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Odatda “berilgan A va B fazzi to‘plamlarga birlashma amalini
qo'llab, AU B fazzi to'plam hosil gilindi” deb yuritiladi. Birlashma
amaliga *“yoki” bogiovchisini mos qo'yish mumkin. 3- va 4- shakllarda
keltirilgan A va A fazzi to'plamlarning A\JA birlashmasi 5- shaklda
tasvirlangan.

11- ta’rif. A Zzolik funksiyasi judB= min(jlA(X),jLIB(x)) bo 1gar
AC\B fazzi to plam berilgan A va B fazzi to plamlarning kesishmasi
deb ataladi.

11- ta’rifdan ko'rinib turibdiki, berilgan
A va B fazzi to'plamlarning kesishmasini
belgilashda ham vyangilik yo'q, bu yerda
odatdagi A{™B ifoda qo'llaniladi. Af}B
yozuv“ v va B fazzi to'plamlarga kesishma
amalini go'llab A[™B fazzi to'plam hosil 4-shakl
gilindi” deb o'giladi. Kesishma amaliga “va” bog'lovchisini mos go'yish
mumkin. 6- shaklda tasvirlangan fazzi to'plam 3- va 4- shakllarda
keltirilgan A va A fazzi to'plamlarning Af] A kesishmasidir.

6- misol. 4- misolda keltirilangan “Oz” fazzi to'plamga to'ldirish
amalini qgo'llab { 0 , 1 , 2 , 3 universal to'plamda aniglangan “Oz
emas” fazzi to'plamni hosil gilish mumkin. U holda “Oz emas” fazzi
to'plamining a’zolik funksiyasi quyidagicha bo'ladi:

1 (°» 2
M-Ozanas»™) Mo/l”) 1+ (0,Irt)2 1+ (0,1«)2" "

12-ta’rif .A 'zolikfunksiyasi

_ \WMA(x)-PB(X)> aSar Va(x) - 1IBxX) > 0 bo'lsa,
A “ 10 ab holda

bo'lgan A\B fazzi to'plam berilgan A va B fazzi to'plamlarning
ayirmasi deb ataladi.

Fazzi to'plamlar ustida yugorida bayon gilingan amallardan tashqari
kuchli birlashma, algebraik vyig'indi, kuchli kesishma, algebraik
ko'paytma, Dekart ko‘-paytma, konsentrlash (jipslash), cho'zish,
songa ko‘paytirish va boshqa turli amallar ham Kkiritilgan.

1.5.3. Fazzi to‘plamlarning asosiy xossalari. Berilgan X universal
to'plamda aniglangan ixtiyoriy A, B va C fazzi to'plamlar uchun
quyidagi xossalar o'rinlidir:
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1 Kommutativlik: A\JB =B{JA, AC\B =BC\A .
2. Assotsiativlik:

04(JE)UC=,4U(BUC), (nd)nc=nn(Anc).
3. Idempotentlik: A\JA = A, Af]A =A.

4. Distributivlik: AM(BUC)=(AN#)U (AflIC),
AU(BnC) =(AUB)n(AUC).

5. Nolning xossalari: A\JO =A,

OUA=A, ,ANN0=0,0MA =0.

6. Biming xossalari: AN X =A,

Xf)YA=A,A{JX =X, XUA =X.

1. De Morgan gonunlari: AM\B =A[}B , A{jB =AC\B.

8. Involyutivlik gonuni: A = A.

Tabiiyki, bu xossalaming har birini gat’iy isbotlash mumkin. Distri-
butivlik xossasini ifodalovchi tengliklardan fagat birinchisining, ya’ni
ATI(BUC) =(ATIB)U (AflC) tenglikning isbotini keltiramiz. Qol-
gan barcha tengliklaming isbotini o‘quvchiga
topshiriq sifatida havola gilamiz.

Fazzi to'plamlaming tengligi, birlashmasi va
kesishmasi ta’riflariga ko'ra ixtiyoriy xe X
uchun

wr{llAar),wax{/1s(x),uc{x)}} =
=max (min {uA(*), 4,8 (x)}, min {un(x),uc(x)}}

tenglik o'rinli bo'lishini ko'rsatish zarur.
Faraz qgilaylik, a =[lIA(x), b=yB(x), c~nc(x) bo'lsin. a, b va
¢ sonlar uchun quyidagi 15 holdan biri ro'y berishi mugarrardir:

6- shakl

Da>b>c\ 2)a>b-c\ b)a-b>c\
4) a=b=c; 5) a>c>b; 6) a>c-b;
7Ya=c>b; 8) b>a>c; 9 b>a=c;
10)b>c>a; 1)b>c =a; 12)b =c>a;
B)yc>a>b; M c>a —b\ 15 c>b>a.

Flar bir hoi uchun yuqoridagi tenglik o'rinlidir:
1) min {a, max{b, c}}= min{a, b} =b,
max {min{a,b),min{a,c) }= max{b,c}=b;
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2) min{a,max{&c}} = min{a,6}- b-c,

max {min {r,b},min {o,c}}=max d,c} =b=c;

3) min{a,max{6,c}} =min{a,6}=b=a,

max {min{a, b},min{a,c}}=max{b,c)=b=1a;

4) min{a, max{b,c}} = min{a,b} - a=b =c,

max {min{a, b), min{a,c}} = max{a,a) =a=b=c;

5) min{a, max{b,c}} =min{a,b} =a,

max {min{a, b), min{a, c}} = Tax{qa,c} = a;

6) min{a, max{b,c}}=min{a, b} =a,

max {min{a, b},min{a, c} }= max{a, a} = a;

7) min{a, max{b,c}}=min{a,c} =c,

max {min{a, b}, min{a, c) }= max{6,c} =c;

8) min{a, max{b,c}}=min{a,b) =b=rc,

max {min {a,b}, min {a, c}} = Tax{b,c) =b=c;

9) min{a,max{ft,c}} = min{a,c) =a =c,

max {min{a, b}, min {a,c}} = max{6,tf} = a =c;

10) mm{a,max{b,c}} =m\n{a,b) =a,

max {min{a, b}, min{a, c}} = max{a,a) =a;

11) min{a, max{Z),c}} = min{a,b) =a =c,

max {min{a,b}, min{a,c)}=max{a,a} =a =c;

12) min {a, max {6,c}} = min{«,i} =a,

max {min{a, b},min {a,c}}~ max{a,a) = a;

13) min {a, max{b,c}}=min{a,c} =a,

max {min{a, b}, min{a,c}}=max{b,a)-a;

14) min {a, max{b,c}}=min{a,c) =a=b,

max {min{a, b), min{a,c}}=max{a,a}=a=b;

15) min {a,max {b,c}}=min{a,c) = a,

max {min{a, b}, min{a,c}} -Ta\{a,a} =a.m

Ta’kidlaymizki, oddiy to'plamlardan farqli o‘laroq fazzi to'plamlar
uchun, umumiy holda, AUA ®X , Af|A ®0 (5- va 6- shakllarga
garang).
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Muammoli masala va topshiriglar

1. Universal to'plam {x,,x2,x3,x4,x5,x6} shaklda berilgan va unda
A fazzi to'plamning LIA(X) a’zolik funksiyasi A4(x,) =0,3, /A(xm)= 0,
LAX3) =0,5, jua(x4)=0,9, UA(X5) =1, LIA(x6) =0,8 tengliklar vosi-
tasida aniglangan bo'lsin. Yuqorida bayon gilingan belgilashlardan foy-
dalanib, berilgan A fazzi to'plamni ifodalang. A fazzi to'plam misolida
fazzi to'plam tashuvchisi, o'tish nuqtasi, balandligi va unimodal fazzi
to'plam kabi tushunchalami o'rganing. A fazzi to'plamning normal yoki
subnormal bo'lishini tekshiring. A to'ldiruvchi fazzi toplamni aniglang.

2. Universal to'plam {x,,x2,x3,x4} shaklda berilgan va unda

A=0,4/x, +0,2/x2+0/x3+1/x4,

B=0,7/x, +0,9/x2+0,1/x3+1/x 4,

C=01/x, +1/x2+0,2/x3+0,9/x4
fazzi toplamlar aniglangan bo'lsin.

a) Bu fazzi to'plamlaming barcha juftlari uchun orasiga “c ” belgisini
go'yish mumkin bo'lganlarini aniglang.

b) Bu fazzi to'plamlaming har biri uchun to'ldiruvchi fazzi toplamni
aniglang.

d) Bu fazzi to'plamlaming barcha juftlari uchun birlashma, kesishma
va ayirma amallarini go'llash natijasida hosil bo'lgan fazzi to'plamlami
toping.

3. A'=(50,100] universal to'plamda aniglangan A = "Qari" fazzi
to'plamning a’zolik funksiyasi UQm..(X) = (1 + ((x-50)/5)"2)~1 ko'ri-
nishga ega bo'lsin.

a) A fazzi to'plamning balandligini topib, uning normal fazzi to'plam
emasligini ko'rsating.

b) A fazzi to'plam uchun o'tish nugtasini toping.

d) A ning unimodal fazzi to'plam bo'lish-bo’'Imasligini tekshiring.

4. "lga yagin migdor" va "lga juda yaqin miqgdor" fazzi to'plam-
larini aniqlang va ulardan foydalanib nazariy ma’lumotlami talgin giling.

5. Fazzi to'plamlaming asosiy xossalarini isbotlang.

Mustaqil ishlash uchun savollar

1. Qaysi maqola fazzi to'plamlar bilan bog'lig ilmiy ishlarning paydo
bo'lishiga asos bo'ldi?

2. Fazzito'plam nima?

3. A’zolik funksiyasi deganda nimani tushunasiz?
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Fazzi gism toplamning tashuvchisi nima?
Fazzi toplamning o ‘tish nuqtasi ganday aniglanadi?
Fazzi toplamlami ifodalashning ganday usullarini bilasiz?
Fazzi toplamning balandligi deganda nimani tushunasiz?
Bo‘sh fazzi toplam ganday aniglanadi?

9. Normal va subnormal fazzi toplamlar bir-biridan qanday
farglanadi?

10. Unimodal fazzi toplam bo'sh fazzi toplam bo'lishi mumkinmi?

11. Qanday shartlar bajarilsa, berilgan fazzi toplamlar o'zaro teng deb
hisoblanadi?

12. Qism fazzi toplam tushunchasi ganday aniglanadi?

13. Bir-birini to'ldiruvchi fazzi toplamlar uchun a’zolik funksiyalari
0'zaro ganday munosabatda bo'ladi?

14. Berilgan fazzi to'plamlar birlashmasi bilan ularning kesishmasi
bir-biridan ganday farglanadi?

15. Fazzi toplamlaming ganday xossalarini bilasiz?

16. Oddiy to'plamlar uchun o'rinli, lekin fazzi to'plamlar uchun o'rinli
bo'Imagan tenglik topa olasizmi?

N> oA

1.6.Munosabatlar

Munosabat. Tartiblanganjuftlik. Unar, binar va n-ar munosabatlar. Aniglanish va
giymatlar sohalari. Refleksiv, simmetrik va tranzitiv munosabatlar. Ekvivalentlik
sinfi. Funksiya. Funksiyalar tengligi. Bir giymatli va teskarifunksiyalar.
Superpozitsiya. Funksiyalarningfunksiyasi. Antisimmetrik va irrefleksiv
munosabatlar. Tartiblash, gisman tartiblash va chizigli tartiblash munosabatlari.
Qisman tartiblangan to plam.

1.6.1. Binar munosabat. Diskret matematikada fundamental tushut
chalardan biri bo'lgan munosabat tushunchasi predmetlar (narsalar) va
tushunchalar orasidagi alogani ifodalaydi. Quyidagi toiigsiz gaplar
munosabatlarga misol bo'la oladi:

... kichik ... dan, ... teng ... ga, ... bo'linadi ... ga va hokazo.

Odatda, munosabat tushunchasi to'plamlar nazariyasi nuqtai nazaridan
turib o'rganiladi. Munosabat tushunchasiga aniglik kiritish uchun
tartiblangan juftlik tushunchasini o'rganamiz.

1- ta’rif. Malum tartibda joylashgan ikki predmetdan tuzilga
kortej tartiblangan juftlik deb ataladi.

Odatda tartiblangan juftlik quyidagi xususiyatlarga ega deb faraz

ilinadi:
i 1) ixtiyoriy x va y predmetlar uchun <x,y> kabi belgilanadigan
muayyan obyekt mavjud bo'lib, har bir x va y predmetlarga yagona
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tartiblangan <x,y> juftlik mos keladi (<x,y> yozuv “x va y ning
tartiblangan juftligi” deb o'giladi);

2) agar ikkita < x,y > va < u, v > tartiblangan juftlik uchunx = n va
y = v bo'lsa, uholda < x,y >=<u,v> bo'ladi.

<x,y> ftartiblangan juftlik < x,y >- {{x},{x,y}} ko'rinishdagi
to'plamdir, ya’ni u shunday ikki elementli to'plamki, uning bir elementi
{x,y} tartibsiz juftlikdan iborat, boshga {x} elementi esa, shu tartibsiz
juftlikning qaysi hadi birinchi hisoblanishi kerakligini ko'rsatadi.

Tartiblangan juftliklardan birgalikda tartiblangan juftliklar to‘p-
lamini tashkil etishadi.

2-ta’rif. <x,v> tartiblangan juftlikdagi x uning birinchi koor-
dinatasi, y esa ikkinchi koordinatasi deb ataladi.

Tartiblangan juftliklar atamasi asosida tartiblangan n-liklarni aniqg-
lash mumkin. x, v va z predmetlarning tartiblangan uchligi <x,y,z >
quyidagi tartiblangan juftliklar shaklida anigianadi: « x,y >,z >. Xuddi
shu kabi x,,x2,...,xn predmetlarning tartiblangan « -ligi < x,,x2,...,x,, >,
ta’rifga asosan, « X, ,X2,...X,_, >,X,, > tarzda anigianadi.

Matematik mantigda n-ar munosabat tartiblangan n -liklar to'plami
sifatida anigianadi. Ba’zan n-ar munosabat iborasi o'rniga n o'rinli
munosabat iborasi go'llaniladi. Agar munosabat bir o'rinli bo'lsa, u holda
u unar munosabat, ikki o'rinli bo'lganda esa binar munosabat deb
ataladi. Unar munosabat xossa (xususiyat) deb ham yuritiladi. Adabi-
yotda, ko'pincha, 3-ar munosabat ternar munosabat deb nomlanadi.

1-misol. {<2,4><56><7,6><8,8>} tartiblangan juftliklar
to'plami binar munosabatdir. m

2- misol. Agar p ayniyat munosabatini bildirsa, u holda
<X,y >e p yozuv x =Yy ayniyatni bildiradi. m

3- misol. Agar p onalik munosabatini bildirsa, u holda <Xurshida,
Iroda>e p yozuv Xurshida Irodaning onasi ekanligini bildiradi. m

4- misol. Ternar munosabatga butun sonlar to'plamida aniglangan
go'shish amalini misol qilib keltirsa bo'ladi. m

Bundan keyin binar munosabat atamasi o'rnida, gisqalik uchun,
munosabat atamasini ishlatamiz.

3- ta’rif. Agar p Dbiror munosabatni ifodalasa, un holda
<Xy >e p va xpy ifodalar o‘zaro almashuvchi ifodalar deb ataladi.

x py ifoda (yozuv) “infiks yozuvi” deb yuritiladi va “x (predmet) y
(predmet)ga nisbatan p munosabatda” deb o'giladi. Odatdagi x =y,
X<y, Xx vy belgilashlar (yozuvlar) x py ifodadan kelib chiggan deb
hisoblash mumkin.

{x/xe A} yozuvni, to'plamlar nazariyasidagi kabi, “shunday xlar
to'plamiki, xe A deb tushunamiz.
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4- ta’rif. {x layrimy uchun <x,y >£ p) to'plam p munosa-
batning aniglanish sohasi deb ataladi va D p kabi belgilanadi.

5- ta’rif. {y/ayrim x uchun <x,y >£ /?} to'plam p munosa-
batning giymatlar sohasi deb ataladi va Rp kabi belgilanadi.

Boshgacha gilib aytganda, p munosabatning aniglanish sohasi shu p
munosabatning birinchi koordinatalaridan tashkil topgan to'plamdir,
ikkinchi koordinatalaridan tuzilgan to'plam esa, uning giymatlar sohasidir.

5- misol. {<2,4><33>y<6,7>} ko'rinishdagi p munosabat

berilgan bo'lsin. U holda Dp = {2,3,6}, Rp = {4,3,7}. m

Tartiblangan juftliklar to'plami tushunchasidan foydalanib, Dekart
ko'paytmasini (ushbu bobning 4- paragrafiga garang) boshgacha ham
aniglash mumkin. Agar x biror X to'plamning elementi, y esa Y

to'plamning elementi bo'lsa, u holda tartiblangan <x,>»> juftliklar C

to'plami X va Y to'plamlarning Dekart ko'paytmasi deyiladi:
C=XxY ={<x,y >/xe X,ye Y}L

Har bir p munosabat X XY to'g'ri ko'paytmaning gism to'plami
bo'ladiva X Dp, Y3 Rp.

6- ta’rif. Agar pczXxY bo'lsa, n holda p shu X dan Yga
bo'lgan munosabat deb ataladi.

7-ta’rif.Agar pc XxY va ZIDX[jY bo‘lsa, n holda p dan
Z ga bo ‘lgan munosabat deb ataladi.

8- ta’rif. Zdan Z ga bo'lgan munosabat Z iehidagi munosabat
deb ataladi.

9- ta’'rif. X to'plam iehidagi X x X munosabat X iehidagi
universal munosabat deb ataladi.

10- ta’rif. {<x,x>/xe X } munosabat X iehidagi ayniyat
munosabati deb ataladi va ixyoki i simvoli bilan belgilanadi.

Ixtiyoriy X to'plamning x va y elementlari uchun xixy ifoda
X =y bilan teng kuchlidir.

A to'plam va p munosabat berilgan bo'lsin. U holda
p[A\ = {y/Aning ayrim xlari uchun x/?v} bo'ladi.

11-ta’rif. p[A] to'plam A to'plam elementlarining p -obrazlari
to plami deb ataladi.

6- misol. y =2x+ 1 tenglama bilan aniglangan to'g'ri chizigni
{<x,y >¢e RxR/y =2x+ 1}, ushbu y <X tengsizlikni esa
{<x,y >e RxR/y <x} shaklda ifodalash mumkin. =
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1.6.2. Ekvivalentlik munosabati. Munosabatlar turli xossalarga ega
bo'lishi mumkin. Matematikada quyidagi 12- ta’rifda ko‘rsatilgan uchta
xossaga ega boigan munosabatlar ko‘p uchragani uchun ularga maxsus
nom berilgan.

12-ta’rif. X to'plamning ixtiyoriy x elementi uchun:

agar x p x bofsa, n holda p munosabat X toplamdagi refleksiv
munosabat;

agar x py dan y px kelib chigsa, n holda p munosabat simmetrik
munosabat;

agar xpy vaypz dan x p z kelib chigsa, n holda p munosabat
tranzitiv munosabat deb ataladi.

13- ta’rif. Agar biror to'plamdagi munosabat refleksiv, simmetrik
va tranzitivlik xossalariga ega bo'lsa, un holda bunday munosabat shu
to plamdagi ekvivalentlik munosabati deb ataladi.

Agar p munosabat X to‘plamdagi ekvivalentlik munosabati bo'lsa, u
holda Dp = X bo'lishi ravshandir.

7- misol. Quyidagi har bir munosabat muayyan to'plamdagi
ekvivaletlik munosabatiga misol bo'la oladi.

,n 1=Istalgan to'plamdagi tenglik munosabati.

2. Tekislikda joylashgan barcha uchburchaklar to'plamidagi
o'xshashlik munosabati.

3. Butun sonlar to'plamidagi n modul bo'yicha tagqoslash
munosabati.

4. O'zbekiston Respublikasida yashovchi odamlar to'plamidagi “bir
uyda yashovchilar” munosabati. m

Ekvivalentlik munosabati ushbu asosiy xususiyatga ega: u to'plamni
kesishmaydigan qgism to'plamlarga bo'ladi. Masalan, 7- misolning 4-
bandidagi “bir uyda yashovchilar” munosabati O'zbekiston Respublikasida
yashovchi odamlar to'plamini bir-biri bilan kesishmaydigan “bir uyda
yashovchilar” va “golganlar” gism to'plamlariga bo'ladi. Bu aytilganlami
quyidagicha umumlashtirish mumkin.

14- ta’rif. p biror X to'plamdagi ekvivalentlik munosabati
bo'lsin. Agar X to'plamning A gism to'plamida shunday x element
topilib, A={y/xpy} bofsa, n holda A qism to'plam ekvivalentlik
sinfiyoki ekvivalentlik p -sin/i deb ataladi.

Keltirilgan ta’rifga asosan X to'plamning A gism to'plami
ekvivalentlik sinfi bo'lishi uchun X to'plamning /1=;p [{*}] tenglikni
ganoatlantiruvchi X elementi mavjud bo'lishi yetarli va zarurdir. Agar p
munosabat to'g'risida hech ganday shubha fag'ifmaydigan bo'lsa, u holda
X to'plamdagi X elementlarning p -obrazlari to'plami [x] slhakirda

belgilanadi (ya’ni p[{x}] =[x]) va bu to'plam x yuzaga Kkeltirgan
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I'kvivak‘ntlik sinfi deb ataladi. Ekvivalentlik sinfi quyidagi ikki
Xususiyatga ega:

1) xe [x] - bir sinfning hamma elementlari o'zaro ekvivalentdir;

2) agar x p y bo'lsa, u holda [x] =[j']-

1) xossa ekvivalentlik munosabatining refleksivlik xususiyatidan kelib
chigadi.

2) xossani isbotlaymiz. x py bo'lsin, ya’ni x element y elementga
ekvivalent bo'lsin, u holda [y] ¢ [x]. Hagigatan ham, z 6 [j*] (ya’ni,
ypz) munosabatdan va Xxpz bo'lganligi uchun, p munosabatning
tranzitiv xususiyatiga asosan, xpz Kkelib chigadi, ya’ni ze[x\.
Ekvivalentlik munosabatining simmetriklik xossasidan foydalanib,
[x] ¢ [y] bo'lishini isbot gilish mumkin. Demak, [x] [y].

1.6.3. Funksiya tushunchasi. Funksiyalar superpozitsiyasi.
Funksiya tushunchasini yugorida o'rganilgan atamalar orqgali aniglaymiz.
Funksiya shunday munosabatki, uning turli elementlarining (juftlikla-
rining) birinchi koordinatalari hech qachon o'zaro teng bo'Imaydi.
Funksiyaning grafigi tartiblangan juftliklar to'plamidan iborat. Funksiya
bilan uning grafigi orasida hech ganday farg yo'q.

Shunday qilib, f  munosabat quyidagi talablami ganoatlan-
tirgandagina funksiya bo'la oladi:

1) / ning elementlari faqgat tartiblangan juftliklardan iborat;

2) agar <x,y> va <x,z> elementlar /ning elementlari bo'lsa, u
holda y - z bo'ladi.

8-misol. {<1,2><2,2>< 3,4>} shaklda berilgan 5 munosabat

funksiyadir va Ds = {1,2,3}, Rs = {2,4}. m

9- misol. {<3,4>,<35><4,6> munosabat funksiya bo'la
olmaydi, chunki <3,4> va <3,5> elementlarining birinchi koordi-
natalari o'zaro teng. m

10- misol. {<x,x" +x +1>/xe Rj funksiyadir, chunki agar
X =W bo'lsa, uholda x2+x+1= +w+l. m

11-misol. {<x2,x>/xeR} munosabat funksiya bo'la olmaydi,
chunki uning birinchi koordinatalari o'zaro teng bo'lgan elementlari
(masalan, < 11> va <1,-1 >) mavjud. =

15-ta’rif .Agar f funksiya va <x,y>e. f {yahi xf y) bo'lsa,
nholda x berilgan f funksiyaning argumenti, y esa shufunksiyaning
X argumentdagi giymatiyoki x elementining obrazi deb ataladi.

x argumentning / funksiyasini belgilash uchun x f, /(x), fx
yoki x f yozuvlardan foydalaniladi. /(x) yozuvni /(x) = /[{x}] deb,
ya’ni x elementning f -obrazlari to'plami deb garash mumkin.
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Berilgan / va g funksiyalar bir xil elementlardan tuzilgan bo‘lsa,
bunday funksiyalar teng bo'ladi (/ - g), ya’ni boshgacha gilib aytganda,
D{ =D wva barcha x argumentlar uchun f(x) =g(x) bo'lsagina,
f =g bo'ladi.

Shunday qilib, funksiya berilgan bo'lishi uchun uning aniglanish
sohasi va shu sohaning har bir elementi uchun funksiyaning qiymati
berilishi kerak.

12- misol. Berilgan f funksiya uchun {<x,x2+n+1>/xg R}
dan / (x) = x2+x +1 kelib chigadi. m

Agar f funksiyaning aniglanish sohasi Rf C Y bo'lsa, u holda
funksiyaning o'zgarish sohasi Y to'plami ichi®a bo'ladi, deb yuritiladi va
quyidagicha belgilanadi: f'.X —¥ yoki X —=*Y.

Yuqgorida ko'rsatilgan hamma / to'plam XxY to'plamning gism
to'plami bo'ladi, uni Y x deb belgilaymiz.

Agar X =0 bo'lsa, u holda Yx fagatgina bir elementdan iborat
bo'ladi vau X xY to'plamning bo'sh gism to'plamidir. Agar F=0 va
X =0 bo'lsa, uholda Yx=0 .

16- ta’rif. Agar f funksiya uchun xx®x2 bo'lishidan
Y (x,) ®f (x2) kelib chigsa, n holda f bir giymatli funksiya deb
ataladi.

17- ta 'rif'. Berilgan f va g funksiyalaming superpozitsiyasi deb
gof = {<x,z >/shunday y borki,xfy vaygzj to 'plamga aytiladi.

Berilgan / va g funksiyalaming g °f superpozitsiyasi ham
funksiya bo'ladi. / va g funksiyalaming z —g° f superpozitsiyasini
z =9 (f(x)) ko'rinishda yozish mumkin. Superpozitsiyaga berilgan
funksiyalar ustida bajarilayotgan amal deb garasa bo'ladi. Funksiyalaming
superpozitsiyasi funksiyalaming funksiyasi deb ham ataladi.

13- misol. >=sinx va z =\ny bo'lsin, u holda z = Insinx
funksiya sin x va Iny funksiyalaming superpozitsiyasidir. m

Superpozitsiya amali assotsiativlik qonuniga bo'ysunadi, ya’ni
ixtiyoriy g, f wva h funksiyalar uchun quyidagi tenglik o'rinlidir:
go(/°h)=(gof)oh.

Agar /| :X —F va g.Y —Z bho'lsa, u holda gof \X —Z va
(g°n)(*) =.,2(/(*)) bo'ladi.

18- ta’rif. Agar f bir giymatli funksiya bo'lsa, n holda f

funksiyadan koordinatalarining o rinlarini almashtirish natijasida hosil
bo 1adiganfunksiya f funksiyasiga teskarifunksiya deb ataladi va f~ x
kabi belgilanadi.
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Fagatgina bir giymatli funksiyalar uchun bajariladigan f x amaliga
gaytarish amali deyiladi.
[ ™ funksiyaning aniglanish sohasi uchun D X—Rf, o°‘zgarish

sohasi uchunesa R . —Df o'rinlidir.
1.6.4. Tartiblash munosabati. Endi tartiblash munosabatini
o'rganamiz.

19- ta’'rif. Berilgan X to'plamdagi x va y elementlar uchun
y p X munosabat o rniga x p y munosabat o Tinli bo 1ishini ko 'rsatuvchi
munosabat tartiblash munosabati deb ataladi.

Tartiblash munosabati yordamida elementlarni ganday tartibda qo'yish
masalasini hal etish mumkin. Hagiqgiy sonlar to'plami uchun <, > >
munosabatlar tartiblash munosabatlariga misol bo'la oladi. To'plamlar
sistemasi uchun xuddi shunga o'xshash vazifani cr, ¢ munosabatlar
o'ynaydi (ushbu bobning 3- paragrafiga garang).

20- ta’rif. Agar X to'plamining ixtiyoriy x va y elementlari
uchun bir vagtda xpy va y px bajarilishidan x =y bo fishi kelib
chigsa, u holda bunday p munosabat antisimmetrik munosabat deb
ataladi.

21- ta’rif. X to'plam ichida refleksivlik, antisimmetrik va
tranzitivlik xossalariga ega bo'lgan p munosabat X to'plamdagi
gisman tartiblash munosabati deb ataladi. Har ganday refleksiv va
tranzitiv munosabat tartiblash munosabati deb ataladi.

Qisman tartiblash munosabati odatdagi “ <™ simvol bilan belgilanadi.
Agar < munosabati X to'plamni gisman tartiblasa, u holda X
to'plamning istalgan x va y elementlari uchun X <y munosabat
bajarilishi ham, bajarilmasligi ham mumkin. Agar x <y va x ®y bo'lsa,
u holda x <y deb yoziladi va “x (element) y (element)dan kichik” yoki
“x (element) y (element)dan oldin kelladi” deb o'giladi.

22- ta’rif. X to'plamning har ganday x elementi uchun xp x
munosabat bajarilmasa, u holda p shu X to'plamdagi irrefleksiv
munosabat deb ataladi.

Agar < munosabat X to'plamdagi gisman tartiblash munosabati
bo'lsa, u holda < munosabat X to'plamdagi irrefleksiv va tranzitiv
munosabat bo'ladi.

23- ta’rif. Qisman tartiblash p munosabatning (o'zgarish sohasi
bilan ustma-ust tushuvchi) aniglanish sohasiga garashli ixtiyoriy turli x
va y elementlari uchun yo xpy yoki y px ofinli boisa, bunday
munosabat chizigli (oddiy) tartiblash munosabati deb ataladi.
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Haqgigiy sonlami giymatlariga qarab tartiblash chizigli tartiblash
munosabatiga misol bo‘la oladi.

24- ta’rif. Agar biror X toplamda gisman tartiblash munosabati
< berilgan bo'lsa, n holda bu to'plam gisman tartiblangan toplam deb
ataladi van < X,<> tartiblanganjuftlikdan iborat bo 'ladi.

25- ta’rif. Agar biror X to'plamda chizigli (oddiy) tartiblash
munosabati < berilgan bo'lsa, n holda bu to'plam chizigli (oddiy)
tartiblangan toplam deb ataladi va n <X,<> tartiblangan juftlikdan
iborat bo 'ladi.

Masalan, agar / to'plamlar sistemasi boisa, u holda </,c>
gisman tartiblangan to'plam bo'ladi.

X to'plamning tartiblash munosabati va X' to'plamning <’
tartiblash munosabati berilgan bo'lsin. Agar f :X —X" funksiya uchun
x<>’dan /(x) <f(y) kelib chigsa, u holda bu funksiya X to'p-
lamining < tartiblash munosabatiga va X' to'plamining <' tartiblash
munosabatiga nisbatan tartibini saqlaydi deb hisoblanadi. Agar X va
X" to'plamlar orasida shunday o'zaro bir giymatli moslik topilsaki, uning
0'zi ham teskarisi ham tartibni saglasa, u holda bu o'zaro bir giymatli
moslik gisman tartiblangan <X,< >va < X',<}> to'plamlar orasidagi
izomorfizmdir.

Endi qgisman tartiblangan to'plamlar bilan bog'lig bir necha
tushunchalami o'rganamiz. Agar X to'plamning barcha x elementlari
uchun y < x bo'lsa, u holda uning y elementi X to'plamning < gisman
tartiblash munosabatiga nisbatan eng kichik elementi deb ataladi. Agar
shunday element mavjud bo'lsa, u holda u yagonadir. Agar X
to'plamning hech qaysi x elementi uchun x <y munosabat bajarilmasa,
u holda uning y elementi X to'plamning < qisman tartiblash
munosabatiga nisbatan minimal elementi deb ataladi. Ravshanki, berilgan
to'plamda minimal element yagona bo'Imasligi ham mumkin.

Agar har ganday xe X uchun x <y bo'lsa, u holda X to'plamning
y elementi shu to'plamning < munosabatiga nisbatan eng katta elementi
deb aytiladi. Agar shunday element mavjud bo'lsa, u yagonadir. X
to'plamning hech gaysi x elementi uchun x >y munosabat bajarilmasa,
u holda X to'plamning y elementi shu to'plamning < munosabatiga
nisbatan maksirnal elementi deb ataladi.
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Agar X to'plamning bo'sh bo'lImagan ixtiyoriy gism to'plami eng ki-
chik elementga ega bo'lsa, u holda < X,< > gisman tartiblangan to'plam
to‘llg tartiblangan to'plam deb ataladi. Odatdagi tartibga ega {0,1,2,...}
(manfiymas butun sonlar) to'plami to'lig tartiblangan to'plamga misol
bo'la oladi.

< X,< > gisman tartiblangan va AczX bo'lsin. Agar istalgan ae /
uchun a< x bajarilsa, u holda X to'plamning x elementi A
to'plamning yuqori chegarasi deb ataladi. Xuddi shu kabi, agar istalgan
as A uchun x<a bajarilsa, u holda X to'plamning x elementi A
to'plamning quyi chegarasi deb ataladi.

Agar M tartiblangan to'plam bo'lsa, u holda uning M 1gism to'plami
ham tartiblangan bo'ladi. Agar bu tartiblangan to'plam chizigli 1po'Lla, u
holda A/1 gism to'plam M to'plamning zanjiri deyiladi. (/= M"' -1
ifoda zanjirning uzunligi deb ataladi, bu yerda \M chizigli
tartiblangan M x gism to'plamning quwati. / uzunlikdagi iar bir zanjir
1,2,...,/ +1 butun sonli zanjirga izomorfdir.

M to'plamning eng katta elementini mi bilan va eng Kkichik
elementini mO bilan belgilaymiz.

M tartiblangan to'plam mj elementining balandligi deb
mo<w, <m2<..<m: (M to'plamning) zanjirlar uzunligining
maksimumiga (77) aytiladi. M tartiblangan to'plam uzunligi d(M)
deb M to'plamdagi zanjirlar uzunligining maksimumiga aytiladi, ya’ni
tartiblangan M to'plamning uzunligi d(M) uning elementlari balandligi
*[(/«,)ning maksimumiga teng: d(M) = max dj(mi), /4, e M .

Muammoli masala va topshiriglar

1. Tenglamasi j>= 2x+1 ko'rinishda bo'lgan to'g'ri chizigni
{<jf,j>el?xi?/>" =2x+1} va y <X munosabatini
{<x,y > RxR/ y <x } shakllarda yozish mumkinligini tushuntiring.

2. {<2,4><56>,<7,6 ><8,8>}} tartiblangan juftliklar to'pla-
mi binar munosabati bo'lishi yoki bo'lmasligini tekshiring.

3. {<12><2,2>,<3,4>} funsksiyaning aniglanish va giymatlar
sohasini toping.

4. {<3,4>,<3,5>,<4,6 >}munosabat funksiya bo'lishi yoki
bo'lmasligini tekshiring.

5 {<x,x~+x+1>/x6 R} funksiyabo'lishini isbotlang.

6. {<x2,x>/xe R} funksiya bo'la olmasligini isbotlang.

7. Bui algebrasining Kantor algebrasiga izomorfekanligini isbotlang.
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Mustaqil ishlash uchun savollar

Munosabatlar tushunchasi nimani ifodalaydi?
Binar munosabat deb nimaga aytiladi?
Ekvivalentlik munosabati nima?
4. Qanday munosabatlar refleksiv, simmetrik va tranzitiv munosa-
batlar deb ataladi?
5. Funksiya tushunchasini bilasizmi?
6. Funksiyalar superpozitsiyasi deganda nimani tushunasiz?
7. Tartiblash munosabatini ganday tushunasiz?

w e

1.7.Fazzi munosabatlar

To plam. Element. Dekart ko paytmasi. Munosabat. Fazzi to plam. Fazzi
munosabat. Fazzi munosabatning gismi, to 'lIdiruvchisi. Fazzi munosabatlarning
birlashmasi, kesishmasi, algebraik ko paytmasi, algebraikyig ‘indisi,
kompozitsiyasi.

1.7.1. Fazzi munosabat tushunchasi. |1 bobning 5- paragrafida fa
to'plam tushunchasi o'rganilgan edi. Endi fazzi munosabat tushunchasini
kiritamiz. Berilgan Xi,X 2,...,Xn universal to'plamlarning Dekart ko'-
paytmasi X = X xx X 2x ...x X n bo'lsin.

1- ta’rif. X Dekart ko'paytmasining fazzi gism toplamiX .,
X 2,...,Xn toplamlarda aniglangan n -arfazzi munosabat deb ataladi.

Ko'pincha “n-ar fazzi munosabat” iborasidagi “n -ar” tushirib qol-
diriladi. Fazzi munosabatlarni belgilashda turli usullardan foydalaniladi.
Fazzi to'plam tushunchasi ta’rifiga ko'ra R :(XI,X2,...,Xn) —[0,1]
fazzi munosabatni aniglovchi fazzi to'plamning fIR(xI,x2,...,xn) a’zolik
funksiyasi giymati x,,x2,...,xn (xie Xt,i =\,n) elementlar orasidagi n-
ar R fazzi munosabatning bajarilish darajasini ifodalaydi.

n-2 bo'lgan holda X va Y to'plamlarda aniglangan R: X XY ->
-»[0,1] fazzi munosabat X xY Dekart ko'paytmasining har bir (x, v)
elementiga flJx,y)e [0,1] kattalikni mos go'yadi. X - Y bo'lganda
R:X XX —[0,1] fazzi munosabat X to'plamda aniglangan deb
yuritiladi.

1- misol. 1L X ={x,x2,x3} va Y ={yxy2,y3,y4} to'plamlarda
aniglangan XMY fazzi munosabat (aniqrog'i, uni aniglovch fazzi to'plam
a’zolik funksiyasi), masalan, 1-jadvaldagidek berilishi mumkin.

2. X ={01,2,3} to'plamda aniglangan "x~y" (“x tagriban v
teng”) fazzi munosabatni, masalan, giymatlari quyidagi matritsada berilgan
N*'%=r"(x’Y) a’zolik funksiyasi vositasida ifodalash mumkin.
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I-jadval

XMY Y\ Y2 Y3 ya
X\ 1 0,5 0,1 0,3
Xi 0 0,8 1 0,7
Xb 0 0 0,6 1

0 1 3%y x|
05 02 0,1IN
05 1 06 0,3
I1-vn(x, V) =

02 06 1 08
01 03 08 1

3. Agar universal to‘plam X =[0, 3] ko'rinishda berilgan bo‘lsa, u
holda ""x y" fazzi munosabat uchun a’zolik funksiyasi sifatida, masalan,
H¥=v,(x,y) = e~ <3> funksiya olinishi mumkin. m

A’zolik funksiyasi fIR(x,y) bo‘lgan R fazzi munosabat berilgan bo'l-
sa, a’zolik funksiyasi quyidagicha aniglangan munosabat fazzi muno-
sabatga yaqin oddiy munosabat (uni R deb belgilaymiz) sifatida
garalishi mumkin:

0, /{R(jf,y) < 0,5 bo'lganda,

/Sg(X,y) = + 1 p R(x,y) > 0,5 bo'lganda,
0 yoki 1, /iR(x,y) = 0,5 bo'lganda.

Ko‘pchilik hollarda 1#R(x,y) = 0,5 bo'lganda /~(x,>) =0 deb olinadi.

I va ¥ to'plamlarda aniglangan hamda /JR(x,y) a’zolik funksiyasi
bilan ifodalanuvchi XRY fazzi munosabat berilgan bo'lsin.

2-ta’rif. XxY Dekart ko paytmasining jJAJR(x,y) > 0 shartni
ganoatlantiruvchi barcha (x,y) elementlaridan tashkil topgan S(R)
to'plam XRY fazzi munosabatning tashuvchisi deb ataladi.

3- ta’rif. A%Zolik funksiyasi 1—fIR(x,y) bo'lgan R fazzi
munosabat R fazzi munosabatning to ‘Idiruvchisi deb ataladi.

2-misol. [0, 5] to'plamda aniglangan va
TsOey )2 \x-y\< 2 bo'lganda,
10, aks holda,

a’zolik funksiyasi bilan ifodalanuvchi ”x~ y* (“x tagriban y ga teng”)
fazzi munosabatni M bilan belgilaymiz. U holda M fazzi munosabat-
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ning tashuvchisi S(M) = {(x,7): 0<x<5,0<y <5Jx-y|<2} to'p-
lam bo'ladi. M fazzi munosabatning to'ldiruvchisi M fazzi munosabat
“X tagriban y ga teng emas” deb ifodalanishi mumkin. 3- ta’rifga ko'ra
M fazzi munosabatning a’zolik funksiyasi

1—e 51 y>, |x—y |< 2 bo'lganda,
1, aks holda,

va 2- ta’rifga ko'ra S{M) = {(x,"):0<x <5, 0<y<5 xdy} bo'ladi. m

4- ta’'rif. Agar XxY Dekart ko'paytmasining barcha (x,v)
elementlari uchun fIR(x,y) = (x,y) tenglik bajarilsa, n holda XR.J
va XR2Y fazzi munosabatlar o'zaro ekvivalent deb ataladi.

Berilgan R{ va R2 fazzi munosabatning o'zaro ekvivalentligi R} = R®
(ba’zan shaklda belgilanadi va “ekvivalent” iborasi o'mida
“teng” iborasi ham go'llanilishi mumkin.

5- ta’rif. Agar XxY Dekart ko'paytmasining barcha (x, v)
elementlari uchun jIR(X,y) <jIR (x,y) tengsizlik bajarilsa, n holda
XRXY fazzi munosabat XRjY fazzi munosabatning gismi deb ataladi.

Rl fazzi munosabat R2 fazzi munosabatning gismi bo'lishi Rxc R2
ko'rinishda yoziladi va “/?, fazzi munosabat R2 fazzi munosabatda
yotadi” yoki “R2 (fazzi munosabat) R{ni (fazzi munosabatni) o0‘z ichiga
oladi (gamraydi)” deb o'giladi.

3-misol [0, oo) to'plamda aniglangan hamda mos ravishda

0, x >y bo'lganda.

[— *¥1 ,y > xbo'lganda,

0, x >y bo'lganda,

*a2(x,¥) =\ , (X yJ2

%) 1—e 2( = , ¥ > x bo'lganda.
a’zolik funksiyalari bilan ifodalanuvchi y » x (“y son x sondanjuda
katta”) tipidagi ikkita Rt va R2 fazzi munosabatlar berilgan bo'lsin.
Ravshanki, agar k2> k} bo'lsa, u holda R] fazzi munosabat R2 fazzi
munosabatning gismi bo'ladi. m

1.7.2. Fazzi munosabatlar ustida amallar. Fazzi munosabatlar ustida
turli amallar bajarish mumkin. Bu yerda bunday amallardan ba’zilari bilan
tanishamiz.

X wva Y to'plamlarda aniglangan, mos ravishda (x,y) va
jIR(x,y) a’zolik funksiyalari bilan ifodalanuvchi ikkita Rt va R2 fazzi
muhosabatlar berilgan bo'lsin.
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6- ta’rif. A'zolik funksiyasi max{p.R(x,y), jJJR(x,y)\ bo Igan
R, U R2faz:* munosabat R] va R2fazzi munosabatlarning birlashmasi
deb ataladi.

7- ta’rif. A Zzolik funksiyasi min{[1R(x,y),fIR(x,y)} bo'lgan
N, N R2 fazzi munosabat Rt va R2 fazzi munosabatlarning kesishmasi
deb ataladi.

4-misol. X = (Xj,x2} va Y ={ylfy2,V3} to‘plamlarda aniglangan
XMtY va XM?2Y fazzi munosabatlar fIM (x,y) va jIM (x, v) a’zolik
funksiyalari mos ravishda 1- va 2-jadvallarda berilgan.

I-jadval 2-jadval
LB(X’Y) 4 Y2 Y3 PK(x,Y) Y\ Y2 v3
X1 0,2 0,1 0,8 X1 0,7 0,9 0,8
*2 1 0,7 0,2 *2 0,3 0,6 0,5
Berilgan fazzi munosabatlar birlashmasi va K = MxM M2

kesishmasining //B(x,y) va flIK(x,y) a’zolik funksiyalarini mos
ravishda 3- va 4-jadvallardagidek ifodalash mumkin. m

J- jadval 4- jadval

PB(X>Y) Y, y2 3 PK(x,Y) Y Y2 ¥3
Xt 0,7 0,9 0,8 *] 0,2 0,1 0,8

X2 1 0,7 0,5 Xl 0,3 0.6 0,2

8- ta’rif. A7Zolik funksiyasi fIR(x,y)fIR (x,y) bo ‘lgan RxeR2
fazzi munosabat R{ va R2fazzi munosabatlarning algebraik ko paytmasi
deb ataladi.

9-ta’rif. N'zolikfunksiyasi fIR(X,y)+  (x,y) - IR(X,y)fIR (X, V)
bo 1gan Rx+ R, fazzi munosabat R] va R2 fazzi munosabatlarning
algebraikyig'indisi deb ataladi.

5- misol. 4- misolda berilgan M, va M2 fazzi munosabatlarning

algebraik ko'paytmasi A = M, *M 2 va algebraik yig'indisi C = M, + M 2
bo'lgan fazzi munosabatlar UK(x,y) va /lc(x,y) a’zolik funksiyalari
mos ravishda 5- va 6-jadvallarda berilgan. m

5-jadval 6-jadval

Ma:(x >Y) Y\ Y2 v3 Mc(x >Y) 1 Y2 Y3
X 0,14 0,09 0,64 X\ 0,76 0,91 0,96

0,3 0,42 0,1 X2 1 0,88 0,6
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Fazzi munosabatlar ustida yuqorida Kiritilgan amallar distributivlik
xossalariga ega, ya’ni X va Y to'plamlarda aniglangan ixtiyoriy A, B
va C fazzi munosabatlar uchun quyidagilar o ‘rinlidir.

AN (an0=JIMNE)M(NNO0.2. n11(Ar1C)==(nug)N(nuc).
3. A-(B\JC) ={A-B)\J(A-C).4. A(BI'\C) =(A-B)I\(A-C).
5 A+(B{jC) =(A+B)[j(A+0 m6. A+(Bf]C) =(A+B)[\{A+C).
Bu xossalardan fagat 1-sini isbotlash bilan kifoyalanamiz.
1- xossaning isboti. XxY Dekart ko'paytmasining barcha
elementlari uchun
min\//A(x,y ),max {//,, (x,¥), /], (x,>)}} =

= max{mm {//., (x,y ).//TH(X, Yy )j,min {//Ax,y), I],. (x, v)}}

tenglik bajarilishini ko'rsatish kerak. (X,y) - X xY Dekart ko'paytmasi-
ning ixtiyoriy elementi hamda a =fl4(x,y), b=fIB(x,y) va c=LUc(X,y)
bo'lsin. Ushbu bobning 5- paragrafidagi fazzi to'plamlar uchun dis-
tributivlik xossasini ifodalovchi Af)(B\JC) =(Ar\B)\J(Ar\C) tenglikni
isbot gilishdagidek bu yerda ham mumkin bo'lgan 15 holdan biri ro'y
berishi mumkin. Mumkin bo'lgan barcha 15 holda ham isbotlanishi kerak
bo'lgan tenglik to'g'ri. m

Qolgan xossalarining isboti o'quvchiga havola qilinadi.

10- ta'rif. X va Z toplamlarda aniglangan, a zolik funksiyasi
max min {//R(x.y),//R (y,z)}bo 1gan R. ° R, fazzi munosabat X va ¥
to'plamlarda aniglangan R{ hamda X va Y to'plamlarda aniglangan
R, fazzi munosabatlarning kompozitsiyasi deb ataladi.

5- misol. X ={x.x,). Y=4{V,v,,V}va Z ={z,,22,r,,r4} to'p-
lamlar berilgan bo'lsin. A’zolik funksiyalari mos ravishda 7-, 8-
jadvallarda ifodalangan X va Y to'plamlarda aniglangan XFtY hamda
Y va Z to'plamlarda aniglangan XFfY fazzi munosabatlarning K —F’° F,
kompozitsiyasini (X va Z to'plamlarda aniglangan XKZ fazzi muno-
sabatni) topamiz.

7-jadval H-jadval
HE (X, V) NI S Vot) e “q
A 01 07 OK 1 (¢ 05 o1 0,8
05 (] 02 is 03 0.2 06 05
"""" VT 1 0 05 01
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D /Ik(v , ma x jinnil//f (v,,v,),/], (r,, ,mm{/l, (v,.i >
I, (y2,z,)},min{ .. (xp>"),/1,,,(.>V-i)5 = max {min |0,l,0;
min {(),7;0,3},min{0,8; 1}} = max{0;0,3;0,8} = 0,X;

2) 11K(x],z2)= max{min{0,1;0,5},min{0,7;0,2],min{0,X;0] J

= max {0,1;0,2; 0} = 0,2 ;

3) /<A(.v,,-3) = 0,6 ;4) jUA(xI,r4)=0,5;5) jUA(.v2,z,)= 10,2 ;
6) UK(v:,-;)=10,5; 7) fiK ,r?)=0.2;8) jua-(\v2,z4)= 0.5 .

Bu giymatlami 9- jadvalga joylashtiramiz. m

Kompozitsiya amalinmg xossalari sifatida quyidagilami keltiramiz.

Ixtiyoriy A . B va C fazzi munosabatlar uchun quyidagilar o'rinlidir.

9-jadval
Uk (x,y) Z1 -2 -3 Ly
*j 0.8 0.2 0.6 0,5
. 0.2 0.5 0,2 0,5

1. Assotsiativlik: (A°B)°C=A°(B°C).

2. Birlashmaga nisbatan distributivlik: A°(BI1JC) =(A°B)U bl cO

3. Agar Ac: B bo'lsa, uholda Re .4¢c R° B bo'ladi.

Ta’kidlaymizki, kompozitsiya amali uchun kesishmaga nisbatan
distributivlik xossasi o'rinli emas, ya’ni, umuman olganda, A°(BC\C) va
(A°B)M(AO0C) fazzi munosabatlar o'zaro ekvivalent emas.

10- ta’rifdagi a'zolik funksiya ko'rinishiga asoslanib. uni (max,min)-
kompozitsiya deb ham atashadi. Agar 10- ta’rifdagi a’zolik funksiyasi
boshgacha, masalan, max{/un (x,y)jilR (X,y)j ko'rinishda ifodalansa, u
holda (max,*)-kompoziisiya tushunchasi hosil bo'ladi.

Fazzi to'plam va fazzi munosabat bilan bog'lig matematik nazariya
matematikaga bir gator tushunchalarning kirib kelishiga asos bo'lib xizmat
gildi. Fazzi xulosalar, fazzi qiymatlar va ular ustida amallar. vumshoq
hisoblashlar (soft computing), lingvistik o'zgaruvehilar, fazzi mantiq va
hokasolar shunday tushunchalar jumlasidandir.

Muummoli masala va topshiriglar

1. Fazzi munosabatlar ustida amallaming distributivligini il'odaloulu
2-6- xossalarni isbotlang.

2. Fazzi munosabatlar uchun de Morgan qonunlaniii u ksittil
Ko'ring.
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3. Ixtiyoriy A, B va C fazzi  munosabatlar  uchun
AXB+C) —(A®B)+ (A-C) o’rinli bo‘lish shartini toping.

4. Ixtiyoriy A, B va C fazzi  munosabatlar  uchun
(A+B)+C = A+ (B+C) o'rinli bo'lishini isbhotlang.

5. Kompozitsiya amalining xossalarini isbotlang.

Mustagil islilash uchun savollar

1. i-ar fazzi munosabat nima?

2. Fazzi munosabatning bajarilish darajasi deganda nimani tushunasiz?

3. Fazzi munosabatga yaqin oddiy munosabat qanday anigianadi?

4. Fazzi munosabatning tashuvchisi ganday to'plam?

5. Fazzi munosabatning to’ldiruvchisi nima?

6. Fazzi munosabatlarning birlashmasi va kesishmasi ganday
anigianadi?

7. Fazzi munosabatlar algebraik ko'paytmasi, vig'indisi uchun
a'zolik funksiyalari ko'rinishini bilasizmi'>

8. Fazzi munosabatlar ustida bajariladigan amallarning distributivlik
bilan bog'liq ganday xossalari bor?

9. Fazzi munosabatlar kompozitsiyasini topish uchun a’zolik
funksiyalari giymatlari ustida ganday amallar bajariladi?

10. Fazzi munosabatlar kompozitsiyasi uchun kesishmaga nisbatan
distributivlik xossasi o'rinli emasligining sababi nimada



I' BOB
KOMBINATORIKA ELEMENTLARI

Ushbu bobda kombinatorikada ko‘p qo‘llaniladigan usul va qoidalai,
kombinatsiyalar, Paskal uchburchagi, Nyuton binomi, binomial koef-
fitsiyentlaming xossalari, ko‘phad formulasi, Fibonachchi sonlari va
ularning sodda xossalari. bo'laklashlar va ularning ba’zi xususiyatlan,
Ferrers diagrammasi, hosil giluvchi funksiyalaming xossalari va ularning
kombinatorikada qo'llanilishi bayon qilinadi.

2.1. Kombinatorika hagida umumiy tushunchalar

Kombinatorika. To'plam. Element. Tartibiash. Kombinatsiyal Kombinatorik

tuzilma. Birlashma. Kesishma. Kortej. Figurali sonlar. Matematik induksiya usuli.

Qo shish va ko paytirish goidalari. Kiritish va chigarish qoidasi. Umumlashgan
go shish. ko paytirish hamda kiritish va chigarish qoidalari. Bitlean.

2.1.1. Kombinatorika predmefi va paydo ho‘lish tarixi. Mate
matikaning kombinatorik talilil kombinatorik matematika, birlashmalar
nazariyasi, gisqacha, kombinatorika deb ataluvchi bo'limida chekli yoki
muayyan ma’noda cheklilik shartini ganoatlantiruvchi to'plamni (bu to'p-
lamning elementlari ganday bo'lishming aliamiyati yo'q: harflar, sonlar,
hodisalar, gandaydir predmetlar va boshgalar) gismlarga ajratish, ulami
o'rinlash va o'zaro joylash ya’ni, komhinalsiyalar, kombinatorik tu-
zilmalar bilan bog'liq masalalar o'rganiladi. Hozirgi davrda kombina-
torikaga oid ma’lumotlar inson laoliyalining turli sohalarida qo'lla-
nilmogda. Jumladan, matematika, kimyo. lizika, biologiya. lingvistika,
axborot texnologiyalari va boshga solialar bilan ish ko'ruvchi muta-
xassislar kombinatorikaning xilma-xil masalalariga duch keladilar.

To'plamlar nazariyasi iboralari bilan avtganda, kombinatorikada
kortejlar va to'plamlar, ularning birlashmalari va kesishmalari hamda
kortejlar va qism to'plamlarni turli usullar bilan tartiblash masalalari
garaladi. To'plam yoki kortej elementlarining berilgan xossaga ega kon-
figuratsiyasi bor yoki yo'qligini tekshirish, bor bo'lsa, ularni tuzish va
sonini topish usullarini o'rgamsh hamda bu usullami biror parametr

Bu so‘z iotincha “combinatio” so'zidan yasalgan bo'lib, birikma. birlashma, tuzilma. tutashma
ma'nolarini anglatadi.



bo'yicha takomillashtirish kombinatorikaning asosiy
masalalari hisoblanadi.

Kombinatorikaning ba’zi elementlari eramizdan
oldingi 11 asrda hindistonliklarga ma’lum edi. Ular
hozirgi vaqtda gruppalashlar deb ataluvchi kom-
binatorik tushunchadan foydaianishgan. Eramizning
X1l asrida Bxaskara Acharyal o'zining ilmiy
tadqigotlarida gruppalash va o'rin almashtirishlarni
go'llagan. Tarixiy ma’lumotlarga ko'ra, hindistoniik
olimlar kombinatorika elementlaridan, jumladan,
birlashmalardan foydalanib, she’riy asarlar tarkibiy

tuzilishining mukammalligini tahlil gilishga uringanlar. O'rta Osiyo va
G'arbiy Yevropada yashab ijod gilgan olimlarning kombinatorikaga oid
ishlari hagida ushbu bobning 3- paragrafida ma'lumot keltiriigan.

Umuman olganda, kombinatorikaning dastlabki rivoji gimor o'yin-
larini tahlil qilish bilan bog'liq. Ba’zi atoqli matematiklar, masalan,
B.Paskal2, Yakob Bernulli', L. F.yler4, P. L. Chebishev5 turli o'yinlarda
(tanga tashlash, soqga tashlash, garta o'yinlari va shu kabilarda) ilmiy
jihatdan asoslangan qaror gabul gilishda kombinatorikani qo'llashgan.

XVII asrda kombinatorika matematikaning alohida bir ilmiy yo'nalishi
sifatida shakllana boshladi. B. Paskal o'zining “Arifmetik uchburchak
hagida traktat" va “Sonli tartiblar haqida traktat”

(1665- y.) nomli asarlarida hozirgi vaqtda bi-
nomial koeffitsiyentlar deb ataluvchi sonlar ha-
gidagi ma’lumotlami keltirgan. P.Fcrmal esa
flgurali sonlar bilan birlashmalar nazariyasi
orasida bog'lanish borligini bilgan.
Figurali sonlar quyidagicha anigianadi.
Birinchi tartibli figurali sonlar: 1, 2, 3. 4, 5, ...
(ya’ni, natural sonlar); ikkinchi tartibli figurali
sonlar: I-si lga teng, 2-si dastlabki ikkita natural
sonlar yig'indisi (3), 3-si dastlabki uchta natural Leonard Eyler

' Bxaskara Acharya (1 111-1 178- yildan keyin) - hindistoniik matcmatik va astronom.

' Paskal (Pascal Blez, 1623-1662) -fransuz taylasull. yozuvchisi. matcmatigi va fizigi.
‘' Bernulli Yakob (1654-1705) Sh\cysariya matcmatigi.

4Eyler (Euler Leonard, 1707-17N>) mashhur matematik. mexanik va fizik.

" Chcbishcv (Yeb6biwes Madnyunn fibBoBuY, 1821-1894) rus matcmatigi va mexanigt.
1Ferma (Fermat Pycr, 1601-1665) fransuz matcmatigi va huqugshunosi.
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sonlar yig'indisi (6) va hokazo (1. 3, 6, 10, 15, ...); uchincIn larlibli
llgurali sonlar: 1-si lga teng, 2-si birinchi ikkita ikkinchi tartibii llgurali
sonlarlar yig'indisi (4), 3-si birinchi uchta ikkinchi tartibii llgurali sonlar
yig'indisi (10) va hokazo (1. 4, 10,20,35. ..)).

1- miso 1. Tekislikda radiuslari o'
aylanalar bir-biriga uringan holda yugoridan 1- gatorda
bitta, 2- gatorda ikkita, 3- gatorda uchta va hokazo,
joylashtirilgan bo'lsin. Masalan, aylanalar bunday joyla-
shuvining dastlabki to'rt gatori 1- shaklda tasvirlangan.
Bu yerda qatorlardagi aylanalar sonlari ketma-ketligi
birinchi tartibli figurali sonlami tashkil qiladi. Bu

tuzilmadan foydalanib ikkinchi tartibli figurali sonlami quyidagicha hosil
gilish mumkin. Dastlab 1- qatordagi aylanalar soni (1), keyin dastlabki
ikkita gatordagi aylanalar soni (3), undan keyin dastlabki uchta qatordagi
aylanalar soni (6), va hokazo. w

“Kombinatorika” iborasi G. Leybnisningl "Kombinatorik san’at
hagidagi mulohazalar" nomli asarida birinchi
bor 1665- yilda keltirilgan. Bu asarda bir-
lashmalar nazariyasi ilmiy jihatdan ilk bor
asoslangan. O'rinlashtirishlarni o'rganish bi-
lan birinchi bo'lib Yakob Bernulli shug'ul-
langan va bu haqgdagi ma'lumotlarni 1713- yil-
da bosilib chiqgan “Ars conjectandi" (Basho-
rat qilish san'ati) nomli Kkitobining ikkinchi
gismida bayon gilgan. Hozirgi vaqtda kombi-
natorikada go'llanilayotgan belgilashlar XIX
asrga kelib shakllandi.

Kombinatsiva - bu kombinatorikaning GotfHJ Levbnis
asosiy tushunchasidir. Bu tushuncha yor-
damida ixtiyoriy to'plamning qandaydir sondagi elementlaridan tashkil
topgan tuzilmalar ifodalanadi. Kombinatorikada bunday tuzilmalaming
o'rin almashtirishlar. o'rinlashtirishlar va gruppalashlar deb ataluvchi
asosiy ko'rinishlari o'rganiladi.

2.1.2. Kombinatorikada kop qo'llaniladigan usul va qoirialar.
Kombinatorika va graflar nazariyasida tasdiglarni isbotlashning samarali

Leybnis (Leibniz Gotfrid Vilgelm, 1646-1716) -olmon faylasufi. niiilemiilij;i, [li/iri
kashfiynichisi, huqugshunobi, tarixchisi va tilchisi.
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usullaridan biri bo'lgan matematik induksiya usulilko'p go'llaniladi. Bu
usulning ketma-ket bajariladigan ikkita qismi bo'lib, ular quyidagi
umumiy g‘oyaga asoslanadi. Faraz qilaylik, isbotlanishi kerak bo'lgan
tasdiqg birorta xususiy n = »i( giymat (masalan, nO= 1) uchun to‘g°‘ri
bo‘lsin (usulning bu gismi baza yoki asos deb ataladi). Agar bu tasdigning
istalgan N = K >na uchun to‘g‘riligidan uning n =k +\ uchun to'g'riligi
kelib chigsa, u holda tasdig istalgan natural n > n{ son uchun to'g'ri
bo'ladi (induksion o'tish yoki induktiv o'tish).
b R« )22+ 1)
b

tenglikning o'rinli bo'lisbini matematik induksiya usuli yordamida
isbotlaymiz.

Baza, n- 1 bo'lsin, u holda yuqoridagi tenglik to'g'ri ekanligi
e+ 1)e(2m+ 1)

6
Induksion o'tish: isbotlanish kerak bo'lgan tenglik n=Kk>\ uchun

. L ? =2 S k(k + D2k + ) . Lo .
to'g'ri, ya’ni 1 +2" + ...+ K- = —meeees tenglik o'rinli bo'lsin. Bu

2-mlsol. irxti.yoriy n natural son uchun 2+2' +...+«

ravshan: r =

tenglikning chap va o'ng tomonlariga (K + 1)2 ifodani go'shib, uni

Ib+22+...+"+(/c +1r = A,A-+-I%2/'+I)+a + 1):

ko'rinishda yozamiz. Oxirgi tenglikning o'ng tomonida quyidagicha
o'zgartirishlarni bajaramiz:

k(k + D2k + 1 "k(2k+1
( é( -)+(£+!)-:(k+1) ( +)+(*+1)
_(k+DR2AA-+2) + T+ 2)] _ A+ DT+ D+ I[2A + )+ 1]
6 6

Demalk,

f+2'+...+A'+a-+D'= A1l fll’é’\ AT D]
Oxirgi munosabat isbotlanishi kerak bo'lgan tenglikning n =k +\ bo'lgan
holidir. m

VI bobga garang.
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Shuni ta'kidlash kerakki, biror tasdigni isbotlash uchun matematik
induksiya usuli goilaniiganda, bu usulning ikkala gismini ham tckshinb
ko'rish muhimdir. ya’ni baza va induksion o ‘tish albatta lekshiri lishi shart.
Ulardan biri tekshirilmasa noto'g'ri natijalar hosil boiishi ham mumkin.
Bundan tashqgari, baza birorta xususiy giymatdan boshga ko‘p. hattoki.
juda ko ‘p xususiy hollar uchun tekshirilib, ijobiy natija olinganda ham, bu
hollarni umumlashtiruvchi natijaviy tasdig noto'g'ri bo'lib chiqgishi
mumkin. Bu mulohazalarning o‘rinli ekanligini quyida keltirilgan misollar
ko'rsatadi.

3- misoi. "Ixtiyoriy n natural son uchun 2/?—1 son 2ga qoldigsiz
boiinadi” degan tasdigni tekshirishda matematik induksiya usulining baza
gismi talabini bajarmasdan fagat induksion o'ttshni tekshiramiz.

Bu tasdig n=k=>\ uchun to'g'ri bo'lsin, ja’ni 2k 1 son 2ga
goldigsiz bo'iinsin deb faraz gilamiz. U holda (2k-1)+ 2 son ham,
go'shiluvchilarining har biri 2ga goldigsiz bo'linganligi sababli, 2ga
goldigsiz bo'linadi. Shuning uchun (2k- )+ 2=2(k+ 1)- 1 tenglik
asosida 2(~ + 1)—1 son 2ga qoldigsiz bo'linadi degan xulosa kelib

chigadi. Demak. yuqondagi tasdiq / A | uchun to'g'ii, ya'ni
induksion o'tish bajarildi, deb hisoblash mumkin.

Shunday qilib, matematik induksiya wusulining baza qismini
tekshirmasdan "ixtiyoriy natural /7 son uchun 2n | son 2ga qoldigsiz
bo'linadi” degan xulosa qgilish noto'g'ridir, chunki ixtiyoriy n natural son
uchun 2/7—1 sonni 2ga bo'lganda 1qoldiq goladi. K

4- misol. “Ixtiyoriy n natural son uchun «"+//+ 17 ifodaning
giymati tub sondir” degan tasdigni tekshirish maqgsadida matematik
induksiya usulining faqat baza gismi talabini dastlabki 15ta natural sonlar
uchun bajaramiz.

/7=1 bo'lganda /I +//+17 = 12+1 + 17 = 19 tub son hosil bo'ladi.

[7=2, 15 bo'lganda ham n~+n + 17 ifodaning giymati sifatida 23. 29,

37, 47. 59. 73. 89. 107. 127. 149. 173. 199. 227 va 257 tub sonlami hosil
gilamiz.

Induksion o'tishni tekshirmasdan *“ixtiyoriy natural /7 son uchun
[72+/7 + 17  ifodaning qiymati tub sondir” degan xulosa qilish
noto'g'ridir, chunki, masalan, agar /7= 16 bo'lsa, u holda bu ifodaning
giymati murakkab sondir: //"+// + 17 = 16“+16 + 17 =289 =17 |7 =
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5- misol. Biror n natural son uchun 991/72+1 son butun sonnin
kvadrati bo'ladimi? Bu savolga javob berish uchun, «ning dastlabki o‘n,
yuz, ming, million, milliard, hattoki, trillionta giymatlari uchun 991 n2+ 1
ifoda tekshirilganda, uning giymatlaridan birortasi ham butun son kvadrati
bo'Imasligi qayd etilgan. Shunday bo‘lishiga qgaramasdan bu tasdiq
asosida, induksion o'tishni bajarmasdan, “ixtiyoriy natural n son uchun
99171?2+1 ifodaning qiymati butun sonning kvadrati bo'lmaydi” degan

xulosa qilish mumkin emas. 991/I'+1 ifodaning giymati butun sonning
kvadrati bo'ladigan n natural sonning borligi va bunday sonning eng
kichigini o‘nli sanoq sistemasida yozganda 29 ta (!) ragam bilan
ifodalanishi komputer yordamida anigqlangan (garang: Aopodgees . B,
Motanos M. K., Po3oB H. X. Mocobue no mateMaTuku N8 NOCTynawLWmnx
B By3bl. M.: Hayka, 1976. - 640 c.). m

Matematik induksiya usulining tatbigiga yana bir misol sifatida
quyidagi teoremani isbotlaymiz.

1- teorema. Ixtiyoriy chekli A to'plam uchun |2/f|= 27 tenglik
o 'rinlidir.

Isboti. Matematik induksiya usulini berilgan to'plamning quvvati
bo'yicha qo'llaymiz.

Baza. Dastlab A to'plamning elementlari soni nolga teng, ya’ni
| A]=0 bo'lganda teoremaning tasdig'i bajarilishini ko'rsatamiz. An=0
bo'Isin. U holda A =AO0 wuchun A1=0. 2A=27={0} \va
[20|=|{0}] = 1=2°= 2|0l bo'ladi. Demak, teoremaning tasdig'i |A |=0
bo'lgan hoi uchun to'g'ridir.

Induksion o'tish. Chekli K elementli ixtiyoriy Ak to'plam uchun
teoremaning tasdig'i to'g'ri bo'lsin, ya’ni A= Ak bo'lganda [24=21
tenglik bajarilsin. k +1 elementli Ai+H to'plamni garaymiz. Ravshanki,
A =Akq] uchun \A\=k +\ bo'ladi. Qaralayotgan A to'plamning
ixtiyoriy a elementi uchun 2 1 bulean to'plamni o'zaro kesishmaydigan
ikkita B~ ={X\X c2\a<f X} va B* = {X\X a 2n,ae X} to'p-
lamlar birlashmasi sifatida yozish mumkin. Demak, 211\: \B: +

Tuzilishiga ko'ra, R~ to'plam K elementli to'plamning buleanidan
iborat. Shuning uchun, induksion o'tish faraziga ko'ra \B~\ =2k bo'ladi.
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Ba to'plam esa B to'plamning har bir elemenl-lo'plamigii < elemenlni
kiritish yordamida hosil gilingan. Bundan ~2* kelib <Imj.klt
Demak, jA |= K +\ bo'lgan hoi uchun

[2-4=a;| +]a;] = 2*+2* =2-2* =2K' =2

Ushbu bobning 3- paragrafida 1- teoremaning kombinalonk
tushunehalarga asoslangan boshqa isboti keltiriladi.

Berilgan chekli A to'plamning buleani uning barcha gism to'plam
aridan tuzilgan to‘plam bo'lgani sababli 1- teoremada isbotlangan
2N = 2N tenglik A to'plamning buleanini 2'4 ko'rinishda belgilashga
asos bo'la oladi.

Kombinatorikada sodda, o'z-o'zidan ravshan bo'lgan, ammo muhim
goidalar bor. Bunday qoidalar sifatida qgo'shish, ko'paytirish hamda
kiritish va chigarish goidalari deb ataluvchi qoidalarni ko'rsatish mumkin.

/mta elementli A to'plam va nta elementli B to'plamlar berilgan
bo'lib, ular kesishmasin. Qo'shish goidasiga ko'ra, A yoki B to'plamga
tegishli bo'ladigan birorta elementni tanlash imkoniyatlari soni (m +n)ga
tengdir. “Yoki” qoidasi deb ham ataluvchi bu goida mazmunini quyidagi
teorema (isboti o'quvchiga havola gilinadi) ham ifodalaydi.

2- teorema. Agar ixtiyoriy chekli A va B to'plamlar uchun
AN B=0 bolsa nholda jJAUB |5/ A j+ 1B | bo 'ladi.

Demak, qo'shish qgoidasiga ko'ra. kesishmaydigan ikkita to'plam
birlashmasining quvvati shu to'plamlar quvvatlarining yig'indisiga tengdir.

Ko‘pavtirish qoidasiga asosan, mta elementli A va nta elementli
B to'plamlaming elementlaridan tuzish mumkin bo'lgan barcha <a,b>
(ae A, be B) kortejlar (juftliklar) soni mn ga teng. Bu goida “va”
goidasi deb ham ataladi. Uni quyidagi teorema ko'rinishida ifodalash ham
mumkin.

3- teorema. Ixtiyoriy chekli A va B to'plamlar uchun
'A x B |5j A\m B j tenglik o rinlidir.

Isboti o'quvchiga havola gilinadi. u

Demak, ko'paytirish qoidasiga ko'ra, ixtiyoriy ikkita chekli to'plam
Dekart ko'paytmasining quvvati shu to'plamlar quvvatlarining ko'
paytmasiga tengdir.

Umumiy holda, agar chekli A va B to'plamlar hech bo'Imaganda
bitta umumiy elementga ega bo'lsa, u holda \A\ +\B\ yigindining
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giymatini aniglashda A{J B to'plamning ba’zi elementlarini, aniqrog'i,
A B to'plamning elementlarini ikki marta hisobga olishga to'g'ri keladi.
Bu mulohaza asosida quyidagi tasdiqqga kelamiz.
4- teorema. Ixtiyoriy chekli A va B toplamlar uchun
AUB |5 Aj+ jB\—\ATIB \ tenglik o fTinlidir.

Isboti. Osonlik bilan ko'rish mumkinki:

a) A{JB =AU (B\A) va NM\(B\A) =0:

by A= (nnga)i11(a\a) va (Af]B)(MB\A) =0

Bu munosabatlarga 2- teoremani qo'llasak, mos ravishda
IAUBI|s|Al+|BVAj va jB|s]Af]B \+ |B\A\ tengliklarni hosil
gilamiz. Bu tengliklardan isbotlanishi kerak bo'lgan tenglikni hosil gilish
giyin emas. w

4- teoremaning tasdig'ini umumiy holda ikkita chekli to'plamlar
birlashmasining quvvatini hisoblash qoidasi deyish mumkin. Bu goidaning
ma’nosidan kelib chiggan holda, uni Kiritish va chigarish qoidasi deb
atash gabul qgilingan.

Ravshanki, 4- teoremada keltirilgan tenglikdan foydalanib jA j, |B \.
\A{J B\ va |AC\B | miqdorlarning ixtiyoriy uchtasi ma'lum bo'lganda
to'itinchisini hisoblash formulasini hosil gilish mumkin.

Yuqorida bayon gilingan ikkita to'plam uchun qo'shish, ko'paytirish
hamda Kiritish va chiqgarish qoidalarini chekli sondagi istalgan chekli
to'plamlar uchun umumlashtirish mumkin.

Avvalo, kiritish va chiqarish qoidasining umumlasmasi sifatida
quyidagi teoremani keltiramiz.

5- teorema (umumlashgan Kiritish va chigarish qoidasi).

Ixtiyoriy chekli Ax, A1, A3,...,An to '‘plamlar uchun
Ta,UA2U A3U...U ad\=\a+1/2|+ ( +..+141-
-\a, N Na, Na,|+!ana2nn|+|g Mn MM+
+ ..+ |0, 2040, , 10 AN— ...+ (—1) 1Axn A2M...MN An|

munosabat o rinlidir.
Isboti. Teoremani isbotlash uchun matematik induksiya usulini
go'llaymiz. K = 1 bo'lgan hoi uchun teoremaning tasdig'i trivialdir.
Induksiya usulining bazasi sifatida K =2 bo'lgan holni garaymiz. Bu
holda teoremaning tasdig'i 3- teoremaga asosan to'g'ri.
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Induksion o'tish: teoremaning tasdig'i // = K uclum lo'g'i i, ya’ni

Au,lLUA U. UAKI= |4} +\A+... +\AK|- 1A fUTL| -JA TG
—..—JAK, M Ak + + 1A fl A2fl Ay|+ 11, f1A,\) .1, |
+..+j . MANAKI- .+ (—DAIR{MNA,..TTA |

tenglik o'rinli bo'lsin. Tasdigning n =k +] bo'lgan holda lo'g'ri
ekanligini ko'rsatamiz. Avvalo, ANA2A3,...,AK,AKL to'plamlaming

A UA2UA/ U--UAt UAKN birlashmesini (AtU-A UAYU...U4 ) IM 1

ko'rinishda ifodalaymiz. So'ngra 3- teoremani va kesishmaga nisbatan
umumlashgan distributivlik gonunini qo'llab hamda teorema tasdig'ining

n = K uchun to'g'riligini hisobga olib, quyidagilarga ega bo'lamiz:
(( U.-1;tMU...U A)U A 1= jA Ua2u Ay n ..UA T+
+14 £+ 1A U4 UAU..UA)MNAKI=
=AW\ +HA\+. +AL - Ll n AA-\A}n Ay\-...-\AK tn Akj+
+itn A-NAN+jiLn A2n A+ . +\AK, n A, n Akj-
o+ (-ir 1Jn,1n-..N./ *a.

- (Atn A {)U(A2n Ak)U(A, n AkH)U ... U(AK TTAKH)|.
Bu tfodadagi oxirgi aynluvchi A M AkH (/= 1,2,3,...,k) ko'rinish-
dagi K ta to'plamlar birlashmasining quvvatini ifodalaydi. Shuning uchun,

induksiya faraziga ko'ra, bu ayriluvchini quyidagicha yozish mumkin:
J(A MAKH) U (A2l AkH)U(A3nAt+]))U."U(At n Akl)j =

\A\ M AKJ +\A2m A+ jAy n AKD + ...+ \AKF| AK Hi-
- TA n AKA)n (a2n T14)- TAIN Ak+)Nn (Ayn JT4)-
AN-1)O(A MO+ 1LOA+ )N ANA+)A(N Nam 3+
- (AnA , n LOMA Mn.,)+...-
+ JAK 2r) AkH) M(AK TTAk+)T(A, TAKk,, -
o (-L)(4, N4 +1>n (A2Mam )n -=M1 (1 n A L)
=Wl +a N4 +H+la MAR+. KA |
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-K n A rlAad-\A{n A NO4-...-|g n-A040+]+
+14 MA2Ma, Mg +y+ 140 n A200A4040,,,+...+

+|p MA20 AKO 4 +j+ ..+ (—) |a MA: Nume[1 AKM Alj.
Bu ifodani 0'z o'rniga qo'yib
AU A2U O U---UAkUAKH= 1o Fi4 & lal+ -+ 1A j+ 1 1-FF
~“\Alnal-la Nagl-...-tn N4 +]+
+jAln A2rbl, |+ |4 NA: 04+ ..+ 3A;_n A 4 ri-
ot (CDAp A N--0 A4 g,
tenglikni hosil gilamiz. m
6- teorema (umumlashgan qo‘shish goidasi). Jufl-jufti bilan
kesishmaydigan ixtiyoriy chekli A,,;A1  An to '‘plamlar uchun
o uA:umUAN\=IA |+ I+ ..+10, |
tenglik o Tinlidir.
Isboti. Teorema shartiga ko'ra barcha i,j =\,n, i® j. indekslar
uchun A-Tbl =0 bo'lgani sababli 5- teorema asosida kerakli tenglikni
hosil gilamiz. m

7-teorema. Ixtiyoriy chekli Ar A2 A-,,..., Ai to 'plamlar uchun
la, naz2nan...nn g, |= 1+ 42|+ g j+...+'m/ j -

-pual-igvagt----14._v g ¢
+10 1 Aiuoa,l+jAn A-un Adl+...+An2u A, UL, I-

-+t (D" awnp u...u gl
munosabat o Tinlidir.
Isboti o'qu\chiga havola gilinadi. w
8- teorema (umumlashgan ko'pavtirish qoidasi). Element/an
soni mos ravishda nr niln,,....nk bolgan A4, A2, 4,.... 40 to'plamlar-
dan fagat bittadan clement olib tuzilgan k uzunlikka ega kortejlar soni

nin*n....nkga tengdir.
Isboti. Teoremani isbotlash uchun matematik induksiya usulini
go'llaymiz. K =1 bo'lgan hoi uchun teoremaning tasdig'i trivialdir.
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Induksiya usulining bazasi sifatida K = 2 bo'lgan holni garaymiz. Mu
holda teoremaning tasdig'i yuqorida Kkeltirilgan ikkita to'plam uchun
ko'paytirish qoidasidan kelib chigadi.

Induksion o'tish: teoremaning tasdig'i k=s (y=1,/v-1) uchun
to'g'ri bo'lsin, ya'ni, A,,.4,,..., A, to'plamlardan fagat bittadan element
olib tuzilgan s uzunlikdagi kortejlar soni nJ”..ns bo'lsin deb fara/
gilamiz. Teorema tasdig'ining K =s+ \ uchun ham to'g'ri ekanligini
ko'rsatamiz.

A, A2, A,,..., At to'plamlardan fagat bittadan element olib uzunligi
(n4Y-1)ga teng bo'lgan kortejlar sonini aniglash uchun turlicha usullardan
foydalanish mumkin. Bu yerda quyidagi usul bilan kerakli natijani olsa
bo'ladi. Dastlab uzunligi birga teng bo'lgan kortejlarni tuzamiz. Uzunligi
birga teng bo'lgan kortejlar berilgan to'plamlaming ixtiyoriy biridan fagat
bitta elementni tanlash yordamida tuzilishi ravshan. Tabiiyki, agar uzunligi
birga teng kortejlar A, = } to'plamning elemcntlaridan
tuzilsa, bunday kortejlar soni //, ga tengdir.

Uzunligi birga teng kortejlardan ixtiyoriy birini, masalan, </,,ni olib.
uning o'ng tomoniga At to'plamdan boshga biroi lo'plamning, masalan.
A2={all,a22....axn \ to'plamning elemcntlaridan birini joylashtirib,
birinchi koordinatasi an bo'lgan uzunligi ikkiga teng //,1a kortejlar hosil
gilamiz. Uzunligi birga teng kortej sifatida /? ta kortejlardan ixtiyoriy
birini olish mumkinligini hisobga olib, hammasi bo'lib uzunligi ikkiga
teng /?,/72ta kortejlarga ega bo'lamiz.

Uzunligi ikkiga teng kortejlaming har biriga o'ng tomondan At va A,
to'plamlardan boshga biror to'plamning, masalan, A, ={a,t,a,2,...,a,li J
to'plamning n3ta elemcntlaridan birini joylashtirib, uzunligi uchga teng
[7.ta kortejlar hosil gilamiz. Bu yerda uzunligi ikkiga teng kortej sifatida
a,«Jla kortejlardan ixtiyoriy birini olish mumkinligini e’tiborga olib,
uzunligi uchga teng /7,/7,/7, ta kortejlarni hosil gilamiz.

Kortejlar hosil gilish jarayonini yuqoridagiga o'xshash mulohazalar
bilan davom ettirib, bu kortejlarning har biriga o'ng tomondan
1-A ... At to'plamlardan boshga AyH = {o(AH)1,0 (J+)2......c/(lll), ! lo'p
lamning nsHta elementlaridan birini joylashtirib, uzunligi (v+ l)ga leng
bo'lgan wstlta kortejlar hosil gilamiz. Bu yerda ham uzunligi nga leng
kortej sifatida nx2...nKta kortejlardan ixtiyoriy birini olish mumkinligini



e’tiborga olamiz. Shunday qilib, n{nl..ns marta ta kortej hosil bo'ldi.
Demak, uzunligi (5 + 1) ga teng bo'lgan kortejlar ninl...nns" tadir. a

Muammoli masala va topshiriglar

1. Uchnchi tartibli figurali sonlar gatnashgan amaliy misol keltiring.

2. 1, 3, 6 va 8 ragamlaridan foydalanib o'nli sanoq tizimida bir, ikki,
uch, to'rt xonali barcha sonlami yozing.

3. Matematik induksiya usuli yordamida arifmetik va geometrik
progressiyalarning umumiy hadlari hamda dastlabki nta hadlari
yig'indisini topish formulalarini isbotlang.

4., Matematik induksiya usulini qgo'llab quyidagi formulalarni
isbotlang:

b)sinx + sin(x + /?)+ ...+ sin(x+ nh) _ VvV 2/ 1_, bu

yerda h ®2kk , ke Z .

5. Matematik induksiya usulidan foydalanib, quyidagi tasdiglarr
isbotlang:

a) ixtiyoriy neN uchun 1I1"+z+122"+* son 133ga qoldigsiz
bo'linadi;

b) 1la"-14t/+3>0 (a ~butun son) tengsizlik o'rinlidir;

1
d) 1+ &+ -j-+...+ +—>2(/n+1 —1) tentrsi/lik o'rinlidir, bu
V2 v3 V

yerda ne A’ va n> 2.

6. 2" >n~ tengsizlik o'rinli bo'ladigan barcha natural n sonlarni
toping.

7. Ixtiyoriy n natural son va chekli A to'plam uchun J.-Tj= Uj
tenglikning o'rinli bo'lishini matematik induksiya usuli yordamida
isbotlang.

8. Yetti so'mdan ortig butun son bilan ifodalanuvchi pul to'lovini
fagat 3 so'mlik va 5 so'mliklar bilan amalga oshirish mumkinligini
isbotlang.
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(0. “Kombinatorika” so'zidan bitta unli yoki undosh bail lanlash
imkoniyatlari sonini aniqlang.

10. 13 nafar giz va 12 nafar o'g'il boladan tashkil topgan talabal.n
guruhidan bir nafar talaba tanlash imkoniyatlari sonini aniqlang.

11. “Kombinatorika” so’zidan bitta unli va bitta undosh hail tanlash
imkoniyatlari sonini aniglang.

12. Qiroatxonada har biri ikki o'rinli stollar to‘rt gatorga sakkiztadan
joylashtirilgan. Haitaning yakshanba kunidan tashqari har kuni giroatxona
o'quvchilarga sakkiz soat xizmat ko‘rsatadi. Qiroatxonaning bir haftada
o'quvehilarga mumkin bo'lgan eng ko'p xizmat ko'rsatish vaqtini (o'rinX
soat birligida) toping.

13. Agar A va B shaharlarni to'rtta yo'l, B va C shaharlarni esa
uchta yo'l bog'lasa, u holda A shahardan B shahar orgali C shaharga
borish imkoniyatlari sonini aniglang.

14. Shaxmat taxtasiga oq va qora shohlarni bir-biriga hujum
gilmaydigan holda joy lashtirish imkoniyatlari sonini toping.

15. Shaxmat taxtasiga oq va qora ruxlami bir-biriga hujum
gilmaydigan holda joylashtirish imkoniyatlari sonini toping.

16. Yakkamualliflikda yozilgan Axmedovning n4ta, Botirovning nB
la va Davronovning nt:ta kitoblardan:

a) bitta kitobni, b) turli mualliflaming ikkita kitobini,

d) turli mualliflarning uchta kitobini
tanlash imkoniyatlari sonini aniglang.

17. Agar tarkibida n ta savoli bo'lgan so‘rovnomaning har bir savoliga

a) “ha" yoki “yo'q”, b) “ha”, “yo'q”, “bilmayman”degan javobni
yozish mumkin bo'lsa, u holda so'rovnomaning savollariga berish mumkin
bo'lgan barcha javoblar imkoniyatlari sonini aniglang.

18. Universitetning “Matematik modellasbtirish” kafedrasida 12 nafar
professor-o'gituvchilar bo'lib, ularning har biri o'zbek va rus tillaridan
tashgari yana hech bo'Imasa bitta chet tilini biladi. Professor-
o'gituvchilarning 10 nafari tojik, 7 nafari ingliz, 6 nafari esa olmon tilini
biladi. Agar professor-o'qgituvchilarning 5 nafari tojik va ingliz, 4 nafari
tojik va olmon hamda 3 nafari ingliz va olmon tillarini bilsa, u holda
o'zbek va rus tillaridan tashqgari: a) uchala chet tilini, b) ikkita chet tilini. d|
fagat ingliz tilini biladigan professor-o'gituvchilar sonini aniglang.

19. Quyidagi formulani isbotlang:

max(a,...all)=al+...+an—Tt1(ap@®@)—..—m in (,,</,) |

+min (a, )+ ..+mm(cii_7,an_l,an)—..+ (—1)" niinl?,,. </ ).
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Mustagqil ishlash uchun savollar

1. Kombinatorika predmeti nima?

2. Kombinatorika sohasida ilmiy tadgiqotlar olib borgan gaysi
olimlarni bilasiz?

3. Kombinatorika matematikaning alohida ilmiy yo‘nalishi sifatida
gachon shakllandi®

4. Figurali sonlar deganda nimani tushunasiz?

5. “Kombinatorika” iborasi kim tomonidan, gachon Kiritilgan?

6. Matematik induksiya usulidan foydalanib tasdig ganday isbot-
lanadi?

7. Qo‘shish va ko'paytirish qoidalari ganday ifodalanadi?

8. Umumlashgan go‘shish va ko ‘paytinsh qoidalarini bilasizmi?

2.2. Asosiy kombinatsiyalar

To'plam. Element Kombinatsiya. O'rin almashtirish. Betakror o'rin
almashtirish. O ‘rin almashtirishlar soni. O ‘rinlashtirish. O 'rinlashtirishlar soni.
Gruppalash. Gruppalashlar soni. Ko paytirish goidasi. Matematik induksiya
usuli. Faktorial.

2.2.1. 0 ‘rin almashtirishlar. Elementlari axar,a%...,an bo'lgan
to'plamni garaymiz. Bu to'plam elementlarini har xil tartibda joylashtirib
(yozib). tuzilmalar (kombinatsiyalar) hosil gilish mumkin, masalan,

ux,a2,a}...an; a:.al.a.....an: a2,a,,a,....an.

Bu tuzilmalarning har birida berilgan to'plamning barcha elementlari
ishtirok etgan holda ular bir-biridan fagat elementlarining joylashish
o‘rmlari bilan farq qgiladilar.

1- ta’rif. Shu usul yordamida hosil gilingan kombinatsiyalaminc
har biri berilgan {a”a",a.,...7an} to'plam elementlarining o'rin al-
mashtirishi deb ataladi.

Aslida “o'rin almashtirish” iborasi to'plam elementlarining o'rinlarini
o'zgartirish harakatini anglatsada, bu yerda uni shu harakat natijasida hosil
bo'lgan tuzilma sifatida qo'llaymiz. Bu iboradan uning asl ma’nosida ham
foydalanamiz.

O'rin almashtirishni ifodalashda uning elementlarini ajratuvchi belgi
sifatida yuqorida “,” (vergul) belgisidan foydalanildi. Ammo bu muhim
emas, bu yerda boshga belgidan ham foydalanish, hattoki, yozuvning
ixchamligi maqsadida, elementlar orasidagi ajratuvchi belgilarni tushirib
goldirish ham mumkin. Bu eslatma bundan keyin bayon etiladigan boshga
kombinatorik tuzilmalar uchun ham o'rinlidir.
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To'plam tushunchasiga asoslanib. bu yerda qaralayotgan o'rin
almashtirishlar tarkibida elementlaming takrorlanmasligini eslatib o'tamiz.
Shu sababli bunday o'rin almashtirishlarni betakror (takrorli emas) o'rin
almashtirishlar deb ham atash mumkin. Ushbu bobning 4- paragrafida
takrorli o'rin almashtirishlar ko'riladi.

Berilgan nta elementli to'plam uchun barcha o'rin almashtirishlar

sonini Pn bilan belgilash gabul gilinganl

Bitta elementli {a} to'plam uchun fagat bitta a ko'rinishdagi o'rin
almashtirish borligi ravshandir:

Ikkita elementli {a,b} to'plam elementlaridan o'rin almashtirishlarni
bitta elementli {a} to'plam uchun a o'rin almashtirishidan foydalanib
quyidagicha tashkil gilamiz: b element a elementdan keyin yozilsa, ab
o'rin almashtirishga, oldin yozilsa esa ba o'rin almashtirishga ega
bo'lamiz. Demak, ko'paytirish qoidasiga (ushbu bobning 1- paragrafiga
garang) binoan ikkita o'rin almashtirish bor: 1\ =2 = 1-2.

Uchta elementli {a,b,c} to'plam uchun o'rin almashtirishlar tashkil
gilishda ikkita elementli {a,b} to'plam uchun tuzilgan ab va ha o'rin
almashtirishlardan  foydalanish mumkin.  Berilgan to'plamning ¢
elementini ah va ba o'rin alinashlirishning har biriga uch xil usul bilan
joylashtirish mumkin: wularning elementlaridan keyin, elcmentlarining
orasiga va elementlaridan oldin. Ko'paytirish qoidasini qo'llasak, uchta
elementli \a,b,c\ to'plam uchun oltita (P, = 6 = 1«2 3) har xil o'rin
almashtirishlar hosil bo'lishini aniglaymiz. Ular quyidagilardir:

abc. ach, cab, hac. bca, cba.

To'rtta elementli \a.b,c,c!\ to'plamni garab, uchta elementli {a,b,c}
to'plam uchun tuzilgan oltita o'rin almashtirishlarning har biriga cl
elementni to'rt xil usul bilan joylashtirish imkoniyati borligini e’tiborga
olsak, ko'paytirish qoidasiga ko'ra, PA= 24 = 1¢2+34 bo'lishini
topamiz. Bu yerda barcha o'rin almashtirishlar quyidagilardir:

aheel, abdc, adbe. dabe ,

acbd, acdb, adcb, dacb,
cabd, cadb, cdab, dcab .
bacd, bade, bdac, clbac ,
head, heda, bdea, dbca ,
ebad, chda, edba, dcba.

Fransuzcha “permutation™ so'zi o’rin almashtirish ma’nostni anglatadi.
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Shu tar/da davom etib "/?ta elementli to'plam uchun barcha o'rin
almashtirishlar soni birdan n gacha bo'lgan barcha natural sonlaming
ko'paytmasiga teng” deb faraz gilish mumkin: Pr = 12 m« (n —\)n.Bu
farazning to'g'riligi quyidagi 1- teoremada isbot gilinadi.

Dastlabki nta natural sonlar ko'paytmasini nl ko'rinishidalbelgilash
gabul gilingan. ya’ni 1e¢2 <3 m.n = nl. n\ belgisidan bunday ma'noda
birinchi bo'lib 1C Kramp' 1808- yilda nashr etilgan algebra bo'yicha
go'llanmada foydalangan.

1-2-3 -..n ifodada n =1 bo'lganda fagat 1 soni ishtirok etadi,
shuning uchun, ta’rif sifatida 1!=1 deb hisoblash gabul gilingan. Bundan
tashgari, n =0 bo'lganda esa nl ifoda umuman ma’nosini yo'gotadi.
Lekin, ta’rif sifatida 0!=1 deb gabul gilinadi.

1- teorema. Elementlari soni nta ho'lgan to'plam uchun o'rin
almashtirishlar soni nlgateng, vahi P =nl.

Isboti. Teoremani isbotlash uchun matematik induksiya usulidan
foydalanamiz. Asos to'g'riligini, ya’ni teoremaning tasdig'i n =1 uchun
to'g'riligini yuqorida ko'rdik. Induksion o'tish uchun teoremaning tasdig'i
biror natural n = K uchun to'g'ri bo'lsin deb faraz gilamiz, ya’ni Pk =Kl
bo'lsin. Ravshanki, (k + 1) ta elementli to'plamni K ta elementli to'plamga
yangi (£ + 1)- elementni Kkiritish yordamida hosil gilish mumkin. Bu
(/f+ 1)- elementni K elementli to'plam wuchun barcha Alta o'rin
almashtirishlaming har biriga quyidagicha {k +1) xil usul bilan kiritish
mumkin:

1- elementdan oldin,

I- va 2- elementlar orasiga,

2- va 3- elementlar orasiga,

(K —1) - va K -elementlar orasiga,

K - elementdan kcvin.

Shunday qilib, ko'paytirish qoidasiga binoan, (kK + 1)ta elementli
to'plam uchun jami KklI(k +1)= (K +1)! ta o'rin almashtirishlar hosil
bo'ladi, ya’ni Pl = (K + !)!.m

1Bu yozuv "en laktorial” deb o'giladi; faktorial so'zi lotincha "factor” so'zidan olingan bo'lib.
ko'paytuvchi ma’nosini anglatadi.
Kristian Kramp (Christian, 1760-1826) olmon matematigi. Asosiy ishlari kombinatorika.
gcometriya va algebraga bag'ishlangan.

40



1- misol. Besh nafar tomoshabinlarning beslila o'rinni egallash
imkoniyatlari (variantlari) sonini toping.

Agar tomoshabinlarni a,b,c,d,e harflar bilan belgilasak, u holda
T —{a,b,c,d,e} tomoshabinlar to'plamiga ega bo'lamiz. Tomoslubin-
lami o'rinlarga joylashtirish imkoniyatlarining (variantlarining) har biriga
tomoshabinlar T to'plami elementlarining gandaydir o'rin almashtnisin
mos keladi. T to'plam beshta elementli bo'lgani uchun, 1- teoremaga
asosan, P5= 1m2 ¢34 «5 =120 bo'ladi. Demak, besh nafar tomosha
binning beshta o'rinni egallash imkoniyatlari soni 120ga teng. m

2- misol. Shaxmat bo'yicha musobagada har birining tarkibida to'll
nafar o'yinchi bo'lgan ikkita jamoa ishtirok etmoqda. Har birjamoa rahba-
riga to'rtta shaxmat taxtasida o'yinlar o'tkazish uchun o'yinchilarni ix-
tiyoriy ravishda tartiblash imkoniyati berilgan. Musobaga gatnashchila-
rining shaxmat taxtalarini egallash imkoniyatlari (variantlari) sonini
topmg.

Har bir komanda a’zolari uchun shaxmat taxtalarini egallash imko-
niyatlarini Pn= n\ formula yordamida hisoblash mumkin: PA=41= 24,
Jamoalardagi o'yinchilarni ixtiyoriy ravishda tartiblash mumkin bo'l-
ganligidan, ko'paytirish goidasiga ko'ra, musobaqga gatnashchilarining
shaxmat taxtalarini egallash imkoniyatlari (variantlari) soni 24-24 = 576
bo'ladi. B

2.2.2. 0 ‘rinlashtirishlar. /7ta elementli {axaZ2,a,,...,ui:} to'plam
berilgan bo'lsin.

2- ta'rif. {a,,a?a3,...,an| to'plamning ixtiyoriy mta elemenlidan
hosil gilingan tartiblangan \aj,a a , . } tuzilmaga (kombinatsiyaga) n

ta elementdan m tadan o ‘rinlashtirish deb ataladi.

Bu ta’rifdan ko'rinib turibdiki, elementlari soni bir xil bo'lgan ikkita
har xil o'rinlashtirishlar bir-biridan elementlari bilan yoki bu element-
larning joylashish tartibi bilan farq qiladi. Bundan tashqgari, nta
elementdan m tadan o'rinlashtirishlar uchun m <n bo'lishi ham ravshan.
Bu yerda qaralayotgan o'rinlashtirishlar tarkibidagi elementlaming
takrorlanmasligini eslatib o'tamiz. Shu sababli bunday o'rinlashtirishlarm
betakror (takrorli emas) o'rinlashtirishlar deb ham atash muinkin
Ushbu bobning 4- paragrafida takrorli o'rinlashtirishlar ko'riladi.

Berilgan nta elementdan m tadan o'rinlashtirishlar soni, odatda, .1"
bilan belgilanadil

Fransuzcha “arrangement"” so'zi okrinlashtirish ma’nosini beradi.
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Ravshanki, berilgan nta a,,a7,a},...,an elementlardan bittadan
o'rinlashtirishlar o ta bo'ladi (bular: a{; a2; va hokazo, a ), ya'ni
4 =n.

nta elementdan bittadan o'rinlashtirishlar yordamida 1t ta elementdan
ikkitadan o'rinlashtirishlarni quyidagicha tuzish mumkin. nta elementdan
bittadan o'rinlashtirishlarning har biridagi elementdan keyin yoki oldin
golgan (u —I)ta elementlardan ixtiyoriy bittasini joylashtirsa bo'ladi.
Natijada, ko'paytirish qoidasiga binoan, jami soni A~=n(n —\) ta
bo'lgan n ta elementdan ikkitadan o’rinlashtirishlarni hosil gilamiz.

Shu kabi, nta elementdan uchtadan o'rinlashtirishlarni hosil qilish
uchun nta elementdan ikkitadan o'rinlashlirishlarga murojaat qilish
mumkin. Bu yerda n ta elementdan ikkitadan o'rinlashtirishlarning har biri
uchun uni tashkil etuvchi ikkita elementlardan oldin, elementlar orasiga
yoki elementlardan keyin qolgan (/7—2)ta elementlardan ixtiyoriy
bittasini joylashtirish imkoniyati bor. Ko'paytirish goidasiga ko'ra natijada
jami soni A] =«(/? —I)(n - 2) ta bo'lgan nta elementdan uchtadan
o'rinlashtirishlarni hosil gilamiz.

Shunga o'xshash mulohaza vyuritib, nta elementdan to'rttadan,
beshtadan va hokazo o'rinlashtirishlar soni uchun mos ifodalarni aniglash
givin emas.

2- teorema. nta elementdan m tadan o 'rinlashtirishlar soni eng
kattasi nga teng bo'lgan mta ketma-ket natural sonlarning
Ko 'paytmasiga tengdir, ya'ni A" =n(n- ...(n- m+1).

Isboti./? - ixtiyoriy natural son bo'lsin. Teoremani isbotlash uchun
matematik induksiya usulini go'llab, teorema tasdig'ining ndan
oshmaydigan ixtiyoriy m natural son uchun to'g'riligini ko'rsatamiz
(ya’ni induksiyani m bo'yicha bajaramiz).

Baza: yuqorida Alv =/7 ekanligi aniglangan edi, ya'ni teorema tasdig'i
m = | uchun to'g'ridir.

Induksion o'tish: A™ =n(n —I)...;? —m + 1) formula m —k<n
uchun to'g'ri bo'lsin deb faraz gilamiz va uning m=Kk +1 uchun ham
to'g'ri ekanligini ko'rsatamiz. nta elementdan (k + 1)tadan o'rinlash-
tirishlarning ixtiyoriy bittasini quyidagicha hosil qgilish mumkin. Bunday
o'rinlashtirishning birinchi elementi sifatida berilgan -[a,,*/,a }
to'plamning istalgan elementini, masalan, ni tuzilayotgan o'rinlash-
tirishga joylashtiramiz. Undan keyin umumiy soni A”_,ga teng bo'lgan
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(/T—1)ta elementdan Ktadan o'nnlashtirishlarning ixtiyoriy biridagi
barcha elementlarni jowlashtiramiz. Birinchi elementi a,ldan iborat boFgan
barcha nia elementdan (k + 1) tadan o‘rinlashtirishlaming soni A,, fga
tengdir.  Bunday o'nnlashtirishlarning birinchi elementi sifatida
| to'"plamning ixtiyoriy elementini tanlash mumkinligini
e'tiborga olsak, ko'paytirish qoidasiga binoan. berilgan /7ta elementdan
(< 1) tadan o'rinlashtirishlar soni quyidagicha aniglanishi kelib chigadi:
a4l =nAl, = 7UT—I1)T 2)..((/T~1)- A+ 1) =
=n(n—N...(/1 (K+ 1)4-1).

Bu munosabat isbotlanayotgan fornnilaning m =Kk + 1 uchun
to'g'riligini ko'rsatadi. m

3" misol. Guruh 25 nafar talabadan tashkil topgan bo'lsin. Bu
guruhda guruh sardori, guruh sardoniung yordamchisi va kasaba
uyushmasining guruh bo'yicha vakilim saylasli /ami. liar bir talaba bu
vazifalardan faqgat bittasini bajaradi deb hisoblansa, saylov natijalari uchun
gancha imkoniyat mavjud?

Bu yerda 25ta elementli talabalar lo'plaimning tartiblangan uchta
elementli (guruh sardori, guruh sardorinini' yordamchisi va kasaba
uyushmasining guruh bo'yicha vakili) gism to'plamlari sonini aniglash
[.arur. Bu esa 25ta elementdan uchtadan o.-imlashtu islilat sonini topish
demakdir. Qo'yilgan savolga javob topish magsadida 2 teoremadagi
isbotlangan formulani n=25 wva hi “ bo'lgan holda qo'llab,
075 = 25 24 «23 = 13800 ekanligini ainglavmi/. Demak, guruhdagi
saylov natijalari uchun 1380()ta imkoniyat mavjud m

ko'rinishda

nin—) (/ —ii, + H(n—m)!
¢ . (n—m)!
Yuqorida ta’kidlaganganidek, nta elementdan m tadan o'rinlash-
tirishlar  n elementli to'plamning bir-biridan tarkibi bilan ham,
elementlarining joylashishi bilan ham larglanadigan gism to'plamlaridan
iboratdir. Agar bu o'rinlashtirishlarda nta elementli to'plamning barcha
elementlari gqatnashsa (ya’ni m =n bo'lsa). /7ta elementli to'plam uchun
barcha o'rin almashtirishlar hosil bo'lishi tabiiydir. Shu tufayli, o'rin



almashtirishlarning oldin keltirilgan ta’rifiga ekvivalent quyidagi ta’rifni
ham berish mumkin.

nta elementli to'plam uchun o'rin almashtirishlar deb n ta elementdan
ntadan o'rinlashtirishlarga avtiladi. Bunda har bir element fagat bir marta
gatnashadi va wular bir-biridan fagat o'zaro joylashishlari bilan farq
giladilar.

O'rin almashtirishlarning bu ta’rifiga asoslanib nta elementli to'plam
uchun o'rin almashtirishlar soni formulasini o'rinlashtirishlar soni
formulasi yordamida hosil gilish mumkin. Haqgigatdan ham,

Pn=A"=n(n- Y...(/?2- (7-1)) = [7(7- 1)...2 «1= n\
yoki

{n-n)I O
2.2.3. Gruppalashlar. {al,a2,a3,...,an} to'plam berilgan bo'lsin. B

/7 elementli to'plamning elementlaridan mta elemetga ega qism
to'plamlarni shunday tashkil etamizki, ular bir-biridan elementlarining
joylashish tartibi bilan emas, faqgat tarkibi bilan farq gilsinlar.

3- ta’rif. Bunday m ta elementli gism to'plamlarning hay biriga n
ta elementdan in tadan gruppalash deb ataladi.

nta elementdan m tadan gruppalashlar sonini C ” bilan belgi laymizl
Gruppalashlar belgilashlar ham

uchraydi. Gruppalash ta’rifidan 1< m <n ekanligi va agar biror
gruppalashda qandaydir usul bilan elementlar o'rinlari almashtirilsa, u
(gruppalash sifatida) o'zgarmasligi kelib chigadi. Bu yerda qgaralayotgan
gruppalash tarkibida elementlarning takrorlanmasligini eslatib o'tamiz.
Shu sababli bunday gruppalashni betakror (takrorli emas) gruppalash
deb ham atash mumkin. Ushbu bobning 4- paragrafida takrorli
gruppalashlar o'rganiladi.

Bir (/7 =1) elementli {a} to'plam uchun faqat bitta gruppalash
mavjud, u ham bo'lsa bir (m = 1) elementlidir: a . Demak, C, = 1.

Ikki 7 =2) elementli {a, b\ to'plam wuchun bittadan >7 = 1)
gruppalashlar ikkita (a va b)), ikkitadan (.- = 2) gruppalashlar esa fagat
bitta (ab ). Demak, C2=2, C2= 1

1Fransuzcha “combinasion” so'zi gruppalash ma'nosini beradi.
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Uch (n = 3) elementli {a, b, ¢) to'plam uchun gruppalashlar: bittadan
(w=1) a, b vac (uchta); ikkitadan (m=2)- ab, ac, be (uchta);
uchtadan (/% = 3)- afrc (fagat bitta). Demak. C! =3, C\2=3, C" = 1.

To'rtta (77=4) elementdan tashkil topgan [a, b, c,d) to'plam
clementlaridan tuzilgan gruppalashlar: bittadan —a. b. ¢ va d (to'rtta);
ikkitadan- ab, £/c, ad, be, bd, cd (oltita); uchtadan - abc, abd,
acd, bed (to'rtta); to'rttadan abed (fagat bitta). Demak, C\ =4,

- =6.C.;=4, C4=1

Yuqoridagi mulohazalar gruppalashlar sonini hisoblash formulasi
ganday bo'lishiga to‘lig oydinlik kiritmasada, dastlabki tahlil uchun mu-
himdir. Masalan, nta elementdan barcha elementlarni o'z ichiga oladagan
fagat bitta gruppalash tashkil ctish mumkin, degan yoki nta elementdan
bittadan nta gruppalash bor degan xulosalar ustida o‘ylab ko'rish
mumkin.

C ” sonni hisoblash uchun formula topish magsadida quyidagicha
mulohaza yuritamiz. Ravshauki, agar /na elementdan m tadan barcha
gruppalashlarning har birida elementlarning o'rinlari imkoniyat boncha
almashtirilsa, natijada //la clcmcnklan m tadan barcha o'rinlashtirishlar
hosil bo'ladi. Bu yerda /Ma clcmcnulan /7/tadan tuzilgan C™"’ta
gruppalashning har biridagi m la elementdan =mlta o'rin
almashtirishlar hosil qilish mumkin bo'lganligi tufayli, ko'paytirish
goidasiga asosan, PmC = A™ tenglik to'g'ridir. Demak,

A* nin - 1). .(?2- m+1)

P le2emm
formula o'rinlidir. Shunday qilib, quyidagi teorema isbotlandi.

3- teorema. nta elementdan m tadan gruppalashlar soni eng
kattasi nga teng bo 'lgan m ta ketma-ket natural sonlar ko paytmasining
dastlabki /77 ta natural sonlar ko paytmasigct nisbati kahidir:

_7-D) L (T7- 1w+ )
le2m.mm

4- misol. Qurilish tashkilotining duradgorlar bo'limida 15 nafar
ishchi bor. Ko'p gavatli uynmg eshiklarini ta'mirlash uchun 3 nafar
duradgorni tanlash zarur. Agar bo'limdagi har bir duradgor bu topshirigni
bajarishga layogatli bo'lsa. bunday tanlash imkoniyatlari (variantlari)
gancha?

Bo'limdagi har bir duradgor ta'mirlash ishini bajarishga layoqaili
bo'lgani uchun, bu masalani hal qilishda gruppalashlar sonini loppisli



formulasidan foydalanish mumkin. Bu vyerda /7= 15, /«=3 va

15-14-13 A T . )
C, = —mmmee = 455 . Demak, 15 nalar duradgorlar orasidan 3 natarmi
1-2-3

tanlash imkoniyatlari soni 455 ekan. m
Agar ta’rif sifatida C° =1 qabul gilinsa, /7ta elementdan m tadan
gmppalashlar soni uchun yuqorida keltirilgan formula m = 0 bo'lgan

holda ham to'g'ri bo'ladi: Cf{ =1. Tabiiyki. nla elementdan

T oou
barcha elementlarni o‘z ichiga oladigan faqgat bitta gruppalash tashkil etish
mumKkin: C'n_-_gf_: 1.
« 10!

Gruppalashlar sonini hisoblash uchun

£,n _ - Qm _ »(»~ fM»7 + 1)
m\(n —m)\ " 1e2-..(/7—mM)

ko'rinishdagi formulalardan ham foydalanish mumkin. Bu formulalar
quyidagi tengliklardan kelib chigadi:

" n
C" = A" - ~m)! = 1 =
A, ml mn—m 1 (nh—ml
mn

_(m—(m—1) C M=), 4 )

(H-w)! L2 m..(fr—w)
Ixtiyoriy natural n soni uchun gruppalashlar soni bir gator xossalarga
ega, masalan. C™ = C" (m=0.1,2,...,/1).

c + c : +i=c:” («/= ],2 ..... I1-m.
Haqgigatdan ham,
/! ni

m
m\{n-m)\ (m-m) J(n- (n- m))l
m "~ n-1 ~m T
177017 - 177! (177 + 1)' ur - - 1)'
171 1
N O A DL A (A ] 7 o+ 1

96



_ n.(n+\) _ wn+1 e
T\T + ), —T—D)\(n—T1) (T+D((«+D- (T+ D) "4

Muammoli masalu ra topshiriglar

1. Shaxmat taxtasiga 8 ta ruxni bir-biriga hujum gqilmaydigan qilib
neehaxil usul bilan joylashtirish mumkin?

2. Ma’noga ega bo'lmaganlarini ham e’tiborga olgan holda a, i, t, r
harflaridan 4 harfli nechta so‘z tuzish mumkin?

3. 9 nafar kishinmg rais, rais o'rinbosari, kotib va ish yurituvchi
vazifalariga tayinlanish imkoniyatlarini toping

4. Turli 5 rangdagi bo‘yoqlardan 3 xil rangli bo'yoq tanlash
imkoniyatlari sonini aniglang.

5. Musobaqada 10 jamoa ishtirok etayotgan bo'lsa, ulardan uchta-
sining oltin, kumush va bronza medallanni olish imkoniyatlari sonini
aniglang.

6. Kutubxonada 6 tilning har biritlan boshgalariga bevosita tarjima
gilish uchun yetarli lug'atlar mavjinl  Tillar soni 10 la bo'lganda
kutubxonaga yana gancha lug'at kerak?

7. Do'konda 10 xil go'g'irchoq sotilayotgan bo'lsin. S dona turli
qgo'g'irchogni sotib olish imkoniyatlari sonini aniglang.

8. Barcha ragamlari turlicha bt)'lgan 7 ragamli telelon nomerlari
sonini toping.

9. Har bir yigit fagat bitta gizni o'yinga taklif gilish sharti bilan 4
nafar yigit 6 nafar gizlarni taklif etayotgan bo'lsa, bunday taklillar sonini
toping.

10. Bir kishida 7ta. boshga kishida esa 9ta kitob bor. Bu kishilar bir-
birlari bilan ikkitadan kitob almashishmoqchi. Kitob almashishlar sonini
aniglang.

11. 28 dona domino donalarini 4 o'yinchiga teng tagsimlash im-
koniyatlari sonini toping.

12. Temir yo'l vagoni kupesida bir-biriga garama-garshi o'tirishga
mo'ljallangan va har birida 5 tadan o'rinlari bo'lgan 2ta o'nndiq bor. 10
nafar yo'lovchidan 4 tasi poyezdning yurishi yo'nalishiga garab, boshqa
3tasi teskari yo‘nalishga qarab o'tinshni hohlaydi, golgan 3tasi uchun esa
gaysi yo'nalishga qarab o'tirishning fargi yo'q. Yo'lovchilarni o'rin
diglarga joylashtirishlar imkoniyatlari sonini aniqglang.

13. Beshta har xil bayrogehani istalgan son va tartibda ko'tarib luisil
4 111sh mumkin bo'lgan turli signailar sonini aniglang.

14. Qavarig o'nburchak diagonallari sonini aniglang.
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15. Tekislikda har uchtasi bir to'g’ri chizigda yotmagan to'ggizta
nuqta berilgan. Agar bu nuqtalarning har uchtasidan birgina aylana
o'tkazish mumkin bo'lsa, berilgan nuqtalardan nechta aylana o ‘tkazish
mumkinligini aniglang.

16. Quyidagi aynivatlarni ishot giling:

aic+ci+cii~c,; mcc*cci:d>,c=<-«+i>.-¢C

~n oK

17. Quyidagi tenglamalami hal giling:
a C, =C,T: b)a;+A;t:-7,I\,; d) 20CwT1= 77C\ ,, :

e 4'— "N =42; OC 1-'P.=( ': g =3N;".

> X

Mustaqil ishlash uchun savollar

O'rin almashtirishlar deganda nimani tushunasiz?

O'rin almashtirishlar sonini ganday hisoblash mumkin?
O'rinlashtirishlar nima?

O'rinlashtirishlar soni formulasini isbotlay olasizmi?

O'rin almashtirish va o'rinlashtirish orasida qanday farq bor?
Gruppalashlar tushunehasining mohiyatini bilasizmi?
Gruppalashlar soni formulasi ganday hosil gilinadi?

Gruppalashlar sonining ganday xossalarini bilasiz?

O'rin almashtirishlar, o'rinlashtirishlar va gruppalashlar sonlari
orasida ganday munosabatlarni bilasiz?

© N Tk WD PR

©

2.3. Paskal uchburchagi. Nyuton binomil

Gruppalash. Gruppalashlar soni. Paskal uchburchagi. .Arifmetik itchburchak.
Ikkita son vig'indisining natural darajasi. Bittim sonning natural ko Tsatkichli

ildizi. Oisqa ko pavtirishformulalari. Yig ‘inclining bikvaclrati. Matematik

induksiya usuli. Nyuton binomi. Binomial koefftsientlur. Koshi ayniyati.

2.3.1. Paskal uchburchagi hagida umumiv ma'lumotlar. Berilga
nta elementdan m tadan gruppalashlar soni C™ uchun bir necha
gatorlarni 1-jadvaldagidek yozamiz:

"Binom* so‘zi ikkihad ma'nosini anglatadi.
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/- juth ni

n Gruppalashlar soni C"" (m = 0,n)
1
c"=1.C =1
r =1.¢cl =2.¢; =1
B c" =1,¢c\ =3,c¢c; =3 cl =1
4
c:=1i,c¢ =4 ,r;=6. r; =4 c4 =1
5
c5=1.q =5,c¢: =10.c¢cl =10,C- = 5. ra4 =1

Bu jadvalda gruppalashlar sonining quyidagi xossaiarini kuzatish
mumkin:

- har bir qatorning chetlarida birlar joylashgan (bu tasdiq
Cr =C”=1 formula bilan ifodalanadi. ushbu bobning 2- paragraflga
garang);

- har bir gatordagi C" sonlar gatorning teng o'rtasiga nisbhatan
simmetrik joylashgan, ya’ni qatorning bosludan va oxmdan baravar
u/oglikda turgan sonlar o'zaro teng ( =q" )

- ikkinchi gatordan boshlab har bir gatordagi birlardan tashqgari
ixtiyoriy son bu qatordan yuqorida joylashgan qatordagi bin shu son
ustida, ikkinchisi esa undan chapda joylashgan ikkita gruppalashlar
sonining yig"indisiga teng ( =C" +C" 1)

har bir gatordagi C" sonlar shu gator teng o'rtasigacha o‘sib, so‘ng
kamayadi (3.3 band, 5- xossaga garang).

Ta’rif sifatida C? = 1 deb gabul gilinsa va bu j
son yugoridagi jadvalning n = 1 ragamli gatoridan
oldin ~ = 0 raqgamli qatori sifatida joylashtirilsa, 11
uchburchak figurasiga o'xshash 1- shakldagi 121
sonlar jadvalini hosil gilish mumkin. 13 31
1-ta’rif. 1- shakldagi sonlarjadvali Paskal 14 6 4 1

uchburchagi deb ataladi.
Bu jadval arifmetik uchburchak nomi bilan
ham yuritiladi. Uning Paskal nomi bilan atalishiga 16152015 ¢ 1

garamasdan, bunday sonlar jadvali juda gadimdan 172033 217 1
dunyoning turli mintaqalarida, jumladan, sharq
mamlakatlarida ham ma’lum bo'lgan. Masalan, 1-slinkl
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Erondagi Tus shahrida (hozirgi Mashhadda) yashab ijod gilgan Nosir at-
Tusiyl XIIl asrda bu jadvaldan foydalanib, berilgan ikkita son
yig'indisining natural darajasini hisoblash usulini o'zining ilmiy ishlarida
keltirgan bo'lsa. g'arbda Al-Kashi nomi bilan mashhur Samargandlik olini
Ali Qushchi™ butun sonning istalgan natural ko‘rsatkichli arifmetik ildizi
giymatini tagnbiy hisoblashda bu jadvaldan foydalana bilganligi hagida
ma'lumotlar bor. Keyinehalik G'arbiy Yevropada bu sonlar uehburchagi
hagida M. Shtifel” arifmetika bo'yicha goMlanmalarida yozgan va u ham
butun sondan istalgan natural ko'rsatkichli arifmetik ildizning taqgribiy
giymatini hisoblashda bu uchburchakdan foydalana bilgan. 1556- yilda bu
sonlar jadvali bilan N. Tartalya4, keyinroq logarifmik lineyka ijodkori 1J.
Otred' (1631- yil) ham shug'ullanganlar. 1654- yilga kelib B. Paskal
o'zining “Arifmetik uchburchak haqidagi traktat” nomli asarida bu sonlar
jadvali hagidagi ma’lumotlarni e’lon qildi.

Paskal uchburehagidagi qatorlar istalgancha davom ettirilishi mumkin.
Shunisi qgizigki, Paskal uchburehagi yordamida istalgan nta elementdan
m tadan gruppalashlar sonini fagat qo‘shish amali yordamida hosil qilish

mumkin (ushbu bobning 2- paragrafidagi C"‘ sonni hisoblash

. n! + n{n-\)...(n-m +\)
( = -t , @ ~ V3 I = -
m\(n —m)\ 1. (« —m)
formulalariga garang). Bu amal C” = + C" x formulaga asoslanadi.

Paskal uchburehagi ko'plab ajoyib xossalarga ega. B. Paskal yuqorida
zikr etilgan traktatda: “Bu xossalarning hagiqatdan ham bitmas-
tuganmasligi naqadar ajoyibdir" deb yozgan edi. Ushbu paragrafning 3.3-
bandida Paskal uchburchagining ba’zi xossalari keltirilgan.

2.3.2. Nyuton binomi hagida umumiy ma'lumotlar. O rta maktab
matematikasi kursidan quyidagi ikkita qisqa ko‘paytirish formulalarini
eslavlik:

At-Tusiy Nosir ad-Din-Muhatnmad ibn Muhammad ibn-al-Hasan, 1201-
1274) | ron astronomi va matematigi.
Ali Qushchi (Jamshid ibn Ma'sud, tug'ilgan yili noma’lum-taxminan 1436 yoki 1437- yilda
vafot etgan) - o'/bck malemaiigi va astronomi. 1420-30- yillarda Samargandda Mirzo
Ulug'bek observatoriyasida ishlagan.

* Shtifel Mixel (Michel, 14X7-1567) olmon matematigi.

* Tartalya Nikkolo (Tartalia Nic-colo, 1499 yil atrotlda tug'ilgan-1557) italyan matematigi va
inexanigi.

' Otred Uilyam (Outred William. 1574-1660) - ingliz matematigi.
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(a-*h)' —cIC +2ab +b - yig'indining kvadrati;
(@a+b) =a3+3c/ b+ 32?22+ Ir \ig'indining kubi.
Yig'indining navbatdagi ikkita, ya'ni 4- va 5- darajalarini hisoblaymiz:
(a+b)d=(a+b)(a+b)' =(a+b)(a +3a'b+3ab2+ /)=
= a4+ 4cfh+6a b +4ab’+ b4,
(a+bf =(a+h)(a+/) =

—a* +5a4db +1 Oa b~ + I(Qwv /> 4 5ab4+/r.

Shunday qilib. yig‘indining bikvadiati (ya’ni to'rtinchi darajasi)
(a+ b)d= adss-4t/ b+ (hi b + 4iib + b4
va yig’indining beshinchi darajasi
(a+bf =a +5a'h+\()ab i Kn b f>tibd+If

formulalariga ega bo'lamiz.
Yuqorida keltirilgan vyig'indining kvadrali, kubi, bikvadrali va
beshinchi darajasi tormulalari olng lomonlaiidagi ko'phad koellitsiycntlari

Paskal uchburchagining mos aqalorlarulagi ("™ (// 2,3,4,5) sonlar

ekanligini pavgash qiyin emas.
1- teorema. Barcha hagigiy a va b hamda natural n sonlar

uchun (a+b)" =a" +C[a" b+C'a" b2+ ..+ ( ‘ab" 1+h"

formula o 'rmiidir.
Isboti. Matematik induksiya usulini qoilaymiz.

Baza: n = 1 bo'lganda formula to'g'ri: (a +b)' =a +b.
Induksion o'tish: isbotlanishi kerak bo'lgan formula n =k uchun
to'g'ri bo'lsin, ya’ni
(a +b)" =ak+Ckak b+ Cfak b~ +..+Ck Jab 1+Dbk.
Formula n =Kk +\ bo'lganda ham to'g'ri ekanligini isbotlaymiz.
Hagigatdan ham, C"~1=C"f + C"4 formuladan foydalanib, quyi
dagilarni hosil gilamiz:
(a+b)kr'=(a+b)(a+b)k=
=(a+b)(a +C\ak b+Cfa' ~b~+..+Ck 1ah' 1+// )

= ak" + Clakb + Cfak~'b2+... + Ckabk +
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+ Ckakb + C\ak b2+ ..+ C 'ah- + =
=a m(C; +C\)akb +(C\ +C;)o*'7r + ...
Wt (C*'1+C*)o/>*+1' =
=akf] + CkHakb + Ck*ak 'b~ + ...+ C[*ab" +/5"*.

Ixtiyoriy a va 6 haqiqgiy sonlar hamda n natural son uchun (a+b)"
ifodaning ko‘phad shaklidagi yoyilmasi (tasvirlanishi) Nyuton binomi
deb ataladi. Umuman olganda, “Nyuton binomi” iborasiga tangidiy nuqtai
nazardan yandoshilsa, undagi ikkala so‘zga nisbatan ham shubha tug‘iladi:
birinchidan, (a+b)’l ifoda birdan katta natural n sonlar uchun binom

(ya’ni ikkihad) emas; ikkinchidan, natural sonlar uchun bu ifodaning
yoyilmasi Nyutongacha ma’lum edi2.

Greklar (a +b)" ifodaning gatorga yoyilmasini /7ning fagat n =2
bo'lgan holida (ya’ni, vig'indi kvadratining formulasini) bilar edilar. Umar
Xayyom3 va Ali Qushehi (a +b)" ifodani n> 2 bo'lgan natural sonlar
uchun ham qatorga yoya bilganlar. Nyuton esa 1767- yilda yoyilma
formulasini isbotsiz manfiy va kasr n sonlar uchun ham qo'llagan. L.
Eyler 1774- yilda Nyuton binomi formulasini kasr n sonlar uchun
isbotladi, K. Makloren4 esa bu formulani darajaning ratsional
ko'rsatkichlari uchun go'lladi. Nihoyat. 1825- yilda N. Abef daraja
ko'rsatkichining istalgan kompleks qiymatlari uchun binom haqidagi
teoremani isbotladi.

C™ sonlarni binomial koeffitsiyentlar deb ham atashadi. Bunday

ta’rif bu koeffitsiyentlarning Nyuton binomi formulasida tutgan o'rniga

garab berilgan bo'lib, C" son (a+b)”=2 C”a’mbm vyoyilmadagi

m=l)

a" n!)" ifodaning koeffitsiyentidir.

llsaak Nyuton (Newton, 1643-1727) -ingliz fizigi, mexanigt va matematigi.

2Ushbu paragrafning 3.1 bandtdagi xronologik ma’lumotlarga garang.
Umar Xayyom G'iyosiddin Abul-Fatx ibn lbrohim j*-, 1048 yil atrofida tug'ilgan-1122
yikian so'ng vafot etgan) - fors va tqjik shoiri. matematigi va faylasufi.

4 Makloren Kolin (Maclaurin Colin, 1698-1746) - Shotlandiya matematigi.

* Abel Nils Xenrik (Niels Henric, 1802-1829) - Norvegiya matematigi.
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2- teorema. Barcha haqigiy a va h hamda natural n sonlar
uchun(a —h)' =~ ( =" C™a" "h™formula o'rinlidir.

Isboti. Nyuton binomi formulasida hni (-/;)ga almashlnsak
kerakli formulani hosil gilamiz =

1- misol. Oxirgi formuladan xususiy holda quyidagi gisga
ko'paytirish formulalari kclib chigadi:

n =2 bo'lganda ayirmaning kvadrati formulasi

(a—h)~=a~ —2ah +b~;
/I = 3 bo'lganda ayirmaning kubi formulasi
(@a-h)'=a'-3a h+3ah"-1Ir .=

Nyuton binomi formulasini kombinatorik amallar yordamida ham hosil
gilish mumkin.

Hagigatdan ham. ixtiyoriy aj)]h2,....hn sonlar uchun
(a+h)@a+n)..(a+h)ilodani

(a+n, )a+Ir).(<+h )=a"+a" ‘(> +h. +..i/i )t
+al (> +N), +..+1) In)t
+a" "(b.bjx +...+b; N A)+

ko'rinishda yozish mumkin. Bu tenglikning o'ng tomonida joylashgan a"
oldidagi koc I'lltsiyent birga (1= C] ) teng. Birinchi qavslar iehidagi
go'shiluvchilar soni nga (n=Cn) tengligi yaqqgol ko'rinib turibdi.
Ikkinehi gavslar iehidagi go'shiluvchilar br I\,...,hn (n ta) elementlardan
ikkitadan ko'paytmalar (soni (/; ga teng gruppalashlar) ekanligini ham
paygash giyin emas. Uchinchi gavslar iehidagi go'shiluvchilar esa o'sha n

ta elementlardan uehtadan ko'paytmalar bo'lib, ularning soni C;'ga teng
va hokazo. Oxirgi qo'shiluvchi oldidagi koeffitsiyent birga (1 = C") tcng.

Vuqoridagi tenglikda /&~ =/ = ..=/. =/ deb olsak. Nyuton binomi
formulasini hosil gilamiz.
2.3.3. Binomial koeffitsiyentlarning xossalari. Binomial koef

lltsiyentlarning ba’zi xossalarini keltiramiz. Bu xossalar bevosita
gruppalashlarga oid bo'lib, tabiiyki, wular Paskal uchburehagiuing
xossalarini ham ifodalaydi.
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1-xossa. _CP = -'_I-'-:F-'I]_. (T =0,142;...,n —1) tenglik o rmiidir.
Hagigatdan ham,
)
cH_ (v+ D7—- 2 T\(n —1)\
C; (i + e - T- !
/770 (n — T )
ami(a — /77— 1) (N7 — T) 7 - I

= = .
M7+ 1)(/7- M- 1! m+1
Bu xossa binomial koeffitsiyentlar qatoridagi istalgan ketma-ket ikki
elementning biri ma’lum bo'lsa, boshgasini osonlik bilan hisoblash
rnumkinligini ko'rsatadi:
_n-m »=m+1 M
n ,,™Mn'oon n’
I+ 1 7 - 1
bu yerda m=10,1,2,..../? -1 .

2- xossa. Ixtiyoriy natural n son uchun barcha C"* (777= 0,/7)

binomial koeffitsiyentlar yig 'indisi 2" ga teng, ya™i
c: +ClI +C; +'..+cl'+c:= 2.
Bu tenglik Nyuton binomi formulasida a =b =1 deb olganda hosil
bo'ladi. m
3- xossa. Toq o'rinlarda turgan binomial koeffitsiyentlar yig'indisi
juft o rinlarda turgan binomial koeffitsiyentlaryig'indisiga teng.
Hagigatdan ham, Nyuton binomi formulasida a —1 va b =—1 deb
olganda
o=C-c: +c;-ci+...+(-D"c;
tenglikni hosil gilamiz. Bu tenglikdan xossadagi tasdigning to'g'riligi kelib
chigadi. m
2- va 3- xossalar asosida quyidagi xossani hosil gilamiz.
4- xossa. n natural sondan oshmaydigan eng katta toq //? son

uchun C\ + +...+ C™=2"4 tenglik hamda n sondan oshmaydigan

eng kattajuft /77 son uchun C”+ C' + ...+ C™ = 274 tenglik o 'rmiidir.
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5- Xxo0ssa. Toq n son uchun ¢*“<C' <..<Cn =C,2+.

(?,2 >C - >..>C'mjuft nu son uchun esa c" <C), < ..<

C->Cr > ..>c; .munosabatlar o'rinlidir.

Hagigatdan ham, m < - shartni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy natural

n va /;? sonlar uchun -> i tengsizlik o‘rintidir, m> ” bo'lganda
m+1 2

esa " " <1 tengsizlikka ega bo'lamiz. Bu yerda C™#= - — C™
m+! A w+1

formulani (1- xossaga qarang) qo'llab, xossadagi barcha tengsizliklarni
hosil gilamiz.

n-1
Agar n toq son bo'lsa, m= n— butun son bo'lib. n~m _ W
2 w+ | n- 1
+1
2
- " J1
= A I+ .1= .H+ ! =1 munosabat o’rﬂllﬂir. Demak, ( 'HH = 11? n
H—1+2  ;+1 m+ |
"_i 7 -.I " 1 - - - -
formuladan m = - bo'lganda =C I- tenglik kelib chigadi. m

Binomial koeffitsiyentlarning 5- xossasi Paskal uehburehagining
yuqorida keltirilgan xossalari tasdig'i bo'lib, unga ko'ra binomial

koeffitsientlar oldin C” = 1dan C\2'gachal o'sadi, keyin esa C" =1

gacha kamayadi hamda n tog bo'lganda binomial koeffitsiyentlar
gatorining o'rtasidagi ikkita hadi tengdir \a n juft bo'lganda uning
o'rtadasigi hadi eng katta va yagonadir.

Quyidagi 6-8- xossalar o'rinlidir.

c+C. +...+C.-C1.
7-»0» ..(c:Y +(c;)i+..+(c;7 = ci,
[t/] yozuv U sonning butun gismini anglatadi.
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8-x0ssa. ¢ x + ¢c'rr +..+c;C=cl,I

Oxirgi tenglik Koshi ayniyati deb aytiladi.

Endi bu uchta xossani isbotlaymiz. Dastlab 6- xossaning isbotini
keltiramiz. Birinchidan, v= (1 +x)n+(1 +.v)'M+. .+ (I+.v)ko'phad
uchun Nyuton binomi formulasini qo'llab, quyidagi tenglikni hosil

» n+1 n+k
gilamiz: s— C v+ o, . vy C"\,v". Bu yerdan. v
(1 1t=(] in0
ko'phaddagi X" ilodaning koeffitsiyenti C't + C f,+... + C'f,k yig'indiga
tengligini anigqlash mumkin.

Ikkinchidan. s = @+ .v)"(I+ L+ Xx)+ ...+ (L+.v)/) ifodani geometrik

progressiva hadlari yig'indisi formulasiga binoan quyidagicha ham vozish

. @Q4“Xvu 1 1 .
mumkin: s =@+ n)" - e = —(([J -fx)ntkd —1 + n)"). Bu yerda
X

ham Nyuton binomi formulasini qo'llab, hosil bo'lgan ko'phadning X"
daraja qatnashgan hadi koeffitsiyenti C ekanligini ko'risli mumkin.
Keltirilgan bu mulohazalar asosida 6- xossadagi tenglikka ega bo'lamiz. 4

Ravshanki, C = C” 1l formula e’tiborga olinsa, 7- xossa 8- xossadan

>n=Kk =n bo'lganda xususiy hoi sifatida kelib chigadi. Shuning uchun
fagat 8- xossaning isbotini keitirish bilan chegaralanamiz.

Birinchidan, Nyuton binomi formulasiga ko'ra
a m i

(i+x)"="cy.(i+nr=£c>", (l+.rr+T=XxC;:.,y
s=0 0 75=()
tengliklarga. bulardan esa (1+ _v) 1+ x)"™ = (1 +.v)*”" bo'lgani uchun
m ihin
YXix /,Cx =Yy C/',,!I" tenglikka ega bo'lamiz. Oxirgi tenglik-
=U /o E(
ning ikkala tomonidagi v (K =0,l,...,min(/»./7)) daraja kocffitsiyent-

larini bir-biriga tenglashtirsak, isbotlanishi kerak bo'lgan formulani hosil
gilamiz. m

Koshi (Cauchy Ogyustcn I ni. 1"89-1857) -fransuz malematiui.
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Albatta, yuqoridagi uchta xossa boshga usullar bilan ham isbotlanishi
mumkin. Quyida 8- xossaning kombinaiorik tahlilga asoslangan isboti
keltirilgan.

2- misol. Koshi aymyatini kombinatorik tahlilga asoslangan holda
isbotlaymiz. n nafar o'g'il va m nafar giz bolalardan tashkil topgan
talabalar gumhidan K (K = OZ,....min(mji)) nafar talaba tanlash zarur

bo'lsin. n+m nafar talabalardan K nafar talabani C*+m xil usul bilan

tanlash mumkinligi ravshan.

Boshga tomondan olib garaganda, n +m nafar talabalardan iborat
to'plamdan tanlanadigan barcha K clcmentli wism to'plamlarni ularning
tarkibidagi o'g'il boialar soniga garab sinllarga ajratishning quyidagicha
imkoniyati bor. Tarkibida s (0 <s<k) nalai o'g'il bola bo'lgan K
elementli gism to'plamni oldin Cn xil usul bilan lanlab, keyin (k-s)
nafar giz bolalarni Cks xil usullardan bnortasi yordamida tanlash
mumkin. Demak, tarkibida v nafai o'g'd bola bo'lgan K nafar talabadan
iborat gism to'plamlar soni, ko'paytirisli qoidasiga asosan, C 4 ’* "' songa
tengdir. Noldan K gacha bo'lgan barcha butun n .sonlar uchun barcha
kombmatsiyalarni hosil gilib va bu kombinatsiyalarga mos ko'paytmalarni
yig'ib, Koshi ayniyatining chap tomonini hosil gilamiz. =

Binomial koeffitsientlarning yuqorida keltirilgan xossalarini tahlil
gilish natijasida ularning turli sohalardagi tadbiglan doirasining kengligini
paygash mumkin. Misol sifatida to'plamlar nazariyasiga tatbiqini
garaymiz.

3- misol. Chekli A to'plam 24 buleanining elementlari va bu
elementlar soni bilan binomial koeffitsientlarning uzviy bog'lanishi bor.
Bu bog'lanish quyidagicha ifodalanishi mumkin. Chekli A to'plam 2A
buleani tarkibidagi elementlar A to'plamning gism to'plamlaridan iborat
bo'lgani uchun, shu gism to'plamlarni quvvatlari bo'yicha (|zl|+I)ta
guruhlarga ajratish mumkin. Tushunarliki, bu yerda K ragamli guruhga (
K =0, A\) quvvati K ga teng bo'lgan barcha gism to'plamlardan tashkil
topadi va undagi gism to'plamlar soni C* ga teng. Bu mulohazani hisobga
olgan holda 2- xossa yordamida ushbu bobning |- paragralidagi I-
teoremaning boshqga bir isbotiga ega bo'lamiz, 4

Binomial koeffitsiyentlarning vana bir xossasi ushbu bobning 7-
paragrafida isbotlanadi.



MwuaTToll masahi va topshiriglar

1. Binomial koeffitsiyentlaming xossaluridan foydalanib quyidagi
formulalarni isbotlang:

6 4
2. n dona bir xil sharlar orasidan toq sondagi, n> 2 bo'leanda esa
juft sondagi sharlaini tanlash imkoniyatlari sonlarini aniglang
3. Binomial koeffitsiyentlarning quyidagi xossalarini isbotlaim:

af c bl « V¥(-rv c; =

e) ntl=n"-Cl(n-1)" +C;(/?-2)" -CL/]-3)" + ..+
+(-i)" ~¢" 2"+ (H)"X V(//gn-)
0o n"=cCci(/?-)y" -Cl(n-2\" + ...+
+ (-1 2 -( 1) u; .m<n.(,njte Y)
4. Quyidagi yig'indilarni hisoblang:
a) c; +2C. 43Q +...+ (/;+1)C;,
b) Q +2C;; +3C; +... + (/7-1)C"".
d) C'1+3Cj +5C; + ..+ (2u+ 1)C}.

5. Binomial koeffitsiyentlarning yuqorida Kkeltirilgan xossalaridan
fargli birorta xossasini topishga harakat giling.

6. Ixtiyoriy ehekli A to'plamning juft quvvatli gism to'plamlari
to'plam.mng quvvati shu A to'plamning toq quvvatli gism to'plamlari
to'plamining quvvatiga tengligini isbotlang.

7. Quvvati 100ga teng bo'lgan to'plamning 40 elementli qism
to'plamlari soni bilan shu to'plamning 60 elementli qism to'plamlari
sonini solishtiring.

8. Figurall sonlainmg Pciskal uchburchugidcigi o’rnmi anicjlzmg.

9. Paskal uehburehagi yordamida ixtiyoriy « - tartibli figurali
sonlaining dastlanki n lasi yig indisini hisoblash formulasini topinn va bu
formulani matematik induksiya usuli yordamida isbot giling.

10. Paskal uehburchagidan foydalanib If (neN) ifodanimi
giymatini hisoblash formulasini keltirib ehiqgaring va bu formulani iskit
qgiling.
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11. Paskal uchburchagining ixtiyoriy /?- satridan yuqorida joylashgan
elementlari yig'indismi hisoblash formulasini ifodalang va bu formulani
isbot qgiling.

12. Paskal uchburchagining bir necha o'n qatorini yo/.ib. undagi
Ikkiga. uchga. beshga qoldigsiz bo‘linadiganlarini ajrating.

13. Paskal uchburchagining 256- gatorida gancha toq son borligini
aniglang.

14. Paskal uchburchagidan foydalanib sin ux va cosux ifodalarni
sinx va cosx orqgali ifodalash fomiulalarini keltirib chigaring.

15. Paskal uehburchagini sinchkovlik bilan tekshirib. undagi
sonlarning dastlabki bir necha tub sonlarga (masalan, 2, 3, 5, 7. 11)
bo'linadiganlarining o ‘rinlarini aniglang.

16. Paskal uchburchagidagi juft va toq sonlarning jovlashuvini
tekshiring.

17. Paskal uchburchagining kitobda bayon gqilinmagan xossalarini
topishga urinib ko‘ring.

MustaqH isltliish lu liim savollur

1. Paskal uchburchagi deganda nimani tushunasiz?

2. Paskal uchburchagining qanday xossalarini bilasiz?

3. B. Paskalgacha Paskal uchburchagidan foydalangan sharq va glarb
olimlaridan kimlarni bilasiz?

4. Nyuton binomi formulasini ganday goMlash mumkin?

5. Nyuton binomi formulasini Isaak Nyutondan oldin kimlar
goilagan'

6. Nima uchun binomial koeffitsiyentlarlarning xossalari Paskal
uchburchagining xossalari ham hisoblanadi?

7. Nyuton binomi formulasini kombinatorik tahlil yordamida isbot
gilganda qanday tushunchalar qollaniladi?

8. Koshi ayniyatining kombinatorik tushunchalarga asoslangan
isbotini bilasizmi?

9. Nima uchun gruppalashlar sonlarini binomial koeffitsiyentlar deb
ham atashadi?

10. Nima uchun 7- xossa 8- xossaning xususiy holi bo‘ladi?

11. Binomial koeffitsiyentlarlarning ushbu kitobda bayon ctilmagan
yana ganday xossalarini bilasiz?
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2.4. Takrorli kombinatsiyalar

Komhinatsiya. Takror/anish. Birlashmalar. Takrorli o'rin almashtirish,
o rinlashtirish va gruppalashlar. Ko phadformulasi. Ko 'phadiy koeffitsiyentlar.
Umumlashgan Nyuton binomi.

2.4.1. Takrorli o‘rin almashtirishlar. Kombinatorikada oldin
garalgan birlashmalardan tashgari tarkibidagi elementlari takrorlanishi
mumkin bo'lgan boshqga birlashmalar ham o'rganiiadi. Masalan. takror-
lanuvchi elementlar gatnashgan o'rin almashtirishlar, o'rinlashtirishlar va
gruppalashlar.

Avval o'rganilgan o'rin almashtirishlar shunday tuzilmalar ediki. ular
tarkibidagi elementlar bir-biridan farq qilardi. Endi o'rin almashtirishlar
tarkibidagi elementlar takrorlanishi mumkin bo'lgan holni garaymiz.
Tabiiyki, aynan bir xil elementlar o'rinlari almashtirilishi natijasida yangi
o'rin almashtirish hosil bo'Imaydi. Shuning uchun tarkibidagi elementlari
soni o'zgarmaganda elementlari takrorlanishi mumkin bo'lgan o'rin
almashtirishlar soni turli elementlardan tashkil topgan o'rin almashtirishlar
soniga qaraganda kichik bo'ladi.

Faraz qilaylik, gqandaydir kortejning nta elementlari orasida bir xil
(aynan bir xil) «, ta birinchi tur, bir xil n2ta ikkinchi tur va hokazo, bir xil

nkta k- tur elementlar bo'lsin, bu yerda sa,. nr,...nK - hech
bo'Imaganda bittasi Idan fargli natural sonlar.
1- ta’rif. Bu nta elementlarning o'rinlarini imkonivati horicha

almashtirishlar natijasida hosil bo'lgan kortejlar (kombinatsiyalar)
takrorlanuvchi elementlar gatnashgan o'rin almashtirishlar (gisgacha,
takrorli o'rin almashtirishlar) deb ataladi.

N ta elementlari orasida nnta birinchi tur, n:ta ikkinchi tur va hokazo,
nkta K - tur bir xil elementlar bo'lgan takrorli o'rin almashtirishlar sonini

Cn(nx, nk) bilan belgilaymiz.
1-teorema. Takrorli o rin almashtirishlar soni uchun
C (n.,iu mmn )= n.
Ilj l-k i)

formula o 'rmiidir, buyerda n*+n2+... +nk =n - elementlar soni. kK -
turlar soni.

Isboti. Har bir o'rin almashtirishdagi elementlar soni n. +n, +
+..+nk=n gateng. Bu nta elementlarni quyidagi tartibda joylashtirib,
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o'rin almashtirishlardan birini qgaraymiz: birinchi bo'lib barcha //, ta
birinchi tur. ulardan keyin barcha [M/la ikkinchi tur va hoka/o, oxirda
barcha nkta k- tur elementlar joylashgan bo'lsin. Qaralayotgan takrorli
o'rin almashtirishda birinchi tur elementlar soni ga teng bo'lgani uchun
ularning mumkin bo'lgan hamma o'rin almashtirishlari soni /7,lga tcng.
Ammo bu elementlar bir-biridan farg qilmaganligi sababli ularning
o'rinlarini almashtirish natijasida \angi takrorli o'rin almashtirish hosil
bo'Imaydi.

Qaralayotgan takrorli o'rin almashtirishda ikkinchi tur elementlarning
o'rinlarini almashtirishlar soni n2\ bo'lib, bu yerda ham bir-biridan farq
gilmagan elementlar o'rinlarini almashtirishlar jaravonida yangi takrorli
o'rin almashtirish hosil gilinmaydi. lkkinchi tur elementlarning o'rinlarini
almashtirishlar birinchi tur elementlarning o'rin almashtirishlariga
bog'ligsiz ravishda amalga oshirilishi mumkinligini ta'kidlaymiz.

Uchinchi tur elementlarning o'rinlarini almashtirishlar soni nA bo'lib.
ularning ham hech gaysi biri yangi takrorli o'rin almashtirish hosil qil-
maydi. Bu o'rin almashtirishlar ;;,!ta birinchi tur elementlarning o'rin-
larini almashtirishlarga va //2 ta ikkinchi tur elementlarning o'rinlarini
almashtirishlarga, jami, ko'paytuish qoidasiga asosan, //,!'«,!ta o'rin
almashtirishlarga bog'ligsi/ ravishda amalga oshirilishi nuimkin.

Shunday davom etib, garalayotgan takrorli o'rin almashtirishda oxirgi
K - tur elementlar o'rinlarini almashtiramiz. Bunday o'rin almashlirishlar
soni nklga teng bo'lib, bu o'rin almashtirishlar ham yangi takrorli o'rin
almashtirishni hosil qilmaydi. Bu o'rin almashtirishlarni birinchi tur,
ikkinchi tur va hokazo (K —1)- tur elementlarning jami soni, umumlashgan
ko'paytirish goidasiga asosan, JI¥!/?,1../?_,! bo'lgan o'rin almashtirish-
lariga bog'ligsi/ ravishda bajarish mumkin.

Shunday qilib. /ta o'rin almashtirishlarni har birida /r,'/2!.../7A'tadan
bir xil o'rin almashtirishlar bo'lgan gqismlarga ajratildi deb hisoblash
mumkin. Demak. biz izlagan takrorli o'rin almashtirishlar soni

- @ . n)- _ Jl__ bo'ladi. buyerda /2 +tu +..+nk=n 1

I- misol. Ikkita a. bitta b va ikkita ¢ harflardan tashkil topgan
kortej uchun barcha takrorli o'rin almashtirishlarni tuzing.

Bu misolda uch turdagi (K = 3 ) harflar soni beshga teng (n 5) bo'lib,
12, =2 (ikkita a). n. =1 (bitta b )va /2, =2 (ikkita c ). Dastlabki ikkita
harfning (xuddi shuningdek. oxirgi ikkita harfning ham) o'rinlarini o'zaro



almashtirsak yangi o'rin almashtirishlar hosil bo'Imaydi. Barcha takrorli
o'rin almashtirishlar soni q (2 p) =_ — =" =30 bo'ladi.
’ 21-1e! 12 mimLe2
Bu o'ttizta o'rin almashtirishlarning hammasi quyida keltirilgan:
aahcc, aachc, aacch, abacc. abcat\ahcca,

acubc.acach, acbac, acbca,accab,accha,

baacc,bacac,bacca,bcaac,beaca,bccaa.

eaabc,caach,cabac,cabca, cacab, cacba ,
cbaac,chaca, ebeaa, ccaab.ccaba,cchaa . m

2.4.2. Takrorli o'rinlashtirishlar. nta elementdan tashkil topg
to'plam berilgan bo'lsin. Bu elementlardan foydalanib, w ta elementdan
tashkil topgan kortejlarni shunday tuzamizki, bu kortejlarga har bir
element hohlagancha marta (albatta /« dan oshmagan miqgdorda) kirishi
mumkin bo'lsin va bu kortcjlar bir-biridan ularni tashkil etuvchi elementlar
turlari bilan yoki bu elementlarning joylashishlari bilan farq gilsin.

2- ta’rif. Shunday usal bilan tuzilgan kortejlaming har biri n
turli elementlardan takrorlanuvchi elementlar gatnashgan 1l tadan

o'‘rinlashtirish (gisqacha, takrorli o'rinlashtirisli) deb ataladi.
—m
nta turli elementlardan m tadan takrorli o'rinlashtirishlar sonini A,,

bilan belgilaymiz.
2- teorema. nta turli elementlardan m tadan takrorli o rinlash-

--m
tirishlar soni nmga teng, yahi An = nm.

Isboti. Berilgan n uchun takrorli o'rinlashtirishdagi elementlar soni
m bo'yicha matematik induksiya usulini go'llaymiz. Baza: takrorli
o'rinlashtirishlar m = 1 bo'lganda bitta elementdan tuzilishi ravshan.
Tabiiyki, bunda hech ganaga takrorlanish hagida gap bo'lishi mumkin

emas. Bu holda elementlar soni n bo'lgani uchun takrorli o'rinlashtirishlar
—1
soni ham ngateng: A,, =n —n

Induksion o'tish: teoremaning tasdig'i m =k bo'lganda to'g'ri, va’ni
An —n' bo'lsin. Bu tasdig m = K +1 bo'lganda ham to'g'ri bo'lishini
isbotlaymiz. Buning uchun nta turli elementlardan K tadan takrorli
o'rinlashtirishning istalgan birini olib, unga n elementli to'plamning
ixtiyoriy bitta elementini (/r + 1)- element sifatida Kkiritamiz. Natijada



gandaydir (/f + 1) tadan takrorli o‘rinlashtirishni hosil gilamiz. Tabiiyki,
garalayotgan K tadan o‘rinlashtirishlarning har biridan yangi nta (A + |
Jtadan takrorli o‘rinlashtirishlar hosil qilish mumkin. Shunday usul bilan
ishni davom ettirsak, barcha mumkin bo‘igan (£ + l)tadan takrorli
o‘rinlashtirishlarni hosil gilamiz, bu yerda birorta ham (K +1 )tadan
takrorli o‘rinlashtirishlar qolib ketmaydi va ilgari ko‘rilgan hech qaysi
(K +1 )tadan takrorli o'rinlashtirish gaytadan paydo bo'lmaydi. Ko'pay-
tirish qoidasiga asosan /7ta turli elementlardan (£ + l)tadan takrorli
o'rinlashtirishlar soni K_I}\adan takrorli ﬁrlnlal\(s]lhtlrlshlar soniga nisbatan n
marta ortigdir, ya’ni A,, = nA,, = =n

2- misol. Oila a’zolari besh klshldan iborat bo'lib, ular ikkita ishni
bajarishlari zarur (masalan, non sotib olish va uni bo'laklash), bunda
oilaning har bir a’zosi ikkala ishni ham bajarish imkoniyatiga ega. Oila
a’zolariga bu ishlarni tagsimlashda mumkin bo'lgan imkoniyatlar soni
amgqlansin.

Bu masalani hal gilish uchun oila a’/olarini a, h, ¢, d va e harflari
bilan belgilab, ishlar ikkita bo'lgani uchun bcshla turli elementlardan
ikkitadan barcha takrorli o'rinlashtirishlarni tuzamiz:

act,ah,ac, cn/, ae, ha, hh,he\hj,hc, <ach,cc,

ci/,ce, c/a,dh,dc,dd,dc,ca,ch,cc\ed,ee.

Hammasi bo'lib 25ta (As =5 = 25 ) takrorli o'rinlashtirishlar tuzildi.
Demak, besh kishidan iborat oila a’zolariga ikkita ishni tagsimlashda
mumkin bo'lgan imkoniyatlar soni 25dir. m

3- misol. O'zbekiston Respublikasi fugarosi pasportining ragami
ikki gismdan iborat: lotin alifbosining ikkita harli va yetti xonali son.
O'zbekiston Respublikasi fugarosi pasportining barcha mumkin bo'lgan
ragamlari sonini aniglang.

Lotin alifbosidagi yigirma oltita turli harflar yordamida 676 ta
(A2 = 262= 676) ikkitadan takrorli o'rinlashtirishlar tashkil etish
mumkin. O'nta 0, 1,2. 3. 4, 5, 6, 7, 8 va 9 ragamlardan esa 10.000.000 ta
(Am = 107 = 10000000) turli yetti xonali ragamlarni (bu ragamlarda
dastlabki nollar tashlab yuborilmaydi) hosil gilish mumkin. Shunday qilib,
O'zbekiston  Respublikasi  fuqarosi  pasportining ragamlari  soni

6.760.000.000ga ( Ay, AW = 6760000000 )teng. m



2.4.3. Takrorli gruppalashlar. Har bir element! birlashma
istalgancha marta kiritiladigan va turli nta elementlardan m tadan
olinadigan hamda elementlar tartibi e’tiborga olinmaydigan birlashmalarm
(kortejlarni) garaymiz.

3- ta’rif. Bimaqga birlashmalar nta turli elementlardan in tad:
takrorlanuvchi elementlar gatnashgan gruppalashlar (gisgacha, takrorli
gruppalashlar) deb ataladi.

nta elementdan m tadan takrorlanuvchi elementlar gatnashgan grup-
palashlar ta’rifidan ko'rinib turibdiki, turli kombinatsiyalar bir-birlaridan
hech bo'Imasa bitta element! bilan farq giladi. «ta elementdan m tadan

takrorli gruppalashlar sonini C,I, deb belgilaymiz.
3-teorema. nta elementdan m tadan takrorli gruppalashlar soni

CL-i r«'»i =c

Isboti. {al,a”,...,an} to'plam uchun nta elementdan m tadan
takrorli gruppalashlar sonini aniqlash zarur. Har bir takrorli gruppalashdagi
elementlami nta gismga shunday bo'lish mumkinki, har bir /- bo'lakda
a. element ganchadir marta gatnashadi yoki biror marta ham qatnash-
maydi. Har bir shunday gruppalashni nol va birlardan iborat kod
yordamida quyidagicha shifrlaymiz: har bir aj element o'rniga bu element
i- boTakda necha marta gatnashsa, shuncha birlar yozamiz (tabiiyki, bu
element biror marta ham gatnashmasligi mumkin, u holda hech narsa
yozilmaydi); turli boTak elementlarini bir-biridan nollar bilan ajratamiz
(bu yerda yonma-yon joylashgan nollar hosil bo'lishi mumkin - bu nollar
mos elementlarning gruppalashda gatnashmaganhgini anglatadi). Masalan,
{a,b,c,d,e,f} to'plam elementlaridan tuzilgan 6ta elementdan 9tadan
takrorli bbbcddddf gruppalashga 01110101111001 shifr, 6ta elementdan
12tadan takrorli aaaabeeeeeff gruppalashga esa 1111010011111011
shifr, aksincha, 10100011110 shifrga 6ta elementdan 6tadan takrorli
abeeee gruppalash mos keladi.

Shunday qilib, nta elementdan m tadan har bir takrorli gruppalash
uchun gandaydir m ta birlar va (n- 1)ta nollardan iborat ketma-ketlikni
va, aksincha, mta birlar va (/? —l)ta nollardan tashkil topgan har bir
ketma-ketlik uchun nta elementdan m tadan biror takrorli gruppalashni
mos qo'ygan bo'lamiz (bir giymatli moslik o'rnatildi). Binobarin, /?la
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elementdan /«tadan takrorli gruppalashlar soni (n- 1)ta nol va mta
birlardan tashkil topgan kortej elementlaridan tuzilgan takrorli o'rin

almashtirishlar soniga, ya’ni Cn_m,(m, n - 1) ga tengdir. Demak,

—m N+ m—v
C"=C, (nun-\) = —Ji=Cw _
m\(n - I)!
4- misoi. Har birining yoqlariga 1, 2, 3, 4, 5 va 6 sonlari yozilgan

kub shaklidagi ikkita soqgani tashlaganda jami nechta sonlar juftligini
hosil gilish mumkin?
Soqgalarni tashlaganda jami quyidagi 21 imkoniyatdan biri ro‘y
beradi:
<11><1,2><13><14>< 15><16>.< 2,2 >,
<23><24><25><26><33><34><35 >,
<3,6>,<4,4> <45 > <46 ><55><56>,<6,6>.
Bu juftliklar oltita elementdan ikkitadan takrorli gruppalashlarni
tashkil etadi.
Ularning soni 3- teoremaga asosan (G N 21 bo'ladi*
2.4.4, Ko‘phad formulasi. Takrorli kombinalsiyalar vositasida Nyuton
binomi tushunchasini umumlashtiramiz, ya’ni (c¢/, +a, f..+a )"
ifodaning yoyilmasini topish muammosini qgaraymiz. Bulling uchun
garalayotgan ifodam n ta bir xil ifodalar ko'paytmasi, ya’ni
(at+u2+..+am)(ai+a2+..+am)...(//, +c/2+...+am)
nta ko’paytmchi
shaklida yozib, qavslarni ochamiz va o'xshash hadlarni ixchamlaymiz.
Natijada, (a, + a2+ ..+ am)n ifodaning yoyilmasi hosil bo'ladi. Yoyil-
maning tarkibidagi qo'shiluvehilarning har birida a|,a3,...,09 element-
lardan tashkil topgan takrorli o'rin almashtirishlar bor, bu yerda har bir
go'shiluvchi gandaydir koeffitsiyent va /7ta elementning a"'a™'.
ko'rinishdagi ko'paytmasidan iboratdir. Yoyilmadagi a"'a": ko*-
paytmaning koeffitsiyentini aniglash uchun nta (n=nl+n2+..+nm)
elementli takrorli o'rin almashtirishlar sonini topish kerak, ya’ni
Cn(n™nj,...,nm) sonni hisoblash kerak. Shunday gilib, quyidagi teorema
isbotlandi.
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4- teorem a. Ixtiyoriy hagiqiy al[,a2,..., am va natural n sonlar

uchun
(a, +a2+...+ClL,)= L. nT)a"alr...an”
NHTT: +..4«,,=I?

formula o 'rinlidir, bu formulaning o'ng tomonidagi vig'indi
n]+n2+..+nm=n shartni ganoatlantiruvchi barcha manfiymas butun
n],n2,...,nmsonlar uchun amalga oshiriladi.

Isbotlangan oxirgi tenglik ko‘phad formulasi yoki umumlashgan
Nyuton binomi formulasi deb yuritiladi. C,(/?,,/?,....nn) sonlarni
ko'phad koeffitsiventlari deb ataymiz.

C* binomial koeffitsient ko'phad koeflitsiycntining
m =2 bo‘lgandagi xususiy holidir. Hagigatdan ham, n, + n2—n
tenglikda wu, =k deb olsak, u holda tv, =n—n}=n—k va

nl n\ .
cC(7,,n?) = = = C boiadi.
1 ¢ «,l«-! k\(n- k)\
5-misol. (a+b+c)’ ifodaning yoyilmasini toping. Avvalo 3 sonini
bo‘laklaymiz, ya’ni 3ni mumkin bo'lgan barcha imkoniyatlar bilan
manfiymas butun sonlar yig‘indisi shaklida vozamiz:
3=3+0+0, 3=2+1+0, 3=2+0+f 3=1-2+0, 3=1+1+1,
3=1+2+0, 3=0+3+0, 3=0+2+1. 3=0+1+2. 3=0+0+3.
Demak. ko'phad formulasiga ko'ra.
(«+b+cf =cC,(3,0,0)a’+ C3(2,1,0)a b+ C,(2.0,1)aZ +

+ C3(1,2,0)alr + C, (1,1,1)abc + C, (1,0,2)ac2+ C, (0,3,0)/+ +

+C,(0,2,1)b2 + C, (0,12)bc- + C, (0,0,3)c".

. 1
Takrorli o'rin almashtirishlar soni CJhlju,...jii)=

formulasini qo'llab quyidag tenglikni hosil gilamiz:
(a+b+c'Y =
=a' +3a~b+3a~c+3ab2+6abc +3uc2+Ir +3b2c +3bc2+ <+. =
Ko'phad yoyilmasining hadlarini yozganda shunga e’tibor berish
kerakki, agar n,ji2...nm (/2, + nz+...+ nm=n) sonlar K,.K... Jkm
A&, +k2+...+km=n) sonlarning o'rin almashtirishlari yordamida hosil
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gilinishi mumkin bo'lsa, u holda a™’ut va </*[* hadlamuul
koefitsiyentlari o'zaro teng bo'ladi. Shuning uchun n sonmim’
n=n]+iu+...+nm ko'rinishda Ifodalanishlaridan gandaydn sliailm
bajaradigan birortasini, masalan, /7, > /7, >...>nn (yoki /I <//, « <[/ )
shartni ganoatlantiradiganini topib, unga mos a" ilbdada daiaja
ko'rsatkichlarini mumkin bo'lgan barcha usullar bilan almashtirish keiak
bo'ladi.

Masalan, 5-misoldagi azh, a2c, air. etc2, b2c va he2 hadlammi'

ko'phad koeffitsientlari o'zaro tengdir. Yuqorida ko'rsatilgan shart asosida
3 sonini manfiymas butun sonlar yigindisi ko‘rirmjtja bo‘laklashnin« 1
imkoniyati bor: 3=34HO0, 3=2+1+0, 3=1+1+]. Shuning uclnin,

(a+b+cf ifodaning yoyilmasida 3 xil turli koyffitsiyentlarga egami/:
C,(3,0,0) =1, C3(2,1,0) =3 va C,(I,I,I) = 6. Demak,
(g+bcY =d +b" +c +
+3(d b+cdc+ub +iac +b c+bc~)+ 6cibc
Ko'phad formulasi yordamida ko'phadiy koeffltsientlarinint; ya’ni

..... Y,,) containing ba’zi xossalarini osonlik bilan isbotlash

mumkin. Masalan, 'NC Anl.nl..3m)=m", bu yerda vyig'indi
P Hz+..~m
/I, +n2+...+ »,, =n shartni ganoatlantiruvchi barcha manfiymas butun
nxnz2,...,nm sonlar uchun amalga oshiriladi va qo'shiluvchilar tartibi
e'tiborga olinadi.
Hagigatdan ham, agar ko'phad formulasida a}~ a, =..=a =1 deb
olsak, kerakli tenglikni hosil gilamiz.

Muammoli masala va topshirigiar

1. To'la o'yin qgartalari (13x4=52ta) orasidan turli tus (mast)ga ega
bo'lgan bir-biridan farg giluvchi 4ta gartani tanlash imkonivatlari sonim
aniglang.

2. Matematika so'zidagi harflar o'rinlarini alniashtirib ma’noi'a era
bo'lImaganlarini ham e’tiborga olganda tuzish mutnkin bo'luan barcha
so'/.lar sonini toping.

3. Shaxmat taxtasining bir gatoriga shoh, farzin, 2 dona ru\, . dona
til va 2 dona otni joylashtirishlar sonini aniglang.

117



4. 0 ragami birinchi ragam sifatida kelganda, uni tashlab yuborilish
goidasiga amal qilib 0, 1,2, 3, 4, 5 ragamlaridan luzish mumkin bo'lgan
barcha olti xonali sonlar gancha?

5 1,2, 3, 4, 5 sonlaridan tuzish mumkin bo'lgan barcha uch xonali
sonlar gancha?

6. Shirinlik sotiladigan do‘konda 4 xil shirinlik bo'lsa, 7 dona
shirinlikni sotib olish imkoniyatlari sonini aniglang.

7. Beshta turli oTindiglar va yettita turli rangdagi material bor. Har
bir o'rindigni fagat bir xil rangdagi material bilan qoplash sharti bilan
o'rindiqlarga material goplash imkoniyatlari sonini toping.

8. Homiylar telcshouda gatnashayotgan o'yinchilarga kofe gaynat-
gichlar. dazmollar, uyali telefon apparatlari va duxilar sovg'a gilishmog-
chi. 9 nafar o'yinchiga bittadan sovg'a berish imkoniyatlari sonini toping.

9. Turli 5 dona galam va 6 dona ruehkadan 2 ta galam va 4 ta
ruchkani tanlash imkoniyatlari sonini aniglang.

10. 36 ta o'yin gartasini 4 o'yinchiga teng bo'lib berganda mumkin
bo'lgan barcha imkoniyatlar sonini hisoblang.

11. Fermada 20 ta go'y va 24 ta sigir bor. Bittadan qo'y va sigir
tanlash imkoniyatlari soni bilan bittadan go'y va sigir tanlangandan so'ng
qolgati hayvonlar orasidan yana bittadan qo'y va sigir tanlash
imkoniyatlari sonini solishtiring.

12. Toq ragamdan boshlanuvchi juft besh xonali sonlar nechta?

13. Qirralari uzunliklari Idan IOgacha sonlar bilan ifodalanadigan turli
to'gTi burchakli parallelepipedlar sonini hisoblang.

14. Yetti nafar talabani yotogxonadagi bir, ikki va to'rt o'rinli
xonalarga joylashtirish imkoniyatlari sonini aniglang.

15. Agar to'qqiz gavatli binoning birinchi gavatida turgan liftda uch
nafar yo'lovchi yuqoriga ko'tarilayotgan va yo'lovchilardan istalgan
binoning birinchidan yuqoridagi ixtiyoriy gavatida liftdan tushib qolishi
mumkin bo'lsa. u holda liftning yo'lovchilardan bo'shab qolish
imkoniyatlari sonini aniglang.

16. (a +b +c +cl)4 ifodaning yoyilmasini toping.
17. (I+x+y)"™ ifoda yoyilmasidagi x\yH gatnashgan had
koeffitsiyentini aniglang.

18. O'nli sanoq tizimida yozilgan olti xonali sonlar orasida:
a) bir xil ragamlari borlari,
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b) ragamlari gat’iy o‘sish tartibida joylashganlari,

d) rosa uchta juft ragamga egalari,

1) ikkitadan kam boimagan juft ragamga egalari,

g) ragamlari yiq'indisi juft son bo'lganlari sonini aniglang.

19. X, +x2+...+Xm=n (mne N , m<n) tenglamaning:

a) manfiymas butun, b) natural yechimlarini topish masalasini tahhl
qgiling.

Mustagqil ishlash uchun savollar

1. Takrorlanuvchi elementlar gatnashgan o‘rin almashtirishlar
takrorlanishi boMmagan o‘rin almashtirishlardan nimasi bilan farq giladi'.’

2. Takrorli o‘rin almashtirishlar soni formulasidan foydalanib
takrorlanishi boMmagan o ‘rin almashtirishlar sonini hisoblash mumkinmi?

3. Takrorlanuvchi elementlar gatnashgan o'rinlashtirishlar takror-
lanishi bo'Imagan o'rinlashtirishlardan nimasi bilan farq giladi?

4. Takrorli o'rinlashtirishlar  soni formulasidan foydalanib
takrorlanishi bo'Imagan o'rinlashtirishlar sonini hisoblash mumkinmi?

5. Takrorlanuvchi elementlar gatnashgan gruppalashlar takrorlanishi
bo'Imagan gruppalashlardan nimasi bilan farq giladi?

6. Takrorli gruppalashlar soni formulasini isbotlashda qganday
usuldan foydalanilgan?

7. Takrorli o'rin almashtirishlar soni formulasidan foydalanib
takrorlanishi bo'Imagan gruppalashlar sonini hisoblash mumkinmi?

8. Ko'phad formulasining Nyuton binomi formulasidan ganday farqi
bor?

9. Ko'phad koeffitsiyentlarining ganday xossalarini bilasiz?

2.5. Fibonachchilsonlari

Sonli ketma-ketlik. Rekurrent tenglik. Fibonachchi qatori. Fibonachchi
sonlari. Umumlashgan Fibonachchi gatori. Binomial koeffitsiyentlar. Paskal
uchburchagi. Matematik incluksiya usuti. Bine formulasi. Oltin kesim.

Logcudfmik spiral

2.5.1. Fibonachchi sonlarining ta’rifi. Elementlari hagigiy sonlaidan
iborat bo'lgan .. »,,.... ketma-ketlikni garaymiz. Hu kcima

Fibonachchi Pi/.anskiy (Fibonacci Leonardo Pisano. 11S0-1240) - ilalyan malcm.iliri
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ketlikdagi elementlarning uehinehisidan boshlab har bin o'zidan oldmgi
ikkita elementning yig‘indisiga teng. ya’ni un=un}+un2 (n>3)
bo'lsin. Ravshanki, bu ketma-ketlikni tashkil gqilishda uning dastlabki

ikkita hadi muhim bo'lib, keyingi barcha hadlari rekurrentl tenglik
vositasida aniglanadi.

1- ta’'rif. ul]=u2=1 bo‘lgan holda uu=un[+un2 (n>3)
rekurrent tenglik vositasida aniglangan ketma-ketlik Fibonachchi gatori,
uning hadlari esa Fibonachchi sonlari deb ataladi.

Tabiiyki, Fibonachchi qgatoridagi Fibonachchi sonlarini aniglash
jarayoni cheksizdir. Fibonachchi sonlarining dastlabki 24tasi quyida
keltirilgan:

1,1. 2, 3, 5. 8, 13, 21, 34. 55, 89, 144, 233. 377. 610. 987. 1597, 2584.

4181.6765, 10946, 17711,28657.46368.

“Fibonachchi sonlari” iborasi birinchi bo'lib X1X asrda Eduard Lyuka2
tomonidan gizigarli matematikaga bag'ishlab yozilgan asarda qgo'llanilgan.
Fibonachchi (bu so'z italyancha “filius Bonacci” so'zlaridan qisqartirilib
tuzilgan bo'lib, Bonachchining o'g'li ma'nosini anglatadi) Italiyadagi Piza
shahrida X11-X11l asrlarda yashagan Leonardo Pizan-skiyning boshgacha
ismidir (lagabidir). Bonachchi Italiya va Jazoirda savdo-sotiq bilan
shug'ullangan. Leonardo boshlang'ich ma’lumotni Ja-zoirda olgan bo'lib.
u o'zining arab o'gituvchilaridan hind pozitsion o'nlik sanoq tizimi3 va
nolni o'rgangan edi. Fibonachchi “Liber abaci" (“Abak hagidagi kitob” -
1202 - yilda yozilgan bo'lib, 1228- yildagi qo'lyozma nusxasi saglangan)
nomli kitobida arifmetika va algebra bo'yicha o'z davrining deyarli barcha
ma’lumotlarini bayon gilgan. Xususan, o'sha kitobda hozir butun dunyoda
ommabob hisoblangan “arab” ragamlari bayon gilingan. Qo'lyozmaning
(1228- yil) 123-124- sahifalarida uy quyonlarining ko'payishi hagidagi
quyidagi masala bayon gilingan.

“Bir kishi bir juft quyonni ko'paytirish magsadida saglagan bo'lsin.

Quyonning tabiati shundayki, har bir juft quyon bir oyda boshga bir
juft quyonni dunyoga keltiradi va yangi paydo bo'lgan juft quyonlar
ikkinchi oydan boshlab nasi bera boshlaydilar. Bir yildan so'ng dastlabki
juft quyonlarning ko'payishi natijasida necha juft quyon vujudga keladi?”

1"Rccurrens” lotincha so'/ bo'lib. o'ziga gaytaruvchi ma'nosini beradi.
Lvuka yoki Lukas (Lucas I;ranvois Hdouard Anatole, 1842-1891) - fransuz matematigi.
Bu tizim hagidagi ma'lumot g‘arbga arablar orgali o'tganligi sababli uni, ba'zan, yanglish
ravishda. “arab pozitsion o'nlik sanoq tizimi*' deyishadi.
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Bu masalani yechish jarayonida Fibonachchi dastlabki yilnmj' liai bn
ovi uchun quyonlar juftlari sonini aniglagan. Bu sonlar 1 |ad\ald.i
keltirilgan. “Liber abacrdan bu masala yechimi bayonming so'ii))’!
satrlarini keltiramiz: “...Oxirgi oyda tug'ilgan yangi 144 jult quyoiilai
go‘shilsa. 377 juft quyon hosil bo'ladi. Shuncha juft quyon bu yil
davomida bir juft quyondan ko'payar ckan”. Quyonlar hagidagi masalada
uchragan sonlar Fibonachchi qatorining dastlabki sonlari ekanligi yaqqol
ko'rinib turibdi.

Fibonachchining o'zi Fibonachchi qatorining xossalarini o'rgaiush
bilan shug‘ullanmagan deb hisoblashadi (har ehtimolga qarshi, bizgaclia
yetib  kelgan bunday izlanishlar hagida ma'lumotlar yo'qligim
ta’kidlayrniz). XIX asr boshlarida Fibonachchi gatorining turli xossalariga
bag‘ishlangan ilmiy ishlar soni “Fibonachchi quyonlari sonidek o\sgan”.

I-jadval
0 ‘tgan oylar soni Tug'ilgan juft quyonlar Jami juftlar
0 |
1 ! i 2
A ! i 3
3 - 5
4 ] S
5 5 13
6 8 21
7 i 34
S 21 55
9 34 89
1 55 144
11 K9 233
12 144 377

Eduard Lyuka ixtiyoriy ut va n. sonlardan boshlanuvclu hanula

N>~ 1 +I'r2 (n—3) rekurrent tenglik bilan aniglanuvchi sonlai
gatorini umumlashgan Fibonachchi gatori deb nomlagan.
2.5.2. Fibonachchi sonlarining oddiy xossalari. Fibonaclu lu soul.ir

juda ko‘plab gizigarli xossalarga ega. Quyida bu xossalardan ba'/il.iinn
keltiramiz.



1- xossa. Dastlabki nta Fibonachchi sonlarining yig'indisi (
umM2 - 1)gateng, vahi it, +a, +... +un=un,, -1.
Hagigatdan ham, Fibonachchi sonlarining ta’rifiga koTa
w+/, +..o+un=W, - n2)+ (//,-11)+ ..+ - un)+ (uiH2- nnH) =
=um2-u. - -1 .m
2- xossa. Tog ragamli dastlabki nta Fibonachchi sonlarining
yigindisi u,,,ga tcng, ya hi
u, +1 +u, +...+u =u

2.n-\’ In *

Ravshanki,
W+U.+ +..+/, [—
=n2+ud-/1,) + U, - II,)+ ..+ (/3 -11:,,2) =tli
3- xossa. Juft ragamli dastlabki nta Fibonachchi sonlarining
yig'indisi (ii,u, -1 )gateng.ya'ni it, +«4+ub+..+udh=r/m -1 .
Bu xossani isbotlash uchun, 1- xossaga ko'ra,
it,+n2+ .. +udi =u 22 -1
tenglik o'rinli ekanligini va 2-xossani hisobga olish kifoya:
u2+ud+ith+...+//,G= (/l, +11, +11. +... + u,n) —
—(f ++ U+ +1,])=

=Unl~1-u: =1;2-1lz,- 1=wr#i - 1 m

Yugorida isbotlangan 1- va 2- xossalardan foydalanib. Fibonachchi
sonlarining ishorasi almashuvchi qatori yig'indisi haqgidagi quyidagi
xossasini ham isbotlash mumkin.

4-x ossa. Dastlabki n ta Fibonachchi sonlari uchun n, —it, +n. —u4 +
+ o+ (—D" W= (-\)"+itn , T 1 tenglik o'rinlidir.

5- xossa. Dastlabki nta Fibonachchi sonlari kvadratlarining
yig “indisi unii)H]ga teng, ya hi uf +u2+... +it] =

Hagigatdan ham, Fibbonachi gatorining ta'rifiga ko'ra u~=u{u,
bo'ladi va birdan Kkatta ixtiyoriy natural n son uchun

K —W.])= WK +H—

tenglik o'rinlidir. Shuning uchun
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u? + W+ .+ lir =Ifll-, + um, - U +
+ -n /G =H
6- xossa. Ixtiyoriy u Fibonachchi sonining kvadrati bilan nu tuiin
Ko paytma orasidagi farq birga teng, ya'ni u~ —M_W , = ()1
Bu xossani matematik induksiya usuli yordamida isbotlaymiz. Baza:
n—2 uchun it; - Wit =1 —1¢2 = -1 = (-1)"*1- tasdiq to‘g‘ri.
Induksion o'tish: bu xossa n—k >2 uchun to'g'ri, ya’ni
"k yoki u:=niAitkd + (-1)'*1 bo'lsin. Oxirgi
tenglikning ikkala tomoniga ikuk4 ifodani qo'shsak
>+ 1d ui +(-1)*"t
tenglik va bu tenglikdan uk(uk+ //A])= 2, ., (F/A , +) + (-1)*4 kelib

chigadi. Fibonachchi gatorining aniglanishidan foydalanib, quyi dagilarga

ega bo'lamiz: it. uk .+ (- D4'l, /lm,, + nknk, = (-1)**-
Oxirgi  tenglikning ikkala ~ tomomni (—1)ga  ko'paytirsak.
UukH — = (—)'*'I" 1tenglik hosil bo'ladi. m
Matematik induksiya usulini go'llab Fibonachchi sonlarming

quyidagi 7-10- xossalarini ham isbotlash mumkin:

7-xo0ssa. mnm?+int. +udwd +... + iiln_lit". =it;?.,.

8-xo0ssa. uxt2+int, + uxt4+ ... + - 1.
9-xossa. mtl+ (/] —Dw, +(n —2)u. + ...+ 2r/(¢, +//,, =rl,,4-(/] +3).
10- x0ssa. M. + 2u2+ 3it.+ ..+ min:aLun+,-|/|I'ln+ 2.

EIndi Fibonachchi sonlarining binomial koeffitsiyentlar (Paskal

uchburchagi) bilan bog'lanishini ifodalovchi xossani o'rganamiz.

11- xossa. Fibonachchi soni un (ne \ ) uchun it,= V (*<,
K ii
tenglik o 'rin/idir.
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Bu xossani isbotlash uchun w4 (/7= 1,2,...) sonlardan tuzilgan
WhpUi.....kctma-ketlikning Fibonachchi gatori bo'lishini ko'rsatish
kifoya. Bulling uchun esa

i~

“I=S c.t-.=X f*=c =1.
=n [t

I (i =171 ( = "
/. n
ekanligini ta’kidlab, 1 e an.. ketma-ketlik uchun wu MU ntU (V

n > 2 ) rekurrent tenglikning bajarilishini ko'rsatamiz.
Agar /7 juft son (/2= 2.v. ne N )bo'lsa. u holda

fi A- N N A
A i-n

=]

- %i)c H-K-1 éja( ."-*-1

«»..,= it ;= 0 ¢
b =
tengliklar o'rinli bo'ladi. Bu tengliklardan foydalanib,

IR

per, =X11.-,+1 C ,.,=i+X ci, ,+£ =
»-=ii k=u n
ul
- 1+2(1C -*, +?( C,S i+C Jddi=1i+ 2 (C*-i +('J-,"+c:;_,
I ; i=i
munosobatlarni hosil gilamiz. Binomial koeffitsiyentlarning

C* , |+C* ~, = C* <xossasiga binoan
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tengliklarga ega bo'lamiz.
n tog son bo'lganda ham, yuqoridagidek mulohazalar yuritib,

LU =»,+«,., (n>2) tenglikning to'g'riligini ko'rsatish mumkin.
Demak, Fibonachchi gatorining ta’riflga asosan. uvu-,,..., u ketma-
ketligi Fibonachchi gatoridir. k

VI

Yuqorida ta'kidlanganidek, uu—7 (™”, tenglik Fibonachchi

sonlari bilan Paskal uchburchagi orasidagi bog'lanishni ifodalaydi. 1-
shaklda tasvirlangan Paskal uchburchagidagi shtrixli chiziglar bo‘ylab
joylashgan sonlar yig‘indisi Fibonachchi sonlarmi tashkil etadi.

",
naorroA
Jd, 112
=0 //v-13+1 5
/,-- 1+4+3 N
/\2 =1-0-6+ 1-13
—3 m i {eHi 4 2:
//0=1+7+15-40+1=34
=4 S TA"Ir
=5 y\
=6 A”Zir\5 6 1
-7 P'lZL'bS 35217 1
=8 291& 56 70 56 28 8 1

/- St
12- xossa. Fibonachchisoni un (nsl\) uchun

tenglik o frinliclir.



Bu xossani isbotlash maqgsadida, avvalo, a haqigiy son uchun
Cr =1 H0C tenglik o'rinli bo'lsin deb faraz gilib, a\ a4, a', a" va
hokazo darajalarni a orqgali ifodalaymiz: a = UOC = «(1 +Cf) = 1+ 2a .
c~ =car =a(l+2c)=2+3c, ¢' =ccd= N2+ 3t?) = 3+ 5,
or”=(C =a(3 45a) =5+Ha va hokazo. Bu ifodalardan ko'rinib
turibdiki, ulardagi o/od hadlar ham, a ning koeffitsiyentlari ham
Fibonachchi sonlaridan iboratdir.

Matematik induksiya usulidan foydalanib, agar un Fibonachchi soni
bo'lsa, u holda ixtiyoriy N> 2 natural sonlar uchun @' =«, ,+ WA
formulaning to'g'riligini ko'rsatamiz.

Hagigatdan ham, /7= 2 bo'lganda a~=u]+ U,a=1+a tenglikka
ega bo'lamiz, ya’ni baza bajarildi.

Induksion o'tish: N=K bo'lgan hoi uchun ak=uk]+uka formula
to'g'ri bo'lsin. U holda n=K+1 bo'lganda quyidagi tengliklarni hosil
gilamiz:

akl —aak=a(ukA+ua) =mKra+naz2=
=uk B +uk(1+ «) = //(,«+ UK+ u,,a=
=uk+{uk ]+uk)a = uk+ukHa.
Demak,
a"il =u +ukda .

Shunday qgilib, OC = 1+a va ixtiyoriy n > 2 natural sonlar uchun nu

Fibonachchi soni bo'lsa, u holda @" = +ura formula to'g'ri ekanligi

isbotlandi. Hndi OT=1 +a tenglikni kvadrat tenglama sifatida qarab,
. . S L 1+ V5 —
uning biri musbat, ikkinchisi manfiy ikkita al=-----= va tt, =----=-

- . . . - n Ia. : +um
ildizlarini topamiz. a = ura formulaga ko'ra, .

Ith -un,+ura2
Bu tengliklarni un, va un noma’lumlarga nisbatan tenglamalar siste-

masi deb garaymiz va uni hal gilib, 12- xossaning isbotiga ega bo'lamiz. n



Shunisi ajoyibki, 12- xossaga binoan, butun giymatli un son irratsional

sonlardan iborat bo'lgan kvadrat ildizlar orgali ifodalanmoqda. 12- xossani
ifodalovchi tenglik Binelformulasi deb yuritiladi.
Kesmani bo'laklarga bo'lishda oltin
kesim tushunchasini eslaylik. Berilgan
kesmaning oltin kesimi deb uni shunday
ikki gismga ajratish tushuniladiki. bu
yerda butun kesma uzunligining Kkatta
gism uzunligiga nisbati va katta gism
uzunligining kichik gism uzunligiga
nisbati o°‘zaro tengdir. Bu nisbatning
giymati a, ga teng boiishini aniglash
giyin emas. ™Oltin kesim" iborasining 2- shakl
mazmuni shu bilan ham tasdiglanadiki,

1+ s

masalan, tomonlari uzunliklarining nisbati 1.61x songa

yagin bo'lgan to'g'ri to'rtburchak inson ko'ziga yoqimli bo'lib ko'rinishi
gadim zamonlardayoq ma’lum bo'lgan. Yana shunisi ham qiziqarliki,
un,, \5 -1
lim- nm—
u

Hayratlanarlisi shuki, Fibonachchi sonlari tabiatning turli narsa va
hodisalarida  kutilmaganda namoyon  bo'lishadi. Masalan, ular
kungabogarning urug'lari joylashgan “savat”ida osonlik bilan sanab
aniglash mumkin bo'lgan spirallar (anigrog'i spirallar yoylari) sonlari
sifatida paydo bo'ladi (2- shaklga garang). Kungabogarning urug'lari
joylashgan savatida logarifmik spirallarning” ikki oilasini kuzatish
mumkin. Bu oilalardan birining spirallari aylanishi soat millari
yo'nalishida, ikkinchisiniki esa teskari yo'nalishda bo'ladi.

Botanikada spirallar oilalarining bunday joylashishini fillotaksis3 deb
atashadi. Oilalardagi spirallar sonlari Fibonachchi gatorida ketma-ket

Bine (Bind Jak-Filipp, 1786-i857) - (Vansuz maiematigi va astronomi.
Logarifmik spiral, bu qutb koordinalalar tizimidagi tenglama.si P = aew bo'lgan egn
chizigdir. bunda @ > 0, — < <P< + co Ru egri chizig koordinatalar boshulan 11m|u\4'hi

barcha nurlarni o'zgarmas (X burchak ostida kesib o'tadi va K = ctgff bo'ladi
Yunon tilida bu so'z bargning tuzilishi ma'nosini beradi.
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joylashgan ikkita Fibonachchi sonlaridan iborat bo'ladi. Ular kungaboqar
savatining kattaligiga garab 34 va 55, voki 55 va 89, yoki 89 va 144
bo'lgan Fibonachchi sonlari juftliklarini tashkil etishadi. Tabiatda, hattoki,
spirallar sonlari 144 va 233 bo'lgan ulkan kungabogar savati ham
uchraydi! Kungabogar fillotaksisi va Fibonachchi sonlari orasidagi bu
alogani birinchi bo'lib E. Lyuka e’lon gilgan edi.

1- misol. Elementlari 0 va 1 ragamlaridan iborat bo'lib, ikkita
ragami yonma-yon joylashmydigan kortejlarni garaymiz. Shunday tartibda
tuziladigan n wuzunlikka ega barcha kortejlar soni cn Fibonachchi
gatorining (n +2)- hadiga tengligini, ya’ni cn=um2 tenglik o'rinli
bo'lishini ko'rsatamiz.

Buning uchun matematik induksiya wusulidan foydalanaymiz.
Matematik induksiya usulining bazasi sifatida /7= 1 bo'lgan holm
garaymiz. Bu holda misol shartlarini ganoatlantiruvchi ikkita (<0> va
<1>) Kkortejlar tuzish mumkin, ya’ni 0=2. Fibonachchi gatorining
tuzilishiga asosan /?= 1 bo'lgan hoi uchun unm, =uw2 =m3 = 2 » Demak,
n 1bo'lganda cn=um tasdiq to'g'ri.

Induksion o'tish: n =k bo'lganda misol shartlarini ganoatlantiruvchi
kortejlar soni uchun isbotlanayotgan tenglik o'rinli bo'lsin, ya’ni
ck =ukt2 - tenglikning n =k +\ uchun ham to'g'riligini ko'rsatamiz.
Ravshanki, uzunligi n = k +\ bo'lgan barcha kortejlarni, tuzilishiga ko'ra,
ikki guruhga quyidagicha ajratish mumkin.

Birinchi guruhga talab gilingan shartlar asosida tuzilgan va uzunligi K
ga teng kortejlarning har biriga o'ng tomondan 0 ragamini joylashtirish
usuli bilan hosil gilingan kortejlarni kiritamiz. Shuning uchun, birinchi
guruhdagi kortejlar soni uzunligi K ga teng kortej soniga teng. Bu yerda
induksiya farazini hisobga olsak birinchi guruhda uk® ta kortejlar bor

degan xulosaga kelamiz.

ikkinchi guruhga oxirgi elementi 1 ragamidan iborat bo'lgan
kortejlarni kiritamiz. Kortejlarni tuzishning misolda talab gilinayotgan
shartiga ko'ra ikkinchi guruhdagi har bir kortejda oxirgi 1 ragamidan oldin
fagat 0 ragami joylashishi mumkinligi kelib chigadi. Shuning uchun,
ikkinchi guruhdagi kortejlarning uzunligi (k -1 )ga teng bo'lgan va talab
gilingan shartlar asosida tuzilgan kortejlarning har biriga 0o'ng tomondan 0,
1 ragamlarini (aynan shu tartibda) joylashtirib hosil qilish mumkin.
Demak, induksion farazni hisobga olsak, ikkinchi guruhdagi kortejlar soni

ufT] bo'ladi.
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Shunday qilib. K41 uzunlikka ega barcha Kkortejlar soni

rtti =Ih*i +uk-i- Fibonachchi gatorining aniglanishiga ko'ra.
uh +uk,2=it,,3.Buyerdan cAL =1/, , +;.m
(" [
3- shakl
2- misol. Oltin kesim juda gadimdan ma’ium bo'lgan.

tushunchadan gadimgi yunonlar haykaltaroshlikda, suv saqlashga
moijallangan xum idishlarni yasaslula 1'oydalana bilishgan. 1854- yilda A.
Seyzingl oltin kesim tushunchasini gayta "ochib”, bu tushunchani
absoh utlashtirishga uringan. U o0'z asarlaridan birida "oltin kesim
tabiatning barcha hodisalarida va san’atda universal kesimdir” deb e’lon
gilgan. Bunday xulosaga A. Seyzing tabiatda uchraydigan turli hodisa va
jarayonlarni tahlil qilish asosida, jumladan, qushlarning tuxumlari.
o'simlikiar, hayvonlar, turli tovushlar, insonlar tomonidan vyaratilgan
binolar, idishlar, she'riy va musiqiy asarlar va boshgalarni kuzatish va
zarur hisoblashlarni bajarish asosida kelgan.

Scyl/ini; (ZciMiig) .Adolf- olmon shoiri va faylasufi (1 810-1 X76).
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1. Seyzing ikki mingga yaqin Kishilarning badan oichovlarini olib, bu
giymatlar asosida o'rtacha statistik qiymatlarni hisoblagan. Qilingan
hisoblashlarga ko‘ra, erkak kishining badanidagi katta oichovning Kichik
o'lchovga nisbati

(3-shaklda oichovlar butundan foiz migdorda berilgan) 13:8= 1,625,
ayollar uchun bu ko‘rsatkich 8:5 = 1.6, chaqolaglar uchun esa 1:1 kabi
bo'lishi aniglangan. Inson bolasi 13 yoshga kelganda bu nisbat 1,6
bo'lishi, 21 yoshda esa proporsiya insonning jinsiga garab yuqorida
ta'kidlangan nisbatga yaqin bo'lar ekan. Bu yerdagi nisbatlarda
gatnashayotgan sonlar va insonning yoshlari (13 va 21) Fibonachchi gatcri
sonlaridir. a

3- misol. Tomoni 8 birlik
kvadratni (yuzasi 64 kv. birlik) 4-
shaklda ko‘rsatilgandek 4 bo‘lakka (

A. B, C va D) ajratib, bu 4

bo'lakdan shaklning o'ng tomonidagi

figurani yasash mumkin. Yasalgan

figurani uchburchak deb hisoblab,

uning yuzasi hisoblansa 65 kv. birlik

(dastlabki yuzaga garaganda 1 Kkv.

birlik ortiq!) javob hosil bo'lishi

tabiiydir. Tomoni 13 birlik kvadrat

bilan ham xuddi shunga o'xshash ishlarni bajarib, 169 kv. birlik yuzadan
168 kv. birlik (dastlabki yuzaga garaganda 1kv. birlik kam!) yuzani “hosil
gilish” mumkin. Bu yerdagi xatoni aniglash o'quvchiga havola gilinadil
Shunisi qgizigki, bo'laklanayotgan kvadrat tomoni va bo'laklashda
gatnashayotgan sonlar uchta ketma-ket Fibonachchi sonlaridan iboratdir.
Tabiiyki, yoqoridagi usul yordamida istalgan uchta ketma-ket Fibonachchi
sonlaridan foydalanib yugoridagiga o'xshash istalgancha jumboglar tuzish
mumkin. m

Muammoli masala va topshiriglar

1 Fibonachchi sonlarining quyidagi xossalarini ishot
giling:
a) 1. =", b) 1 mm;

Fibonachchi soniarming (> xossasiga e’libor bering.
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d) ;< -
Vl 0 / v Un 1y \ n VI 0 A It
1 1 0 0 1 0 0
41 1 : [
tf,+i= 0 -1 1 0 0 i . 0, bu yerda
S T | I
0 0o -1 1 0 .0 1
determinantning oMchovi NXN, i kompleks sonni ifodalashda
ishlatiladigan mavhum birlik (i = I m

2. Qurilishda uzunligi enidan ikki baravai katta hoMgan g°‘isht ko‘p
go'llaniladi. Bunday g'ishtlardan bir g‘isht kcngligtga ega devor qurish
imkoniyatlari g'ishtlar soni 1, 2, 3 va 4 bo'lgan hollar uchun 5- shaklda
keltirilgan. nta g‘ishtdan bir g'ishl kcngligiga ega devor qurish
imkoniyatlari sonini aniglang.

3. Xonada o'tirishga mo‘ljal-langan iila o'nn bor. Bu o'rinlarda

o'tirishi kerak bo'lgan kislnlami ikki guruhga ajratish

1 [j mumkin: do'stlar (1) \a diisliiiianlai (d) Agar // =1
LU r—i bo'lsa, u holda bitta o'nnga bir kishmi o'tga/ish
[ imkoniyatlari soni ikkiga tengligi ravshan (bu

FTTL 11 1 I 11 o'ringa yo do'sllai yo dushmanlar guruhiga
*L ' w1l tegishli bir kislu o'tiradi). u
LLI Nljke — il l—1 11 natai kishmi hech qaysi ikki

dushman vonma-von o'tir-
5- simkl

maslik sharti bilan o'rinlarga o'tqa/ish
imkoniyatlari sonini aniglang.

4. Asalari 1 yoki 2 ragamli xonacha
dan harakatlanishni boshlagan bo'lsin (0
shakl). Asalari fagat o'ng tomondagi
go'shni xonachaga o'tishi mumkin bo'lsa,
uning n ragamli xonachaga kelishi imkoni\ atlari sonini aniqlangl

| ragamli xonachaga borishning fagat bir imkonivati bor. 2 ragamli xonachaga borishda ikki
imkoniyatdan foydalanish mumkin: bcvosila o'sha xonachamng o'ziga yoki 1-2 yo'l bilan. 3
xonachaua boorish yo* llari esa uchta: 1-2-3. 1-3 va 2-3.
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Mustagqil is/ilas/i nclain savollar

1. Fibonachchi sonlari haqgidagi dastlabki ma'lumotni Leonardo
Pizanskiy qaysi asarida keltirgan?

2. Tarkibida dastlabki n ta Fibonachchi sonlari ishtirok etgan ganday
formulalarni bilasiz?

3. Juft ragamli dastlabki nta Fibonachchi sonlarining yig'indisi
formulasi qanday keltirib chigariladi?

4. Toq ragamli dastlabki Hta Fibonachchi sonlarining yig'indisi
formulasini isbotlay olasizmi?

5. Bir-biriga gq’o'shni bo'lgan uchta Fibonachchi sonlarining ganday
xossalarni bilasiz?

6. Fibonachchi sonlarining Paskal uchburehagi bilan bog'lanishini
itodalovchi formula ganday isbotlanadi?

7. Bine formulasining tarkibida ganday irratsional son bor?

8. Siz tabiatda Fibonachchi sonlarining uchrashiga kitobda bayon
gilinmagan misol keltira olasizmi?

2.6. Bo'laklashlar kombinatorikasi

Bo'laklash. Ko'phad formulasi Natural son. Yig'im/i. Qo'shiluvchi.
Qo shiluvchilar tartibi. Diagrammedi usul. Ferrers diagrammasi. Normal Ferrers
diagram/nasi. Diagranimaning transpozitsiyasi. Ikkiyoqglama diagrammalar.
(Jo slima diagrammalar Qo shma bo ‘aklaslilar.

2.6.1. Bo'laklashlar ta’rifi. Kombinatorikada o'rin almashtirishlar,
o'rinlashtirishlar va gruppalashlar tushunchalari yordamida yechiladigan
masalalar bilan bir gatorda boMaklashiarga doir masalalar ham qaraladi.
Bunday masalalar turli vaziyatlarda paydo bo'lishi mumkin. Masalan,
qutiga predmetlarni joylashda, axborotni uzatishda, pulni maydalashda,
ko'phad formulasidan foydalanish uchun daraja ko'rsatkichini bo'lak-
lashda va hokazo.

Bo'laklashlarga doir masalalar orasida natural sonlarni natural yoki
manfiymas butun qo'shiluvchilar yig'indisi sifatida tasvirlash masalasi
alohida o'rin tutadi. Bu masalaning mohiyati quyidagidan iborat.

Berilgan natural n sonni a],cil,...,ak natural sonlar yig'indisi

ko'rinishda ifodalash imkoniyatlari gancha?
Bu masala turli shartlarda garalishi mumkin. Masalan:
go'shiluvchilar tartibi e’tiborga olinishi yoki olinmasligi mumkin;



bo'laklashiarda fagat juft yoki toq sondagi qo'shiluvchilar
gatnashishi sharti go'yilishi mumkin;

go'shiluvchilar bir-biridan fargli yoki ixtiyoriy deb hisoblanishi
mumkin va hokazo.

Tabiiyki, bo‘laklashlarga doir kombinatorik masalalarni yechishda,
bo'laklanayotgan son o'rniga undan kichikroq son(lar)ni bo'laklash yoki
garalayotgan bo'laklashni kamrog sondagi qo'shiluvchilari bo'lgan
bo'laklashga keitirish usuli go'llanilishi magsadga muvofiqdir.

1- ta’rif. Natural n sonni ixtiyoriy kla (k natural son, Kk <n)
al,a2,...,ak natural sonlar vyig'indisi, rani n=a, +al+...+ ak
ko'rinishda tasvir/ashga n sonni kta qo'sliiluvcliilarga ho'laklasli
<gisqacha, bo'laklash) deb ataladi.

Yuqorida ta’kidlaganimizdek, bo'laklash masalasini ikki vaziyatda,
ya’ni qo'shiluvchilar tartibi e’tiborga olmgan yoki olinmagan hollarda
garash mumkin. Kombinatorik nugtai na/ardan olganda ikkala hoi ham
gizigarlidir.

Bo'laklash masalasini, avvalo. <o‘shiluvchilar tartibi e’tiborga
olingan holda garaymiz.

Bu holda natural n sonning Kta qo'shiluvchilarga bo'laklanishlari
sonini B(n,k) bilan va shu sonning barcha bo'laklanishlari sonini B(u)

bilan belgilasak, ra\ shanki. B(n) =~ B(n, k) tenglik o'rinli bo'ladi.
[4
1- misol. Fagat bir yo'naiishda harakatlanganda besh pogonali

/inapoyani hatlab o'tish imkoniyatlari sonini aniglash talab etilgan bo'lsin.

Tabiiyki, har bir gadamda fagat bittadan pog'onani bosib o'tib.
/inapoyani 5 gadamda hatlab o'tish mumkin. Bu harakatni 5 sonni
>= 1+ 141 +1 + 1 ko'rinishda bo'laklanishi kabi ifodalab, 5(5,5) =1
ekanligini gayd etamiz. Zinapoyani 4 qadamda ham hatlab o'tish mumkin,
Ini ishning B{5,4) = 4 imkoniyati bor: 5=2+ I+ 1+ 1, 5=1+2+ |+ 1.
5=1+1+2+1 \a 5=1+1+1+2. Shu usulda davom etib. 3 gadani
ikhiin  5(5,3)=6ta — 5=3+1+1, 5=1+3+1. 5=1+14 i
>=2+2+1, 5=2+1+2, 5=1+2+2 hamda 2 qgadam iieliun
/X5,2) =4ta - 5=4+1 5=3+2, 5=2+3, 5=1+4 tengliklarni
vo/ami/. Fndi barcha pog'onalarni bir gadamda hatlab o'tishga //(5.11 |



imkoniyat va 5= 5 tenglik mos kelishini e’tiborga olsak, mumkin bo'lgan
barcha imkoniyatlami bayon gilgan bo'lamiz.

Shunday qilib, fagat bir yo'nalishda harakatlanganda besh pog-‘onali
zinapoyani hatlab o'tish imkoniyatlari soni

5(5) = B(5,1) + B(5.2) + 5(5,3) + B(5,4) + 5(5,5) = 16
bo'ladi. m

Endi B(n,k) va B(n) migdorlami hisoblash formulalarini topish
bilan shug'ullanamiz.

Dastlab /7= 1 bo'lgan holni garaymiz. Tabiiyki. birni natural sonlar
yig'indisi qilib bo'laklash hagida gap bo'lishi mumkin emas. Shunday
bo'lishiga garamasdan, birni fagat bitta qo'shiluvchidan iborat deb garab,
yuqorida berilgan ta’rifga mos keluvchi 5(1,1) = 1=C”=C,0, = C.(*ta
bo'laklashga ega bo'lamiz. Jami bo'laklashlar soni 5(1) = 5(1,1) =
= C,4 = 2" 1bo'ladil

[7=2 bo'lgan holda A=1 qo'shiluvchili 5(2,1)= 1= C'l=
=C',=CHta (2=2) va A=2 qo'shiluvchili 5(2,2 )= 1= C\ =
= C21=C1, ta (2 =1+ 1) bo'laklashlarga ega bo'lamiz. Bu hoi uchun
jami bo'laklashlar soni 5(2) = 5(2,1) + 5(2,2) =C,1,+ C\ ,=2" .

Agar n=3 bo'lsa, u holda k =1 qgo'shiluvchili 5(3,1) = 1= C" =
=Ct,=Ci ta(3=23), k=2 go'shiluvchili 5(3,2)=2=C =C_, =C;,_I
ta (3=2+1=1+2) va Ar=3 qo'shiluvchili 5(3.3)=1=cf= Cr, =C; ,
ta (3= 1+ 1+ 1) bo'laklashlar bor. Bu holda jami bo'laklashlar soni uchun

5(3) =5(3,1) +5(3,2) +5(3,3)=C +C_ +C,; ,=2"'"
tenglik o'rinlidir.

Shunday davom etib, "istalgan n natural sonning Kta qo'shi-
luvchilarga bo'laklanishlari soni (/7—1)ta elementdan (A-1) talab
gruppalashlar soniga teng, ya'ni 5(//, k) = C~,1” degan farazga kelish

mumkin. Agar bu faraz tasdiglansa, binomial koeffitsiyentlarning yig'in-
M1

disi hagidagi xossaga ko'ra. Bin) =y C'_, =2""" bo'ladi.
i0
1 Bu yerda va bundan keyin binomial koeffitsiyentlarning ixtiyoriy natural /7 uchun

1 ~ = 2 " bo'lishi hagidagi xossasidan foydalanamiz.
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1- teorema. (Qo'shiluvchilar tartibini e tiborga olgan holda
istalgan n natural sonning « ta go ‘sliiluvchilarga bo ‘laklanishlari soni (
n—1)ta elementdan (K Jtalab gruppalashlar soniga teng, ya'ni
B{n.xk)=( ,

Is boti o'quvchiga havoln gilinadi. m

Yuqorida bayon etilgan muloha/alar yordamida va 1- teoremaga
tayangan holda isbotlasli osonligini ta’kidlah, quyidagi teoremani boshqga
usul bilan isbotlaymiz.

2- teorema. Qo'shiluvchilar tartibini eliborga olgan holda
ixtiyoriy n natural sonning barcha bo'laklanishlari soni 2" lga teng,
va'ni B(n) = 2" 1

Isboti.Natural n sonning barcha bo'laklanishlari to'plammi S(n)
deb, shu n sonning birinchi go'shiluvchisi iga (/= 1,2,...,// ) tcug bo'lgan

bo'laklanishlari to'plamini esa Sfn) bilan belgilaymiz. Tushtinarliki,

S(n) = (1J) bo'ladi. Agar S (n) to'plam elementlari sonini Q (n)
/=i

deb belgilasak, yuqoridagi tenglikka asosan B(n) =~ Q (n) bo'ladi.

Hndi Q\n)=B(n-i) (/=12..//-1) va Q,{n)=1 tcngliklarni

n-\ 11
hisobga olib. B(n) =~ B(n —) +1 = 1+ / iB(i) tenglikka ega bo'lamiz.
]

Bu tenglik ixtiyoriy n natural son uchun to'g'ri. Shuning uchun, bu

tenglikdagi nni (n+1 )ga almashtirib,
rH
B(,?2+1)=1+£ B(i)+ B(n) =B(n) +B(n) =2B(n),
[
ya’ni B(n+ 1) =2B(n) (n=1.2,...) ko'rinishdagi rekurrent munosabatni

hosil gilamiz. Bu rekurrent munosabat ketma-ket go'llanilsa. B(n) = 2
kelib chigadi. =

2- misol. To'qqgiz gavatli binoning birinchi gavatidan sakkiz kisln

liftda yuqoriga ko'tarilayotgan bo'lsin. Agar to'qgizinchi gavatga lil'tdagi
kishilarning fagat bittasi chigishi shart bo'lsa, lift yo'lovchilanmng bum
gavatlariga chigish imkoniyatlari sonini aniglang.



Masalaning shartiga binoan, liftdagi sakkiz kishidan fagat bir Kishi
to'qqgizinchi gavatga chiqgishi shart bo'lgani uchun. golgan yctti kishining
ikkinchi gavatdan sakkizinchi gavatgacha chigishimng ko'p imkoniyatlari
bor. Bu imkoniyatlar soni liftning birinchi va to'qgizinchi qavatlar
orasidagi to'xtashlar soniga bog'lig bo'lib, yettining barcha bo'lakla-
nishlari yordamida ifodalanishi mumkin. Masalan, lift binoning ikkinchi
gavatidan sakkizinchi gavatigacha fagat bir marta to'xtab, liftdagi yetti
kishi tushib qolgan bo'lsa, u holda bu hodisa 7 =7 ko'rinishdagi
bo'laklash vositasida ifodalanadi; agar to'ggizinchi gavatgacha lift ikki
marta to'xtab, oldin uch kishi, keyin to'rt kishi tushib qgolgan bo'lsa, bu
holatga 7 = 3+ 4 ko'rinishdagi bo'laklash mos keladi va hokazo.

2- teoremadan foydalanib, yettining barcha bo'laklanishlari son
27 1= 2ft= 64 ekanligini topamiz. Demak, agar to'qgizinchi gavatga
fagat bir kishi chiqishi shart bo'lsa, u holda lift yo'lovchilarining bino
qavatlariga chigish imkoniyatlari soni 64ga tengdir. Agar hal qilingan
masalada to'qqizinchi qavatga fagat bir kishining chiqishi sharti bo'Imasa
edi, u holda sakkizning barcha bo'laklanishlari sonini topishga to'g'ri kelar
edi. f

Endi natural sonlami qo'shiluvchilar tartibi e'tiborga olinmagan
vaziyatda bo'laklash masalasi bilan shug'ullanamiz.

Odatda, natural n sonning ixtiyoriy Kta (K - natural son. kK <n)

a.,a2,...,ak qo'shiluvchilarga bo'laklanishini gandaydir shartlarga,
masalan, a, > a2> .. > ak yoki <, <a2< .. < ak tengsizliklarga bo'ysu-
nadigan qilib olish qulay bo'ladi.

Qo'shiluvchilar tartibi e’tiborga olinmagan holda natural n sonning K
ta qgo'shiluvchilarga bo'laklanishlari sonini R (n,k) bilan, uning barcha

bo'laklanishlari sonini esa R(n) bilan belgilaymiz.

Bundan keyin, bo'laklash deganda qo'shiluvchilar tartibi e’tiborga
olinmagan holdagi bo'laklashni nazarda tutamiz.

tenglik o'rinlidir. Osonlik bilan ko'rish

mumkinki, R(1)=1. R(2)=2, R(3)=3. R{4)=5, R{5=7.
R(6) =11. R(7) = 15.
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3- misol. 8 uchun barcha bo'laklashlar 1- jadvalda ifodalangan
Jadvaldan ko'rinib turibdiki, 8 uchun. hammasi bo'lib, 22 bo'laklash
imkoniyati bor:

R(8) = R{8.A}=1+4+5+313+2+1+1=22 +m
I.!
I-jadval
Qo'.shi- Bo'laklanishlar soni
j iuvciiilar soni Boiaklanishlai
1 8=$ R(S, 1i=I
n X=-71-6 -2 5-3-4 4 R(S. 2)=4
3 N-tV- 1H- 5-2- 1=4+3T1 1R(8 3)=5
=4-2+2=--3-3-2
4 S 5-1-1-14-2-1+1 M H “I A8, 4) =5
| =3+2+2+1=2+2+2-1-2
8=4-1+1+1-1=3-2-1 -1"1 _
° =2+2+2+1-1 R{8, 5)=3
6 8=3-1+1*1e¢M1 22 1 1 11 A(8. 6)= 2
7 x 24l eii1el. 101 A(s, 7)- 1
S X=1,10 11101 R(8 8) =1

Albatta, yuqorida Kkeltirilgan formula yordamida ixtiyory natural n
uchun uning barcha bo'laklanishlari sonini anigqlash mumkin. Lekin n
yctarlicha katta gqiymatga ega bo'lganda bu formuladan foydalanish juda
ko'p hisoblashlar bajarishni taqozo qgiladi. Ushbu bobning navbatdagi 7-
paragrafida R(n) ning giymatini hisoblash uchun boshgacha yo'l borligi
ko'rsatilgan.

2.6.2. Ferrersldiagrammasi. Natural n son Kta axaz2,...,ak natural
go'shiluvchilarnung yig'indisi gilib bo'laklangan bo'lsin.

2- ta'rif. kta gatordan tashkil topgan va (yugoridan pastga garab
hisnhlaganda) i- gatorida a ta nugtaga ega bo'lgan diagramma n sonni
Kta a,,a,....,ak natural go'shiluvchilarnung yig'indisi qilib ho'lak-
lashga mos Ferrers diagrammasi deb ataladi.

Ferrers diagrammasi tushunchasiga asoslangan diagrammali usul deb
yuritiluvchi usul sonlarni qo'shiluvchilar yig'indisi qilib bo'laklash
masalalarini tahlil gilishda keng go'llaniladi.

Ferrers (Norman Makleod, 1829 - taxminan 1894 yildan so'ng vafot ctjsm) mj’li/
matematigi.



Bo'laklashda qo'shiluvchilar tartibi e’tiborga olinmaganligi sababli
Ferrers diagrammasini tuzishda, odatda, uning gatorlaridagi nuqtalar soni
yugoridan pastga garab o‘smaydigan, ya’ni at>a2>...>ak shart
bajariladigan (yoki, kamaymaydigan ya'ni at<a, <..<ak shart
bajariladigan) tartibga rioya gilinadi. Bundan tashgari, qatorlardagi
nugtalar diagrammaning vertikal ustunlarini tashkil etadigan qilib tuziladi.

3- ta’rif. Shunday tartibda tuzilgan diagramma normal Ferrers
diagrammasi deb ataladi. ®e¢ o o B

4- misol. 14=5+3+2-2-1+1 bo'laklashga 1- shaklda ¢ ¢ -«
tasvirlangan Ferrers diagrammasi mos keladi. Bu diagramma ® ®
normal Ferrers diagrammasidir. m ® *

Ixtiyoriy bo'laklashga mos kcluvchi normal Ferrers ®
diagrammasining qatorlarini ustun, ustunlarini esa gator
qilib o'zgartirilsa (ya’ni diagramma trasponirlansa), tabiiyki, i-shakl
yana normal Ferrers diagrammasi hosil bo'ladi.

4-ta’rif. Hosil bo'lgan bu diagrammaga dastlabki diagrammaning
transpozitsiyasi (yoki ikkilanma diagrammasi) deb ataladi.

Normal Ferrers diagrammasining transpozitsiyasi natijasida hosil
bo'lgan ikkilanma diagramma transponirlansa dastlabki diagramma hosil
bo'lisi ravshandir. Demak, Istalgan son uchun tuzilgan barcha diagram-
malarni o'zaro ikkilanma bo'lgan diagrammalar juftlariga ajratish mum-
kin. Shuni e’tiborga olish kerakki, ba’zi diagrammalar o°‘z-o'ziga ikki-
lanma bo'ladi, shuning uchun ular ikkita bir xil diagrammalar juftini
tashkil etadi deb hisoblash mumkin.

Ikkilanma diagrammalarni qo‘shma diagrammalar deb, ularga mos
keluvchi boMaklashlarni esa qo'shma bo'laklashlar deb ham ataydilar.

5-misol. 4- misolda qaralgan 14=5+3+2+2+1+1 (G ® ® b ¢
bo'laklashga mos Ferrers diagrammasiga go'shma . .
diagrammani 2- shakldagidek tasvirlash mumkin. Mos
go'shma bo‘-laklash esa: 14=6+4+2+1+1. m

2.6.3. Bo'laklashlarning xossalari. Quyidagi uchta
3-5- teoremalar bo'laklashlarning ba’zi xossalarini 2-sliakl
ifodalaydi.

3- teorema. Ixtiyoriy n natural sonning har xil natural
go Shiluvchilarga bo 1aklanishlari soni shu sonning toq qo shiluvchlarga
bo 1aklanishlari soniga teng.
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Isboti. n natural sonning hxb,,..., b toq qo'shiluvchilarga

boiaklanishlaridan ixtiyoriy birini garaymiz:
m=b +b+..+bx+b.+b,+ ..+ + .+ +Db +...+b

bu yerda har bir bi (/= 1, p ) go‘shilu\chi bo'laklanishda r (1 <rt<n)
marta gatnashadi. r sonning ikkilik sanoq sistemasidagi
n=29 +241+...+2" tasvirlanishini yozamiz, bunda
gn>qg;l>... >Qqis>0 qgandaydir (S ta) butun sonlar.

Qaralayotgan n  sonning Yyuqoridagi boMaklanishiila 1Jta fr
go‘shiluvchilami bir-biridan fargli b 29" ,b,242,...,.bj21" qo'shiluvchilarga
almashtiramiz. Tabiiyki, bunday almashtirish r(ta bt qo'shiluvchilar
yig‘indisining  giymatini  o'zgartirmaydi. = Shu jarayonni  barcha
i=\,2,...,p qiymatlar uchun takrorlab va qo'shiluvchilarning mos
giymatlarini yozib, n sonning har xil go'shiluvchilarga bo‘laklanish-
laridan birini hosil gilamiz, chunki /?. bj sonlarning togligi tufayli
b:2: ~ bi29 bo'ladi.

Shunday qilib, n sonning tog qo'shiluvchilarga bo‘laklanishlandan-
har biriga shu sonning har xil go'shiluvchilarga bo'laklanishlaridan bin
mos kelishi isbotlandi. Bu tasdignmg teskarisini ham isbotlash mumkin. m

6- misol. 3- misolda 8 ning barcha bo'laklashlari keltirilgan va bu
bo'laklashlar soni 22ga tengligi ko'rsatilgan edi. 22ta bo'laklashlardan
oltitasi har xil gqo'shiluvchilardan tuzilgan. Xuddi shuncha toq qo°‘-
shiluvchili bo'laklashlar maxjud. 3- teoremaning isbotidagidck mulohaza
yuritib  Sning har xil qo'shiluvchili va toq qo'shiluvchili barcha
bo'laklanishlari orasidagi bir giymatli moslikni ko'rsatish mumkin.

Hagigatdan ham,

=7+ 1=7-1+1-1=7-2"+1-2n=7+ 1,
8=5+3=5¢1+3+1=52"+3m" =5+ 3,
8=5+I+1+1=5-1+1-3=5-2"+ 1m(21+ 2") =
=5-2° 41 «21+1-2" =5+ 2+ 1,

8=3+3+1+1=3-2+1-2=3-21+1-21=6 + 2,
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8=3+I+1+1 +1+1=3-1+1-5=3-2n+1-(2: + 2n) =
=3-2°+1-22+1-2° =3+4+1

8- 1+1 +1 +1 +1 +1 +1 +1 - 1.8- 1.21- 8 .~

Diagrammali usul yordamida bo'laklashlarning turli xossalarini
osonlik bilan isbotlash mumkin. Quyida shunday xossalardan ikkitasini
ifodalovchi 4- va 5- teoremalarni keltiramiz.

4- teorema. Ixtiyoriy n natural sonni kta natural qo'shilu
chilarga bo'laklashlar soni shu n sonning eng katta qo'shiluvchisi k ga
tcng bo ’Igan bo 'laklanishlari soniga tcng.

Isboti. Ferrers diagrammasining transpozitsiyasi tushunchasi
yordamida natural n sonning A'ta natural qo'shiluvchilarga bo'lakla-
nishlari va shu sonning eng katta go'shiluvchisi A'ga teng bo'lgan
bo'laklanishlari orasida bir giymatli moslik o'rnatish mumkin. Bu bir
giymatli moslikka ko'ra teoremaning tasdig'i to'g'ridir. u

2-jadvctl
8 sonining 3ta go'shiluvchili 8 sonining eng katta go'shiluvchisi 3ga
bo'laklanishlari teng bo'laklanishlari
6+1+1 3+1+1+1+1+1
5+2+1 3+2+1+1+1
4+43+1 3+2+2+1
4+2+2 3+3+1+1
3 +3+2 3+3+2
7- m isol 3- misoldan ma'lumki, 8 uchun uchta go'shiluvchili besht

bo'laklash mavjud. bu son uchun go'shiluvchilarning eng kattasi uchga
teng bo'lgan bo'laklashlar ham beshtadir. 2-jadvalda bu bo'laklashlar bir-
biriga mos ravishda ikki ustun gilib keltirilgan.

5- teorem a. Ixtiyoriy n natural sonning hech bir qo Shihtvehisi /
dan oshmaydigan hof1aklanishlari soni (n +k) sonining kta qo'shi-
luvchilarga ho ‘laklanishlar soniga teng.

Isboti. Birinchidan, shuni ta’kidlash lozimki, Ferrers diagram-
masining transpozitsiyasi n sonning hech bir qo'shiluvchisi Adan
oshmaydigan bo'laklanishlari bilan shu sonning Atadan oshmaydigan
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go'shiluvchilarga bo'laklanishlari orasida o'zaro bir qgiymatli moslik
o'rnatadi. Bu bir giymatli moslik asosida n sonning hech bir
go'shiluvchisi Kk dan oshmaydigan barcha bo'laklanishlari soni shu n
sonning K tadan oshmaydigan qo'shiluvchilarga bo'laklanishlari soniga
teng deb xulosa gilish mumkin.

Ikkinchi tomondan, n sonning K tadan oshmaydigan qgo'shiluvchilarga
bo'laklanishiga mos Ferrers diagrammasi // la nuqtadan tashkil topgan
bo'lib, ular k tadan oshmaydigan qatorlarda joylashgan bo'ladi. Bunday
diagrammalarning har biriga kta nugladan luzilgan ustunni chap
tomondan joylashtirsak, Kk ta gatorga va (n +k )la migtali diagrammaga
ega bo'lamiz. Aksincha, (n +k )ta nuqgtali har bir Ferrers tliagrammasidan
K ta gatorga ega birinchi ustunni olib lashlasak, nta nugladan tashkil
topgan va qatorlari soni Ktadan ko'p bo'Imagan diagrammani hosil
gilamiz.

Ko'rsatilgan bu ikki turdagi diagrammalar orasidagi o'zaro bir qiymatli
moslik n sonni go'sinluvchilari K tadan oshmaydigan bo'laklashlar soni
R(n +k,k) ilbdaga tengligini tasdiglaydi. un

Muammoli masala va topshiriglar

1. Qo'shiluvchilar tartibi e'tiborga olingan holda 6, 7 va 8 ni natural
sonlar yig'indisi ko'rinishida ifodalang hamda 5(6), 5(7) va 5(8)
laming giymatlarini aniglang.

2. Qo'shiluvchilar tartibi e’tiborga olinmagan holda 9 ning barcha
bo'laklanishlarini yozing va 5(9) ni hisoblang.

3. Bozorda dehgon 15 dona qovunni 7 nafar xaridorga donabay sotdi.
Agar navbatdagi har bir savdoda dehqonning sotgan qovunlari soni oldingi
savdodagiga garaganda kamaymagan bo'lsa, u holda barcha savdolarda
sotilishi mumkin bo'lgan qovunlar sonlarining barcha imkoniyatlarini
toping.

4. Odatda biror garorni ko'pchilik bo'lib gabul gilish magsadida ovoz
berganda “tarafdor” va “qarshi” ovozlar sonlari o'zaro tcng bo'lmasligi
uchun a’zolari 3 nafardan kam bo'Imagan tog sondagi eksperllar
komissiyasi tuziladi. Bu shartni ganoatlantiruvchi 17 nafar cksperldan
tashkil gilinishi mumkin bo'lgan komissiyalar sonini hisoblang.
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5. Kichik bir gishlogda hammasi bo'lib 22 bosh qora mol bor va ha
bir oilada hech bo'Imasa bir bosh qora mol topiladi. Bu gishlogning hech
gaysi oilasida uch boshdan ko'p gora mol bo'lmasa, gishlogdagi gqora
mollarning oilalar orasida tagsimlanishining barcha variantlarini aniglang.

Mustaqil ishlash uchun savollar

1. Natural sonlarni natural yoki manfiymas butun qo'shiluvchilar
yig‘indisi sifatida tasvirlash masalasining mohiyati nimadan iborat?

2. Natural sonlarni natural yoki manfiymas butun qo‘shiluvchilar
yig'mdisi sifatida tasvirlash masalasi ganday shartlarda garalishi mumkin?

3. Qo'shiluvchilar tartibi e’tiborga olingan holda natural n sonning

Ata qo'shiluvchilarga bo'laklanishlari soni B(n,k) bilan shu sonning
barcha bo'laklanishlari soni B(n) orasida ganday munosabat bor?

4. Qo'shiluvchilar tartibini e’tiborga olgan holda istalgan n natural
sonning Kta qo'shiluvchilarga bo'laklanishlari  sonini  hisoblash
formulasini bilasizmi?

5. Qo'shiluvchilar tartibini e’tiborga olgan holda istalgan u natural
sonning barcha bo'laklanishlari sonini ganday hisoblash mumkin?

6. Qo'shiluvchilar tartibi e’tiborga olinmagan holda natural n
sonning K ta qo'shiluvchilarga bo'laklanishlari soni R (n,k) bilan, uning
barcha bo'laklanishlari soni R(n) orasida ganday munosabat bor?

7. Ferrers diagrammasi nima?

8. Diagrammali usul deganda nimani tushunasiz?

9. Normal Ferrers diagrammasi nima?

10. Ikkilanma Ferrers diagrammasi ganday tuziladi?

11. Qo'shma bo'laklash nima?

12. Ixtiyoriy n natural sonning har xil natural qo'shiluvchilarga
bo'laklanishlari soni bilan shu sonning toq qo'shiluvchlarga bo'lak-
lanishlari soni orasida ganday bog'lanish bor?

13. Ixtiyoriy n natural sonni kta natural go'shiluvchilarga bo'lak-
lashlar soni bilan shu n sonning eng katta go'shiluvchisi K ga teng
bo'lgan bo'laklanishlari soni orasidagi bog'lanish ganday ifodalanadi?

14. Ixtiyoriy n natural sonning hech bir qo'shiluvchisi Adan
oshmaydigan bo'laklanishlari  soni bilan (n+k) sonining Kta
go'shiluvchilarga bo'laklanishlar soni orasida ganday bog'lanish bor?
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2.7. Hosil giluvchi funksiyalar

Sonlar ketma-ketligi. Qator. Qatorningyaqinlashishi. Xususiy yig'inc/i.
Yaqiniashuvchi gatorning yig 'indisi. Funksional gator. Darajali gator.
Kombinatorik obyekt. Funksiva. Funksiyaning darajali qatorga yoyilishi. Hosil
giluvchifunksiya. Binomial koeffitsiycnt. Nyuton binomi. Fibonachchi sonlari.
Bineformulasi. Fylcr ayniyati.

2.7.1. Hosil qiluvchi funksiyalarning la’ritl. Matematik analiz
kursidan hosil qiluvchi funksiyalarning ta’rifi uchun zarur ayrim
tushuncbalarni keltiramiz. Chekli sonlardan tashkil topgan u],ul
cheksiz ketma-ketlik berilgan bo'lsin.

1- ta’rif. Chekli ul,u2,...,uir... sonlar ketma-ketligi yordamida

tuzilgan | ot tupt =Y on, il<dda sotili cheksiz qator yoki.
Kl

gisgacha, qator deb. H ,.. sonlar esa gatorning hadlari deb

titaladi.

2- ta’'rif. & =it)+n,+... +K ytg'indiga gatorning xususiy
yig'indisi deb ataladi.

3- ta’rif. Agar qatorning xususiy vyig'indilaridan tuzilgan
n , ketma-ketlik chekli limitga ega bo'lsa, u holda gator
yaginiashuvchi va bit Umitning givmati yaginiashuvchi gator yig'indisi
deb ataladi.

4- ta’rif. Agar xususiy yig'indilar ketma-ketligi chekli limitga ega
bo jmasa, u holda qator uzoglashuvchi deb ataladi.

Yuqorida keltirilgan sonli cheksiz gator tushunchasida qatorning
ul,it-,,...,un,... hadlari sonlar emas. balki gandaydir X o°‘zgaruvchiga
bog‘lig chekli qgiymatlar qabul qiluvchi ul(x)yu2{x),...,iin(x),...
funksiyalardan iborat bo'lsa, u holda bu funksiyalarning cheksiz
yig“indisini ifodalovchi

uj(x) + u2(x) +...+un(x)+..=X Wk(X)
i=1
funksional gator tushunchasiga ega bo'lamiz.
Amaliy masalalarni hal gilishda funksional qatorlar sinfiga tegishli

bo'lgan darajali gatorlar muhim ahamiyatga ega. a,+ x 1<\ +



.. +n X'+ =" apgm ko'rinishga ega bo'lgan funksional gator

darajali qator deb yuritiladi, bu yerda aa,a],a”,...,an,... berilgan chekli

0 ‘zgarmas koeffitsiyentlarni, x esa gator o'zgaruvchisini ifodalaydi.

Tushunarliki, o'zgaruvchisi nolga teng bo'lgan har ganday darajali
gator vyaginlashuvchidir. Odatda darajali qator o'zgaruvchining ba’zi
giymatlarida yaqinlashuvehi. boshqgalarida esa uzoglashuvchi bo‘ladi.
Ammo, shunday darajali gatorlar borki, ular o'zgaruvchi ganday giymatga
ega bo'lishidan qat’i nazar yaqginlashuvehi yoki o'zgaruvchining noldan
boshqa barcha giymatlarida uzoglashuvchi bo'ladi.

Agar biror funksiyani darajali qator ko'rinishiga ifodalash mumkin
bo'lsa, u holda bu qgator funksiyaning darajali gatorga yoyilishi deb
yuritiladi.

Kombinatorikada gator tushunchasi kombinatorik obyektlar tulayli
vujudga kelgan ketma-ketliklar bilan ishlash uchun kerakli qurol sifatida
go'llaniladi. Masalan, agar bo'laklash masalasi qgaralayotgan bo'lsa,
bunday sonlar ketma-ketligining elementlari qilib n natural sonni
go'shiluvchilar yig'inuisi sifatida bo'laklashlar soni R(n)n\ olish mumkin.

Agar darajali gator vositasida chekli sonlarning an,axa,.....0
cheksiz ketma-ketligiga haqigiy yoki kompleks o'zgaruvchili gandaydir
funksiya mos qgo'yilishi mumkin bo'lsa, u holda ketma-ketliklar ustida
bajariladigan ba’zi amallarni ularga mos funksiyalar ustida bajarish
imkoniyati paydo bo'ladi.

5-ta’rif. Darajali qator rig 'inJisini ifodalovchi j (v)= v*
k=0
funksiya a0,ax a2 ketma-ketlikning hosil giluvchifunksiyasi deb
ataladi.

Bu yerda f (x) funksiyani aniglovchi gatorning vyaginlashuvehi
bo'lishi uchun x o'zgaruvchining haqiqiy yoki kompleks giymatli bo'lishi
muhim ahamiyatga ega emas.

Matematik analix kursidan ma’lumki, agar f{x) =Sa \Il darajali

gator x = 0 nuqtaning gandaydir atrofida yaginlashuvehi bo'lsa, u holda

a =L- (0) (Nn=0,1,2,...) formula o'rinli bo'ladi, bu verda [/ UI(0)
K! ‘
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ifoda f(x) funksiyadan olmgan K - tartibli hosilasining A= 0 nugtadagi

giymatidir.

1- misol. Hadlari fagat birlardan iborat bo'lgan 1 , 1 , sonlar
ketma-ketligining hosil giluvchi funksiyasi f(x) = —— ko'rinishga ega
bo'ladi.

Hagigatdan ham, 1,1,...,1,... sonlar ketma-ketligiga I+ x + x2+
+..+x" +...darajali gator mos keladi va bu darajali gatorning hadlari
maxraji xga teng bo'lgan \,x,x2,...,x " ko'rinishdagi geometrik
progressiyadan iboratdir. Elementar matematika kursidan ma’lumki, bu
progressiya |x \<1 bo'lganda cheksiz kamayuvchi geometrik progressiya
bo'ladi va uning barcha hadlari yig'indisi

1+ X+ X2 o4 X*-rn. — - £“

formula bilan ifodalanadi. m
2- misol. 1- misoldagidek mulohaza yuritib har ganday chekli a

songa mos keluvchi la,a2,...,an sonlar ketma-ketligining hosil
giluvchi  funksiyasi f(X) =—-— ko'rinishda bo'lishini aniglash
1- ax
mumkin. m
2.7.2. Hosil giluvchi funksiyalaming oddiy xossalari. Hosil giluvcl

funksiyalar bir qator xossalarga ega. Biz quyida shunday xossalardan
ba’zilarini oddiy xossalar sifatida keltiramiz. Ular hosil qiluvchi
funksiyalarni tuzish hamda ulardan amaliy masalalarni hal etishda ko'mak
beradi.

1- xossa. Agar an,al,az,...,an,.. ketma-ketlikning hosil giluvc
funksiyasi fa(x) va 60,6,,62, . . ketma-ketlikning hosil giluvchi
funksiyasi fh(x) bo'lsa, n holda al)xb(tal+b[,a2+b2,...,antbn,..
ketma-ketlikning hosil giluvchifunksiyasi f (x) = f,(x) £ fh(x) ho 1adi.

Hagigatdan ham, f,(x) ='Vakx1l va fb(x) ~2”bkxk bo'lgani
4=0 k=0

uchun, darajali gatorlarni hadlab qo'shib (ayirib),
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munosabatni hosil gilamiz. m
2- xossa. “gar afj,avaz,...,an,.. ketma-ketlikning hosil giluvci

funksiyasi fa{x) va bi),bllbl,....bn,... ketma-ketlikning hosil giluvci

1

funksiyasi f,(x) bo'lsa, un holda elementlar! dn—) ajbnj (n =0,1,2,.
A

sonlardan iborat bo'lgan dn,dl,d-,,...,dtl.... ketma-ketlikning hos

giluvchi funksiyasi f(x) =fu(x) fh(x) bo'ladi.
Hagigatdan ham, ketma-ketlikning hosil giluvchi funksiyasi ta’rifig

® n
ko'ra, (,U,):Z(zoakx":IimXiak,qA' fh <f|):)/(:0hk*k:ill

boigani uchun quyidagi tengliklar ketma-ketligi o'rinlidir:
v

1. (V) /; (V) I|mX aAlA HmX~A-T = “m neXy

W PRXT7 W?(\Fﬁ@l“

Ayrim ketma-ketliklarning hosil giluvchi funksiyalarini avvalda
ma’lum bo'lgan hosil giluvchi funksiyalarga mos darajali gatorni hadla
differensiallash amali yordamida topish mumkin.

3- misol. Ushbu 0,1,2,3,... ketma-ketlikning hosil qiluvci

funksiyasi f(x) =- - bo'ladi.
(I-.v)

Hagigatdan ham, qaralayotgan ketma-ketlikka X"-V* Kko'rinishdat
k=0

darajali gator mos keladi. Darajali gatorni hadlab differensiallash amalir
X-V qatorga go'llab \a j\j< 1 bo'lgan hoi uchun o'rinli X x* = -—--

K=o /=0
tenglikni hisobga olib, quyidagi tengliklar ketma-ketligini yozamiz:
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k=0 k=0 K=0an A=0 ux \1-x}  @-n-r

Umuman olganda, hosil giluvchi funksiyalarni tuzishda darajali gatorni
hadlab differensiallash amalidan foydalanish quyidagi xossaga tayanadi.

3- xossa. Agar ketma-ketlikning hosil giluvchi
funksiyasi f,,(x) bo'lsa, wu holda elementlari bn= (n+ D)flrjil

(« =0,1,2,...) sonlardan iborat bi),bi,b2,...,b,,,... ketma-ketlikning hosil
giluvchi funksiyasi fh(x) = g * bo'ladi.
X

Hagigatdan ham, hosil giluvchi funksiyaning ta’rifidan va darajali
gatorni hadlab differensiallash hagidagi xossaga ko‘ra

Y(A>=ﬁ/20/'ﬂ :%*r+1),q' A = \k:]Q('lj'X(a--ﬂ!'):%F]T- (a'X"!

tengliklar o‘rinlidir. af o'zgarmasning hosilasi nolga teng ekanligini
e’tiborga olib

M) =$ -Fhv)=A 45 ¥ (V)=E:X0V =

munosabatni hosil gilamiz. m

4- misol. 1,2,3,4,... ketma-ketlikning hosil giluvchi funksiya
topish talab etilsin.

Hosil qiluvchi  funksiya ta’rifiga ko'ra izlanayotgan funksiya

y,(l + k)xk darajali gatorning yig'indisidan iborat. 1- xossaga ko'ra

qaralayotgan ketma-ketlikning hosil gqiluvchi funksiyasi 1,1,..1,... va
0,1,2,3,... ketma-ketliklarning hosil giluvchi funksiyalari yig'indisidan
iborat. 1- va 3- misollar natijalaridan foydalanib. quyidagilarga ega
bo'lamiz:

X 1- x+xX |

k=0 k=0 1-x (1I-x)- (1-x)-  (I-.v)



Demak, 1.2,3,4,... ketma-ketlikning hosil qiluvchi funksiyasi

/ (X) = --—--—" bo'ladi.
@- x-

2.7.3. Hosil qiluvchi funksiyalaming kombinatorikaga tatbiqi.
Hosil giluvchi funksiyaning ta’rifi va xossalaridan ko'rinadiki, ketma-
ketliklar bilan bog'liq bo'lgan xilma-xil masalalarni o'rganish va ularni hal
gilishda bu funksiyalardan foydalanish mumkin. Bu o'rinda, aynigsa.
kombinatorik amallar bilan bog'lig ketma-ketliklarning hosil qiluvchi
funksiyalari alohida qizigish o'yg'otishini ta’kidlaymiz. Hosil qiluvchi
funksiyalaming kombinatorikaga tatbigini ko'rsatish magsadida. avvalo.
quyidagi misolni garaymiz.

5- misol. Berilgan chekli, butun va manfiymas s son uchun hadlari

[C", 0<n<s.
a,,=\ lonnula asosida aniglangan ai),al,a-l....an,...
[O. v<n,
v
sonlar ketma-ketligi berilgan bo'lsin, bu yerda C” = --------m-m-mnm-- binomial
nl(.v —7)!

koeffitsiyentlar. Bu sonlar ketma-ketligining hosil giluvchi funksiyasini
topish talab etilsin.
Nyuton binomi formulasiga ko'ra

Ev"=io"-(i+-vyv
=0 n=0

munosabat o'rinli bo'ladi.

Demak, berilgan butun s >0 son uchun (™,C'.C-"...C",0,0...... o,...
ko'rinishdagi ~ sonlar ketma-ketligining hosil  qiluvchi  funksiyasi
/ (x) = (L+ x)' ko'rinishga egadir. m

Yuqorida, aniqrog'i, ushbu bobning 3- paragrafida binomial
koeffitsiyentlarning xossalari ko'rilgan edi. Quyidagi teorema ularning
xossalaridan yana birini ifodalaydi.

1-teorema. Ixti\ori\’natural m, n va k<m +n sonlar uchun

nun(N.n)
quyidagi tenglik o Tinlidir: £ C'c*=C,,.

/=ma\(
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Isboti. Elementlari mos ravishda quyidagi tengliklar bilan

aniglangan a(la{a2,... va /2,,/ ? , ketma-ketliklarni garaymiz:
jCn.  0O<i</ ICm  0</<
[o, i >n, + 0, />in.
5- misolni hisobga olsak, bu kclma-kelliklarni hosil giluvchi funk-
siyalari mos ravishda v)=@1+n) va fh(x) - (1+x)" ko'rinishda
bo'ladi. Hosil giluvchi funksiyalarning 2-  xossasiga  ko'ra

fa(x)fh(x) =X f/'V bo'ladi, bunda <. =7~ <h t (v=0,12,..).
v=0 i

Ushbu k<m +n shartni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy A natural sonni

olamiz. Qaralayotgan af{),a,,a”,... va bQbxb2,.. kctma-kctliklarning

aniglanishiga ko'ra i>n shart bajarilganda a, =0 va A—i >in shart

bajarilganda esa bk t=0 bo'lgani uchun
K mini k.n) mint A.n)

=X"A .= -= X r (
=0 i=max( 0,A- m) /- max( 0, k- m)

munosabat o'rinlidir.

Boshga tomondan olib garaganda,
nm

fix)fh(x) = @ +n-)"A+/H" = 1 +41-)..= X C'HV =

1=0

[c; . () <l<» + 1P, _ _
Agar y, =< "TI deb olsak, u holda yuqorida hosil
[o, /> n + 171,

gilingan fjx)f,(x) = x"'r:.,,-v tenglikni /;<(v)/((v) = £ 7i*" koTi-
=0 /-0

nishda yozish mumkin. Bu, o'z navbatida, fa(x)fh(x) funksiya
yu,7i,y,,... ketma-ketlikning hosil qiluvchi funksiyasi ekanligini
ko'rsatadi.

Hosil qiluvchi funksiyalarning 2- xossasiga ko'ra /,(.v)/ (n)

mingA.//)
funksiya hadlari A<n+ m bo'lganda d, = Cnd'm tuinlik HilLii,

/=max(0.A -m)
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K >n+ T bo'lganda esa nollardan iborat ketma-ketlikning hosil giluvchi
funksiyasi ekanligi yuqorida ko'rsatilgan edi.

Shunday qilib. =£ ANC ’CAx* . Bu tenglik v
k-0 n'=raax(0,k-ni)

o'zgaruvchining barcha giymatlarida to'g'ri bo'l-ganligidan, isbotlanishi
kerak bo'lgan tenglikni hosil gilamiz. m

Fibonachchi gatoridagi birinchi haddan oldin zZ0=0 sonni go'yibl
n0=0, ux=1 un=un2+unx n> 2, ketma-ketlikning (umumlashgan
Fibonachchi sonlari ketma-ketligining) u(x) hosil giluvchi funksiyani
topamiz.

Buning uchun, dastlab, quyidagi tengliklar ketma-ketligini yozamiz:

UX)= 2, IkXk= m+ £ WXk n o X k-2 + W-1>V =

*m=» *-2 k=2

=1+ VI V) « XU(X) .
Endi hosil bo'lgan w(.v) = x + x21(x) + xu(x) tenglikni u(x) funk-
siyaga nisbatan tenglama deb garab, m0=0, ux=\,u,, = un" +

77> 2, ketma-ketlikning u(x) — " hosil giluvchi funksiyaga ega

bo'lamiz.

1l bobning 5- paragrafida isbotlangan (Fibonachchi sonlari
hisoblashga moijallangan) Bine formulasini n =0,1,2,... hoi uchun
umumlashgan Fibonachchi sonlari ketma-ketligining hosil qiluvchi
funksiyasidan foydalanib yana bir marta isbotlaymil/.

2- teorema. Fibonachchi soni un (n=0,1,2,...) uchun

tenglik o rinlidir.
V

1Fibonachchi qgatorini chap tomonga ham istalgancha davom ettirish mumkin. Tabiiyki. bunday
ish ko'rilganda. har gadamda hosil bo'lgan ketma-kctlik gandaydir bir umumlashgan
Fibonachchi gatori boiaveradi.



Isboti. Avvalo. noma'lum koeffitsiyentlar usulini qo'llab va

u(.xX) —---=--mm-mm- r funksiyaning kasr ko'rinishda ekanligini e’tiborga olib.
1I-x-x'
uni ikkita kasr yig'indisi qilib tasvirlaymiz. Bu ishni amalga oshirish

uchun, oldin, 1-—x —x —0 kvadrat tenglamaning x, va x2 ildizlarini

. —1—v5 —1+\I5
topamiz: x, = ----- 5 X = )
1+\5 , 1—\V5 .
Agar ((——x, = — — va p = —x, = -— deb belgilasak, u

holda 0. +[I =1 va Of3= —1 bo'lishi ravshandir. Endi 1—x —x 2 kvadrat
uchhadni ko'paytuvchilarga ajratamiz:
1-x -x2=-(x +Of)(x+ /) =af(x +a)(x +/3) =
= ([ix +afl )(av +af3) = (A x- I)(ca-1) = (1-ca)(1 - Ax).
Shunday qilib, ,wvi= __ n— =-= -1~+ A -

U (1-UA-XI1-M I- zv 1- Ba-
bu yerda /1L va /? noma’lum koeffitsiyentlardir. Kasrlarni qo'shish
amalini bajarib, quyidagiga ega bo'lamiz:

X AiM (/3 i tfa)x

1—x —x 1 mXl  Jiv)
Bu vyerdan 1-x —x*‘ kvadral wuchhadning noldan fargli barcha
giymatlarida x =A +B —(A[i | B(X)\ bo'lishi kelib chigadi. Oxirgi
tenglikning chap va o'ng tomonlaridagi v o'zgaruvchining mos darajalari

koeffitsiyentlarini tenglashtirsak, I va B noma’lumlarga nisbatan
quyidagi tenglamalar sistemasini hosil gilamiz:
JA+B=o.
jAjl fBX=-1.
. . . I I 1 | -
Bu sistemani yechib, A — — rva B= — =~ [ ekanligmi
a—{ \I5 fi —a
topamiz.
| |
Demak, V)= o, et - - o —e '

I — = x - ftv 1— fix V5\1l- ax - fix
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2- misol asosida

|
= - 2 DNe =
v V5 \1- ax 1- fix J) (a.rv-2 (7.1
+\ /s 5 VJ
2

munosabatga ega bo‘lamiz. Endi u(x) =2”unx" ekanligini eslasak,
«0

un=0 va ux—1 shartlar bilan aniglanuvchi un, 7=0,1,2,...,

umumlashgan Fibonachchi sonlari uchun Bine formulasi o'rinli boiishi
tasdiglanadi. m

Endi qo'shiluvchilar tartibi e’tiborga olinmagan holda natural n
sonning natural go'shiluvchilarga bo'laklanishlari sonlaridan tashkil
topganl R(0),R(\),R(2)IR(3),...,R(n).... ketma-ketlikning hosil giluv-
chi funksiyasi hisoblangan

r{x) = £ R(N)X” = 1+ X + 2XI + 3x3+ 5x4+ 7x5+12.v6+...

11=0

darajali gatorni garaymiz.
L. Eyler (1—x)(I —x2)(1 —x3)...(1 x") ko'rinishdagi ko'paytmalami
natural n uchun tekshirib, 1748- yilda

3m~—m 3m2+m

.. - r 2 + X A
qJ(X):rHI'Ia-"):»+E(-1)

formulani isbotlagan edi. Bu formula Eyler ayniyati deb yuritiladi.
3-leorema. (p(x)r(x) =1.

1
Isboti. 1+ x+ x2+...+x" +...= tenglikdan foydalanib (1-
1—x

misolga garang)
1 1 1 1

K == (I+x+x2+x3+...)
<P(x) ,-x 1-x2 Fox

Bu yerda yozuvning ixchamligi nuqtai nazaridan (0 natural sonlar to'plamiga tegishli
bo'Imasada, ya'ni R{O) yozuv ma’noga ega bo'lImasada) R(O) — 1 deb gabul gilindi.
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I+ x~+x44-x6+ ..) X.. XL+ X+ XK+ X3+...)...
munosobatga ega bo‘lainiz. Oxirgi ko'paytmadagi gavslami ochganda
mumkin bo'lgan barcha xax2?,.xuy= xadHai++#a ko'rinishdagi ifodalar
yig'indisi hosil bo'ladi, bu yerda al.a2....,at - butun manfiymas sonlar.
Shuning uchun, n sonni a{+ 2a2+... + kak ko'rinishda ifodalash imko-

niyatlari soni gancha bo'lsa o'shancha marta bu yig‘indida x" gatnashadi.
G+la2+...+kak 1+ .. +1+2+ .. +2+ .. +/[:+...+K

ak marta
yozuvdan ko'rinib turibdiki, n sonni a, + 2a2+... + kak ko'rinishda

ifodalash imkoniyatlari soni shu sonning qgo'shiluvchilar tartibi e’tiborga
olinmagan holda barcha bo'laklanishlari soniga, ya’ni R(n) ga tengdir. Bu

tasdiq __ I_= rix\ tenglikning to'g'riligini isbotlaydi. m
()
Eyler ayniyatini e’tiborga olgan holda <p(x)r(x) = I tenglikni
(1-X-X2+ XY X7-X,2-X1+...)X
x(/?(0) + 1?2(x + /?(2)x2+7?2(3)x3+... + R()x" + ...) =1
ko'rinishda yozamiz. Bu tenglikning chap tomonidagi gavslami ochib va
X,X2,X3,...,x" ifodalarning  koeffitsiyentlarini nolga tenglashtirib

quyidagilarga ega bo'lamiz:
R(I)-R(0) =0, N(2)-n(1)-n(0) =0, N(3)-n(2)-n(1) =0,

R(nN)- R(n-1)- R(n-2)+R(n-5+R{n- 7)+...
e hmR n—EEZMN g smzxmo, =0
2
bu yerda barcha s < 0 uchun R(s) = 0.
Demak, qo'shiluvchilar tartibi e’tiborga olinmagan holda natural n
sonning natural go'shiluvchilarga barcha bo'laklanishlari soni R{n) uchun
R(n)=R(n-\) +R(n-2)-R(n-5)-R(n-1) +....

3m2- 3m2+ m

+ (-1)mHR’
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formulaga ega boidik. Topilgan formula yordamida 5(1) = 1, 5(2) = 2,
5(3) —3, 5(4)=5, 5(5) =7, 5(6) =11, 5(7) =15 5(8) =22
bo'lishini osongina hisoblab, bu formulani go'llash natural n sonning

barcha bo'laklanishlari soni uchun ushbu bobning 6- paragrafida
n

keltirilgan R{n) :i R(n,k) formulani go'llash bilan taggoslanganda,
hisoblash ishlarining keskin kamayganiga guvoh bo'lamiz.
Muammoli masala va topshiriglar
1. Quyidagi ketma-ketliklarning hosil giluvchi funksiyalarini toping:
a) 1-2. 2-3, 3-4, ...;b) 1\2\3\42...;d), 1 L 1

4 9°'16

e) 10,1,0,1,0,.. ;H 1, [,:,i,...:g) 10 , 0 , 1
254 -

j! 5!

2. Har ganday chekli a songa mos keluvchi 1 va
11,...,1,.. ketma-ketliklarni hosil qiluvchi funksiyalardan foydalanib
0,a—\,a2— - 1... ketma-ketlikni hosil giluvchi funksiyasini
toping.

3. aOl,al,a2,ai,.. ketma-ketlikni hosil qiluvchi funksiyasi f(x)

bo’lsin. Quyidagi ketma-ketliklarning hosil qiluvchi funksiyalarini
aniglang:

a) a)+al,a]+a,,a-, + ;b) a,,.af +aran+f, +a,,...;

d) ¢0,a7,a4,06,...; e) al,ap,ap \ath’,..., b - ixtiyoriy chekli son.

4. Hosil giluvchi funksiyalaming oddiy xossalarini qo'llab bir necha
sonlar ketma-ketliklarining hosil giluvchi funksiyalarini toping.

5. Quyidagi rekurrent formulalar bilan berilgan ketma-ketliklarning
hosil qiluvchi funksiyalarini va ketma-ketliklar elementlarining aniq
ifodalarini toping:

a)a,. =4</,, -4aN, au= g =1:

b) an} = -baw2- e/ -t7TH, oo =1, £/, =£/, = 0:
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=-la ,a,=0,a, = 1,¢/, 2.
2 2 -
6. Bine formulasidan foydalanib Fibonachchi galoridagi o'n ikkinchi

elementni aniglang.
7. Fibonachchi sonlanning ushbu bobning 5- paragrafida kcldrilgan
1-, 2-, 3- va 5- xossalarini u=0, w1 =1 un +un{ (n>2 ) kclma-

ketlikining hosil giluvchi funksiyasidan foydalangan holda isbotlang.
8. Ishotlang: a) 5(20) = 627; b) 5(21) = 792; d) 5(22) = 1002 .

Mustagil ishlash uchun savollar

Sonli cheksiz gator deganda nimani tushunasiz?

Qatorning xususiy yig'indisi ganday tuziladi?

Qanday gator yaginlashuvehi deb ataladi?

Qator uzoglashuvchi bo'lishi uchun ganday shart bajarilishi kerak?
Funksional gator sonli gatordan nima bilan farq giladi?

Darajali gator ganday ko'rinishga ega?

7. Ketma-ketlikni  hosil qgiluvchi funksiyasi deganda nimani
tushunasiz?

8. Hosil giluvchi funksiyalaming xossalaridan gaysilarni bilasiz?

9. Berilgan chekli va butun s>0 son uchun CAC'C",....
C4,0,0,...,0,... ko'rinishdagi sonlar ketma-ketligining hosil qiluvchi
funksiyasi ganday ko'rinishga ega?

10. Hosil giluvchi funksiyalaming xossalaridan foydalanib binomial
koeffitsiyentlarning xossalarini o'rganish mumkinmi?

11. Fibonachchi gatoriga mos ketma-ketlikning hosil giluvchi
funksiyasini topa olasizmi?

12. Fibonachchi sonlarini hisoblashga mo'ljallangan Bine formulasini
Fibonachchi sonlari ketma-ketligining hosil qiluvchi funksiyasidan
foydalanib isbotlash mumkinmi?

13. Eyler ayniyati qaysi formula bilan ifodalanadi?

14. Qo'shiluvchilar tartibi e’tiborga olinmagan holda natural n
sonning natural go'shiluvchilarga bo'laklanishlari sonini hisoblashning

oA wWN e

ganday formulalarini bilasiz?



111BOB
MULOHAZALAR ALGEBRASI

Mulohazalar va ular ustida mantiqiy amallar, formulalar, teng kuchli
formulalar, aynan chin, aynan yolg'on va bajariluvchi formulalar, teng
kuchli formulalarga doir teoremalar, formulalarning normal shakllari,
mulohazalar algebrasi funksiyalari, Bui algebrasi, mulohazalar algeb-
rasidagi ikki taraflama qonun va arifmetik amallar, Jegalkin ko'phadi,
monoton funksiyalar, funksional yopiq sinflar va Post teoremasi hagidagi
ma’lumotlar ushbu bobdan joy olgan.

3.1. Mulohaza. Mulohazalar ustida amallar

Mulohaza. Absolyut chin, absolyutyolg'on mulohazalar. Qiymatlar satri. Inkor,
kon 'yunksiya, diz 'yunksiya, ekvivalensiya va implikatsiya mantiqiy amallari.
Chinlikjadvali. Sheffer shtrixi. Pirs strelkasi.

Matematik mantigning mulohazalar algebrasi deb atalgan ushbu
bo'limida asosiy tckshirish obyektlari bo'lib gaplar xizniat giladi. Mu-
lohazalar algebrasida ma’nosiga ko‘ra chin (rost, hagqoniy, to'g'ri) yoki
yolg'on (noto'g'ri) bo'lishi mumkin bo'lgan gaplar bilangina shug'ul-
laniladi. Mulohazalar algebrasi mantiq algebrasi deb ham yuritiladi.

1- misol. "Toshkent - O'/bekistonning poytaxti.””, "Oy yer atrofid
aylanadi.” va "Agar fugaro oliy ta’lim muassasalaridan birini muvaf-
fagiyatli tamomlasa, u holda unga oliy ma’lumotliligini tasdiglovch diplom
beriladi” degan gaplarning har biri chin, ammo “Yer oydan kichik.”, "
3 >5."va "Ot, go'y, echki, it va mushuk uy hayvonlari emas.” degan
gaplarning har biri esa yolg'ondir. m

Shuni ham ta’kidlash kerakki, ko'pchilik gaplarning chin yoki
yolg'onligini darhol aniglash giyin. Masalan. "Bugungi tun kechagidan
gorong'iroq.” degan gap qaysi holda, gachon va gaysi joyda aytilishiga
(tasdiglanishiga) garab chin ham, yolg'on ham bo'lishi mumkin.

Albatta, chin yoki yolg'onligini aniglash imkoniyati bo'Imagan gaplar
ham bor. Masalan, “Oldimga kell”, “Uyda bo'ldingmi9”, “Yangi yi! bilan
tabriklayman!”, “Agar oldin bilganimda...” degan gaplar shunday gaplar
jumlasira kiradi.

Bundan keyin, chin giymatni, gisgacha, ch, yolg'on giymatni esa, yo
bilan belgilaymiz. Yozuvni ixchamlashtirish magsadida chin giymat 1,
yholg'on giymat esa, 0 bilan ham belgilanishi mumkin. Bunday belgilash
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mantigiy giymatni sonli giymat bilan, aniqrog‘i, sonning ikkilik sanoq
sistemasidagi ifodalanishi bilan alogasini o'rnatishda yordam beradi.

1- ta’rif. Ma'nosiga ho ra fai/al cliin yokiyolg'on giymat gabul gila
oladigan clarak gap mulohaza deb ataladi.

Bu ta'rifga ko'ra har bir muloha/a muayyan holatda chin yoki yolg'on
bo'lishi mumkin. Mulohazalarni belgi lash uchun, asosan, lotin alifbosining
kichik harflari (ba'zan indckslari bilan) ishlatiladi:

a, 5., I, « ..., V, V, T .

Shunday mulohazalar borki, ular mumkin bo'lgan barcha hollarda
(vaziyatlarda) ch (yoki yo) giymat qabul giladi. Bunday mulohazalar
absolyut chin (yolg‘on) mulohazalar deb ataladi.

Mulohazalar algebrasida, odatda, muayyan o'zgarmas mulohazalar (ch,
yo) bilangina emas, balki istalgan mulohazalar bilan ham sluig'ullaniladi.
Bu esa o'zgaruvchi mulohaza tushunchasiga olib keladi Agai berilgan
mulohazani x deb belgilasak, u holda x ch yoki yo giymat gabul
giladigan o'zgaruvchi mulohazani ifodalaydi.

Fagat bitta tasdigni ifodalovchi mulohazani elementar (oddiy)
mulohaza deb hisoblaymiz. Elementar mulohazalar qatoriga ch, yo
o'zgarmas mulohazalar ham kiradi. O'zbek tilidagi “emas”, "yoki”, “va”,
“agar .. bo'lsa, u holda ... bo'ladi”. “shunda va fagat shundagina .....
gachonki ....” so'zlar (bog'lovchilar, so'zlar majmuasi) vositasida muloha-
zalar ustidagi (orasidagi) mantigiy amallar deb yuntiluvchi amallar
ifodalanishi mumkin. Bu amallar yordamida elementar mulohazalardan
murakkab mulohaza tuziladi (quriladi. yasaladi). 1- misolda bayon etilgan
1-, 2-, 4- va 5- mulohazalar elementar mulohazalarga, 3- va 6- mulohazalar
esa murakkab mulohazalarga misol bo'la oladi.

Mulohazalar ustidagi mantigiy amallar matematik mantigning
elementar gismi hisoblangan mulohazalar mantigi, ya’ni mulohazalar
algebrasi gismida o'rganiladi. Har ikkala atama (“mulohazalar mantiqi” va
“mulohazalar algebrasi”) sinonim sifatida ishlatiladi, chunki ular
mantigning muayyan gismini ikki nuqgtai nazardan ifodalaydi: u ham
mantiqdir (o'z predmetiga ko'ra), ham algebradir (o'z usuliga ko'ra).
Mulohazalar algebrasidagi mantigiy amallar o'ziga xos xususiyatlarga ega,
chunki ularning tarkibiga kiruvchi mulohaza(lar) fagat ikki (ch, yo)
giymatdan birim gabul gilishi mumkin.

Mantigiy amallarni o'rganishdan oldin bu amallarda gatnashuvchi
o'zgaruvehilar giymatlari kombinatsiyalari bilan tanishamiz. Berilgan bitta
o'zgaruvchi elementar mulohaza uchun ikkita (Cj° + C, = 21= 2 ) mumkin
bo'lgan bir-biridan fargli giymatlar satrlari bor:



Yo,
ch,

Berilgan ikkita o'zgaruvchi elementar mulohazalar uchun barcha
mumkin bo'lgan bir-biridan fargli qgiymatlar satrlari kombinatsiyalari
to'rtta (C2 +CR+C2=22=4)

y0,Y0,
yo,ch,
ch,yo,
ch,ch

O'zgaruvchi elementar mulohazalar soni 3, 4 va hokazo bo'lgan hol-
larda ham yuqoridagidek mumkin bo'lgan qiymatlar satrlari kombi-
natsiyalarini yozish mumkin. Umuman olganda, berilgan n ta o'zgaruvchi
elementar mulohazalar uchun barcha mumkin bo'lgan bir-biridan fargli
giymatlar satrlari kombinatsiyalari soni C”+Cn+C2+ ..+ C” = 2"
bo'lishini osonlik bilan isbotlash mumkin (Il bobdagi 3- paragrafga
garang). Agar biror amal tarkibiga kiruvchi operandlar (parametrlar,
o'zgaruvchi va hokazo) soni birga teng bo'lsa, u holda bunday amal unar
amal deb, operandlar soni ikkiga teng bo'lganda esa, binar amal deb
yuritiladil

yo0,yo, Yo, ...,y0,yo0,
y0,Y0, yO....... yo,ch,
yo,yo, yo, ...,ch,yo,
yo0,Yyo0, Yo, ...,ch,ch,

ch.yo, yo, ...,yo,yo

ch,ch. ch....... ch,ch,

Matematik mantigning ko'pchilik bo'limlarida chinlik jadvali deb
ataluvchi jadvallardan foydalanish qulay hisoblanadi. Quyida unar va binar
mantigiy amallarning chinlik jadvallari keltiriladi. Berilgan bitta x o'zga-
ruvchi elementar mulohaza uchun bir-biridan fargli giymatlar satrlari ikki-
ta bo'lgani sababli jami 21 =22= 4 ta2 turli unar mantiqiy amallar bor.
Barcha unar mantiqiy amallar (bl = ;/,(x), 7= 0, 3) natijalari 1- jadvalda
(chinlik jadvalida) keltirilgan.

1 Amallarni tarkibiga kiruvchi operandlar soniga ko'ra bunday nomlashni davom ettinsh
mumkin. Masalan, tarkibidagi operandlari soni 3ga teng amal ternar amal deb ataladi.
mDarajaga ko'tarish amallari yuqoridan pastga qarab ketma-ket bajariladi.
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1-jadval

Berilgan ikkita x va v o0'zga- .
Unar mantiqiy amallar

ruvchi elementar mulohazalar uchun r—

jami to'rtta bir-biridan fargli qiy- L u2 u3
matlar satrlari kombinatsiyalari tu- 0 ( 0 1 1
zish mumkin bo'lgani sababli barcha | ) 1 0 1

turli binar mantigiy amallar  soni

2 = 24=16ga teng. Mumkin bo'lgan barcha turli binar mantiqiy amallar

(bj =bj(x,y), /=0,15) nulijalari 2- jadvalda (chinlik jadvalida)
keltirilgan.

Mantigiy amallarni yuqoridagi usul bilan oTganisliiii davom ettirib,
berilgan uchta .v, y, r o'zgaruvchi elementar mtiloha/alar uchun
hammasi bo'lib sakkizta (T =8) bir-biridan fargli giymatlar satrlari
kombinatsiyalari tuzish mumkinligini va, shu sababli, turli 2' = 2s= 256
ta ternar mantigiy amallar borligini ta’kidlaymiz. Tarkibidagi o'zgaruvchi
elementar muiohazalari to'rtta bo'lgan turli mantigiy amallar esa
22*=216=65536 ta.

Asosiy mantigiy amallar beshta bo'lib, ulardan biri unar, to'rttasi esa
binar amaldir. Ular quyida bayon etilgan.

2 jinival
Binar mantigiy amallar

T v K b: b2 b. b4 h b6 b7

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 1 1 1 1

1 0 0 0 1 1 0 0 1 1

1 1 0 1 0 1 0 1 0 1

X v h K K b2 bn bU * 5

0 0 1 1 1 1 1 1 1 1

0 1 0 0 0 1 1 1 1

1 0 0 0 1 1 0 0 1 1

1 1 0 1 0 1 0 1 0 P
3.1.1. Inkor amali. Inkor amali mulohazalar mantigining eng sod

amallaridan biri bo'lib, u unar amaldir, ya'ni inkor amali bitta elementar
mulohazaga nisbatan qo'llaniladi.
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2- ta’rif.Berilgan x elementar mulohaza chin bo ‘lganda yo giymat

gabul giluvchi va, aksincha, X yolg'on bo'lganda ch giymat qabul
giluvchi murakkab mulohaza x mulohazaning inkori deb ataladi.

“Berilgan mulohazaning inkori unga inkor amalini qo'llab hosil
gilindi” deb aytish mumkin. Inkor amali 1- jadvalda ifodalangan 12
amalidan iborat bo'lub, unga o'zbek tilidagi “emas” sifatdoshi mos keladi.
Berilgan x mulohazaning inkori x kabi belgilanadi. x mulohaza “Xx
emas” deb o'giladi. Inkor amalini belgilashda i” belgi ham qgo'llanilishi
mumkin. Bu holda x mulohazaning inkori —X shaklda yoziladi. x
mulohazaning x inkori uchun chinlik jadvali 3- jadval bo'ladi (1-
jadvalning x va uZ2 ustunlariga garang). 3- jadvalni inkor amalining
ekvivalent ta’rifi sifatida ham gabul gilish mumkin.

. j-jadval
2- misol. “Bugun havo sovug.” degan ele- 1
mentar mulohaza x bilan belgilangan bo'lsa, uning X X
inkori x “Bugun havo sovuq emas.” ko'rinishdagi o

murakkab mulohazadan iboratdir. m

3.1.2. Kon’yunksiyal (mantigiy kokpaytma? ch yo
amali. Endi ikkita mulohazaga nisbatan qo'llanilishi
mumkin bo'lgan binar amallardan biri hisoblangan kon’yunksiya
(mantiqgiy ko'paytma) amalini o'rganamiz.

3- ta’rif. Berilgan x va y elementar mulohazalar chin bo'l-
gandagina ch giymat gabul qilib, golgan hollarda esa, yo giymat gabul
giluvchi murakkab mulohaza x va y mulohazalarning konYyunksiyasi
deb ataladi.

“Berilgan  mulohazalarning kon’yunksiyasi bu mulohazalarga
kon’yunksiya amalini qo'llab hosil qilindi” deb aytish mumkin.
Kon’yunksiya amali 2-jadvalda ifodalangan b, amali bo'lub, unga o'zbek
tilidagi “va” bog'lovchisi mos Kkeladi. Berilgan x va y elementar
mulohazalar ustida bajariladigan kon’yunksiya (mantigiy ko'paytma)
amalini belgilashda «a » yoki belgi go'llaniladi, ya’ni bu amal
natijasida hosil bo'lgan murakkab mulohaza xny (yoki x&j)
ko'rinishda belgilanadi. Mantiqiy ko'paytma amalini ifodalovchi - . -
yoki “& ” belgi ba’zan yozilmasligi (masalan, x va y o'zgaruvchi
mulohazalarning mantiqiy ko'paytmasi xy ko'rinishda ifodalanishi),
ba’zan esa, nuqta ( m) belgisi bilan almashtirilishi (x-y ko'rinishda
yozilishi) mumkin (ushbu bobning 4- paragrafiga garang). xny (x&y,

1Lotincha “conjunctio” so'zi o'zbek tilida “bog'layman” ma’nosini beradi.
: Ushbu bobning 4- paragrafiga qarang.
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ey , nt1) mulohaza “x va y ” deb o'giladi. x va y elementar
mulohazalarning x ny kon’yunksiyasi uchun chinlik jadvali 4- jadval
boiadi (2-jadvalning x, v va h] ustunlariga garang).

3- misol. “5 soni toq va tubdir.” ko'rinishdagi murakkab mulohaza
chindir, chunki berilgan mulohaza ikkila “5 soni toqdir.” va “5 soni
tubdir.” elementar mulohazalar kon’yunksiyasi sifatida gara-lishi mumkin
hamda bu ikkita elementar mulohazalarning har bin chindir. m

4- misol. “10 soni 5ga qoldigsiz bo'Imadi va 7>9.” murakkab
mulohaza yolg'on, chunki bu mulohaza ikkita “1(1 soni 5ga qoldigsiz
boiinadi.” va “7>9.” elementar mulohazalar kon’yunksiyasi sifatida

garalsa, bu ikkita elementar mulohazalardan biri, anigrog'i, “7>9.”

mulohaza yola'ondir. a .
3.1.3. 3 Diz yunksiya  (mantiqiy vyi- 4 ladv

g'indi ) amali. Mulohaza mantigida ishla-

tiladigan yana bir binar amal, diz’yunksiya yo yo yo

(mantigiy yig'indi) amali bo'lib, unga o'zbek yo vo

tilidagi  “voki” bogiovchisi mos keladi.
Shuni  ta’kidlash joizki, “yoki" bog*-
lovchisidan o'zbek tilida ikki xil ma’noda
foydalaniladi. Bu so'z, birinchi holda, rad etuvchi “yoki”, ikkinchi holda
esa rad etmaydigan “yoki” ma’nosida ishlatiladi. “Yoki” bogiovchisi rad
etuvchi ma’noda ishlatilganda bog'lanayotganlardan fagat bittasi, rad
etmaydigan ma’noda ishlatilganda esa bog'lanayotganlarning hech
bo'Imaganda biri ro'yobga chigishi nazarda tutiladi. Masalan, “Bugun
yakshanba yoki men kinoga boraman.” murakkab mulohazani olaylik.
Agar hagigatdan ham bugun yakshanba bo'lsa va men kinoga borsam, u
holda bu mulohaza chinmi, yolg'onmi? Agar yuqoridagi mulohaza yolg'on
deb hisoblansa, u holda “yoki” bog'lovchisi rad etuvchi ma’noda, chin deb
hisoblaganda esa “yoki” rad etmaydigan ma’noda ishlatilgan boiadi.

Agar x va y mulohazalarning ikkalasi ham yolg'on bo'lsa, u holda
x yoki v ” mulohazasi, shubhasiz, yolg'on boiadi. x chin va y yolg'on
bo'lgan holda yoki x vyolg'on va y chin bo'lganda, "x vyoki y"
mulohazani chin deb hisoblash kerak, bu esa o'zbek tilidagi “yoki"
bogiovchisining rad etmaydigan ma’nosiga to'g'ri keladi. Tabiiyki, har
ikkala x va y mulohazalar chin bo'lganda “x yoki y ” mulohaza chin
boiadi.

ch ye yo
ch ch ch

Lotincha “dizjunctio” so'zi o’zbek tilida “ajrataman” ma'nosini beradi.
‘ Ushbu bobning 4- paragrafiga garang.
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4- ta’rif. Berilgtvi x va y elementar mulohazalar volg'ort
bo 'lgandagina yo giymat gabul qilib, qolgan hollarda esa, ch giymat
gabul qiluvchi murakkab mulohaza x va y mulohazalarning
diz 'yunksiyasi deb ataladi.

“Berilgan  mulohazalarning  diz’yunksiyasi bu  mulohazalarga
diz'yunksiya amalini qo'llab hosil qilindi” deb avtish mumkin.
Diz’yunksiya amali 2-jadvalda ifodalangan bl amali bo‘lub, utiga 0'zbek
tilidagi rad etmaydigan ma’noda ishlatiladigan “yoki” bog'lovchisi mos
keladi. Diz’yunksiya amalini belgilashda “v ” bclgidan foydalaniladi.
Berilgan X va y elementar mulohazaning diz’yunksiyasi “.tv y" kabi
yoziladi va "x yoki y ” deb o'giladi.

Berilgan x va y elementar mulohazalarning x vy diz’yunksiyasi
uchun chinlik jadvali 5- jadval boiadi (2- jadvalning x, r va /5
ustunlariga garang).

5- misol. "10 soni 5ga qoldigsiz
bo'linadi yoki 7>9.” murakkab mulohaza

5-jadval
X V; XVy

chin, chunki berilgan mulohaza ikkita “10 ¥ yo ye
soni 5ga qoldigsiz bo‘linadi.” va “7>9." y) ell ch
elementar mulohazalar diz’yunksiyasi ch yo ch
sifatida garalishi mumkin hamda bu ikkita ch ch ch

elementar mulohazalardan biri, aniqrog'i,
"10 soni 5ga qoldigsiz bo‘linadi.” mulohazasi chindir. m

3.1.4. Implikatsiyal amali. Navbatdagi amalni o'rganish magsadida
quyidagi misolni garab chigamiz.

6- misol. Quyidagi mulohazalarni ko'raylik;

1) “Agar 2x5=10 bo'lsa, u holda 6x7=42 bo'ladi.”;

2) “Agar 30 soni 5 ga qoldigsiz bo'linsa, u holda 5 juft son bo'ladi.”;

3) “Agar 3-5 bo'lsa. u holda 15+2=17 bo'ladi.";

4) “Agar 4x3=13 bo'lsa, u holda 9+3=13 bo'ladi.".

Bular murakkab mulohazalar bo'lib, ularning har bin ikkita elementar
mulohazadan “agar .. bo'lsa, u holda .. bo'ladi” ko'rinishdagi qolip
(andoza, bog'lovchilar) asosida tuzilgan. >k

Lotincha “implicatio” soVi o‘zbek tilida “okaman (chiiTnashtiraman)” ma’nosini, “implico”
so‘zi esa “zich o'raman, bog'layman (birlashtiraman)™ ma'nosini beradi.
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5-ta’rif. Berilgan x va y elementar mulohazalarning birinchisi
chin va ikkinchisi yolg'on bo'lgandagina yo giymat gabul gilih, golgan
hollarda esa, ch giymat gabul gihtvchi murakkah mulohaza x va y
mulohazalarning implikatsiyusi deb ataladi

“Berilgan mulohazalarning implikatsiyasi bu mulohazalarga implika-
tsiya amalini qo'llab hosil gilindi* deb aylish mumkin. Implikatsiya amali
2-jadvalda ifodalangan />, binar amaldir.

Implikatsiya amalini belgilaslida *“ > (yoki “=>") belgidan
foydalaniladi. Shuni ta’kidlash kerakki, implikatsiya amali bajarilganda
berilgan elementar mulohazalarning o'rni, ya’ni iilardan tjaysi birinchi va
gaysi ikkinchi bo'lishi muhimdir. Berilgan ~ wva y elementar
mulohazaning implikatsiyasi "x —>j'” kabi yoziladi va "agar \ bo'lsa, u
holda v (bo'ladi)” deb o'giladi. x —y implikalsiyam “ vdan Yy ga
implikatsiya” deb ham yuritishadi. So'zlashuv tilida x —y implikalsiyani
“Vv bo'lsa, v bo'ladi”, "agar v bo'lsa, u vaqtda y bo'ladi”, “ \dau r
hosil bo'ladi”, “xdan y kelib chigadi”, “ v, agar v bo'lsa", “v vy
uchun yetarli shart” va bosbqgaeha o'qgish holatlari ham uchraydi. v \a r
elementar mulohazaning x —>1" implikatsiyasi uchun x mulohaza asos
(shart, gipoteza, dalil), y mulohaza esa x asosning ogibati (natijasi,
xulosasi) deb ataladi. x va y mulohazalarning x —y implikatsiyasi
uchun chinlik jadvali 6- jadval bo'ladi (2- jadvalning x, y va />,
ustunlariga garang).

Implikatsiya uchun chinlik jad\alining dastlabki ikkita satri yolg'on
asosdan yolg'on xulosa ham, chin xulosa ham kelib chigishi mumkinligini
anglatadi. Boshgacha qilib aytganda, "yolg'ondan har bir narsani kuiish
mumkin”.

Implikatsiya uchun chinlik jadvalidan ko'rinadiki, 2- misoldagi
mulohazalarning ikkinchisi yolg'on bo'lib, golganlari chindir.

3.1.5. Ekvivalensiya amali. Matcmatik mantiqda ko'pchilik murakkah
mulohazalar berilgan elementar muloha- 6-jadval
zalardan "... zarur va yetarlidir”, " X v X s 1
zarur va kifoyadir”. "fagat va fagat
"shunda va fagat shundagina, gachonki e o ch
. " ... Dbajarilishi yetarli va zarurdir” yo ch ch
kabi qolip (andoza, bog'lovchilar) ch yo \O
vositasida tuziladi. ch ch oll

6- ta’rif. Berilgan x va vy
elementale mulohazalarning ikkalasi ham bir xil giymat gahn!



gilgandagina ch giymat gabul gilib, tilar turli giymat gabul gilganda esa
yo giymat gabul giluvchi murakkab mulohaza x va y mulohazalarning
ekvivalensiyasi deb ataladi.

“Berilgan mulohazalarning ekvivalensiyasi bu mulohazalarga ekvi-
valensiya amalini qo‘llab hosil gilindi” deb aytish mumkin. Ekvivalensiya
amali 2- jadvalda ifodalangan b4 binar amaldir. Ekvivalensiya amalini
belgilashda (yoki “<=>") belgidan foydalaniladi. Berilgan x va v
elementar mulohazaning ekvivalensiyasi x y (yoki x<=>y) kabi
yoziladi va “x ekvivalent y" deb o'giladi. x va v mulohazaning
x <>y ekvivalensiyasiga “x bo‘lsa (bajarilsa), v bo‘ladi (bajariladi) va
y bo'lsa, x boiadi” degan mulohaza mos keladi. Demak, x va y
elementar mulohazaning x <>y ekvivalensiyasi ikkita x —y va y —x
implikatsiyalarning (x —=v) n (y —>x) kon’yunksiyasi ko‘rinishida ham
ifodalanishi  mumkin.  Shumng wuchun ekvivalensiya ikki tomonli
implikatsiyadir. x <>y ekvivalensiyaga “x dan y Kkelib chigadi va y

dan x kelib chigadi” degan mulohazani 7- jadval
ham mos qo‘yish mumkin. Boshgacha X v X v
so‘zlar bilan aytganda, x <> v ekviva- yo yo ch
lensiyaga matematikada zaruriy va yetarli \:1) ch vo

c yo yo

shartni ifodalovchi tasdig mos keladi.
Berilgan x va y mulohazalarning

ch ch ch

ekvivalensiyasi X y uchun chinlik jadvali 7- jadval boiadi (2-
jadvalmng x, y va b4 ustunlariga garang).

6- misol. Ushbu tasdiglarni tekshi ramiz: x = "Berilgan natural son
3ga qoldigsiz bolinadi.”, v = "Berilgan natural sonning o'nli sanoq
sistemasidagi yozuvini tashkil etuvchi ragamlar yigIindisi 3ga qoldigsiz
bo‘-linadi.”. Bu x va v mulohazalarning har biri elementar mulohaza
bolib, ularning x <»y ekvivalensiyasi murakkab mu-lohaza sifatida

quyidagicha ifodalanishi mumkin: “Berilgan natural sonning 3ga qoldigsiz
bolinishi uchun uning o'nli sanoq sistemasidagi yozuvini tashkil etuvchi
ragamlar yig'indisi 3ga qoldiqgsiz bolinishi yetarli va zarurdir.”. m

Yugorida keltirilgan inkor, kon’yunksiya, diz’yunksiya, implikatsiya
va ekvivalensiya amallarining chinlik jadvallari asosiy chinlik jadvallari
deb yuritiladi.
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3.1.6. Boshga mantiqiy amallar. Yuqorida bayon etilgan asosiy
mantiqiy amallar 20 ta turli unar va binar amallarning 5 tasidir, xolos.
Qolgan 15 ta mantiqiy amallarning ham matcmatik mantigda o‘z o‘rinlari

bo‘lib, ularning ba’zilariga olimlarning nomlari qo'yilgan. Jumladan. 614
binar mantiqiy amal Shelterl amali yoki Shelter shtrixi degan nom.
oigan. Bu amalni, ba’/.an, antikon'yunksiya amali deb ham atashadi.
Sheffer amalini belgilaslida “|“ bclgidan foydalaniladi. Berilgan x va vy

mulohazalarga Sheffer amalini qo'llab v| r murakkah mulohaza hosil
gilingan bo'lsa, x| y vozuv "x Sheffer shtrixi y " deb o'giladi. x va y
elementar mulohazalarga Sheffer amalini qo'llash natijasi .v y mulohaza

uchun chinlik jadvali 8- jadval bo'ladi (2- jadvalning v, y va bu
ustunlariga garang).
Olimning nomi bilan atalgan yana bir mantigiy amal bHbinar mantiqiy

amal bo'lib, bu amal haqidagi dastlabki ma’lumotlami Firs™ e’lon gilgan.
Bu amal Pirs strelkasi yoki Pirs amali degan nom olgan bo'lib, uni,
ba’zan, antidiz’yunksiya amali3deb ham atashadi.

Pirs amalini belgilashda “1 “ belgidan  foydalaniladi. Berilgan x va
y mulohazalarga Pirs amalini go'llab x Xy murakkab mulohaza hosil
gilingan bo'lsa, x I v yozuv "x Pirs strelkasi v deb o'giladi. x va v
elementar mulohazalarga Pirs amalini qo'llash natijasi x | r mulohaza

uchun chinlik jadvali 9- jadval bo'ladi (2- 8-jadval
jadvalning x . v va /% ustunlariga garang).

Qolgan 3 ta unar va 10 ta binar mantiqiy X \% X V
amallarga gisgacha to'xtalib o'tan.1iz.. 1 Unar YO yo ch
amallar. u( va w3 amallar vositasida, mos YO & h
ravishda, absolyut yolg'on va absolyut clnnni

. . . . ch yo ch
hosil qgilish mumkin. r/, amali esa x ch ch YO

mulohazaning gqiymatini o'zgartirmaydi (1-
jadvalga garang).

Bu amal Ilkrainada tug'ilgan AQShlik mantiqchi Henry Maurice Sheffer (1882-1464) nomi
bilan bog'lig.
' Pirs Charlz Sanders (Charles Sanders Peirce, 1839-1914) - AQShlik faylasuf, mantiqchi va

matcmatik.
' Bu amalni, ba’/an, Dagger funksivasi yoki Vebb t'unksivasi deb ham atashadi.
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2. Binar amallar. bn va 615 amallar vositasida, mos ravishda, absolyu
yolg'on va absolyut chinni hosil gilish mumkin. bu amali vdan x ga
implikatsiya amalini ifodalaydi. b2 va b4 amallari, mos ravishda, v dan
X ga va X dan y ga implikatsiya inversiyasi

amallaridir. Bb, b5, bJ0 va bv amallar fagat 9-jadval
bitta operandga bog'ligdir. bh amaliga ikki X r X sL V
modulli go‘shish amali degan nom berilgan Vo yo ch
bo"lib, bu amalni belgilashda @ belgidan VO ch yo
foydalaniladi. Berilgan x va y mu- ch yo .. Y.,
lohazalarga ikki modulli go'shish amalini ch s

go'llab x © y murakkab mulohaza hosil gilinadi.
Miiammoli mascila va topshiriglar

1. Quyidagi gaplarning qaysilari mulohaza bo‘lishini aniglang:

a) “Qarshi shahri 0 ‘zbekiston Respublikasida joylashgan.";

b) "Bir piyola suv bering.”; d) “J5 +4V3 - 30

e) "Oy Mars planetasining yo'ldoshidir.”; t) la >0

g) “Yashasin ozodlikl”; h) “Soat necha bo'ldi?”.

2. Quyidagi mulohazalarning chin yoki yolg'on ekanligini aniglang:

a) 2e {x]|2x -3x2+1=0, xe R\;b) {I}e N ;

d) “Yoshi oz otasining yoshidan katta odam yo‘q.”.

3. Quyidagi implikatsiyalarning qaysi birlari chin?

a) agar 2X2 =4 bo‘lsa, u holda 2 < 3 bo‘ladi:

b) agar 2xXx2 = 4 bo'lsa, u holda 2 > 3 bo'ladi:

d) agar 2x2 = 5 bo'lsa, u holda 2 < 3 bo'ladi;

e) agar 2X2 =5 bo'lsa, u holda 2 > 3 bo'ladi.

4. “Qodirova talabadir.” mulohazasi a bilan, “Qodirova ingliz tilini
biladi.” mulohazasi esa b deb belgilangan bo'lsin. U holda a, b, anb,
baa, avb, bva, a—=b, b—a, o<»b va b<>a ko'rinishdagi
murakkab mulohazalami so'zlar vositasida ifodalang hamda mumkin
bo'lgan barcha vaziyatlarda bu mulohazalarning chin yoki yolg'on
bo'lishini tekshirib ko'ring.

5. Mulohaza bo'lishi mumkin bo'lgan va mumkin bo'lImagan
gaplarga IOtadan misol Kkcltiring.
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6. Quyidagi murakkah mulohazalarga mos elementar mulohazalarni
gandaydir harflar bilan belgilab, ularni mantiqiy algebra amallari
vositasida ifodalang:

a) “100 natural sondir va u 10ga qoldigsiz bo'linadi.”;

b) “Botirning yoshi o‘z singlisining yoshidan katta emas.”;

d) “Agar fugaro o'rta ma’lumolga ega bo'lsa, u holda u oliy o'quv
muassasalaridan birida o'gishi mumkin.".

7. Quyidagi mulohazalarni elementar va murakkab mulohazalarga
ajrating va murakkab mulohazalardagi bog'lovchilami toping:

a) “Natural son 10ga goldigsiz bo'linishi uchun uning o'nli sanoq
sistemasidagi yozuvi 0 ragami bilan tugashi zarur va yetarlidir.”;

b) “Sanamning yoshi o'z opasining yoshidan katta emas.”

d) “O'zbck alifbosida 38 ta harf bor.”;

e) “Agar fugaro o'rta ma’lumotga ega bo'lsa, u holda u oliy o'quv
muassasalaridan birida o'qishi mumkin.”.

8. Sheffer shtrixi ishtirok etgan mulohazaga misol keltiring.

9. Pirs strelkasi ishtirok etgan mulohazaga misol keltiring.

10. Ikkilik sanoq sistemasida yozilgan natural sonlar ustida qo'shish
va ko'paytirish amallarini mos ravishda mantigiy yig'indi (diz’yunksiya)
va mantigiy ko'paytma (kon’yunksiya) amallari bilan solishtiring.

Mustagqil ishlush uchun savollar

Mulohazalar algebrasi deganda nimani tushunasiz?
Mulohaza nima?
Qanday mulohaza absolyut chin mulohaza deb ataladi?
Qanday mulohaza absolyut yolg'on mulohaza deb ataladi?

5. O'zgarmas mulohazalar qganday qgiymatlar qabul qilishlari
mumkin?

6. O'zgaruvchi mulohazalar qanday qiymatlar qabul qilishlari
mumkin?

7. Elementar va murakkab mulohaza tushunchalari bir-biridan nima
bilan farq giladi?

8. Mantigiy amallar deganda nimani tushunasiz?

9. Ncga mulohazalar algebrasi mulohazalar mantigi deb ham
yuritiladi?

10. Qiymatlar satri deganda nimani tushunasiz?

11. 1- \a 2- jadvallarda keltirilgan amaldan boshga unar va binar
bormi?

WD
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12. Chinlik jadvali nima?

13. Qaysi amallar asosiy mantigiy amallar deb yuritiladi?

14. Mulohazaning inkori deganda nimani tushunasiz?

15. Kon’yunksiya amali ganday bajariladi?

16. Diz’yunksiya amaliga o°‘zbek tilining qaysi bog'lovchisi mos
keladi?

17. Nima uchun implikatsiya amalini bajarganda operandlar o‘rinlari
muhim hisoblanadi?

18. Implikatsiya amali uchun asos va ogibat tushunchalarini bila-
sizmi?

19. Mulohazalarning ekvivalensiyasi deganda nimani tushunasiz?

20. Sheffer amali gaysi amalga nisbatan teskari amal hisoblanadi?

21. Pirs amali gaysi amalga nisbatan teskari amal hisoblanadi?

22. Asosiy chinlik jadvallarini bilasizmi?

3.2. Formula va teng kuchlilik tuslumchalari

Mulohaza. Mantiqiy amallar. Formula. Elementar formula. Chinlik jadvali.
Mantigiy amallarni bajarish imtiyozlari. Qavslar hagidagi kelishuv. Feng kuchli
va teng kuchlimas formulalar. Teng kuchlilik. Teng kuchlimaslik. Ekviva/entlik.

Ekvivalentmaslik. Tenglik. Tenglama. Ayniyat. Mantiqiy ifoda.

Oldingi paragrafda asosan mantiqiy amallar o'rganildi. hndi mantigiy
amallar orasidagi bog‘lanishlar bilan shug'ullanamiz. Bunday bog*
lanishlardan biri bilan tanishmiz: ekvivalensiya ikki tomonli impli-
katsiyadir, aniqrog'i, berilgan v va y mulohazalarning yv<>v
ekvivalensiyasi  ikkita ~x —y va v —>X implikatsiyalarning
(v—v)n (v—x) kon’yunksiyasi shaklida ifodalanadi.

Dastlab mulohazalar algebrasining formula tushunchasiga murojaat
gilib, intuitiv ravishda, uni berilgan elementar mulohazalardan inkor,
diz’yunksiya, kon’yunksiya, implikatsiya, ekvivalensiya mantigiy amal-
larining chekli kombinatsiyasi va, zarur bo‘lganda, mulohazalar ustida
mantigiy amallarning bajarilish tartibini ko‘rsatuvchi gqavslar vositasida
hosil gilingan murakkab mulohaza deb tushunamiz. Bu yerda gavslanii
ishlatish qoidalari sonlar bilan ish ko‘ruvchi (oddiy) algebradagidek
saglanadi. _

1-miso1.1Jshbu v, ch, yc*-»(yovy), x<-y—a, [n, v(.v2a.y-)a.v,]->.v4,
y =X, X—=y)n (r—=z) = (z »X). [Ma(x4—xj]v(x4<->X7)vyo
va (xvy)a (xv r) ko'rinjshda yozilgan murakkab mulohazalarning har
biri formuladir, lekin [v, v(x, —=x3)n] <->x, va (x = V) n (j —=»(z — V)
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yozuvlarni formula sifatida gabul gilish mumkin emas, chunki ulaming
birinchisida kon’yunksiya belgisidan keyin yopuvchi “]” gavs yozilgan,
ikkinchisida esa ikkinehi ochuvchi "(" gavsga mos yopuvchi “)” gavs
yozilmagan. m

Formula tushunchasiga matematik induksiya usuliga tayangan holda
quyidagicha gat’iy ta’rif beriladi.

1- ta'rif. 1) Agar x elementar mulohaza bo'lsa, « holda »
formuladir;

2) agar A formula ho 'lsa, n holda A formuladir;

3) agar A va B formulalar bo'lsa, ii lialda (AnB), (AvB).

(A —B) va (A <> B) formulahtrdir;

4) /-, 2- va 3- bandlardagidan tashc/ari hoshqga formula voq.

1- ta’rifga ko‘ra ixtiyoriy formulaga, uning giymati sifatida, vaziyatg
garab, {ch, yoj to'plamning biror element) mos qo'yiladi. Formula
tarkibidagi o'zgarmas va o’zgaruvchi (elemental) mulohazalarning har biri
elementar formulalar deb hisoblanadi. Iornnila giymatming x,, . r , xn
o‘zgaruvchilarga (elementar mulohazalarga) bog‘ligligini ta’kidlash kerak
bo'lgan holda /'(x,,x, r ) ko'rinislulagi yozuvdan lbydalaniladi.

Tabiiyki, formula tushunchasiga berilgan I- ta’rif asosida ish yuritilsa,
tuzilgan formula tarkibida gavslar ko’p boiadi. Matematik mantiqda
formula tarkibidagi qavslar sonini kamaytirish maqgsadida, odatda,
quyidagi kelishuvlardan foydalaniladi:

1) biror formula inkor ishorasi ostida bo‘lsa, u qavssiz yoziladi

(masalan, (xv y)n z formulani xv vn z ko'rinishda yozish mumkin).

2) kon’yunksiya amah diz’yunksiya, implikatsiya va ekvivalensiya
amallariga nisbatan formulalarni mustahkamroq bog‘laydi deb hisoblanadi
(masalan, xv(yz) formulani xvyz, xy —(yz) formulani xy —yz,
(xy) (zu) formulani esa Xy <>zu ko’rinishda yozish mumkin).

3) diz’yunksiya amali implikatsiya va ekvivalensiya amallariga
nisbatan formulalarni mustahkamroqg bog’laydi deb hisoblanadi (masalan,
x —>(yvz) formulani x —>yvz, xvye(zvy) formulani esa
XV Yy <>zv v ko'rinishda yozish mumkin).

4) implikatsiya amali ekvivalensiya amaliga nisbatan formulalarni
mustahkamrog boglaydi deb hisoblanadi (masalan, x<->(y—2z)
fonnulani x <>y —z ko'rinishda yozish mumkin).
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Bu kelishuvlar. yuqorida ta’kidlanganidek, formulalar tarkibidagi
gavslar sonini kamaytirish imkonini beradi. Masalan,
(((a <>71) —(xnr]) (((iav)v (vav))V(V—-)) formulani
(X <»y) —xz XY V Xy vV (a —»2) ko‘rinishda yozish mumkin.

Umuman olganda, matematik mantiqgda mantigiy amallarni bajarish
imtiyozlari va qavslar hagidagi kelishuv deb ataluvchi qoidalar gabul
gilingan.

Qavslarsiz yozilgan mantiqiy amallarni bajarish imtiyozlari (ketma-
ketligi) navbat bilan inkor (—i), kon’yunksiya (n), diz’yunksiya (v ),
implikatsiya (—) amallariga berilgan, eng so‘nggi imtiyozga esa
ekviv alensiya ( <->) amali egadir.

Qavslar hagidagi kelishuv deganda quyidagi qoidalarga amal gilish
nazarda tutiladi:

1. Agar formulada tashqgi gavslar yozilmagan bo’lsa, u holda ular oz
joylariga tiklanadi.

2. Agar formulada ikkita bir xil imtiyozga ega mantiqiy amallar
gavslarsiz ketma-ket yozilgan bo‘lsa, u holda yozilish tartibiga ko'ra
chapda joylashgan amal uchun gavslar oz joylariga tiklanadi.

3. Agar formulada turli xil imtiyozlarga ega mantigiy amallar
qavslarsiz ketma-ket yozilgan bo‘lsa, u holda ularni bajarish ketma-
ketligini anglatuvchi gavslar mantiqgiy amallarni bajarish imtiyozlarini
hisobga olgan holda navbat bilan o0‘zjoylariga tiklanadi.

2- misol. avvny <> a) ko‘rinishda  yozilgan
formulani tahlil gilaylik. Bu formuladagi amallarni bajarish tartibi fagat bir
joyda gavslar bilan aniglangan. Mantiqiy amallarni bajarish imtiyozlari va
gavslar hagidagi kelishuvga ko‘ra berilgan formulani
((vv (va V) (r = (r —=a))) ko'rinishda ifodalash mumkin. m

Tabiiyki, ixtiyoriy formula uchun chinlik jadvalil tuzish mumkin.
Berilgan formulaga mos chinlik jadvalini tuzishda shu formula tarkibidagi
amallarga e’tibor bergan holda asosiy chinlik jadvallaridan ketma-ket
foydalanish mumkin.

3- misol. (aa _¥)—a v v formulaning chinlik jadvali 1- jadval
bo'ladi. m

1Formulalar uchun "chinlik jadvali” Iborasi o'rnida “giymatlar jadvali” iborasi qo'llanilishi ham
mumkin.
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1- jadval

n \Y n Yn v Vv r XV Vv (Amy) -> vvy
yo \0 ch vo ch vo ch
yo ch ch Vi) ch \ (i ch
ch yo yo yo vo ih ch
ch i ch yo ch ch yo Y0
1

2- ta’rif. Agar berilgan ikkila formula tarkibida ishtirok etuvchi
elementale mulohazalarning har bir qiymatlar satri uebun bu
formulalarning gqiymatlari bir xil bo'lsa, n holda nlar tent; kuchli
formulalar deb ataladi.

3- ta’rif. Agar berilgan ikkita formula tarkibida ishtirok etuvchi
elementar mulohazalarning giymatlar satrlaridan hech bo 'hnaganda
bittasi uchun bu formulalarning giymatlari har xil bo'lsa, n holda ular
teng kuchlimas formulalar deb ataladi.

Teng kuchli va teng kuchlimas iboralari na fagat formulalarga
nisbatan, balki ixtiyoriy mantiqiy mulohazalarga nisbatan ham qo'llanilisi
mumkin. Ba'zan, teng kuchli va teng kuchlimas iboralari o'rnida, mos
ravishda, ekvivalent va ekvivalentmas iboralari ishlatiladi. Ekvivalentlik
tushunchasi ekvivalensiya tushunchasiga ohangdosh bo'lgani uchun, ularni
bir-biridan farg qilish maqgsadida ko'proq teng kuchlilik iborasidan
foydalanamiz.

Berilgan formulalarning teng kuchliligini ifo- 2-jadval
dalashda “=" belgidan, teng kuchlimasligini X Yy v
ifodalashda esa belgidan  foydalaniladi. vo Vo

Masalan, agar berilgan A va B formulalar teng
kuchli formulalar bo'lsa, u holda A =B deb, A va
B formulalar teng kuchlimas formulalar bo'lganda esa, A”B deb
yoziladi. Ba’zan, formulalarning teng kuchliligini ifodalashda "="
belgidan. teng kuchlimasligini ifodalashda esa “” “belgidan ham
foydalaniladi.

Berilgan formulalarning teng kuchli yoki teng kuchlimas bo'lishmi
aniqlashda, odatda, ular uchun tuzilgan chinlik jadvallaridan foydalaniladi.

ch ch

171



4- misol. x wva iv.v formulalar teng kuchli formulalardir.
Hagigatdan ham, berilgan formulalarda fagat bitta x elementar mulohaza
ishtirok etgani uchun ikkita giymatlar satriga ega chinlik jadvalini tuzamiz
(2- jadvalga garang). 2- ta’rifga asosan X v x =x . m

3- jadval
X \Y/ X A=XvVvy B=x—y
yo yo ch ch ch
yo ch ch ch ch
ch yo VO Vo Vo
ch ch VO ch ch

5-misol Berilgan xvy va x —y formulalarni mos ravishda A
va B bilan belgilaymiz: A=xvy, B=x y. 3- chinlik jadvalidan
ko'rinib turibdiki, A va B formulalar tarkibidagi x va y elementar mu-
lohazalarning to‘rtala giymatlar satrlari uchun bu formulalarning mos qiy-
matlari bir xil. Demak, 2-ta’rifga asosan A-"B,ya’ni xvysx —y. a

6-misol. A=(xvx) ny va B =y formulalar berilgan bo'lsin. 4-
chinlik jadvalini tuzamiz. A va B formulalar tarkibida ishtirok etuvchi x
va y elementar mulohazalarning to'rtala qiymatlar satrlari uchun bu
formulalarning mos giymatlari bir xil.

Demak, berilgan A va B formulalar ekvivalent formulalardir, ya’ni

Xxvx)ny=.)-m

4- jadval
B=y X XV X A=(Xvx)ny
yo yo ch ch yo
ye ch ch ch ch
ch YO yo ch yo
ch ch yo ch ch
7- misol. A (xvx)ay va B=x formulalar teng kuchlimas

formulalardir. Hagigatdan ham, 5- chinlik jadvalidan ko'rinib turibdiki,
berilgan A va B formulalar tarkibida ishtirok etuvchi x va y elementar
mulohazalarning to'rtta giymatlar satrlaridan ikkitasi (2- va 3- satrlari)
uchun bu formulalarning mos giymatlari har xil. Demak, 3- ta’rifga asosan,
berilgan (x v x )av va x formulalar ekvivalentmas formulalardir, ya’ni
A&B .1
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5- jadval

= Yy X vV X A=(xvx)ny
VO yo ch ch VO
yo ch ch ch ch
ch yo yo ch yo
ch ch yo ch ch

Odatda, mulohazalar algebrasida ekvivalensiya bilan teng kuchlilik
orasidagi f'argni anglash maqgsadida, ular oddiy algebradagi, mos ravishda,
tenglama va ayniyat bilan giyoslanadi. Tenglamada (masalan, X va Y
0°‘zgaruvchilarga nisbatan 2,y+v=10 tenglamada) o'zgaruvchilarning
ayrim (masalan, X =4, y —2) giymatlari uchun tenglik o'rinli bo'lib,
boshga (masalan. X =\, y =2) qiymatlari uchun bu tenglik o'rinli
bo'Imasligi mumkin. Shunga o'xshash, ekvivalensiyada ishtirok etuvchi
(masalan, .r, H (i, a x,) ekvivalensiyadagi v,, v, va n,) o'zga-
ruvchilarning o'rinlariga qandaydir (masalan, ch, v,-ch,.y =ch)
giymatlar go'yganda ekvivalensiya ch giymal gabul qilib, boshga (ma-
salan, x, = yo, n&= ch . ,v, = ch )giymatlar uchun yo giymatga erishishi
mumkin.

Oddiy algcbrada ayniyat deb shunday tenglik tuslniniladiki (masalan,
a~-—bl= (a—h)(a +/3 tenglik), bu tenglik, unda gatnashgan barcha
o'zgaruvchilarning mumkin bo'lgan barcha qiymatlari uchun o'rinlidir.
Shunga o'xshash, matematik mantiqdagi teng kuchlilik shunday mu-
lohazaki (masalan, y<>y= (x —v)a(v —>X) mulohaza). bu muloha-
za. unda qgatnashgan barcha o'zgaruvchilarning mumkin bo'lgan barcha
giymatlari uchun to'g'ridir.

Matematik mantigda formula tushunchasi bilan bir gatorda mantiqgiy
ifoda tushunchasi ham qo'llaniladi. Mantigiy ifoda shunday murakkab
mulohazaki, uning tarkibida berilgan elementar mulohazalardan inkor,
diz’yunksiya, kon’yunksiya, implikatsiya, ekvivalensiya mantigiy amallari
bilan bir gatorda mulohazalar algebrasidagi boshga amallarning ham
chekli kombinatsiyasi va, zarur bo'lganda, mulohazalar ustida mantiqiy
amallarning bajarilish tartibini ko'rsatuvchi gavslar gatnashishi mumkin.
Mantigiy ifoda tushunchasiga ham fonriula tushunchasiga matematik
induksiya usuliga tayangan holda berilgan ta’rifga o'xshash gat'iy ta’ril
berilishi mumkin. Mantiqiy ifodalarning teng kuchliligi tushunchasini ham
formulalar teng kuchliligi tushunchasiga o'xshash aniglash mumkin.

Oddiy algebrada aynan teng qgiymatga ega ifodalarni bir-bin bilan
almashtirish mumkin bo'lganidek, mulohazalar algebrasida ham mantiqiy
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ifoda tarkibidagi gismiy mantiqiy ifodalarni (formulalarni, mulohazalarni)
ularga teng kuchli bo'lgan ifodalar (formulalar, mulohazalar) bilan
almashtirish, ya’ni o'rniga qo'yish usulidan foydalamsh mumkin. Bu esa
murakkab ifodalarni  (formulalarni, mulohazalarni) soddalashtirish
imkonini beradi.

Yugorida tenglama bilan ekvivalensiya va ayniyat bilan teng kuchlilik
orasida o'xshashlik borligini ko'rdik. Endi tenglik bilan ekvivalensiya
orasida farq ham borligini ko'rsatamiz. Ma’lumki, oddiy algebrada hech
ganday almashtirish yordamida tenglikni arifmetik amallar (qo'shish,
ayirish, ko'paytirish, bo'lish) vositasida ifodalab bo‘lniaydi. Mulohazalar
algebrasida esa ekvivalensiyani boshga mantigiy amallar vositasida
ifodalash mumkin. Masalan, ekvivalensiyani implikatsiya va kon’yunksiya
amallari vositasida ifodalash mumkin: berilgan X va Yy elementar
mulohazalar uchun X <>y = (X —>y) n (y —>X) teng kuchlilik o'rinliligi
6- chinlik jadvalidan ham ko'rinib turibdi.

6-jadval
X Y —>V Vv X Yy
Yoox o —ry) ny -> X)
yo yo ch ch ch ch
yo ch ch yo yo yo
ch yo yo ch vo yo

cli ch ch ch ch ch

Mulohazalar algebrasini oddiy algebra bilan giyoslashda davom etib,
oddiy algebrada tenglik uchun quyidagi xossalar (aksiomalar) o'rinliligini
cslatamiz:

1) ixtiyoriy oe R son uchun a —a (refleksivlik);

2) ixtiyoriy ikkita ae R va be R sonlar uchun agar a = b bo'lsa, u
holda b = a bo'ladi (simmetriklik);

3) ixtiyoriy uchta aeR, be R va ee R sonlar uchun agar a —b
va b = c bo'lsa, u holda a = ¢ bo'ladi (tranzitivlik).

Shunga o'xshash, mulohazalar algebrasidagi teng kuchlilik (ekvi-
valentlik) ham refleksivlik, simmetriklik va tranzitivlik xossalariga ega:

1) ixtiyoriy y mulohaza uchun X = X ;

2) ixtiyoriy ikkita X va y mulohazalar uchun, agar X =y bo'lsa, u
holda y —-Y bo'ladi;
3) ixtiyoriy uchta X, y va z mulohazalar uchun agar x=y va

y =r bo'lsa, uholda y = r bo'ladi.
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Muammoli musala va topsinriglar
t. Quyidagi formulalarning chinlik jadvallarini tuzing:
a) v, VvV X2; b, vhy—=(yv.v—r); dt (v, nx,)v X3;
c) (Vvy) »(vayv v->y): D(N—\V-) > V X,a x,):
9) (xvz)aly—=0 >N) hON >Ny —=z) =z
i)y, » X2—(.. >x,,)). n=3, 4,5, fi;
DY, VX, V.VX]I—jnAyYy,A.. A1l 1 2 Vv

2. Quyidagi teng kuehliliklarni isbotlang:

a) Yo=Y = Y<>Y; b) y¥»v xXyv.W = X -y ;

d x—j = v—x; e) X —=>(v—z)=xnr >r;
DXvX=yyy; 9) XVX=YyVYy,;

h) x v (x a j)=X; i) (XvX) =y =XXnxX)vy;

PDxv(ynr=xvy)n(xv:);

KN X=(XNynz)y (xnynz)y (xaynr)y (xnynz).

3. Quyidagi formulalarni soddalashtiring:

a) (x »>x) —=x; b)x x —=vVv); d) X v (X—>Y) *X;
0 (x<>y)n(xvy); ) xny —=(yv x—:);

g XAYAZ)Y (YAYYV XAJ AZ)v (YAYAZ)vV (YAZ).

Mustagqil ishhish uchun savollar

1 Formula tushunchasiga intuitiv ravishda ganday ta’rif beriladi?

2. Formula tushunchasiga matematik induksiya usuliga tayangan
holda qat'iy ta'rif ganday beriladi?

3. Elementar formula deganda nimani tushunasiz?

4. Qavslarsiz ketma-ket yozilgan mantiqgiy amallarni bajarish
imtiyozlarini bilasizmi?

5. Qavslar hagidagi kelishuvga ko‘ra ganday qoidalarga amal
gilinadi?

6. Teng kuchli formulalar deganda nimani tushunasiz?

7. Qanday holda formulalar teng kuchlimas bo‘ladi?

8. Odatda berilgan formulaiarning teng kuchli yoki teng kuchlimas



9. Mantiqiy ifoda nima?
10. Ekvivalensiya bilan teng kuchlilik orasida ganday o‘xshashlik va
farglarni bilasiz?

3.3. Tavtologiya, aynan yolg'on va bajariluvchi formulalar

Elemental- mulohaza. Formula. Aynan chin, aynan yolg'onformulalar.
Tavtologiya. Bajariluvchiformula. Bajarilmaydiganformula. Mantiqiy ekvivalent
formulalar. Mantiq gonunlari. Yechilish muammosi. Yechuvchi usul.

3.3.1. Tavtologiyal Tabiiyki, berilgan formula uning tarkibida
gatnashuvchi elementar mulohazalarning mumkin bo‘lgan barcha giymat-
lar satrlari ucnun turli giymatlar, jumladan, faqat ch yoki fagat yo giymat
gabul qilishi mumkin.

1- ta’rif. Tarkibidagi elementar mulohazalarning mumkin bo'lgan
barcha giymatlar satrlarida fagat ch giymat gabul giluvchi formula
tavtologiya deb ataladi.

F jadval
X \Y; X y XN (X —M ) Xn (X—=>v)->v
yo yo ch y ch
yo el ch yo ch
ch yo yo . ye - ch
ch ch ch ch ch

Tavtologiya iborasi o'rnida aynan chin yoki doimo chin formula
iborasi ham qo'llanilishi mumkin. Tavtologiya, ko'pincha. J yoki 1 bilan
belgilanadi. Aynan chin formula, lining tarkibida ishtirok etuvchi
o'zgaruvchilarning giymatlariga bog‘lig bo'lmay, fagat bitta (ch) giymat
gabul giladi.

Berilgan formula tavtologiya bo‘lishi yoki bo'Imasligi, odatda, lining
giymatlar jadvali vositasida aniqglanadi.

- misol. D =xn((x—y)—y formula tavtologiyadir. Bu
tasdigning to'griligini tekshirish uchun 1- jadvalni [D formulaning
giymatlar jadvalini) tuzamiz.

Berilgan D formula uning tarkibida gatnashuvchi x va y elementar

mulohazalarning mumkin bo‘lgan hamma qiymatlar satrlarida fagat ch
giymat gabul gilgani uchun, u tavtologiyadir, ya’ni

1 Bu so‘z yunoncha TcwTto (shuning o'zi) va Xeyrfv (so'z) so'zlaridan tuziigan bo'lib.
“icarroXoyia” shuning o‘zini so'/layman ma’nosini beradi.
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n'nm >r) >}'=./ m
2- misol. Berilgan B=(Xvy) —»(n >r) me formulani
tekshirish uchun uning chinlik jadvalini tii/ami/ (2-jadval}’;* garang).

2- jactval
X Yy X Vvv X—=y =y /;
VO yo yo ch ch ch ch yo
yo VO ch ch ch ch ch Hi
yo ch y° ch ch ch ch yo
yo ch ch ch ch ch ch «li
ch Vo yo yo yo yo ch So
ch yo ch Vo yo yo ch i
ch ch yo y° ch ch ch YO

ch ch ch yo ch ch ch ill

2-jadvaldan Kko‘rinib turibdiki, (X v y) —=(x —y) =1J , Ickin &
&J .a

Aynan chin formulalar mantiqda katta ahamiyatga ega bo'lib, ular
mantiq gonunlarini ifodalaydi. Shu sababli, mantiq algebrasida yechilish
muammosi deb yuritiluvchi chekli migdordagi amal yordamida berilgan
ixtiyoriy mantigiy formulaning aynan chin yoki aynan chin emasligini
aniglash masalasi dolzarb muammo hisoblanadi. Yechilish muammosi
fagat mulohazalar algebrasi uchungina emas, balki boshgqa mantigiy
sistemalar uchun ham qo‘yilishi mumkin. Yechilish muammosi
mulohazalar algebrasi uchun ijobiv hal etiladi (ushbu bobning 5-
paragrafiga garang). Tahiivki, yechilish muammosini turli usullar
yordamida hal gilish mumkin. Bunday usullami vechuvchi usullar deb
ataymiz. Yechuvchi usul iborasi o'rnida yechish protsedurasi yoki
yechish algoritmi iboralari ham qgo'llanilishi mumkin.

Yechish protsedurasi sifatida chinlik jadvalini qo'llashga asoslangan
usulni olish mumkin, chunki chinlik jadvali har bir muavan formula uchun
yechilish muammosini to‘liq hal gilish imkonini beradi. Agar berilgan
formulaga mos keladigan chinlik jadvalning oxirgi ustunida fagat ch
bo'lsa, u holda bu formula aynan chin, agar oxirgi ustunda liecli
bo'Imaganda bitta yo bo'lgan holda esa formula aynan chin emas bo'ladi.
Tabiiyki, amalda bu usulni har doim ham qo'llab bo'lavermaydi, cluinki u
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quyidagi asosiy kamchilikka ega. Agar berilgan formulada /7ta elementar
o'zgaruvchi mulohazalar gatnashsa, u holda bu formulaning chinlik jadvali
2"ta satrga ega bo'ladi va nning yetarli katta giymatlarida bu yechish
protsedurasini, hattoki, komputer yordamida ham oxiriga yetkazib
bo'lmaydi, Lekin, prinsip jihatdan olganda, “chinlik jadvalini qoilashga
asoslangan usul yordamida chekli migdordagi amallar bajarib yechilish
muammosini hal gilish mumkin" degan tasdiq to'giidir. Ushbu bobning
keyingi paragraflarida boshqa bir yechuvchi protsedurani keltiramiz. Bu
yechuvchi protsedura berilgan formulani normal shaklga keltirish usuliga
asoslangan. Normal shakliar matematik mantigning boshga masalalarida
ham ishlatiladi.

3.3.2. Aynan yolg‘on formulalar. Formula uning tarkibida ishtiro
etuvchi elementar mulohazalarning mumkin bo'lgan barcha qiymatlar
satrlari ucnun fagat yo giymat gabul qilishi ham mumkin.

2- ta’rif. Tarkibidagi elementar mulohazalarning mumkin bo'lgan
barcha giymatlar satrlarida fagat yo giymat gabul giluvchiformula aynan
yolg'on (doimoyolg'on)yoki hajarilmaydigan formula deb ataladi.

1- va 2- ta’riflardan yaqqol ko'rinib turibdiki, aynan yolg'on formul
tavtologiyaning inkoridir, va, aksincha, tavtologiya aynan yolg'on
formulaning inkoridir. Shuning ucnun aynan yolg'on formulani J yoki 0O
bilan belgilash joizdir.

Aynan yolg'on formula ham, aynan chin formula kabi, o'z tarkibida
ishtirok etuvchi o'zgaruvchilarning giymatlariga bog'lig emas, u fagat bitta
(yo) giymat gabul giladi. Berilgan formulaning bajarilmaydigan formula
bo'lishi yoki bo'Imasligi ham. odatda, uning giymatlar jadvali yordamida
aniglanadi.

3misol A= (xvy)nx—»y formula aynan yolg'on formuladir.

Haqgigatdan ham, asosiy chinlik jadvallari yordamida A formulaning
chinlik jadvalini tuzsak, natijada 3-jadvalga ega bo'lamiz.

3- jadval
X y X VV )e X —y &a—"r IVVY)NX—V
yo yo ch ch ch ! Vo yo
Vs ch ch ch ch yo yo
ch yo Y0 Vo yo 1 ch yo
ch ch Y0 ch ch yo yo
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3-jadvalning oxirgi ustuniga ko'ra (jtvy)nv—y =J .4

3 ta’'rif. Agar A va B formulalar uchun A =B formula
tavtologiya bo'lsa. n holda B formula A formulaning mantigiy xulosasi
deb ataladi.

4- ta’rif. Agar A va B formulalar uchun A <>B formula
tavtologiya bo'lsa, wn holda berilgan formulalar mantigiy ekvivalent
formulalar deb ataladi.

4- misol. 1- misolda /) =xn(v—y)—» r formula tavtologiya
bo'lishini ko‘rgan edik (1-jadvalga qarang). SIni sababli, 3- ta’rifga ko'ra,
y formula xn (.T7-)y) formulaning mantiqgiy xulosasidir.

2-jadvalga ko'ra (2- misolga garang) xvy va v—y formulalar
mantiqiy ekvivalent formulalar bo‘ladi hamda, shu bilan birga, v—v
formula ivy formulaning mantigiy xulosasidir degan tasdiglar
to'g'ridir. Albatta, ivy formula x —y formulaning mantiqiy
xulosasidir degan tasdiq ham to'g'ri. A

1- teorema. Agar A va A —B formulalarning har biri
tavtologiya ho 'Isa, it holda B formula ham tavtologiya bo 'ladi.

Isboti. A va A — B formulalarning har biri tavtalogiya bo'lsin.
Teorema tasdig'ining teskarisini, ya'ni A va B formulalar tarkibiga
kiruvchi o'zgaruvchilarning hech bo’'lmaganda bitta giymatlar satrida B
formula yo giymat gabul qilsin deb faraz gilamiz. IJ holda, A formula
tavtologiya bo'lganligi uchun. o'zgaruvchilarning o'sha giymatlar
satr(lar)ida A ch giymat gabul giladi. Shu sababli A —B formula yo
giymat gabul giladi. Bu esa A — B formula tavtologiyadir degan tasdiqqa
garama-qgarshidir. Demak, B tavtologiyadir. B

2-teoreina.Agar .1 formula tarkibiga biryoki ko 'p marta kirgan
A formula o ‘'rniga B formulani go 'yish natijasida B{formula hosil
gilinsa, n holda (A <>B) — (At <> Bf) formula tavtologiya bo‘ladi.

Isboti. Agar tarkibidagi o'zgaruvchilarning biror giymatlar satrida
A va B formulalar turli giymatlarga ega bo'lsa, u holda o'sha giymatlar
satrida A <> B formulaning giymati yo bo'ladi va, natijada, <> Bt
formulaning giymati ganday bo'iishidan gat’i na/ar,
(A 9>B) —(Af <—=>Bt) formula ch giymat gabul giladi.

Agar tarkibidagi o'zgaruvchilarning gandaydir giymatlar satrida A va
B formulalar bir xil giymat gabul qgilsa, u holda o'sha giymatlar satrida



A] va B} formulalar ham bir xil giymat gabul qgiladi, chunki teoremaning
shartiga asosan B, formula A] formuladan A formulaning o'rniga B
formulani go‘yish natijasida hosil gilingan. Demak, bu holda A <» B va
Ai <= Bj formulalarning ikkalasi ham ch giymat gabul giladi. Shuning
uchun (A B) —» (Al <->/?,) formula ham ch giymat gabul giladi.

Shunday qilib, yuqgorida garalgan mumkin bo'lgan ikkala holda ham
(A <>B) —= (A, <>BX formula ch giymat gabul giladi. Demak,

(A <=>B) — (At <> B. ) formula tavtologiya bo'ladi. m

2- teoremaga ko’ra, agar At formula tarkibiga bir yoki ko‘p marta
kirgan A formula o'rniga B formulani qo'yish natijasida If formula
hosil gilinsa, u holda A va B formulalarning mantigiy ekvivalentligidan
A, va B{formulalarning ham mantiqiy ekvivalentligi chigadi.

3.3.3. Bajariluvchi formulalar. Endi berilgan formula uning tarkibida
gatnashuvchi elementar mulohazalarning ba’zi giymatlar satrlari ucnun ch,
ba’zilari ucnun esa yo giymat gabul qilish hoiini garaymiz.

5 ta’rif. Tarkibidagi elementar mulohazalarning kamida bina
giymatlar satrida ch giymat gabul qgiluvchi aynan chin bodmagan formula
bajariluvchiformula deb ataladi.

5- misol. x—y, ia(,t->)"), X, Xvy va x—»Yy formulalar

bajariluvchi formulalardir, lekin xn (X —=v) —=v, (xVv y)—=(X—Y)

va (x Vv y) nx—y formulalar bajariluvchi formulalar emas (1~ 2- va 3-
jadvallarga garang). m

Muammoli masala va topshiriglar

1 Quyidagilarning qaysilari aynan chin, qaysilari aynan yolg'on
formula bo'lishini aniglang:

a) XV V—»Xa V; b) p —=(ps—>p"):

d) (X —»y) —>(y —>X); e)((pn()<=q)<=(d >p):
ft pt->(p2->/?,); 9) ((/>->0a) n(g->/-))->(>—>r);
h) (x —>y)a (x —>y) =X ) xn (x—=y)n (X —=y);
)XV X—yny; K (v—=(y —-) > xny-):):

) (x—=(y =2)) = (x —=>y) -» (x —=2)).
2. Quyidagi formulalarning har biri bajariluvchi formula bo'lishini
ko'rsating:
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a) (yvx)ya(zv.i); b)an(mnc—ano6);
C) X—>ynz; ) ((avMmvenc)yn(avb)venc).

3. Quyidagi formulalarni tavtologiyalar, doimo yolg'on va
bajariluvchi formulalar guruhlarlga ajraling:

a) (X —=y) —=XnNyvy; b) dfs<>avan/;;

c) (X0 y)n(xfv .wv); d) un!> —>(< —»/?)

e xvy —=(x vy); H("o=<)n >w—>E —1)
g) Xvy —2 hy xnyn:vvnyn:vxnvn:.

4. Quyidagilarni aynan chin va aynan yolg'on formulalar guruhlariga
ajrating:

8) (x ->:) —>((v ~-) >(Xvy —>r));

by (/2, > P:)—>{P-, v /?) —>(p2v /?));

d) (7, - (/> ->1y) (It ->p2)->(pi -»/?)));

f) (/7i Pi) UPi np)-» (/Y a/l?);

g) xa y ->X: h) x —=(Xxvy);

DX y) (y-»x) Dy x> vy);
K) (x, A .AY,)A (V,V ..V v ->Y¥Y)ny;

DX, —=>(x, => ... —=>X.1—>(X,, —>y Vy))...).

5. Agar x elementar mulohazaning giymati ch bo'lsa, u holda
X ny —r va x —>(y v z) implikatsiyalarning giymatlarini aniglang.

6. Agar x —y implikatsiyaning gqiymati ch bo'lsa, u holda
X—=(X—y), X—y—y va (x—»y)—>z implikatsiyalarning
giymatlarini aniglang.

Mustagqil ishlash uchun savollar

1 Tavtologiya nima9
2. Berilgan formula tavtologiya bo'lishi yoki bo'Imasligi, odatda,

ganday aniqglanadi?
3. Qanday muammo mantiq algebrasida yechilish muammosi deb

yuritiladi?
4. Yechilish muammosini hal gilish usullari nima deb ataladi?
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5. Yechish protsedurasi sifatida chinlik jadvalini qo'llashga
asoslangan usulning asosiy kamchiligi nimada?

6. Aynan yolg'on formula deganda niraani tushunasiz?

7. Tavtologiya bilan aynan yolg'on formula orasida qanday
bog'lanish bor?

8. Qanday holda biror formula boshga formulaning mantigiy xulosasi
deb ataladi?

9. Qanday formulalar mantiqiy ekvivalent formulalar deb ataladi?

10. Agar A va A —B formulalarning har biri tavtologiya bo'lsa, u
holda B formula hagida mima deyish mumkin?

11. Agar At formula tarkibiga bir yoki ko'p marta kirgan A formula

o'rniga unga teng kuchli B formulani go'yish natijasida 5, formula hosil

gilmsa, u holda (A B)— (A, <->B:) formula hagida mima deyish
mumkin?

12. Bajariluvchi formula deganda nimani tushunasiz?

13. Agar x —>V implikatsiya ch giymat, X <>y ekvivalensiya esa yo
giymat qgabul qilishi ma’lum bo'lsa, u holda y —Xx implikatsiyaning
giymati hagida mima deyish mumkin?

14. Agar X y ekvivalensiya ch giymat gabul gilishi ma’lum bo'lsa.
u holda X <>y va X Vv ekvivalensiyalarning giymatlari hagida mima
deyish mumkin?

3.4. Asosiy teng kuchliliklar. Teng kuchli formulalarga doir
teoremalar

Asosiy teng kuchliliklar. Kon 'yunksiya, diz yunksiya, inkor amallari gatnashgan
mulohazalar. Kommutativlik, assotsiativlik va distributivlik gqonunlari. Qarama-
garshilik, uchinchisini istisno gilish. idempotentlik va yutilish qonunlari.

3.4.1. Asosiy teng kuchliliklar. Bu paragrafda oddiy algebrada
ma’lum bo'lgan ayrim ayniyatlarga o'xshash mantiqiy teng kuchliliklarni
va teng kuchli formulalarga doir ayrim teoremalami keltiramiz.

Maiumki, haqiqiy sonlarni go'shish va ko'paytirish amali uchun
quyidagi tasdiqglar o'rinlidir:

1) ixtiyoriy ikkita xeR va re R sonlar uchun m+y=y+y
bo'ladi (qo'shishning kommutativlik qonuni);

2) ixtiyoriy uchta xe R, re R wva re R sonlar uchun
(X +y) +r = x + (v +r) bo'ladi (qo'shishning assotsiativlik gonuni);
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3) ixtiyoriy ikkita .re R va ye R sonlar uchun Xy = yx bo'ladi
(ko'pavtirishning kommutativlik qonuni);

4) ixtiyoriy uchta xeR. ye R wva :€ R sonlar uchun
(xy)z = x(yz) bo'ladi (ko'paylinshning assotsiativlik gonuni);

5) ixtiyoriy uchta X R. ye R wva re R sonlar uchun
X(y +2) = .tv + XZ bo'ladi

(ko'paytirishning yig'indiga nisbatan distributivlik gonuni).

Mulohazalar algebrasida bu ayniyatlarga o'xshash, ixtiyoriy mantiqiy
X, Y va r o'zgaruvchilar uchun quyidagi teng kuchliliklar o'rinlidir:

XV r= VV X, IR
xvy)vz=xv(yvz), 2)
XNIETAX. (3)
(XA ¥Y)A: =X/ (VA Z), 4)
xA(Yv:i)=(XAYV(XAZ). (5)

Bu teng kuchlilikiarning to'g'riligini tekshirish uchun chinlik jadvalidan
foydalanish mumkin. Yuqgoridagi (1) - (4) teng kuchlilikiarning
to'g'riligini  tekshirishni o‘gm‘chiga havola qilib, fagat (5) teng
kuehlilikning to'g'riligini tasdiglaydigan chinlik jadvalini keltirish bilan
kifoyalanamiz (1 -jadvalga garang). (1) - (4) teng kuehlilikiardan ko'rinib
turibdiki, diz’yunksiya va kon’yunksiya mantiqiy amallari, oddiy algeb-

v A AA T va: nl (i) (XAI)V(XAZ)
VO yo vo ye yo yo Vo
\O ch ch Ly yo yo yo
yo ch ch yo Yo yo vo
Yo ch ¢ ch Vo yo vo y°
ch . w yo yo yo yo
ch yo ch ch ch eh
ch yo ch ch ¥ o o
ch ch ch ch ch ch ch ch

radagi qo4dshish va ko‘paytirish amallari kabi, kommutativlik va
assotsiativlik xossalariga egadir.

Mulohazalar algebrasida, oddiy algebradan farqli o‘laroq, kon’yunk-
siyaning diz’yunksiyaga nisbatan distributivlik xossasi ((5) teng kuchlilik)
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bilan bir gatorda diz'yunksiyaning kon’yunksiyaga nisbatan distnbutivlik
xossasi ham o'rinlidir. Diz'yunksiyaning kon’yunksiyaga nisbatan
distribulivlik xossasini ifodalovchi

XV (VAzj (VVY)A XV 2) (6)
teng kuchlilikning to'g'riligini 2- chinlik jadvali tasdiglaydi.

2-jadval
X A VAZ XVY XVZ xy (1'az) (XVy)A(XV 2)
yo yo yo yo yo yo yo y°
yo yo ch yo yo ch yo y°
yo ch yo y’ ch yo y° yo
yo ch ch ch ch ch ch ch
ch yo yo yo ch ch ch ch
ch yo ch yo ch ch ch ch
ch ch yo ch ch ch ch
ch ch ch ch ch cl) ch ch

Shuni ta’kidlash kerakki, oddiy algebrada (6) teng kuchlilikka
o'xshash tenglik ayniyat bo‘Imaydi. ya’ni x + vz = (X +y)(x +r) tenglik
ixtiyoriy x6 R . ve R va ze R sonlar uchun bajarilmasligi mumkin.

Yuqgorida ifodalangan o'xshashliklar asosida kon’yunksiya amali
iborasi o'mida mantigiy ko'paytma amali iborasi. diz’yunksiya amali
iborasi o'mida esa mantiqgiy yig'indi amali iborasi ham qo'llaniladil

Mulohazalar algebrasini oddiy algebra bilan giyoslashda davom etib
X <»y = (X —=y) n(y —x) teng kuchlilik o'rinliligini eslatamiz". Bu
teng kuchlilik berilgan x va y mulohazalarning x <>y ekvivalensiyasi
ikkita x—y va Yy —x implikatsiyalarning (x—y) n(v—x)
kon’yunksiyasi shaklida ifodalanishi mumkinligmi anglatadi. Boshgacha
qilib aytganda, ekvivalensiya (<-») belgisini implikatsiya (—») va
kon’vunksiya (1 ) belgilari vositasida ifodalash mumkin. Oddiy algebrada
esa, hech ganday almashtirish yordamida tenglik (=) belgisini arifmetik
amallar (qgo'shish (+). ayirish ( - ). ko'paytirish (X). bo'lish (/))
vositasida ifodalab bo'Imaydi.

Ushbu bobning I-paragrafiga qarang.
" Ushbu bobning 2- paragrafiga garang.
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Endi implikatsiyani boshqga mantigiy amallar vositasida ifodalash
masalasi bilan shug'ullanamiz. 3- chinlik jadvalidan ko'rinib turibdiki.
V vvaxvv formulalar teng kuchlidir.

o 3-jaclval
X \Y v X r XV Vv

yo _y° ch ch ch

yo ch ch ch ch

ch yo >« o yo

ch ch y' ch ch

Demak, (1) - (6) teng kuchliliklar qatoriga yana bitta
v—Y = XvYy (7)
teng kuchlilik go'shiladi. (7) teng kuchlilik implikatsiya (—>) belgisini
inkor (—i) va diz’yunksiya (v ) belgilari vositasida ifodalash mumkinligini
anglatadi.

Yugoridagi mulohazalar asosida , — Vv, a, —i bclgilar ishtirok
etgan ixtiyoriy mantigiy jfodani (formulani) fagat v. n, — bclgilar
gatnashgan teng kuchli mantigiy ifoda (formula) bilan almashtirish
mumkin, degan xulosaga kelamiz. Ravshanki, bunga o‘xshash xulosani
oddiy algebrada tasdiglash mumkin emas. Ixtiyoriy mantiqiy ifodani fagat
V. n, i belgilar qgatnashgan teng kuchli mantiqiy ifoda bilan
almashtirish mumkinligi mulohazalar algcbrasining ko'plab amaliy tat-
biglarga egaligidan darak beradi.

Mantiqiy ifodada ishtirok etuvchi v belgini n va — belgilari orgali
hamda a belgini v va — belgilari orqali ifodalash mumkin. Bu tasdiq
ikki karra inkorni o‘chirish gonuni va de Morgan qonunlari deb

ataluvchi teng kuchliliklarga asoslanadi. lkki karra inkorni o'chirish
qonuni

VAX. (8)

de Morgan qonunlari esa
XV V'S.VAV, (9)
XA V= Vvy (10)

teng kuchliliklar bilan ifodalanadi. Bu gonunlarning o‘rinliligi esa chinlik
jadvallari yordamida osongma tekshiriladi.

Mantigiy ifodada ishtirok etuvchi v belgini n va — belgilari orqali
ifodalash uchun

XVY - XAy (11)
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va, shunga o'xshash, n belgini v va —i belgilari orqali ifodalash uchun

A'AV'i.VVV (12)
teng kuchiiliklardan foydalaniladi. (11) va (12) teng kuchliliklarni
isbotlashni o'quvchiga havola qgilamiz.

Shunday qilib, mulohazalar algebrasining ixtiyoriy mantigiy ifodasini
unga teng kuchli va tarkibida mantigiy amal belgilari sifatida fagat n va
—i yoki fagat v va —> belgilar gatnashgan mantigiy ifoda bilan
almashtirish mumkin. Shunga o'xshash. mulohazalar algebrasining
ixtiyoriy mantiqgiy ifodasini unga teng kuchli va tarkibida mantigiy amal
belgilari sifatida fagat — va —i belgilar gatnashgan mantiqiy ifoda bilan
almashtirish imkoniyati borligini ko'rsatish mumkin.

Shuni ta'kidlash kerakki, mulohazalar algebrasining ixtiyoriy mantiqiy
ifodasini unga teng kuchli va tarkibida mantigiy amal belgisi sifatida
fagatgina Sheffer shtrixi bo'lgan mantigiy ifoda bilan almashtirish
imkoniyati ham bor. Bu tasdiq, mulohazalar algebrasining ixtiyoriy
mantiqiy ifodasini unga teng kuchli va tarkibida mantigiy amal belgilari
sifatida fagat n va — belgilar qatnashgan mantigiy ifoda bilan
almashtirish mumkinligi hamda

X=Mv, XN v= Iyl x1y)

teng kuchliliklarga asoslanadi. Sheffer amali ta’rifidan foydalanib, chinlik

jadvali yordamida, yugoridagi ikkita va quyidagi uchta teng kuch-

liliklarning o "rindiligini osongina tekshirish mumkin:
Xvy=xl,X-»>y=xly, X<»y=(Xjy)n(xiy).

Bu uchta teng kuchlilik oldingi ikkita teng kuchlilik bilan birgalikda

yugorida ifodalangan mulohazalar algebrasining ixtiyoriy mantigiy

ifodasini unga teng kuchli va tarkibida mantiqiy amal belgisi sifatida

fagatgina Sheffer shtrixi bo'lgan mantiqiy ifoda bilan almashtirish
mumkinligi hagidagi tasdigning to'g'riligiga yana bir asosdir.

1- niisol. (x »>y)(y —=x) —=(x yi“mantiqiy ifodani tarkibida
mantiqiy amal belgilari sifatida fagat a , v va —i belgilari gatnashadigan
qgilib almashtirish  talab etilgan bo'lsin. Avvalo. X v =
= (x =>y) N(y »x) teng kuchlilik yordamida belgisini — va n

belgilari orgali, (7) teng kuchlilik vositasida —> belgisini v va —i
belgilari orqali ifodalaymiz hamda (8) teng kuchlilikdan foydalanamiz:
X ->y)y =>x) > (X <=>y)s X »y)y ->X) (X->y)y X)=

=(XVYyHyVx) 9)(vVy BHIVX)=(XVYHyVX)V (xVy MVV X).
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Kommutativlik va distributivlik gonunlaridan foydalanib, berilgan
ifoda uchun quyidagi teng kuchlilikni yo/.ish mumkin:

V=1V —=Vv)—>(V<=r1) VIVXYyVVVVATVYYyVYV. =

"Mulohazalar algebrasining ixtiyoriy mantigiy itbdasini unga teng
kuchli va tarkibida mantiqgiy amal belgisi silatida fagat uchta (masalan, —i,
n va v), yo fagat ikkita (masalan, — va n ), yoki fagat bitta (masalan,
Sheffer shtrixi) amal belgisi bo'lgan mantiqiy ifoda bilan almashtirishning
hojati bormi?" degan tabiiy savol lug'iladi. Bu savolga, va/iyatga garab,
ham salbiy. ham ijobiy javob berish mumkin.

Birinchidan. ishlatilishi ko'zda tutilgan formulalardan ko'rinib turib-
diki, berilgan mantiqiy ifoda zarur almashtirishlar bajarilib, fagai uchta, yo
fagat ikkita yoki faqat bitta mantigiy amal belgisi gatnashgan mantigiy
ifodaga keltirilganda, u, odatda, dastlabki ifodaga nisbatan ko'p sondagi
uch, yo ikki. yoki bir xil mantiqiy amallar gatnashgan ifodaga keladi. Shu
sababli bunday mantiqgiy ifodani ko'zdan kechirish giyinlashadi.

Ikkinchidan, bunday almashtirish imkoniyati borligi mulohazalar
algebrasining turli amaliy masalalarini hal etishda katta ahamiyatga ega
boTishiga sabab bo'ladi, jumladan, uning elektrotexnikadagi tatbigida bu
imkoniyat muhim rol o'ynaydi, chunki u yerda ishlatiladigan mantiqgiy
ifodalarda fagat uchta v. n, — belgi qatnashadi. Bundan tashgari,
mantigiy xulosalarnitig gonuniyatlarini bayon etishda bu imkoniyatdan
foydalanish mumkin.

To'g'riligini chinlik jadvalidan foydalanib osongina tekshirish mumkin
bo'lgan quyidagi teng kuchliliklardan (gonunlardan) ixtiyoriy mantiqiy
ifodani kerakli koTinishga keltirishda foydalanish mumkin.

ya X = yo - (gqarama-qarshilik gonuni), (13)
vv y = ch (uchinchisini istisno qilish gonuni), (14)
yay=1y.yVvns a - (idempoteiitlik gonunlari), (15)
ya(av v) =a, xv.yav=Xx (vutilish gonunlari), (16)
Xv yo= Y. Av ch=ch. .vach= v, YAVO= VO. (17)
(1)-(17) teng kuchliliklar asosiy teng kuchliliklar deb ataladi.
4.2. Teng kuchli formulalarga doir teoremalar. Endi teng kuchli

formulalarga doir ayrim teoremalarni keltiramiz.

l1-teorema. A va B formulalar teng kuchli bo'lishi uchun A va
B formulalar teng kuchli ho 'lishi zarur vayetarli.

1sboti. Berilgan A va B formulalar uchun A = B bo'lsin. 11 holda
A va B formulalar chinlik jadvalining ixtiyoriy satrida bu fomiulalammg
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giymatlari bir xil bo'ladi. Shuning uchun A va B formulalar chinlik
jadvalmmg ixtiyoriy satrida ularning gjymatlari ham bir xildir. Demak,
A= B . Xuddi shunga o'xshash, J1 = B teng kuchlilikdan A= B teng
kuchlilik kelib chigishini ko'rsatish mumkin. m

2- teorema. A va B formulalar teng kuchli bo 'lishi uchun
A <>B formula tavtologiya bo ‘lishi zarur vayetarli.

Isboti. 1 Berilgan A va B formulalar uchun A= B bo'lsin. U
holda ekvivalensiya ta'rifiga asosan. A B formula chinlik jadvalining
barcha satrlaridagi giymatlari ch bo'ladi. Demak, A <>B formula
tavtologiyani ifodalaydi.

2. A <>B formula tavtologiya bo'lsin. U holda A <>B formula
chinlik jadvalining A 4=>B ustunidagi barcha qiymatlar ch bo'ladi.
Bundan, ekvivalensiya ta’rifiga ko'ra. chinlik jadvalining har bir satridagi
A va B formulalarga mos giymatlar bir xil, ya’ni A =B teng kuchlilik
o'rinliligi kelib chigadi. =
2 misol. De Morgan qonunlari va 2- teoremaga ko'ra
XVjoiAV va ,TAyf).tVF formulalarning har biri tavtologiyadir. B

3-teorema. Berilgan A va B formulalar uchun A <= B formula
tavtologiya bo ‘lishi uchun A <= B formula tavtologiya bo 'lishi zarur va
yetarli.

Isboti. 1 Berilgan A va B formulalar uchun A B formula
tavtologiya bo’'lsin. U holda, 2- teoremaga asosan, A =B bo'ladi.
Bundan, 1- teoremaga asosan, A =B teng kuchlilik kelib chigadi.
Demak, ekvivalensiyaning ta’rifiga asosan, Ay<H B aynan tavtologiyadir.

2. Benlgan_ A va B formulalar uchun A B tavtologiya bo’lsin.
Bundan A =B kelib chigadi va, o'z navbatida, A = B bo'ladi. Demak,
A <> B formula tavtologiyadir. m

4- teorema. Ixtiyoriyformulaning istalgan gismi o ‘rniga shu gismi
bilan teng kuchli boshga formulani qo 'yishdan hosil bo ‘lgan vangi
formula dastlabki formula bilan teng kuchlidir.

1sl)o I'i o'quvchiga havola gilinadi. H

3- misol. Xvy-—z formula berilgan bo'lsin. Bu formula
tarkibidagi x vy gismi o'rniga unga teng kuchli bo'lgan X ny formulani
go'yish natijasida wvny —» z formula hosil bo'ladi. Bu formulaga (7). (8)
va (10) teng kuchliliklarni qgo'llab, berilgan formulaga teng kuchli
XVyvVvz formulani hosil qilish mumkin. Berilgan va oxirgi
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formulalarning teng kuchliligini chinlik jadvali vositasida ham ko'rsatish
mumkin. Bu ish o'quvchiga havola gilinadi. =

Muammoli masalu wu topsliiriglar

1. (1) - (4) teng kuchlilikiarning to'g'riligini tckshiring.

2. Ikki karra inkorni o'chirish va dc Morgan gonunlarini isbotlang.
3. x >y =xn v teng kuchlilikni isbotlang.

4, (xv v—>xvYy)a v formulani soddalashtirmg.

5. X —> (v —>x) formulaning aynan chmligini isbotlang.

6. Quyidagi teng kuchliliklami isbotlang:

a) XVX=yV V; b) xv(yn:)=(tv i)n(xv:);

d) xXv xXxny)=x; e) (Xxvx)—=y (vay)vv;

f xvy)n(xvy)=x; g xv(vny) Vv y;

h) (xv V)A(rv /)=xzv \Zv VIV yl.

i)y xyv ;/ = (xv:)(yv:)(vv/)(yv/),

)X, AX, ALLAM — Y=\ >(x, >(... >(xH >))...) .
7. Quyidagi formulalarni soddalashtiring:

a) (x —=y)a (y—>r)—=(z —=x):

b)) ( Xv v—>(r—M’'v Y¥v V))A(Xv Xx —=(a —X)) —vVv,
d) XAXAX —>YAY “>Z)v Xv (YAz)v (YAZ)\

e) XA(Yvz—=>Vvz))v (YAXAy)v Xv (YAXNX).

8. Agar F aynan yolg'on formula bo'lsa, u holda
XN v —F = x —>Yy bo‘lishini isbot qiling.

9. (11) va (12) teng kuchliliklami isbotlang.

10. Barcha asosiy mantiqiy amallarni quyidagi amallar orqali
Ifodalang:

a) diz’yunksiya, kon’yunksiya va inkor;

b) kon’yunksiya va inkor;

d) diz’yunksiya va inkor;

e) implikatsiya va inkor.

11. 4- teoremani isbot qiling.

12. xv y—>r va xv yvr formulalarning teng kuchliligini chinlik

jadvali vositasida koTsating.
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Mustagqil ishlash uchun savollar

1. Asosiy teng kuchliliklar deganda nimani tushunasiz?

2. 0Oddiy algebrada ma’lum bo‘lgan ayniyatlarga o‘xshash ganday
mantiqiy teng kuchliliklarini bilasiz?

3. Mulohazalar algebrasidagi diz’yunksiyaning kon’yunksiyaga nis-
batan distributivlik xossasiga o'xshash oddiy algebrada yig‘indining ko‘-
paytirishga nisbatan distributivlik gonuni bormi?

4. Nega v , n, —i belgilar ishtirok etgan ixtiyoriy mantiqiy
ilodani (formulani) fagat v, a, —i belgilar gatnashgan teng kuchli
mantiqiy ifoda (formula) bilan almashtirish mumkin?

5. Ikki karra inkorni o‘chirish qonunini ganday isbotiash mumkin?

6. De Morgan gonunlarini bilasizmi?

7. Nima uchun mulohazalar algebrasining ixtiyoriy mantiqiy ifoda-
sini unga teng kuchli va tarkibida mantiqiy amal belgisi sifatida faqatgina
Sheffer shtrixi bo‘lgan mantiqiy ifoda bilan almashtirish mumkin?

8. Qarama-qarshilik, uchinchisini istisno qilish, va yutilish gonun-
larini isbotlay olasizmi?

9. Teng kuchli formulalarga doir teoremalarning isbotlarini bila-
sizmi?

3.5.Formulalarning normal shakllari

Tavtologiya. Aynan yolg ‘onformula. Elementar kon *yunksiya va cliz "vunksiyalar.
KNSh. DNSh. Kon *vunktiv va diz 'yunktiv hadlar.

3.5.1. Elementar kon’yunksiya va elementar diz’yunksiya tushun-
chalari. Turli amaliy masalalarni yechishda mantiq algebrasining ahami-
yati kattadir. Jumladan, kontakt va rele-kontaktli sxemalar bilan bog‘liq
muammolarni hal qgilishda. diskret ravishda ish koiuvchi texnikaga oid
masalalarni hamda matematik dasturlashning turli masalalarini yechishda
mantiq algebrasi ko'p qoilaniladi. Mantiq algebrasidan foydalanib amaliy
masalalarni hal gilishda esa mantigiy formulalarning normal shakllari
deb ataluvchi yozuvlar katta ahamiyatga egadir.

Oldingi paragraflarda o‘rganilgan teng kuchliliklar yordamida zarur
almashtirishlar bajarib mulohazalar algebrasining berilgan ixtiyoriy formu-
lasini turli ko‘rinishlarda yozish mumkin. Masalan, a-"bc formulani
av be yoki (avb)(avc) ko‘rinishlarda yoza olamiz. Ushbu paragrafda
quyidagi teng kuchliliklardan foydalanib formulalarning normal shakllari
o'rganiladi:
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X1 = VYV, VV V= 1V,

X-*V=VVT, V-» Vs VI V.

ao«m [ = (OVY)n (agV M), j
V** v= (VA V)V (n \ )

VVIi'"A:]12 (iv 1)n (aVvij)

VAN (y V;)s (vn r)ViNnij)

Formulalarning normal shakllarini oTganish jarayonida (1) teng kuch-
liliklardan tashqari asosiy teng kuchliliklar gatoriga kiruvchi xv y= yvXx,
Xnl=vax, (Xvy)v: =xv (yv:), xny)nr=pagn((yn;) teng
kuchli liklai dan, ikki karra inkorni o'chirish qonunidan, yutilish
qonunlarini itbdalovcht xal.vv y) +\X va xvxa v=Xx teng kuch-
liliklardan,

AnA=A Av A=A .1a,/=A,Av] =1].

AN =7,AV]) =A AVA=./. AaA=]
teng kuchlilrklardan ham foydalanamiz.
Faraz qilaylik. <7 — eh yoki yo qgiymat gabul gqiluvchi ganda\ dir
parametr bo'lsin. Quyidagi belgilashni kiritamiz:
Xa = xct 'V Xa .
Ravshanki.

X, agar 0 =eh bo’lsa,
X. agar 0 = yo bo’lsa,

hamda fagat va fagat x = <7 bo'lgandagina .v' ch giymat qgabul qgiladi.

1- ta’'rif, Berilgan elemental' initloliuzular (o'zgaruvchilar) yoki
u/arning inkorluri kon'yunksiyalaritlan tushkil topgan formula shu
o0 zgaruvchilar elementar kon 'yunksiyasi, hu a'zgaruvchilar yoki ularning
inkorluri diz'yunksiyalariclan tashkil topgan formula esa shu o'zga-
ruvchilar elementar diz 'yunksiyasi deh ataladi.

Tabiivki, elementar kon’yunksiya (elementar diz'yunksiya) tarkibida
fagat bitta o'zgaruvchi ishtirok etishi ham mumkin. Shu sababli, bitta
(masalan, x ) o'zgaruvchining o'zi yoki uning tnkoridan iborat x yoki X
koTinishdagi ifodalar elementar kon'yunksiya ham, elementar
diz’yunksiya ham bo‘la oladi.
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Umuman olganda, berilgan n ta x[,x1,..., xn 0'zgaruvehilar elementar
kon’yunksiyasi

Y Fa P nxd T e
kolrinishdagi, bu o'zgaruvehilar elementar diz’yunksiyasi esa

Xe' v XAV mm A" 4)
ko'rinishdagi formuladir. Bu yerda O (i - 1,n ) ch yoki yo giymat gabul
giluvchi gandaydir parametmi ifodalaydi hamda «x,,x, ,...,xn 0'zgaruv-
chilar orasida bir xillari bo'lishi ham mumkin.

3.5.2. Formulaning normal shakllari. Formulaning normal shakllar
quyidagi ta’rif asosida aniglanadi.

2- ta’'rif. Berilgan formulaning konyunktiv normal shctkli det
unga teng kuchli va elementar diz 'yunksiyalarning kon yunksiyalaridan
tashkil topgan formulaga, dizyunktiv normal shakli deb esa unga teng
kuchli va elementar kon yunksiya/arning dizyunksiyalaridan tashkil
topgan formulaga aytiladi.

“Kon’yunktiv normal shakl” iborasini, gisqgacha, KNSh, “diz’yunktiv
normal shakl” iborasini esa, DNSh deb yozamiz.

(3) formula DNShning kon’yunktiv hadi, (4) formula esa KNShning
diz’yunktiv hadi deb ham yuritiladi.

1- va 2- ta’'nflarga ko'ra, teng kuchli almashtirishlar bajarib. mantic
algebrasining ixtiyoriy formulasi uchun turli KNShlar va DNShlar topilishi
mumkin.

1- misol. Distributivliik va idempotentlik qonunlariga asoslanib
Ja va(X—>z) formulaning kon’yunktiv normal shakllari, masalan,
{Xv y)n(xVz), (xvyvy)n(xv F) VvVa (ecvy)n(v:)a(:v x)
formulalar, (xv y)a (xv z) formula uchun esa diz’yunktiv normal
shakllar, masalan, xv yz va xvxzvyz formulalar bo'lishiga ishonch
hosil gilish giyin emas. m

1- teorema. Mantiq algebrasining ixtiyoriy formulasini KNShga
keltirish mumkin.

Isboti. Mantiq algebrasining ixtiyoriy formulasini tahlil qilib, agar
berilgan formula KNShda bo'Imasa. u vagtda quyidagi ikkita hollardan
biri ro'y berishini ta’kidlaymiz:

a) berilgan formuladagi elementar mulohazalar fagat -i, n va v
belgilar bilangina birlashtirilgan boMsada, »n belgilar eng so’nggi
amallarni ifodalamaydi;
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b) berilgan formula tarkibidagi elementar mulohazalar —, n va v
belgilardan tashgari —> va/yoki <- belgilar bilan ham birlashtirilgan.

a) holda, diz’yunksiyaning kon’yunksiyaga nisbatan distributivlik
xossasini tfodalovchi av (hnc)=(avh)nWmvc) teng kuchlilikdan

foydalanib, ((I)ga garang) berilgan formulani unga teng kuchli formulaga
keltiramiz.

b) holda, (1) teng kuchliliklardan foydalanib, berilgan formulaga teng
kuchli va tarkibidagi elementar muloha/.alari l'agat —, n va V belgilar
bilangina birlashtirilgan formulani hosil qgilamiz. Agar hosil gilingan
formula KNShda bo'lmasa, u vaqtda u, albatta, a) holda ifodalangan
shaklda bo'ladi. a) hoi uchun ifodalangan jarayonni chekli maria
go'llagandan so'ng (zarur bo‘lsa (2) teng kuchliliklardan ham foydalanib)
berilgan formulaga teng kuchli KNShdagi formulani hosil gilamiz. =

Teoremaning yuqorida keltirilgan isboti konstruktiv xususiyatga ega,

ya’ni bu isbotdan mantiq algebrasining berilgan formulasi uchun KNShni
hosil gilishda algoritm sifatida foydalanish mumkin.
2- misol. Ushbu ((vv vy an(xXv v))v (xn((xv v)) formulaning

biror KNShini topish talab etilgan bo'lsin. Berilgan formulani P bilan
belgilab (1) va (2) formulalardan foydalansak, quyidagilarga ega bo'lamiz:
P=FVY)AKXV V)V)A(XVV)AXV V)V XV V))—

=(XxVV)VX)N(XxVyY)VX)A
AXVVIVIXVVA(XV V)V (XVV)=
= (X VXV Y)AXVXVWAXVXVYVV)AXVXV VYV f)=
=(XVVVAP VVIAUJ VV)VAXV.) =
=(xVy)AJ AJ AJ =XVY.

Demak, P = xvy. Berilgan formulaning topilgan KNShida x va v
o'zgaruvchilarning bittagina elementar diz’yunksiyasi bor, ya’ni berilgan
formula uchun KNSh bittagina xv v diz’yunktiv haddan iboratdir. m

3- misol. O=xv v<>xny formulani KNShga keltirish
magqgsadida 2- misoldagidek ish yuritib,

Q =XV VVXAV)A(XVVVXAV)=
= ((xvv)v(x Vv)) HX wv)v(xvr)) =
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=((VvyvmnNvvyvvn((zvizvy nN(yv.zvy)) =

=VvyY)n@rvy)n(@vy)n(@vy)=(vvy)n(@vy)

teng kuchliliklarga ega bo'lamiz. Shunday qilib, (yvv)a (7vv)
formula berilgan Q formula uchun KNSh bo'lib. u ikkita ,tv y va 7vy
diz'yunktiv hadlarning kon’yunksiyasidan iboratdir. m

2- teorema. Mantiq algebrasining formulasi tavtologiya bo 'lishi
uchun uning KNShidagi barcha elementar diz'yunktiv hadlarida kamida
bittadan elementalmnulohaza o 'lining inkori bilan birga gatnashishi zarur
vayetarli.

Isboti. 1 Mantiq algebrasining P formulasi

P- Atn A2, ...n An (5)

ko'rinishda berilgan bo'lib. uning KNShidagi barcha A (/= 177)

elementar diz’yunktiv hadlarida kamida bittadan elementar mulohaza bilan
birga bu mulohazaning inkori ham gqatnashsin. Faraz gilaylik, P

formulaning At (/ = 1,77) hadida gandaydir y elementar mulohaza bilan

birga uning 7; inkori ham gatnashgan bo'lsin. U holda xXxvx =J va
JwWA =J teng kuchliliklarga asosan barcha /= 177 uchun Aj=1]

o'rinlidir. Demak. agar barcha /= 177 uchun At hadlar tarkibida kamida

bitta elementar mulohaza bilan birga bu mulohazaning inkori ham
gatnashgan bo'lsa, u holda P =J nJ n..nJ =J, yani P tavtologiya
bo'ladi.

2. Mantiq algebrasining (5) ko'rinishda ifodalangan P formulasi
tavtologiya bo'lsin. Teorema tasdig'iga teskari tasdiq o'rinli deb faraz
gilamiz. Ya’ni, P formula tarkibidagi A- (/ = 1,n) elementar diz’yunktiv
hadlardan hech bo'Imaganda bittasida hech qaysi bir elementar mulohaza
o'zining inkori bilan birga gatnashmagan bo'lsin. Berilgan P formulaning
KNShidagi hech qaysi bir elementar mulohaza o'zining inkori bilan birga
gatnashmagan biror Ar (1 </'<//) elementar diz'yunktiv hadini tahlil
gilamiz. Bu formulada hech qaysi bir elementar mulohaza o'zining inkori
bilan birga gatnashmaganligi sababli Ar formula uchun tuzilgan chinlik
jadvalining shunday satri topiladiki, unda barcha elementar mulohazalar yo
giymatga ega bo'ladi va A. formula tarkibidagi barcha diz’yunksiya
amallarini bajarish natijasi ham shu satr uchun yo bo'ladi. Shuning uchun,
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kon'yunksiya amalining ta’rifiga ko'ra, J' formula uchun tuzilgan chinlik
jadvalining o'sha satridagi giymat yo bo'ladi. Bu esa teorema isbotining "
P formula tavtologiya bo'lsin” degan shartiga ziddir. m

2- teorema berilgan formula tavtologiya yoki tavtologiya emasligini,
chinlik jadvaliga murojaat gilmasdan, aniglash imkonini beradi. Shuning
uchun 2- teorema chinlik nloinati deb yuritiladi Chinlik alomatiga ko'ra.
berilgan formulaning tavtologiya bo'lishi yoki bo'Imasligini aniglash
uchun, uni KNShga Kkeltirish kerak. Agar formulaning KNShdagi barcha
elementar dizyunksiyalar ifodasida hech bo'lmaganda bitta elementar
mulohaza o'zining inkori bilan birga gatnashgan bo'lsa, u holda bu
formula tavtologiya, aks holda esa tavtologiya emasligi aniglanadi.

4-mi sol. 2-teoremadan foydalanib XAX ->rAr va VAV A(i'At-"r)
formulalarning tavtologiya bo'lishi yoki bo'Imasligini tekslnramiz.
Berilgan formulalarni, mos ravishda, P va Q bilan belgilab, (1) va (2)
formulalardan foydalansak, quyidagi KNShlarga ega bo'lamiz:

P=XA.rvyny=xXvXxvyvy,
Q-(xv.wvyn(ranyvr)=(vwx)n(yvyvr).
Bu formulalarning KNShlarida kamida bittadan elementar mulohaza
0'zining inkori bilan birga gatnashgani uchun berilgan formulalarning har
biri tavtologiyadir. m

3- teorema. Mantiq algebrasining ixtiyoriy formulasini DNShga
keltirish mumkin.

Isboti. 1- teoremaga ko'ra mantiq algebrasining ixtiyoriy formu-

lasini gandaydir Atn A, n... 1 Am KNShga keltirish mumkin, bu yerda

A (i=1m) elementar dizyunksiyalar. Ravshanki, elementar dizyunk-

siyning inkori elementar konyunksiya bo'ladi. Shuning uchun berilgan
formulaning inkori

A.NAM..... NAl = N-v.-Kv....... v.1

DNShda bo'ladi, bunda Aj (/ = 1,m ) - elementar konyunksiyalar. m

4-teorema. Mantiq algebrasining formulasi aynan yolg ‘on bo 'lislii
uchun uning DNShdagi barcha elementar konyunktiv hadlarida kamida
bittadan elementar mulohaza o zining inkori bilan birga gatnashishi zarur
va Yetarli.

\45



Isboti. 1 Mantiq algebrasining P formulasi P = A v A, v ..v A
ko'rinishda berilgan bo'lib. Lining DNShidagi barcha A. (i="\\,n)
elementar kon’yunktiv hadlarida kamida bittadan elementar mulohaza
bilan birga bu mulohazaning inkori ham gatnashsin. Berilgan P
formulaning A. (/= \n) hadida gandaydir x; elementar mulohaza bilan
birga uning X, inkori ham qatnashgan bo'lsin deb faraz qilaylik. U holda
Xa x=J vaJ nA=1J teng kuchliliklarga asosan barcha /= \n uchun
A =J o'rinlidir. Demak, agar barcha i \n uchun A hadlar tarkibida
kamida bitta elementar mulohaza bilan birga bu mulohazaning inkori ham
gatnashgan bo'lsa, u holda P =J v .7v ..Jv =./, yani P aynan
yolg'on bo'ladi.

2. Mantiq algebrasining P formulasi aynan yolg'on bo'lsin. U hold
P formukming inkori doimo chin bo'ladi. Shuning uchun, 2- teoremaga
asosan, P formulaning KNShdagi barcha elementar diz'yunksiyalarida
kamida biitadan elementar mulohaza bilan birga uning inkori ham topiladi.
Demak, P = P t'opmulaning DNShdagi barcha kon'yunktiv hadlarida
kamida bittadan elementar mulohaza o0'zining inkori bilan birga
gatnashadi. m

4- teorema berilgan formulaning doimo yolg'on bo'lishi yoki
bo'Imasligini, chinlik jadvaliga murojaat gilmasdan, aniqglash imkonini
bergani uchun, uni yolg‘on!ik alomati deb atash mumkin.

5-mis o 1. Berilgan

p = (XA XA V)V (VAY A )V (XA VAXA;AD)
formulaning doimo yolg'on formula bo'lishini ko'rsatamiz.

Haqgigatdan ham, P formula DNShda yozilgan bo'lib, uning
tarkibidagi 1- elementar kon’yunksiya ifodasida x , 2- ifodasida y , 3-sida
esa X va r elementar mulohazalar o'zlarining inkorlari bilan birgalikda

gatnashganlari uchun, yolg'onlik alomatiga asosan, P =J .4

5 teorema. Mulohazalar algebrasining ixtiyoriy formulasi uchu
yechilish muammosi doimo ijobiv hal bo ‘ladi.

Isboti. Agar mulohazalar algebrasining berilgan formulasi KNShda
bo'lImasa, uni KNShga keltirgandan so'ng. 2- teoremaga asosan. bu
formulaning tavtologiya bo'lishi yoki bo'Imasligi anigianadi. Agar
berilgan formula tavtologiya bo'Imasa. uni DNShga Kkeltirib, 4- teorema
asosida. formulaning aynan yolg'on bo'lishi yoki bo'lmasligi anigianadi.
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Agar tekshirilayotgan formula doimo chin va doimo yolg‘on bo‘lish
shartlarini ganoatlantirmasa, u holda u bajariluvchi formula bo‘ladi.
Demak. mulohazalar algebrasining berilgan formulasi tavtologiya, aynan
yolg'on yoki bajariluvchi formula bo'hshini chekli sondagi gadamlar
jaravonida aniglash mumkin. Shuning uchun mulohazalar algebrasining
ixtiyoriy formulasi uchun yechilish muammosi doimo ijobiy hal bo'ladi. n

Muummoli uni'a/it i ntopshiriglur

1. Quyidagi formulalarning har biri uchun kamida ikkitadan KNSh
va DNSh toping:
a)av(hvc—avh); b).v—=rvazv >rr;

d (v y) =(XNny)Vv y; e) N(v<=>y),

Hh(n<sr)—=(v—r)—(vvynz);

h) (vv Yyn(yv:)n(Gv/Hn(v.v).

2. Chinlik aiomatini qo'‘llab ushbu bobning 3- paragralidagi |-
topshirigda ifodalangan formulalardan qaysilari tavtologiya bo'lishim
aniglang.

3. Yolg'onlik aiomatini go'llab ushbu bobning 3- paragralidagi I-
topshiriqda ifodalangan formulalardan qaysilari aynan yolg'on bo'lishini
aniglang.

4. Chinlik va yolg'onlik alomatlaridan foydalanib ushbu bobning 3-
paragrafidagi 3-topshirigni bajaring.

Mustaqil ishhish uchun savollar

1. Formulalarning normal shakllarint o'rganish jarayonida qgaysi teng
kuchliliklardan foydalaniladi?

2. Elementar kon’yunksiya \a elementar diz’yunksiya deganda
mmani tushunasiz?

3. Formulaning kon’yunktiv normal shakli bilan uning diz'yunktiv
normal shakli tushunehalari orasida ganday o'xshashlik va farq bor?

4. DNShning kon’yunktiv hadi ifodasida bir xil o'zgaruvehilar
bo'lishi mumkinmi?

5. KNShning diz’yunktiv hadi ganday aniglanadi?

6. Mantig algebrasining berilgan formulasi KNShga qanday
keltiriladi?

7. Mantiq algebrasining formulasi tavtologiya bo'lishi uchun gaiulav
/.arur va vetarli shartlar bor?
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8. Mantiq algebrasining ganday formulasini DNShga keitirish
mumkin?

9. Mantiq algebrasining lormulasi doimo yolg'on bo'lishi uchun
ganday zarur va yetarli shartlar bor?

10. Yechilish muammosi ganday shartlarda ijobiy hal bo'ladi?

3.6. Formulalarning mukammal normal shakliari

Tavtologiya. Aynan yolg ‘onformula. Elementar kon 'yanksiya va
cliz 'yunksiyalar. KNSh. DNSh. Kon yunktiv va diz 'yunktiv hadlar. To'g'ri va to ‘lie/
elementar kon yunksiya va diz 'yunksiyalar. MKNSh. MDNSh. Formulani
MKNShga, MDNShga keitirish algoritmi. to'lig MK.XSh va MDNSh.

3.6.1. To'g'ri va to'lig elementar kon'yunksiva va diz’yunksiyalar.
Yugonda teng kuchli almashtirishlar bajarib. mantiq algebrasining
berilgan formulasi uchun turli KNShlar va DNShlar topish mumkinligi
hagida ma’lumot berilgan edi. Formulalar uchun turli KNShlar va
DNShlar orasida muayyan shartlarni ganoatlantiradiganlari muhiin
hisoblanadi. Quyida shunday shakllar o'rganiladi.

1- ta’'rif. Agar elementar kon'yunksiva (dizyunksiya) ifodasida
ishtirok etuvchi har bir elementar mulohaza shu ifodada fagat bir marta
itchrasa, u holda bu ifoda to‘g ‘ri elementar konyunksiya (dizyunksiya)
deb ataladi.

1- misol. Berilgan avhvc va avdv f elementar diz'yunk-
siyalar to‘g'ri elementar diz’yunksiyalar, abdc va decb elementar koiv-
yunksiyalar esa to'g'ri elementar kon’yunksiyalardir. Lekin, av yv its/c
va uvtivevn elementar diz’yunksiyalar ifodasida wn elementar
mulohaza bir martadan ortig qatnashganligi sababli, ularning hech biri
to‘g'ri elementar diz’yunksiya bo‘la olmaydi. x2 elementar mulohaza
X, XX X2 va X2x-x2x.,x6 elementar kon’yunksiyalar tarkibida bir martadan
ortig gatnashganligi sababli, bu ifodalarning hech gaysisi to'g'ri elementar
kon’yunksiya bo‘la olmaydi. m

2- ta’'rif. Agar berilgan elementar mulohazalarning har biri
elementar kon 'yunksiya (diz 'yunksiya) ifodasida fagat bir matra
gatnashsa, bu ifoda shu elementar mulohazalarga nisbatan to'liq
elementar kon ‘yunksiya <dizyunksiya) deb ataladi.

2- misol. Ushbu Xx,x2x3. X,XXX2X3 va Xx,x3x3x2 elementar
kon’yunksiyalarning hech qaysi biri x,,X,,x3,x4 elementar mulohazalarga
nisbatan to'liq elementar kon’yunksiya emas, lekin ularning birinchisi
X,,X2,x3 elementar mulohazalarga nisbatan, oxirgisi esa Xx,,X2,X,,X,
elementar mulohazalarga nisbatan to'lig elementar kon’yunksiyadir.

19S



Berilgan avbvdvc elementar diz'yunksiya a,b,c,d elementar
mulohazalarga nisbatan to"lig elementar diz’yunksiyadir, i, vx4vi,
elementar diz’yunksiya esa xp X,,X., elementar mulohazalarga nisbatan
to‘lig elementar diz’yunksiya bo'lsa-da, u x,,x,,X,,x4 elementar
mulohazalarga nisbatan to‘lig elemental diz’yunksiya bo'la olmaydi. n

3- ta’'rif. Agar formulaning KNSIlii (I)NShi) ifodasida bir xil
elementar diz'yunksiyalar (konyunksiyalar) bo'Imasa \a barcha elemen-
tar dizyunksiyalar (kon yunksiyalar) to'g'ri hamda ifodada gatnashuvchi
barcha elemental" mulohazalarga nisbatan to ‘lig bo 'lsa. n holda bu ifoda
mukammal konyunktiv normal sliakl (mukammal diz'yunktiv normal
shakl) deb ataladi.1

4- ta' rif. Berilgan xp x7,...,xa elementar mulohazalarga nisbatan
formulaning MKNShidagi har bir x°* v v eeev X" had diz'yunktiv
konstituyent, uning MDNShidagi har bir x°* a.v a...ax"" had esa
kon 'yunktiv konstituyent deb ataladi.

4- ta’rifda yerda (J/ (i —\n) ch yoki yo giymat gabul giluvchi para-
metrni ilodalaydi va gr,mcu,....n- o'zgaruvehilar orasida bir xillari yo'q.

3- misol. Tarkibida fagat bitta asosiy mantiqiy amal gatnashgan
formulalarning mukammal normal shakllari (MKNShlari va MDNShlari)
1-jadvalda keltirilgan.

Yuqoridagi tasdigning to’g'riligini tekshirish o'quvchiga havola
gilinadi.

1- jadvaldan ko'rinib turubdiki, X formulaning MKNShi ham,
MDNShi ham uning o'zidan iborat; X ny formulaning MKNShida uchta
(xvj/', Xvy va xvy) diz’'yunktiv konstituyentlar bor, uning MDNShi
esa bitta kon’yunktiv konstituyentdan (shu formulaning o'zidan) iborat; va
hokazo. m

/- jadval
Amal MKNSh MDNSh
X X X
XNV (xVv)AKXVI)a(XVI) XAV
XV'y XVy fXA VIVI.YA V)V( VA Vi
X —=V XVy (VA V)V (XA V)V(XAI")
X v (xvy) A(Xxvy) (xa v)v (i ATr)

"Mukammal kon'yunktiv normal shakl” iborasini, gisqacha, MKNSh, “mukammal di/*vunklu
normal sliakl” iborasini esa. MDNSh deb yo/amiz.
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1- teorema. Elementalmmulohazalarning tavtologiyadan farg|
ixtiyoriyformulasini MKNShga keitirish mumkin.

Teoremaning quyidagi konstruktiv isboti tavtologiyadan fargli
ixtiyoriy mantigiy formulani MKNShga Kkeitirish algoritmi sifatida
ishlatilishi mumkin.

1 Berilgan formulani KNShga keltiramiz.

Buning uchun formulani fagat kon'yunksiva, diz’yunksiya va inkor
mantigiy amallari orqali ifodalaymiz (bunda inkor amali faqatgina
o'zgaruvchilarga nisbatan qo'llanilgan bo'lishi kerak). Formulani KNShga
keitirish jarayonida, vaziyatga qarab. zarur qoida va gonunlardan
foydalangan holda mumkin bo'lgan soddalashtirishlarni bajaramiz.

2. Agar KNSh ifodasida bittadan kolp bir xil elementar diz'yunksiyalar
topilsa, u holda An A= A teng kuchlilikdan foydalanib, ulardan fagat
bittasini berilgan formulaning ifodasida qoldiramiz.

3. Agar KNSh ifodasidagi barcha elementar diz’yunksiyalar to'g'ri
elementar diz’yunksiyalar bo'lsa, u holda algoritmning 4- bandiga o'tamiz,
aks holda barcha elemental' diz’yunksiyalami to'g'ri elementar
diz'yunksiyalarga aylantiramiz.

Buning uchun, vaziyatga qarab, quyidagi ikki jarayon qo'llanilishi
mumkin:

a) agar biror elementar diz'yunksiya ifodasida birorta o'zgaruvchi
o'zining inkori bilan birgalikda gatnashgan bo'lsa, u holda .tv.r =J ,
AalJ=A va JnA=A teng kuchliliklarga asosan bu elementar
kon’yunksiyani KNSh ifodasidan olib tashlaymiz;

b) agar gqandaydir elementar diz’yunksiya ifodasida biror o'zgaruvchi
bir necha marta gatnashgan (barcha hollarda yo inkor ishorasi ostida yoki
barcha hollarda inkor ishorasi ostida emas) bo'lsa, u holda y v y = jc teng
kuchlilikka asosan ulardan fagatgina bittasini elementar diz’yunksiya
ifodasida goldiramiz.

Natijada, barcha elementar diz’yunksiyalar to'g'ri elementar
diz’yunksiyalarga aylanadi.

4. Agar KNSh ifodasidagi barcha elementar diz’yunksiyalar to'liq
elementar diz’yunksiyalar bo'lsa, u holda algoritmning 6- bandiga o'tamiz,
aks holda barcha elementar diz’yunksivalarni to'lig elementar
diz'yunksiyalarga aylantiramiz.  Agar KNShdagi biror elementar
diz'yunksiya to'lig elementar diz’yunksiya bo'lmasa, ya'ni biror
diz'yunktiv had ifodasidagi elementar mulohazalardan ba’zilari (yoki
ularning inkorlari) topilmasa, u holda bunday elementar diz’yunksiyani
quyidagi usul yordamida to'liq elementar diz’yunksiya holiga keltiramiz.
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Masalan, tarkibida a,b,t\...,u, v....r elementar mulohazalar ishtirok
etgan, tavtologiyadan fargli, F =avbvrv..vuv vv ..vz elementar
diz’yunksiya ifodasida fagat v o'zgaruvchi yoki uning inkori X yo'q deb
l'araz gilavlik. 1! holda \nv=. va .1v ./ = A teng kuchliliklardan
foydalanib F  elementar diz'yunksiyani ikkita to'lig elementar
diz’yunksiyalar kon'yunksiyasiga keltiramiz:

F=(avhvcv..vuv fv..vr)v(vnv) =
= (/v bvcy .viiv vv rv ..v 2)a
AC«v/Zivfv, . vi;v.vvrv, .v;).

Agar biror elementar diz'yunksiya ifodasida /;/ta o'zgaruvchilar
gatnashmayotgan boisa, u holda bu jarayonni har bir o'zgaruvchi uchun
(ya'ni, ill marta) voki mta o'zgaruvchilar uchun birdaniga qo'llash
natijasida bitta to'liq bo'Imagan elementar diz’yunksiya o'rnida unga teng
kuchli 2™ta to'lig elementar diz'yunksiyalar kon’yunksiyalariga ega
bo'lamiz.

5. Agar 4- band bajarilishi natijasida KNSh ifodasida bir xil elementar
diz'yunksiyalar paydo bo'lsa, u holda algoritmning 2- bandiga o'tamiz.

6. Algoritm tugadi.

Demak, formulani MKNShga keitirish algoritmini qo'llash natijasida
berilgan KNSh ifodasida bir xil elementar diz’yunksiyalar gatnashmaydi
va barcha elementar diz'yunksiyalar to'g'ri va to'liq bo'ladi. 1- ta’rifga
asosan bunday KNSh MKNShdir. m

4- misol. Formulani MKNShga Kkeitirish algoritmidan foydalanib
Y, v, 3 va un elementar mulohazalarning A= (y »X) A(y = V) A
A(z<*u) formulasini MKNShga keltiramiz. Dastlab. algoritmning 1-
bandiga ko‘ra, berilgan A formulani KNShga keltiramiz. Buning uchun.
avwalo. ab =avb va a<sb=(avb)a(c/vb) teng kuchli-

liklardan foydalanib A formulani fagat kon’yunksiya. diz’yunksiya va
inkor mantiqiy amallari orqali ifodaiavmiz:
A=yv vin(vvTnsv/Hn(vIn).
Hosil bo'lgan formulaga X = _v teng kuchlilikni go'llasak. A formula
(vv.ya(vv v)yn(5vmu)a (zv 17) KNShga keladi.
KNSh ifodasida barcha elementar diz’yunksiyalar turlicha bo'lganligi
sababli algoritmning 2- bandini bajarishga hojat yo'q.
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KNSh ifodasidagi 1-va 2- elementar diz’yunksiyaiar to'g'ri elementar
diz’yunksiyaiar bo'Imaganligi uchun algoritmning 3- bandida ifodalangan
jarayonlarni bajarishga o'tamiz. KNSh ifodasidagi hech gaysi elementar
diz’yunksiya ifodasida birorta ham o'zgaruvchi o'zining inkori bilan
birgalikda gatnashmaganligi sababli 3- banddagi a) hoi bu yerda ro'y
bermaydi. KNSh ifodasidagi 1- elementar diz’yunksiyada x, 2- elementar
diz’yunksiyada esa y ikki marta gatnashgani uchun b) holda bavon qi-
lingandek ish yuritib. A formula uchun barcha elementar diz'yunksiyalari
to‘g‘ri elementar diz’yunksiyalardan iborat xn7n(zvwnn(zvil)
KNShni hosil gilamiz. Ushbu bobning 5- paragrafidagi 2- teoremaga
asosan, A formula tavtologiya emas.

Algoritmning 4- bandini bajaramiz. Ko'rinib turibdiki, KNShdagi 1-
elementar diz’yunksiyada v, r va it , 2- elementar diz’yunksiyada x, r
va U, 3- va 4- elementar diz’yunksiyalarda esa X va v o'zgaruvehilar
yoki ularning inkorlari yo'q. Shularni e’tiborga olib. KNSh ifodasidagi
to'rtala elementar diz’yunksiyalarni to'lig elementar diz’yunksiyalar
shakliga keltirish magsadida 4- bandda ifodalangan jarayonni go'llaymiz.
Natijada 1- elementar diz’yunksiya (X ) uchun

X=XV(¥A7)=(VV V)OI (XV7)-=
S((xvy)v GAS)N((xvy)v(znr) =
= (xVYyV2Z)A XV VV5)A (XV VV:I)A (xVYy Vz)=
= ((xVvrv;)Vv (UAJT)A ((XV vV Z)V (A U)A
A(XVvYVI)YV{na/T))a ((xVyVz)Vv (Uau))=
=(xvvv:ivmnxvvv:v/7)n
AXVYVZVI)AXVyYyvzvii)a
AXVYVIEVU A XV VVZVI/T)a
A(XVYVZVI)a xvyvZv T,
2- elementar diz'yunksiya (y )uchunl

Y=(XVVVIVUNU)A(XV7IVIVMUN)A
N(XVyVZVIt)n (xvyVzVii)a
A(TVYVZIVWA((TVTIVZVN)A

1 Bu yerda va keyingi elementar diz'yunksiyalar uchun oralik teng kuchliliklarni tushirib
qoldirdik.



N(XV VVZVI)N(XV VVvzZvV»),

3- elemental” diz’yunksiya (:v//| uchun
Zvu=(Xv i'’vivh)a (yvrv:v /)n
n(yv rv:v«)A(.vvvv:vi/)

va 4- elementar diz'yunksiya (z v // ) uchun

ViT-=(yVv i-v:v/7)a (yv rv Zzv T)a
a(.vv imw ;v /)n(\v rvzvT
teng kuchliliklarga ega. bo'lamiz.

Topilgan barcha KNShlar r, v, z va ii elementar mulohazalarga
nisbatan to'lig KNShlardir. Bu KNShlarni o'zaro solishtirib, ularning
tarkibida bir xil elementar diz’yunksiyalar bor (masalan. |- va 2-
KNShlardagi Xvyvzvu elementar diz’yunksiya) bo'lgan vaziyat ro'y
berganligini aniglaymiz. Shuning uchun, algoritmning 5- bandi
boshqgarishni uning 2- bandiga o'tkazadi.

Algoritmning 2- bandini bajarib. A formula uchun

YV VW ZVIDA(YVYVZVTHA(XVYV:vk)a
a(vvvvzvT7ha (yvyvzva)n(yvvvzvihn
N(XVVVZVK)A(TVYyVZVTH)A @V VVZVTHA
AXVVVZVUA(YVVVZV/NAQVyVZVTHA

A(YV VVZVIHA(XVYVZVT)
KNSh ifodasiga ega bo'lamiz.

Algoritmning 3- bandi boshgarishni uning 4- bandiga, 4- bandi esa 6-
bandiga o'tkazadi, chunki oxirgi KNSh ifodasidagi barcha elementar
diz’yunksiyalar to'g'ri va to'lig elementar diz’yunksiyalardir. Sunday
gilib, berilgan A formula uchun oxirgi formula MKNShdir. m

Ravshanki, agar formulaning MKNShi tarkibida gatnashuvchi barcha
ifodalardagi n belgi o'rniga v belgi va, aksincha, v o'rniga n qo'yilsa,
u holda MDNSh hosil bo'ladi. Xuddi shuningdek, agar formulaning
MDNShi tarkibida gatnashuvchi barcha ifodalarda shunday o'zgartirishlar
bajarilsa, u holda MKNSh hosil bo'ladi.

2- teorema. Elemental' mulohazalarning aynan yo/g ‘on bo 1magar
ixtiyoriyformulasini MDNShga keitirish mumkin.

Isboti. Elementar mulohazalarning aynan yolg'on Jormulasidan
fargli berilgan formulasini A bilan belgilab, avvalo, A formulani
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MKNShga keltiramiz. A = A ieng kuchlilikdan foydalanib, A for-
mulaning MKNShi tarkibida qatnashuvchi barcha ifodalardagi n belgi
o'rniga v belgi va. aksincha. v o'rniga = hamda elementar mulohazalar
oiinlariga mos ravishda ularning inkorlari, va. aksincha, elementar
mulohazalarning inkorlari oiinlariga mos ravishda ularning o'/lari
go'yilsa, u holda A formulaning MDNShi hosil boiadi. m
5- misol. 2- teoremadan foydalanib, 4- misolda MKNShi topilgan

A= (X—>wv)n (vi—>v)n(r <->un) formulani MDNShga Kkeltiramiz.
Ushbu bobning 5- paragrafidagi 4- teoremaga asoslanib, berilgan A

formulaning doimo yolg'on emasligiga ishonch hosil gilish giyin emas.
Avvalo mantigiy formulani MKNShga Kkeltirish algoritmidan foydalanib

A =X —=x)n((y —=y) n(z <=it) formulani MKNShga keltiramiz:

A=x—=>XV)—yVz<>U=XXVyyv ZUVIII =
SVVYVzuVvzu=(XVVV:Vzu){XxV VvVvuyVvzu)=
=(ivijiv:vz)(Jvvv-Vvi/)XVv Vvv;VH)(.rv rv«v«] =
=(xXvrv,/)(.WVv VV:iVvUnN)(Xw v :vn)Yxvyv.J) =
=(xvyv:vu)(Xv vv:v /7).

i formulaning topilgan MKNShi tarkibida gatnashgan barcha -
belgilar o'rniga v belgi va, aksincha, v o'rniga a hamda y, z va n
elementar mulohazalar oiinlariga mos ravishda y, z va Ti, shunga
o'xshash, x, z va wn inkorlar oiinlariga mos ravishda x, v, z va u
go'yilsa, u holda A formulaning MDNShi XyzuvXxyzu hosil bo'ladi. =

5 ta’rif'. Agar formulaning MKNShi (MDNShi) ifodasida
gatnashuvchi barcha elementar mulohazcdardan tuzish mumkin ho ‘lgan
barcha elementar dizyunksiyaiar (konyunksiyalar) shu ifodada ishtirok
ctsu, 1 holda bunday MKNSh (MDNSh) to'liq MKNSh (MDNSh) deh
ataladi.

6- misol. Ushbu (xv v)(xv v)(xv v) formula x va y elemen-
tar mulohazalarga nisbatan MKNShda bolsada, u toiig MKNShda emas.
X va Yy elementar mulohazalarga nisbatan toiiq MKNShi ifodasi
(xXv V)(xv v)(Xv Vv)(Xv v) ko'rinishga ega.

MDNShdagi xrz v xyzv xXyzv xyz formula x. v va z elementar
mulohazalarga nisbatan to’lig MDNShda emas, lekin xyz V xyz V xvz V
YXxyz Vx yz Mxyz ¥ xyz Vx yz formula bu elementar mulohazalarga
nisbatan toiiq MDNShdagi formuladir. m
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Muammoli masala va topshiriglar

1. 3- misoldagi teng kuchlilikiarning to'g'riligini tekshiring.

2. Ushbu bobning 5- paragrafidagi |- topshirigda ifodalangan
formulalarning har bin uchun MKNSh va MDNShini toping.

3. Quyidagi formulalarning har biri uchun MKNSh va MDNShini
toping:

a) a(/)c —c/N); b)) v—M- ; d)(\ 1) —=.wv Vv,
e) v r): f) (a —>»h) >»((/>></), pi Jvvi]<-> vr;
h) (ah —=he)— (ahce<>a): i)(</—/>)—>(Jle — ac );

J) ((xa v)4(;vx))e](.vv VH(:AX)).

Mustaqi! isltlasli uchun savollar

1 To'g'ri elementar kon’yunksiya va to'g'ri elementar diz’yunksiya
deganda nimalami tushunasiz'?

2. Berilgan elementar kon’yunksiya (diz’yunksiya) to'liq elementar
kon’yunksiya (diz’yunksiya) bo'lishi uchun ganday shartlar bajarilishi
kerak9

3. Formulaning mukammal kon’yunktiv normal shakli deganda
nimani tushunasiz?

4. Formulaning diz'yunktiv normal shakli bilan uning mukammal
diz’yunktiv normal shakli orasida ganday farq bor?

5. Qanday vaziyatda mantigiy formulani MKNShga keitirish
algoritmini qo'llash mumkin?

6. Formulani MKNShga Kkeitirish jarayonida agar gandaydir ele-
mentar diz’yunksiya ifodasida biror o'zgaruvchi bir necha marta
gatnashgan (barcha hollarda yo inkor ishorasi ostida yoki barcha hollarda
inkor ishorasi ostida emas) bo'lsa. u holda nima gilinadi?

7. Formulani MKNShga keitirish jarayonida agar elementar diz’-
yunksiya ifodasida biror o'zgaruvchi yoki uning inkori topilmasa, u holda
bu o'zgaruvchini formulaning tarkibiga ganday gilib kiritish mumkin?

8. Nima uchun formulani MKNShga keitirish algoritmining 3-
bandida agar KNSh ifodasidagi barcha elementar diz'yunksiyalar to'g'ri
elementar diz'yunksiyalar bo'lsa, u holda algoritmning 6- bandiga
o'tilmasdan uning 4- bandiga o'tiladi?

9. Qanday qilib berilgan formulaning inkori uchun aniglangan
MKNShdan uning MDNShi topiladi?

10. To'lig MKNSh va to'lig MDNSh deganda nimani tushunasiz?
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3.7. Formulalarni tiklash

Formula. Funksiya. Chinlikjadvali. Formulani tiklash. gatorga yoyish.
Chinlik jadvali vositasida formulaning MKNShini (MDNShini) topish. n ta
0 'zgantvchili formulalar va elementar kon yunksiyalar soni.

3.7.1. Chinlik jadvali asosida formulalarni tiklash. Ushbu bobning
1- paragrafida chinlik jadvali tushunchasi o'rganilgan edi. Mantiq
algebrasining berilgan ixtiyoriy formulasi uchun chinlik jadvali tuzish
mumkinligini  ta’kidlab, ushbu paragrafda teskari masala bilan
shug'ullanamiz, ya’ni berilgan chinlik jadvaliga asoslanib formulani
topishni  (tiklashni) o'rganamiz. Shuni ham ta'kidlash kerakki, bu
masalaning yechimi, topilishi kerak bo'lgan formulaga qo'yilgan
shartlarga bog'liq ravishda, turlicha bo'lishi mumkin. Aniglik uchun,
dastlab, MDNShdagi formula tiklanishi kerak deb shart go'yamiz.

Ravshanki, agar berilgan chinlik jadvali tarkibida ishtirok etayotgan
elementar mulohazalar /7 ta bo'lsa, u holda izlanayotgan formula tarkibida
o'sha elementar mulohazalar gatnashishlari shart .

Bundan buyon, agar gandaydir F formula tarkibida x,,n%,...,n'( ele-

mentar mulohazalar gatnashsa, ya’'ni F formula o'zgaruv-
chilarga bog'lig bo‘lsa, u holda uni F(xI,x2,...,x);) ko'rinishda ham
yozamiz. Bundan tashgari, F(xt,x-,,...,xn) formulani xl,x1,...,xii o'zga-
ruvchilar funksiyasi”, o'zgaruvchilarni esa argumentlar deb ham
yuritamiz.

rt= 1 bo'lganda chinlik jadvaliga asoslanib formulani tiklash masalasi
trivialdir. Shuning uchun, dastlab, /7= 2 bo'lgan holda berilgan chinlik
jadvaliga asoslanib formulani tiklashni o'rganamiz. Tiklanayotgan formula
tarkibida X va y elementar mulohazalar gatnashayotgan bo'lsin.

|- jadval
AV r \Y; r F. £
@ 0 1 1 0 0 @ i
n 1 1 0 0 7] i 0
1 ] 0 1 Il | 0 "
1 1 0 I i " 0 "

Agar topilgan loimukmi soddalashtirish imkoniyati bo'lsa, u holda bu elementar
mulohazalardan ba’zilari (bulki, ularning barchasi) formula soddalashgandan so‘ng, uning
tarkibida ishtirok etmasliklari ham mumkm.

Ushbu bobning 9- paragrafida funksiya tushunchasi chuqurroq o'rganiladi.
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O'zgaruvchilar soni /7= 2 boiganda berilgan chinlik jadvalidagi
giymatlar satrlari 2 =2°‘ =4ta bo'ladi. Shuning uchun bu jadvalning
giymatlari turlicha bo'lgan barcha ustunlari 2 1= 16 tadir.

Agar chinlik jadvalidagi qandavdir ustuuning barcha satrlarida yo
giymatlar joylashgan bo'lsa (bunday ustun bitta: = 1), u holda bu
ustunga mos formula aynan yolg'on bo'ladi. Qolgan 15ta ustunlarga mos
formulalarni (ikki argumentli funksiyalarni) N\=/-"(v.v), /=1, 15, deb
belgilaymiz.

Dastlab, chinlik jadvalining uchta satrida O va bitta satrida 1 giymatga
ega ustunlarini (bunday ustunlar Cj = 4ta) qarab chigamiz (1- jadvalga
garang). 1-jadvalga mos Ft, /—1 4, formulalarni MDNShdagi formula
sifatida tiklaymiz.

1- jadvaldagi hx, /%. F, va /e, ustunlammg. mos ravishda. 4-, 3-, 2
va 1- satrlarida 1 giymat va golgan satrlarida O giymat joylashgani sababli,
ularni Ifodalovchi fonnulalarda kon'yunksiva qatuasluslu tabiiydir:

F-xy.I' Ny I N /vl
Demak, p., /=1,4. ixuunblaimujmliii bin ikki o'zgaruvchili

kon'yunktiv konstituyentlardan iborat.
hndi /T va v elementar muloha/alat i]aluasligan chinlik jadvalining
ikki satrida O giymat va ikki satrida | giymat unlashgan bo'lsin. Chinlik
jadvalining bunday shartni ganoatlantirmchi ustunlari C] = 6ta bo'ladi
(2- jadvalga qarang). 2- jadvalga mos /,. /—5, 10, formulalarni
MDNShdagi formulalar sifatida topamiz.
2-jadval

7
7
T
~
M

/e F,  /en

i 1
o ; o 0 0 0 1 ( n i | 1
A " 0 1 0 a i " 0 1
i " " [ 0 a I n 1t 0
(R o @ I 0 1 01 @
2- jadvaldan ko'rinib turibdiki, /. /=5,10, formulalarning har

birini, tarkibida X va v elementar mulohazalar gatnashgan Fn /= 1,4,
kon’yunktiv konstituyentlar juftlari diz’yunksiyasi sifatida ifodalash
mumkin:
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F =F]Jv F, =xvvxv, Fb=FtXF}=xyv xy .
F1-=mF2v f+ s atv Xy, FH=Ftv FA=Xxyv x v,
F,=F, vFA=xvv Xxy, Fl0O=Fjv F4=xvvVv X V.

Chinlik jadvalining bitta satrida O va uchta satrida 1 joylashgan
ustunlari C\.= 4ta (3-jadvalga garang) b olgani uchun, bu ustunlarga mos
keluvchi MDNShga ega Ft, /=11,14, formulalarni tiklaymiz. Bu
formulalarni, F, /=1, 4, kon'yunktiv konstituyentlardan uchtadan olib,
ularning diz’yunksiyalari sifatida ifodalash mumkin. Agar chinlik
jadvalidagi gandaydir ustunning barcha satrlarida 1 giymat joylashgan
bo‘lsa (bunday ustun bitta, chunk) C4 = 1), u holda bu ustunga mos

3-jadval
X v F F Fu Fn ~3 F 4
0 0 0 0 0 1 0 1 1 i
0 1 0 0 1 0 1 0 1 |
1 0 0 1 0 0 1 1 0 1
1 1 1 0 0 0 1 1 1 10

Fu = Ftv F2v F3= xvVv XV Vv XV,
F,,=F, vF, vF4s rvv Xvv X v,
Fx s Fjv F,vF4=xvv Xvv.vv,
FiA=F,vF vF4=XvV XyV X V.

formula (Fb-) tavtologiya boiadi. FIb formula Fx, F,, F va F4

kon’yunktiv konstituyentlar diz’yunksiyalari sifatida ifodalanishi mumkin:
Fi5=F vF2v F,v F4=XxvVv tvVv XVV X V.

Bu formula ikki elementar mulohazali toiig MDNShdan iborat.

Shunday qilib, ikkita elementar mulohaza uchun berilgan chinlik
jadvallari asosida MDNShdagi mos formulalarni topish masalasi hal
gilindi.

Ikkita elementar mulohaza uchun berilgan chinlik jadvallari asosida
MKNShdagi mos formulalarni topish masalasini hal gilish o'quvchiga
havola qilinadil

1Bu ishni chinlik jadvalidagi barcha satrlarida 1 giymatlar joylashgan ustunni tahlil gilishdan

boshlash tavsiva qgilinadi.
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Endi tarkibida uchta (n=3), masalan, X, y va z elementar
mulohazalar ishtirok etgan chinlik jadvali asosida mos formulalarini topish
masalasini hal qilish bilan shug'ullanamiz. Bu yerda ham MDNShdagi
formulalar tiklanishi kerak deb shart go'yamiz.

n =3 boiganda berilgan chinlik jadvalidagi giymatlar satrlari
2" = 23=8ta bo'lgani uchun, bu jadvalning giymatlari turlicha bo'lgan
barcha ustunlari 2: = 21 = 2s= 256 tadir. /7= 3 bo'lganda ham, chinlik
jadvalidagi gandaydir ustunning barcha satrlarida fagat O giymat joylashsa
(bunday ustun bitta: C*1= 1), bu ustunga mos formula aynan yolg'on
bo'ladi. Qolgan 255 ta ustunga mos formulalarni (uch argumentli
funksiyalarni) G, = G,(Xx,Vv). i =1 255, deb belgilaymiz.

Dastlab, chinlik jadvalining yettita satrida O va bitta satrida 1 giymatga
ega ustunlarini (bunday ustunlar C|]_=8ta) garab chigamiz (4-jadvalga
garang). 4-jadvalga mos G,. /=1 8, formulalarni MDNShdagi formula
sifatida tiklaymiz.

4- jadvaldagi Gj (/= 1 8) ustunning (9 - /)- satrida 1 giymat va qol-
gan satrlarida O giymat joylashgani uchun, bu ustunni ifodalovchi formula
uch o'zgamvchili kon'yunktiv konstituyent sifatida ifodalanishi tabiiydir:

G, =xyz, G: =xyz, G, =xyz, G4=xyz,

G5=viz, Gh=viz, G7=xyz, Gs= Xyz.

4-jadval
X V. .z x y 2 G, (t G G cs
0O O 0 1 1 1 0 1 a@a a a o o 1
0O O 1 ] 1 @ 0] ) Il 2 np O 1 0
0 1 0 1 0 1 0 a D 0O ¢ 1 o0 )
0 1 1 1 0 0 0] | e O 1 0 0 o
1 0 0 0 1 1 0 @ 0] 1 0 0 0 o
1 0 1 0 1 0 » ¢ A 0 0 0 0
1 1 0 0 0 1 a 1 )] 0 0 0 0 0
! ] 1 0 0 0 1 a 0 0O 0 o 0 o

Tarkibida X, y va z o'zgaruvchilar gatnashgan chinlik jadvalining

oltita satrida O giymat va ikkita satrida 1 giymat joylashgan bo'lsin.
Chinlik  jadvalining bunday shurtni  ganoatlantiruvchi  ustunlari
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8.7
Q = ———= 28ta bo'lishi ravshan. Bu ustunlarga mos MDNShdagi G,,
1@

/=9,36, formulalarni G,. /=1 8, kon’yunkti\. konstituyentlar juftlari
diz'yunksiyasi sifatida ifodalash mumkin:
G, =G, vG, =xyzVvar: , G =G, vG, =.vizvxyz
GNI=GTv GsS=XyzV XyzZ .

Chinlik jadvalining beshta satrida O va uchta satrida 1 joylashgan
ustunlari

876
= —1——2—52 56ta. Bu ustunlarga mos MDNShdagi G ./ = 37. 92.

formulalar
G(./=1 8, kon’yunktiv konstituyentlardan uchtadan olib, ularning

diz'yunksiyalari sifatida tiklanishi mumkin:
G,7s Gjv G, Vv G, =XyzV XyZV XYz,
G.s=G,v G2v G4=x>zv avzV xXyz,

G2=G6G6v G vG.=XyzVv XyzVv Xyz
Shunday usulda davom etib. golgan G,, /= 93, 255, formulalar G ..

/= 1 8, kon’yunktiv konstituyentlardan 4 tadan. 5 tadan, 6 tadan, 7 tadan

va 8 tadan olib, ularning diz’yunksiyalari kombinatsiyalari sifatida tikla-
nishi mumkin. Tabiiyki, chinlik jadvalidagi biror ustunning barcha satrlari-

da fagat 1 giymat joylashgan bo'lsa (bunday ustun bitta. chunki C* = 1).
bu ustunga mos formula (uni G-, deb belgilagan bo'lsak) tavtologiyadir.

(¢ formula 8ta G,. /=1,8, kon’yunktiv konstituyentlar diz’yunk-

siyalari sifatida quyidagicha to'lig MDNShda ifodalanishi mumkin.

Demak, uchta elementar mulohaza uchun ham berilgan chinlik
jadvallari asosida MDNShdagi mos formulalarni topish masalasi hal
gilindi. Shunga o'xshah, uchta elementar mulohaza uchun, berilgan chinlik
jadvali asosida MKNShga ega mos formulalarni tiklash masalasi ham hal
qilinishi mumkinl

Bu ishni ham chinlik jadvalidagi barcha satrlarida i qiymatlar joylashgan ustunni tahlil
qilishdan boshlash ma’qul.
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Yuqorida bayon qilingan wusuldan foydalanib /7ta x,,x , XN

elementar mulohazalar uchun 2" ta satrga ega chinlik jadvallari asosida

MDNSh va MDNShdagi mos formulalarni tiklash rnasalasi yechilishi
mumkin:

G =XyZV XYZV XYZV XYZV XV:V XYZV XYZV XYZ.

5- jadval
X Y A, .u' . AS
0 @ 0 1 1 il il 1
0o 4, O 1 0 o 1 1 b
l 1 ( 1 1 0 @ !
0 1 1 0 0 1 1 1
1 0 ( 1 1 0 0 7
1 0 1 0 1 0 1 1
1 1 0 1 0 1 1 0
1 1 1 0 1 1 0 1

J- misol. Berilgan 5 chinlik jadvaliga asoslanib A: = Ar(x, r,r),

/=1,5, formulalarni MDNShda yozish talab etilgan bodsin.
Izlangan formulalarni yugorida bayon etilgan usuldan foydalanib (4~
jadvalga garang) quyidagicha tiklaymiz:
A =G, vG,vG@QvGXx=Xyzvat: v XyZVv Xyz,
A2=Gxv G3v G4v GQ@v G,, = at: v.wzv at: v xvcv alr .
A3=G,vG, vG5v (/ rat:v \tv it: vJr:,
=G, vG3vG, v, =vr:v W vvr:vxiT,
As=G{v G, vG5v Gl(v Gs=at: v yi7 vxtcv Xyzv XT7- . m
2- misoi. 5 chinlik jadvaliga asoslanib .1, /= 1,5, formulalarni
MKNShda tiklash talab etilgan bo’lsin. Dastlab, 6- chinlik jadvalini tuza-
miz. 6-jadvaldagi yettita satrida 1 va bitta satrida O giymatga ega ustun-

larga mos Br, i =1, 8, formulalarni MKNShdagi formula sifatida tiklay-

miz. Bu jad\aldagi B: (/= 1, 8) ustunning /- satrida O giymat va golgan
satrlarida 1 giymat joylashgani uchun, bu ustunni ifodalovchi formula uch
o'zgaruvchili diz'yunktiv konstituyent sifatida ifodalanishi mumkin:
B, =xvvvr, S, =.wvv:, B, =xvyvr, B4=xvyvz,
Bs=xvrvr,Bh=xvvv:,6 Bl=xvyvz, =XV yv".



6- /1iJyil

n v - -Y y - B2 B B- Bg B2
I Il 0 1 1 1 0 1 1 1 1 1 1
I I 1 1 1 0 1 0 1 1 1 1 1
oo 0 t 0 1 1 1 1 1 1 1 1
1l 1 1 1 0 0 t 1 1 0 1 1 1 |
1 0 a 0 1 1 1 1 1 1 1 1 |
1 N 1 0 1 @ 1 1 1 1 1 1 1
1 1 0 0 0 | 1 1 1 1 1 0 1
1 1 1 0 0 1 1 1 1 1 1 i i 0

Endi An 1=1.5, formulalarni 5 chinlik jadvaliga asoslanib
MKNShdagi formula sifatida tiklash qulay:
A B nB4A Bun =

=(Yv VW )a (Yv Vvz)a (TvyvZ)a (7Tv Vv 5),
A2= B2s B4AB-= (Xv vv Z)a (XV vV Z)a (XV VvV Z),
A. =B,AB,A B, n56 =
= (iVVVz)a(xVVVz)a (.WVI'Vz)a (.VVVVz),’
/14= 40 A  AB\A =
= (YV VvV Z)A (YvYvzya (7v vvzya (7Tv vv z),"'

A-=B2a B; nBl=(vyv Vvz)a (TvyVvVZ)a (7TvyvVvz). W

3.7.2. Teng kuchlimas formulalar soni. Endi nta elements

mulohazalarning o‘zaro teng kuchlimas, ya’ni har xil formulalari sonini
topish masalasini garaymiz.

Agar berilgan formula tarkibida fagat bitta (masalan, x ) elemental
mulohaza ishtirok etsa, u holda bu formula uchun tuzilgan chinlik
jadvalining bir-biridan fargli mumkin bo'lgan giymatlar satrlari ikkita
bo'ladi. Shuning uchun /7= 1 bo'lsa jami 4 ta (Cl'+C!+C; =
= 2" =2“ = 2" )turli formulalar bor. Bitta elementar mulohaza uchun bu
4 ta turli formulalarning tavtologiya va aynan yolg'ondan farqli bo'lganlari
(ya’ni, 2 tasi) bajariladigan formulalardir. Ularni MDNShda ham
MKNShda ham, tavtologiyani MDNShda. aynan yolg'on formulani esa
MKNShda ifodalash mumkin.

O'zgaruvehilar soni /7= 2 bo'lganda chinlik jadvalidagi giymatlar
satrlari 2" =2" =4ta bo'ladi. Yuqorida garalgan chinlik jadvali asosida



fbrmuiani tiklash masalasini hal gilish jarayonida barcha mumkin bo'lgan
imkoniyatlar uchun chinlik jadvalining ustunlari tekshirilgan edi. Bu 16 ta
ustunning hech qaysi ikkitasi bir xil bo'Imaganligidan, ularga mos ikkita
formula ham o'zaro teng kuchli emas. Shuning uchun, umimiy soni
C”+C\+c; +Cj +C4 =24=2" =2 bo'lgan ikki o'zgaruvchili turli
formulalar bor.

Ikkita elementar mulohazalar uchun bu 16 ta turli formulaning tav-
tologiya va aynan yolg'ondan fargli bo'lganlan (ya'ni, 14 ta bajariladigan
formula) MDNShda ham MKNShda ham, tavtologiya MDNShda, aynan
yolg'on formula esa MKNShda il'odalanishi mumkin.

O'zgaruvchilar soni n= 3 bo'lganda ham chinlik jadvali asosida for-

mulani tiklash masalasini hal qilish jarayoniga tayanib uchta elementar
mulohazaning 256 ta teng kuchlimas formulasi borligi, 256 esa

Y,Cg =2s=2* =2" ko'rmishda il'odalanishi mumkinligini ta'kid-

laymiz.

Uchta elementar mulohaza uchun bu 256 ta turli formulaning 254 tasi
(bajariladigan formulalar) MDNShda ham, MKNShda ham, tavtologiya
MDNShda, aynan yolg'on formula esa MKNShda il'odalanishi mumkin.

Umuman olganda, matematik induksiya usulidan foydalanib (I bobga
garang) quyidagi tasdigni isbotlash mumkin.

Teorema. nta elementar mulohazalar uchun teng kuchlimas
formulalar soni 2" ga teng.

Isboti o'quvchiga havola qgilinadi.

Tarkibida n ta elementar mulohaza ishtirok etgan 2" ta turli formu-
lalardan (2" -2) tasi bajariladigan formulalardir. Ular MDNShda ham
MKNShda ham, tavtologiya MDNShda, aynan yolg'on formula esa
MKNShda il'odalanishi mumkin.

3.7.3. Formulani gatorga yovish. Yuqorida Kkeltirilgan mulohaza-
lardan nta x],x1,...,xn o'zgaruvchilarga bog'liq. aynan yolg'on bo'l-
magan ixtiyoriy A = A(x],x2,...,xii) formulani (funksiyani) MDNShda

e KV -V - -V, ) = v n'r .vv. o ...n: ()
~(CTj cr2 )=1

yozish mumkinligi kelib chigadi. (1) teng kuchlilikning o'ng tomonidagi
(tagida A((7t,(7"....(T;j)=1 yozilgan) V belgi n o'zgaruvchili
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xa'Av..x""" kon’yunktiv konstituyentlar diz’yunksiyalarini bildiradi. Bu
yerda diz'yunksiya amallari OeT, ,c\,...,crj = 1 shartni ganoatlantiruvchi
bareha kon’yunktiv konstituyentlarga nisbatan amalga oshiriladi.
(1) teng kuehlilikni quyidagicha ham yozish mumkin:
< x =" L. v )= \% ) A0}, (T....... 7. YN\ .y,

(a;.C7: e <TH#;

Bu teng kuchlilikning o‘ng tomonidagi diz'yunksiya amallari mumkin
bo'lgan barcha 2"la Xx°:x°: kon’yunktiv konstituyentlar ustida
bajarilishi ko'zda tutilsada, aslida, diz’yunksiyaiar A(cl, O\,...,.CF,) =1
shartni ganoatlantiruvchi kon’yunktiv konstituyentlarga nisbatan amalga
oshiriladi.

(1) yozuvni matematik analizdagi funksiyaning darajali qatotga
yoyilishi tushunchasiga giyoslab. ... W) formulaning (funk-
siyaning) gatorga yoyilishi deb atash mumkini

Yuqorida keltirilgan mulohazalar asosida «ta y,,.y2,...,. y,, 0'Z-

garuvchilarga bog'lig. tavtologiyadan fargli ixtiyoriy A= A(X,,X,,...,X )
formulani (funksiyani) quyidagi MKNShga keltirish mumkin:

HV-v ... vV, A Af’ VAV V.. V.Y"". 2
Ag, {(2...0,0
(2) teng kuehlilikni
nn',,nr,..x )= n A(dd.a ... cf/iv.v" va\ v ...v xa‘

@<L &)

ko'rinishda ham yozish mumkin. Bu teng kuchlilikning o'ng tomonidagi
kon’yunksiya amallari mumkin bo'lgan barcha (2" ta) x":v,rf:v...v /'
diz’yunktiv konstituyentlar ustida bajarilishi ko'zda tutiladi, ammo, bu
yerda kon’yunksiya amallari A(<J}(7,....ffn) = 0 shartni ganoatlan-

tiruvchi diz’yunktiv konstituyentlarga nisbatan amalga oshiriladi.

Shunday qilib. chinlik jadvalidan foydalanib (!) va (2) formulalar vo-
sitasida aynan chindan fargli istalgan funksiyani MKNSh va aynan yol-
g'ondan fargli istalgan funksiyani esa MDNSh ko'rinishida yozish
mumkin.

Il bobning 7- paragrafiga garang.
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Muammoli masala va topsliiriglar

1 Ikkita elementar mulohaza uchun berilgan chinlik jadvallari
asosida MKNShdagi mos formulalarni tiklang.

2. 5 chinlik jadvaliga asoslanib A = 1 (X, v,z), /=1,5. formu-
lalarni MDNShda va MKNShda yo/ing.

3. Tarkibidagi o'zgaruvchilammg fagat va fagat bittasi ch giymatli
bo'lgandagina ch giymatga. qolgan hollarda esa yo giymatga erishadigan
R = R(x1ly,z) funksiyaning chinlik jadvalini tu/.ing va bu jadval asosida
R funksiyani MDNShdagi va MKNShdagi formula sifatida tiklang.

4, Berilgan 7- chinlik jadvaliga asoslanib (); r,r), /=1, 6.
formulalarni MDNShda va MKNShda yozing.

5. n argumentli teng kuchlimas funksiyalardan (2' —I)tasi
MDNSh va bittasi MKNShda boiishini isbotlang.

7 /ihdvdl

v v ' Q Q, ft ft ft

1 1 1 0 1 1 1 0 i

! 1 il 1 1 1 9 1 D)

1 @ 1 1 0 0 1 i) Il

1 I " 1 0 0 1 1 1

@ 1 1 0 ( 0 0 1 0

( 1 I 0 1 1 0 0 1

@ 0 1 1 @ 1 1 1 1

n 0 1 0 0 0 0 Il 1

Mustaqil ishlash uchun savollar

1. Berilgan chinlik jadvaliga asoslanib formulani tiklash masala-
sining mohiyati nimada?

2. Chinlik jadvaliga asoslanib formulani tiklash masalasini hal
gilishda topilishi kerak bo'lgan formulaga go'vilgan shartning ganday
ahamiyati bor?

3. Berilgan x,,x2,...,Xn o'zgaruvchilar funksiyasi deganda nimani
tushunasiz?

4. n ta elementar mulohazalar uchun teng kuchlimas formulalar soni
ganday aniqianadi?

5. Qanday tasdiglarga asoslanib n o'zgaruvchili teng kuchlimas
formulalardan (2’ —1) tasi MKNShda va bittasi MDNShda bo'ladi deb
aytish mumkin?

6. Funksiyaning qgatorga yoyilishi deganda nimani tushunasiz?



3.8. Formulaning chinlik to'plami

Elemental- mulohaza. Formula. Mantigiy amallar. Chinlik to plami.
Mulohazalar algebrasi. Fo plamlar algebrasi.

3.8.1. Formulaning chinlik to'plami tushunchasi. Ma'lumki,
berilgan n ta o'zgaruvchi elementar mulohazalar uchun barcha bir-biridan
fargli mumkin bo'lgan qgiymatlar satrlari kombinatsiyalari 2"ta (ushbu
bobning 1- paragrafiga garang). Tarkibida n ta o'zgaruvchilar ishtirok
etgan formula shu 2"ta giymatlar satrlarining bir gismida 1, golgan
gismida esa 0 giymatni gabul giladi.

1- ta’rif. Berilgan formula tarkibidagi elementar mulohazalarning
giymatlaridan gandaydir tartibda tuzilgan va shuformulaning J giymatiga
mos keluvchi barcha kortejlar to'plami formulaning chinlik toplami deb
ataladi.

Ravshanki, tarkibidagi o'zgaruvchilarning soni ganday bo'lishidan
gat’i nazar, aynan yolg'on formulaning chinlik to'plami bo'sh (O)
to'plamdan iboratdir.

n ta elementar mulohazalarning mumkin bo'lgan barcha 2; ta teng
kuchlimas formulalaridan C',, = 2"tasi qgiymatlar satridagi n ta giymat-
lardan fagat bittasi 1, golgan (n —I)tasi esa 0 bo'lganda 1 giymat qabul
giladi. Shuning uchun, bunday formulalarning har biri bir elementli chinlik
to'plamiga ega.

Xuddi shuningdek, nta elementar mulohazalarning mumkin bo'lgan
barcha teng kuchlimas formulalaridan Cs,tasi giymatlar satridagi n ta
giymatlardan fagat ikkitasi 1 qolgan (/7—2 )tasi esa 0 bo'lganda 1 giymat
gabul giladi. Shu sababli, bunday formulalarning har biri uchun chinlik
to'plami ikkita kortejdan tashkil topgan bo'ladi.

Shu usulda davom etsak, 2" ta teng kuchlimas formulalardan Cf,
tasining har biri uch elementli chinlik to'plamiga, C,,, tasining har biri to'rt
elementli chinlik to'plamiga, va hokazo. C",~1= 2"tasining har biri
(2"—1) elementli chinlik to'plamiga, bitta (C~ =1) formula esa 2”ta
elementli chinlik to'plamiga egaligiga ishonch hosil gilamiz.

Tarkibida nta elementar mulohazalar ishtirok etgan aynan chin
formulaga mos chinlik to'plamini universal to'plam (V ) deb olsak,
tarkibida shu elementar mulohazalar gatnashgan mumkin bo'lgan barcha
formulalarning har biriga mos chinlik to'plamlar U to'plamning gism
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to'plamlaridan iborat va bu U universal to'plam gqismlari soni
Cr+C,,+C",+...... +C '+C~, - 2“ bo'ladi.

Shunday qilib, tarkibida nta elementar mulohazalar ishtirok etgan
mumkin bo'lgan barcha formulalar bilan ularning chinlik to'plamlari
orasida o'/am bir giymatli moslik o'rnatildi. Demak, barcha o'zaro teng
kuchli formulalarga fagat bitta chinlik to'plami mos keladi.

1- misol. Ikkita (n=2) x va Vv elementar mulohazalarning
Xa (X m» v) —v formulasi aynan chindir (ushbu bobning 3-
paragrafidagi 1- misolga qgarang). Shuning uchun berilgan formulaning
chinlik to'plami 2" = 2' = 4 elementli 1((),()),(0,1),(1,0),(1,1)} universal
to'plamdan iboratdir. m

2- misol. Tarkibida uchta x, v va r elementar mulohazalar
gatnashgan xyz formula giymatlar satrlarining fagat bittasida (aniqrog‘i,
10,1 satrda) 1 giymat, qolgan yettitasida esa O giymat gabul qiladi.
Shuning uchun, xyz formulaning chinlik to'plami {(1,0,1)}, ya:ni bitta
(1,0,1) kortejdan tashkil topgan bo'ladi. m

3 misol. Ushbu at: v .nc vxv: formula tarkibida uchta kortej
bo'lgan |(1.1.1),(0,1,0),(1,0,1)} chinlik to'plamiga egadir. =

Agar gandaydir A formula P chinlik to'plamiga ega bo‘lsa, u holda “
A formula P to'plamda chin giymat qabul qgiladi” (yoki, gisgacha, " A
formula P to'plamda chin™) deb ham yuritiladi. Shunga o‘xshash, " A
formula P to‘plamda yolg'on" deyish mumkin, bu yerda P = U\P,
ya’'ni P to'plamning to'ldiruvchisi. Agar A formula P to'plamda chin
bo‘lsa, u holda A formula P to'plamda chin, P to‘plamda esa yolg'on
bo'ladi. Xuddi shu kabi, aynan chin ,J formula U universal to'plamda
chin va U —0 to'plamda yolg'on giymat qabul giladi. Aynan yolg'on J
formula esa, aksincha, O to'plamda chin va 0 =U to'plamda
yolg'ondir.

Formulalar bilan chinlik to'plamlari orasidagi yuqgorida ifodalangan
bog'lanish mulohazalar mantigiga oid masalani to'plamlar nazariyasi
masalasiga va, aksincha, to'plamlar uazariyasidagi masalani mulohazalar
mantigiga doir masalaga ko'chirish imkoniyatini beradi.

3.8.2. Asosiy mantigiy amallarning chinlik to‘plamlari. Chinlik
to'plamlari mos ravishda A va B bo'lgan P va Q formulalar berilgan

bo'lsin.
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Kon’yunksiyaning chinlik to'plami. P va Q formulalar PaQ
kon’yunksiyasining chinlik to'plami ATB bo'ladi. Haqgigatdan ham,
kon’yunksiya ta’rifiga asosan, PaQ formula P va Q formulalarning
ikkalasi ham chin bo'lgandagina chindir. Shuning uchun, PnO
formulaning chinlik to'plami A va B to'plamlarning umumiy
elementlaridan tuzilgan ATIB kcsishmasidan iborat bo'ladi. Demak,
mulohazalar mantigidagi kon’yunksiya amaliga (51 belgiga) to'plamlar
nazariyasidagi kesishma amali G_l belgi) mos keladi (1 bobning -
paragrafidagi 2- shaklga garang).

4- misol. C=\z va D=xyzvx)zv.\yz formulalarning chinlil
to'plamlari, mos ravishda, R = {(1,0,1)} va S = |(1,1,1),(0,1,0),(1,0,1)}
bo'lgani uchun (2- va 3- misollarga garang) C aD kon’yunksiyaning
chinlik to'plami R Ms= {(1,0,1)} bo'ladi. m

Diz’yunksiyaning chinlik to'plami. P va Q formulalar PvQ
diz'yunksiyasining chinlik to'plami ANJB bo'ladi. Hagigatdan ham,
diz’yunksiya ta'rifiga asosan, PvQ formula /J va Q formulalarning
kamida bittasi chin bo'lgandagina chindir. Demak, <4U B to'plamda
PvQ formula chindir. Shunday qilib, PvQ formulaning chinlik

to'plami A va B to'plamlarning barcha element-

laridan, ularni takrorlamasdan, tuzilgan A@UB

birlashmasidan iborat bo'ladi. Demak, mulohazalar

mantiqgidagi diz’yunksiya (v) amaliga to'plamlar

nazariyasidagi birlashma ((J) amali mos keladi (I

bobning 2- paragrafidagi 1- shaklga garang).

5- misol. 4- misolda ani

formulalar diz’yunksiyasi CvD uchun chinlik to'plami

us = {(1,1,1),(0,1,0),(1,0,1)} bo’ladi. m

Implikatsiyaning chinlik to'plami. P va O formulalar P —0
implikasiyaning chinlik to'plamini topamiz. P formulaning chinlik
to'plami A va O formulaning chinlik to'plami B bo'lgani uclvun,
P~">Q =PvQ teng kuchlilikka ko'ra, P —Q formulaning chinlik
to'plami AU B bo'ladi. 1- shaklda tasvirlangan U to'plamning bo'yal-
magan gismi P —» Q implikatsiyaning chinlik to'plamiga mos keladi.
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6- misol. 4- misolda aniglangan C va D formulalar tarkibida
uchtadan x, y va 2 elemental' muloha/alar gatnashgani uchun, C —D
implikatsiy asining chinlik to‘plamini topish magsadida, dastlab

U = {111™Mbl,0),(1,01), (1,0,0), (0,1,1), (0,1,0), (0,0,1), (0,0,0)j
universal to'plamni  tu/ami/. C fonnulaning chinlik  to‘plami
R = {(1,0,1)} bo'lgani uchun C fonnulaning chinlik to'plami

R=V R=|111),(.1,0),(1,0,0), (0,1,1), (0,1.0), (0,0,1), (0,0,0)}
bo'ladi. Endi R to'plam bilan B fonnulaning S -{(1,1,1),(0,1,0),(1,0,1)}
chinlik to'plami birlashmasini aniglasak, RUS =L . ya’ni C —=D
formulaning chinlik to'plami universal to'plamdan iborat bo'ladi. Bu
yerdan C—=D=jnz"(xyzvJ*vXxyz)=J xulosani hosil gilamiz. m

Ekvivalcnsiyaning chinlik to'plami. P va Q
formulalar P <= Q ekvivalensiyasining chinlik to'p-
lamini aniglash uchun P<h>Q=(PvQ)a{PVvQ)
teng kuehlilikdan foydalanamiz. Yugqgorida qilingan
xulosalarga_ ko'ra P <=>Q formulaning chinlik
to'plami (AU B)I'#U B) bo'ladi. 2- shakida tas-
virlangan LJ  to'plamning bo'valmagan qgismi
P 9=Q ekvivalensiyaning chinlik to'plamiga mos keladi.

7-miso 1. 4- misolda aniglangan C va D formulalar C 1) ek-
vivalensiyasining chinlik to'plamini topamiz. 6- misolda R[j S = LJ bo’'-
lishi aniglangan edi. R={101)[ va 5 = {(1,1,0),(1,0,0),(0,1,1),
(0,0,1),(0,0,0)} to'plamlar yordamida /U-S' = {(1,1,0),(1,0.1),(1,0,0),
(0.1,1).(0,0,1),(0,0,0)} to'plamm topamiz. Demak, {(1,1,0),(1,0,1),
(1,0, 0),(0, 1.1).(0, 0.1),(0.0,0)! to'plam C<->D ekvivalensiyasining
chinlik to'plamidir. m

3.8.3. Chinlik to'plami Uishiiiichasiiiing qo'llanilishi. Chinlik
to'plami  tushunchasidan foydalanib mulohazalar algebrasi bilan
matematikaning boshga sohalari, jumladan, to'plamlar algebrasi orasidagi
bog'lanishlarni  ifodalash mumkin. Muloha/alar algebrasidagi n
(kon’yunksiya), v (diz’yunksiya) va —>(inkor) mantiqiy amallarga, mos
ravishda, to'plamlar algebrasidagi M (kesishma), U (birlashma) va
(to'ldirish) amallari to'g'ri keladi. Mulohazalar algebrasidagi 1 va O
o'zgarmaslarga (konstantalarga) to'plamlar algebrasidagi U va O
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(universal va bo‘sh) to'plamlar mos keladi. Demak, mulohazalar
algebrasidagi biror ifodada (tasdigda) belgisini 1 belgisiga. v ni Uga,
inkor belgisini to’ldiruvchi belgisiga, Ini U ga, Oni O ga (=ni =ga)
almashtirsak, to‘'plamlar algebrasidagi ifoda (tasdiq) hosil bo'ladi va,
aksincha almashtirishlar bajarsak, to'plamlar algebrasidagi ifodadan
(tasdigdan) mulohazalar algebrasidagi ifoda (tasdiq) hosil bo'ladi.

6- misolda chinlik to'plami tushunchasidan foydalanib
xyzN(Xyzvx\zvxiz)=J teng kuchlilik o'rinli bo'lishi ko'rsatilgan edi.
Yugoridagi xulosalar asosida, mulohazalar algebrasining to'plam
algebrasidagiga o'xshash tasdiglarini keltirib chigarish mumkin. Bunday
o'xshashliklarning ayrimlarini keltiramiz.

8 misol. A va B formulalar uchun Av AvB=J teng
kuchlilikning o'rinli bo'lishini ularga mos P va O chinlik to'plamlaridan
foydalanib isbotlaymiz.  Av Av B formulaning chinlik to'plami
PUPUQ=UUQ - U . Shusababli, Av Av B tavtologiyadir. m

1- teorema. Agar chinlik to'plamlari mos ravishda P va Q
bo'lgan A va B formulalar uchun A —B =J teng kuchlilik o'rinli
bo'lsa, u holda P <Z.Q bo'ladi.

Isboti. Ma’liimki, A —B formulaning chinlik to'plami V
universal to'plamning P{JQ gism to'plamidan iborat. P\JQ = P\Q (i
bobninig 2- paragrafidagi__10- topshiriqga qarang) bo'lgani uchun
A—=B J shartga ko'ra P\Q = U bo'lishi kerak. Bundan P\Q = U
yoki PN\Q =0 kelib chigadi. Bu esa P ¢ O ekanligini bildiradi. Demalk,

A —B tavtologiya bo'lishi uchun A formulaning chinlik to'plami B
formula chinlik to'plamining qism to'plami bo'lishi shart. m

2 - teorema. A va B formulalar teng kuchli ho'lishi uchun
A <= Bformula tavtologiya bo lishi zarur vayetarli.

Isboti. A va B formulalarning chinlik to'plamlari, mos ravishda.

P va Q bo'lsin.

a) A va B formulalar teng kuchli, ya’ni As B bo'lsin. U holda

P = Q va, shu sababli A <= B ekvivalensiyaning chinlik to'plami

(BUONn(PUO =(PUri(/,UP)=~n" =N
bo'ladi. Bundan A <>B formulalarning tavtologiya ekanligi kelib
chigadi.
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b) A <>B formula tavtologiya bo'lsin. U holda
A<»B=(/1—B) n{B A) =J teng kuchlilik o'rinli bo'lgani uchun,
kon’yunksiya ta’riliga asosan, A—B=J va B -—=A=J] tcng
kuchliliklar o'rinlidir. 1- teoremaga ko'ra, PciQ va Q czP, ya'ni
(0] P bo'lishi kelib chigadi. Bu, o'/ navbatida, .4 va /? formulalarning
mantigiy ekvivalentligini tasdiglaydi. m

Muamnwli masala va topshiriglur

1. Ushbu bobning 2- paragralidagi |- topshirigda ifodalangan for-
mulalarning chinlik to'lamlarini tuzing.

2. Ushbu bobning 2- paragralidagi 2- topshiriqda ifodalangan teng
kuchliliklarni chinlik to'plami tushunchasidan foydalanib isbotlang.

3. Chinlik to'plami tushunchasidan foydalanib to'plam algebrasining
si/ga ma’lum bo'lgan tasdiglaridan bir nechasini keltirib chigaring

(isbotlang).
4. Quvida berilgan formulalarning chinlik to’plamlarini toping:
a) A=,rvatv.r; b) B=(yvy)(vvy)(vv r):

d) Cs.nrv.TOV.vr::

e D=(vvrv2)wvrv:)(vv vv5);

) E= VT Vv X\ g) F =(v<=y)n (Xyv xy);
hy G =1t —=(v—r): 1y./=yvvr (a<=>v):
JJL=Xvy —-; k) 1/ = (Fr—-)fle—r)—(n—V).

5. 4- topshirigda berilgan formulalardan foydalanib Av B. AvC.
Av/J. AVF. AaB. Aa(, An/). AnF. A 5B A—-sc.
A<>D. A<sF. C—=D. C —/f, (/I-»/), C<->B, f o f.
F+sE. A-B—-=C. A—/"-—>( . E—(', E—-B. E—=D.
G—=B. E<++F. (A F) ->(", (A<>/") 1). .1<>F E .
(j =-C. G D. G F, /—/C ./—C, ] D. J<->F,
/. —/F L->CmL"~"D. L F. M—B. M~C. M<>D.
N<4++F . EA>F-*L, NI / U.oE) > M. (A<>G) —F.
A <> J1/ <=.7 formulalarning chinlik to'plamlarini toping.

6. /'=.ri'vr va [/, =.Y(xivIrvvv/:) funksiyalarga teng kuchli

funksiyalarni toping-



Mustagqil ishlash uchun savollar

1 Formulaning chinlik to'plami deganda nimani tushunasiz?

2. Tarkibida n ta elementar mulohazalar ishtirok etgan formulaga
hammasi bo‘lib neehta chinlik to'plami mos keladi?

3. Barcha o'zaro teng kuchli formulalarga nechta chinlik to'plami
mos keladi?

4. Nima uchun mulohazalar mantigiga oid masalani to'plamlar
nazariyasi masalasiga va. aksincha, to'plamlar nazariyasidagi masalani
mulohazalar mantigi masalasiga ko‘chirish mumkin?

5. Kon’yunksiya, diz’yunksiya, implikatsiya va ekvivalensiyaning
chinlik to'plamlari ganday anigianadi?

6. Implikatsiya amalini bajarish natijasida tavtologiya hosil bo'lishi
uchun mos chinlik to'plamlari ganday shartga bo'ysunishlari kerak?

7. Berilgan ikkita formula mantiqgiy ekvivalent bo'lishi uchun
ularning ekvivalensiyasi tavtologiya bo'lishi zarur va yetarliligi chinlik
to'plamlaridan foydalanib ganday isbotlanadi?

3.9. Mulohazalar algebrasi funksiyalari. Bui algebrasi

Funksiya. Funksiyalar teng kuchliligi. 0 va | saglovchi funksiyalar. n
argumentli funksiyalar soni. Bir rangli superpozitsiya. Bui algebrasi.

3.9.1. Mulohazalar algebrasida funksiya tushunchasi. Odd
algebradagi funksiya tushunchasiga o'xshash, mulohazalar algebrasida
ham funksiya tushunchasil Kkiritilishi mumkin. Ushbu paragrafda
mulohazalar algebrasining funksiya tushunchasini chuqurroq o‘'rganamiz.

Ma’lumki, oddiy algebrada funksiyaning giymatlari turli usullar
vositasida, masalan, jadval yordamida berilishi mumkin. Mulohazalar
algebrasida ko'pchilik tushunchalarni ifodalashda chinlik jadvallari qulay
vosita hisoblanadi. Chinlik jadvallarida fagat ikkita o'zgarmas (0 va 1)

ishtirok etadi. Shu tufayli E2= (0, 1} deb belgilaymiz.
1- ta’rif. Argumentlari va ozi E. toplamdan giymatlar qab

giluvchi funksiya mulohazalar algebrasiningfunksiyasi deb ataladi.
Argumentlari  yp.v,....,.y)y bo'lgan f funksiyani, odatdagidek,

f(xt,x2,...,xn) shaklda belgilaymiz. J'(xI,x1,...,xit) funksiya 1-chinlik

jadvali vositasida berilishi mumkin.

1Ushbu bobning 7- paragrafiga garang



Bu jadvalning har bir satrida / funksiyaning x, ,n\,...,X; 0'zgaruv-
chilari (a,,qgiymatlari va funksiyaning bu giymatlar kortejla-
riga mos keluvchi / (a, ,,a, ) giymatlari joylashgan bo'lib, bu yerda
Xe E: (7 =1,11). Ma'lumki, mnta o’zgaruvchili /(.T,, x , xn) funk-
siyaning chinlik jadvalida 2"ta gqiymatlar satri bo’lib, barcha teng
kuchlimas funksiyalar soni 21 ga teng.

Mulohazalar algebrasida quyidagilar asosiy elementar funksiyalar
deb yuritiladi:

I-jadva!
vy = v L\ = X, v. XN Vv
YW =X GV =W o a O /(0.0,...0)
I(.v,.v)s >V, 1« O w0 .0)
fix, \Y
OIS v,) = 1, 1 1 ¢ /m(1,1,..-,0)
1V Vo, \)-o ' 1 - b, J)

2-ta’'rif. Agar /(.vM.v....\) funksiya uchun f(0,0,...,0) =0
bo'lsa, n holda k 0 saglovchi funksiya, / (1,1,..,1) = 1 bo'lganda esa 1
saglovchifunksiya clch ataladi

“0 saglovchi funksiya" Iborasi o'rmda “yolg’on giymat saglovchi
funksiya”, “1 saqglovchi funksiya" iborasi o'rnida esa “chin giymat
saqlovchi funksiya" iborasi qo'llamlishi ham mumkin. n ta argumentli O

saqlovchi funksiyalar soni 2 ga, | saqlovchi funksiyalaming soni ham
2" 4 ga teng bo'lishini isbollash giyin emas.

3.9.2. Funksiyalar teng kuchliligi. Mulohazalar algebrasida teng
kuchli formulalar tushunchasi kiritilgan edi. Bu yerda ham n argumentli
funksiyalar teng kuchliligi tushunchasini kiritish mumkin.

3-ta'rif. / va g funksiyalar mulohazalar algebrasining funk-

siyalari, ... x 0 "zgaruvchilar esa ularning hech bo ‘Imaganda bitta—
sining argumentlari bo'lsin. Agar .v,,,\\...,xn argumenllarning barcha

giymatlar satrlari uchun f va g funksiyalaming mos giymatlari bir xil
bo’lsa, nholda f va g funksiyalar teng kuchli funksiyalar deb ataladi.

Agar berilgan funksiyalar teng kuchli bo'Imasa. u holda ular teng
kuchlimas funksiyalar deb yuritiladi.
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Berilgan j va g funksiyalarning teng kuchliligi / =g shaklda
yo/iladi. Agar / va g funksiyalar teng kuchlimas funksiyalar bo'lsa, u
holda f& g yozuvdan foydalamladi.

4-ta’'rif. Agar f(x, X, ) funksiyaning gandaydir xi argument-
ti uchun 7/ (/m,x2..... r_,L X+ ... - f(xt,x2....xM 0, X,#..... X,,) shart
golgan x,,x2,...,.xH ,xjt|,...,xB argumentlarning mumkin ho'gan ixti-
yoriy giymatlarida bajarilsa, n holda xt lining soxta argumenti,
xt,x2  xi_],x/+ 1 xn argumentlarning mumkin ho 'gan giymatlaridan
hech bo 'Imasa bittasi uchun I(v.. N\__x ,,Lx,+ | xj
f{xl,v2,...,xbl,0,x;#,...,xn) shart bajarilganda esa x, uning muhim
argumenti deb ataladi.

I- misol. Berilgan /(x,y) =xv (xv) funksiya uchun y sox
argumentdir, chunki f(x,0) = /(x,l) shart x argumentning ixtiyoriy (0O
yoki 1) giymatida bajariladi. Lekin, x o'zgaruvchi / (v. i) funksiyaning
muhim  argumentidir, chunki /(0, v)=07/(1,y)=1 shart Yy
o'zgaruvehining barcha (0 va 1) giymatlarida o'rinlidir. m

Mulohazalar algebrasida o'rinli bo'lgan gonun va qoidalariga
asoslanib, funksiyaning qiymatini o'zgartirmasdan, uning argumentlari
safiga istalgancha soxta argumentlarni kiritish va bu safdan istalgancha
soxta argumentlarni olib tashlash mumkin.

3.9.3. Funksiyalar superpozitsiyasi. Endi formula tushunchasil
funksiyalar superpozitsiyasi tushunchasi bilan bog’liq holda o‘rganamiz.

O ={M"(X.pX,y, ..., )AP2(X2, X, 1,..0, X 23).... Tp,, (XM, XN2.... DK )}
mulohazalar algebrasi funksiyalarining ehekli sistemasi bo’lIsin.

5-1a’rif. Quyidagi ikki usulning biri vositasida hosil gilinadigan LY
flunksiyaga @ sistemadagi (p].(pl....(pm funksiyalarning elementar
superpozitsiyasi yoki bir rangli superpozitsiyasi deb ataladi:

a) biror ¢, e ® funksiyaning x 7 argumentini gayta nomlash usuli,
yvahi qy(x/|,x/,,...,n >x/fjH..xi ). buyerda y oZzgaruvchi. x k
0 'zgaruvchilarning birortasi bilan mos tushishi mumkin:

b) biror (p.e ® funksiyaning biror x/ argumenti o'rniga boshga

OT(XTI'XTr—X'MK) e ® funksiyani go yish usuli, ya hi

KON X, e e xnk),xjM,...,xJKj).

5 ta’rifda keltirilgan usullardan birortasini berilgan @® sisten
funksiyalariga go'llash natijasida hosil gilingan yangi funksiyalar ® 1
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sistemasini bir rangli superpozitsiyalar sinfl deb, ®' sinll

funksiyalariga qo Hash natijasida hosil qilingan funksiyalar @& I1
sistemasini ikki rangli superpozitsiyalari sinfl deb, va, hokazo, K rangli
superpozitsiyalar @ [K sinfl deb ataluvchi sinflarni hosil gilamiz.

Umuman olganda, @ [k = (¢ wn,)1n

1-izoh. 5 ta’rifning a) gismiga asosan bir xil chinlik jadvaliga ega
bo'lib, lekin o’zgaruvchilarning belgilanishi bilan farq qiladigan
funksiyalar bir-birining superpozitsiyasi bo'ladi.

2-izoh. 5 ta’rifning a) gismiga asosan biror x . o’zgaruvchini shu
funksiyaning boshga xjk (i”~k) o’zgaruvchisi bilan gayta nomlasak,
natijada o’zgaruvchilari soni kam funksiyaga ega bo’lamiz. Bu holda x
va xik o’zgaruvchilar aynan tenglashtirildi deb aytamiz. Masalan, iv v
va Xny iunksiyalardagi y ni x bilan gayta nomlasak, u vagtda
XV X =X va xa X =0 funksiyalarni hosil gilamiz.

3- izoh. 5 ta'rifning a) gismiga asosan agar ® a ® {) bo’lsa. u
holda ® I1c ® |+) va, umuman, r<s bo'lganda ® () bo’ladi.

6- ta rif. x, X, Xv. XV v, X —>y, X <>V asosiy elementa
funksiyalaming superpozitsiyasi vositasida hosil gilingan ifoda formula
deb ataladi.

3.9.4. Bui algebrasi. Ushbu bobning 4- paragrafida mulohazalai
algebrasidagi asosiy teng kuchliliklami ko’rib o’tgan edik. Endi bu teng
kuchliliklardan foydalanib, mantiq fanini formallashtirgan va matematik
mantigning aksiomalar sistemasini yaratgan ingliz olimi Jorj Bui
(kitobning kirish gismiga va 1bobning 2- paragrafiga qarang) nomi bilan
ataladigan algebrani o'rganamiz.

Mulohazalar algebrasida

H
teng kuchlilik o'rinli bo'lishi o'rganilgan edi. Mulohazalar algebrasining
asosiy teng kuchliliklari tarkibiga kiruvchi

XAV = VAX. 2
(XAY)AZ=XA(Va 2), ©)
XV V= VVX, 4
XVy)VZ=XV(VVz), (5
XA(VVWZ)=(XAV)V(XAZ), (6)
XV(VA:) =(XVV)A(xXvz), @)
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teng kuchliliklar esa mantiq algebrasida kon'yunk-
siya va diz'yunksiya amallariga nisbatan kommn-
tativlik va assotsiativlik gonunlari hamda diz’yunk-
siyaga nisbatan kon’yunksiya va kon’yunksiyaga
nisbatan diz’yunksiyaning distributivlik qonuni o'rin-
li bo'Iishini bildiradi.

Ma’lumki, sonlar algebrasida kon’yunksiyaga
nisbatan diz'yunksiyaning distributivliik qonuni
o'rinli emas. yuqorida ifodalangan boshga barcha
gonunlar esa amal qiladi. Shuning uchun mantiq
algebrasi formulalari ustida xuddi sonlar algebrasi
formulalari ustidagi kabi (kon’yunksiyaga nisbatan diz’yunksiyaning
distributivlik gonuni ham o‘rinliligini e’tiborga olgan holda) gavslarni
ochish, gavslarga olish, umumiy ko’paytuvchini yoki qgo‘shiluvchini
gavslardan tashqgariga chiqarish amallarini bajarish mumkin.

Bundan tashqgari, mantiq algebrasida, sonlar algebrasidan farqgli
o’laroq,

XVy - XAV, 3)
Xny =XVy, 9)
XAXVy)=X
teng kuchliliklarga asoslangan almashtirishlarni ham bajarish mumkin. Bu
holat turli yo’nalishlardagi umumlashtirishlarni bajarish imkonini beradi.
Masalan, quyidagi umumlashtirishni keltirish mumkin.

Bo‘sh bo‘lmagan M to’plamda “=" (tenglik) tushunehasi hamda
ikkita binar (go’shish), “ =" (ko’paytirish) va bitta unar (inkor)
amallari aniglangan bo’lsin. Bundan tashgari, bu to’plamda 0 va 1
giymatlar aniglangan va ixtiyoriy tabiatli X, y va z elementlar uchun
quyidagi aksiomalar bajarilsin:

- kommutativlik gonunlari: X W =y &, X+y =y +X ;

- assotsiativlik gonunlari: (XeVv)ez=x My m),

(X+V)+z=x+(t"+2);

- distributivlik gonunlari: xe(y +z) = (X *V) +(X *z),

X+(vez)=(X+V)™X+2);

- idempotentlik gonunlari:

X+X =X, (10)
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JreX = nn. (12)
10 v= V. (12)
Ov v=n'; (13)
- inkorni inkorgilish gonuni: (2);
- dc Morgan gonunlari: X+ V=X-V, X-y = X +y ;
yutilish gonunlari: v+ (X m) = X, ye(X+Yy)=X.

7- ta’rif. Konyunksiya, diz'yunksiya, inkor amallari hamda O va |
elementlari aniglcmgan A/ to'plamda shit mantigiy amallar va Q 1
elementlar uchun (1) (13) aksiomalar bajarilsa, bttnday M to'plum Bui
algehrasi deb atakidi.

M to’plamning y, v va r elementlarini mulohazalar deb, o
va t” amallarni, mos ravishda, diz’yunksiya, kon'yunksiya va inkor
hamda tenglik bclgisini tcng kuchlilik belgisi deb hisoblasak, mantiq
algcbrasidagi

Xx=x.HNy=vnx. (XAy)z=YTN:),xVv=VVY,
(FVr)v:=Vv(yVz), Xxn(rv:)=(vay)v xn:),
YV(vn:)=(VVV)A(YVZ), -YVys.VA V, .YAV = .VVji,
YV.XY=V.NAYXY=.Y,1v .Y=1, OAV—0, (YA V)v x = X.
(XVIMNAX=X,XVX=1 XAX=0
tcng kuchliliklardan ko’rinib turibdiki, M to’plam Bui algebrasining
barcha aksiomalarini ganoatlantiradi. Shuning uchun mantiq algehrasi Bui

algebrasidir.

2-miso 1. M - gandaydir to’plam (masalan, to’g’ri chizigda yotgan
nuqgtalar to’plami yoki natural sonlar to’plami) va flu ~ M to’plamning
barcha qism to’plamlaridan tashkil topgan to’plam, ya’ni M to’plamning
buleani (juw= 2X1) bo’lsin. luilcandan olingan x wva Vv
to’plamlarning xflv kesishmasim ~a r orqali, xU v birlashmasini
Xv v orgali. x orgali x to’plamning M to’plamigacha x
to’ldiruvchisini, 0 orgali O bo’sh to’plamni va | orgali M to’plamni
bclgilab olamiz. U vaqtda /dM to’plam Bui algebrasi bo’ladi, chunki Bui
algehrasi ta’rifida ifodalangan barcha 13 aksioma bajariladi. =

3- miso 1. Mulohazalar to’plami uchun a , v va —i amallari hamda
0 va 1elementlari aniglanganligi uchun bu to’plam Bui algebrasi bo“lishini

227



taxmin qilish mumkin. Lekin bunday bo‘lishi uchun quyidagi aniglikni
kiritish kerak. A va B mulohazalar aynan teng bo'lishi uchun A <> B
ekvivalentlik absolyut chin bo’lishi kerak. Ana shunday aniglik kiritilgan-
dan so ng mulohazalar to'plami Eiul algebrasiga misol bo’la oladi. H

Muammoli masala va topsliiriglar
1. AX,v,:,/) =(vvv)(zv/) va B{x,y,z,t) =xzvyzv a7v yt

funksiyalaming teng kuchliligini isbotlang.
2. C(x,y,z,t) = xyv zt funksiyaga teng kuchli birorta funksiya

toping.
Mustai/il ishlash uchun savollar
1 Funksiya deb nimaga aytiladi?
2. Funksiyalar superpozitsiyasi nimadan iborat?
3. Asosiy elemental' funksiyalarm bilasizmi?
4. 0 saglovchi funksiya deganda nimani tushunasiz?
5. ntaargumentli 1saglovchi funksiyalar gancha?

6. Berilgan funksiya bir vaqtning o'zida ham 0 saglovchi, ham 1
saqlovchi funksiya boia oladimi?

7. Qanday shartlar bajarilsa, berilgan funksiyalar teng kuchli
funksiyalar deb ataladi?

8. Funksiyaning soxta va muhim argumentlari orasida ganday farq
bor?

9. Funksiyalaming elemental- superpozitsiyasi deganda nimani
tushunasiz?

10. Bui algebrasi deb nimaga aytiladi?

3.10. Mantiq algebrasidagi ikki taraflama qoiuiu

Ikld taraflama funksiya. O'z-o ziga ikki taraflama funksiya. Ikki taraflama
gonun.

3.10.1. Ikki taraflama funksiya. Endi ikki taraflama (qo'shma)
funksiya tushunchasini kiritamiz. /(xp.rn,__r,) funksiyaga ikki
taraflama bo‘lgan funksiyani topish uchun f  funksiyaning chinlik
jadvalida hamma o'zgaruvchilami ularning inkoriga almashtirish kerak,
ya'ni hamma joyda 1ni 0 gava O ni 1ga almashtirish kerak.

1-ta’rif. Qxtyidogicha aniglangan

14-VY; ...-v,)= I'(.Yp.Y,...... X,,)
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funksiyaga t(x,,x2.....v, ) funksiyaning ikki tamflama funksiyasi deb
aytiladi.
2-ta’'rif. Agar /<\,X ...... X,)=F (X, .v.....v,,)= / 1v . \.....X,,)

munosahat bajarilsa, n holda
/(Vv,,X2...X,,) 0°‘z-0‘zigu ikki

taraflama funksiya deb alaladi. Berilgan funksiya Ik tara_flama
. funksiya
Ta'rifga asosan. /(X,X,,...X,;)
S . vy =X /1vy =X
ikki taraflama funksiya
(«1...a.) va (a,...an) qy- f2(x) =X /<v. X
matlar  satrida  garama-garshi f3{xy) = xr B = vy
giymatlar qabul giladi. fix.y) =xvy 4 e m
3 misol. Mulohazalar
algebrasining asosiy clementar s (X, V)= x >y 1=y >y
funksiyalariga ikki tarallama bo'l-
gan funksiyalarni topami/ (I- fix. N =x<>V /g=x<>y
jadvalga garang). Demak. ta’rifga
asosan, /,(x) va [/,(x) funk- 'm= 1 f =0
siyalar o‘z-o‘ztga ikki tarallama
funksiya bo'ladi. m A =0 =1
2- misol. / (X, \!) =xrv yzv x~ funksiyaning o0'z-o'ziga ikki

taraflama funksiya ekanligini isbot gilamiz. Haqigatdan ham
/ (X_r:)=Vrv r:vwvz =xrnTrayr = (w v Krvz)(xvr) =
= [(YVDIMwW r r]l\VO) =[IVVZVXr](AV") =
= (VVXZ)(XV:) = .VIWIVX(XVr)r = XVVyzvXz
Dcmak. f(x.y.z) =/ *(X, \\) ekanligi uchun f o0'z-o'ziga ikkKi
taraflama lunksiyadir. m
Teorema.Agar ®(X,....v )=/ (/.(X,,.c.... M) . F XA X, )

bnlsa, n holda ¢ (x...... X, )=F ' (F'{ v, ..., ™). M) r,A )
bo 'ladi.
Isboti. ®*(x1,..,X,)=®(X]....\)

S (A Y VA S AL =
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Jwo-N lvr\,,. ), ..., /T(\N n....1\TP"))

=7(7,(an,...0A )=
=/Y/T (i Voo XAONL.... ).
3.10.2. Ikki taraflama gonun. 1-teoremaning isbotidan ikki taraflam

gonun kelib chigadi.

Ikki taraflama qonun. &, <p-,....00,, funksiyalaming superpozi-
siyasiga ikki taraflama bo'lgan funksiya mos ravishcla &, (©s.....0*, ikki
taraflama funksiyalar superpozisiyasiga teng kuchliciir, ya'i agar
A=C[dp $2,....c01] formula /(x,,.....xn) fimksiyari rcalizatsiya ctsa. n
holda C[ &, ,2,...,¢ows) formula f finksiyani rcalizatsiya ctadi.

Bu formula A formulaga ikki taraflama bo'lgan formula deb
aytiladi va u A deb belgilanadi. Demak,

A' - C[(p*¥¢2.... (pi,].
Ushbu gonundan o‘z-okiga ikki taraflama bo‘lgan funksiyalaming
superpozitsiyasi yana 0‘z-o‘ziga ikki taraflama funksiya boMishi kelib
chigadi, ya'ni agar (p,,(pn,...,(pri 0‘z-o‘ziga ikki taraflama funksiya bo‘lsa.

u holda @® = (p (<p,,...<pm) funksiya ham o‘z-o'ziga ikki taraflama
bo‘ladi. Hagigatan ham,

¢ '=<pNp;,..(R,)=<p@L. M=o .
Agar funksiya formula orgali ifodalangan va bu formula o‘z re\batida
n, v, — mantiq amallari orgali ifodalangan bo‘lsa, u holda bu
funksiyaga (formulaga) ikki taraflama bo'lgan funksiyam (formulani)
topish uchun v belgini n belgiga, Ani ga, Ini Oga va Cti lga
almashtirish kifoya. Bu prinsipni teng kuchli formulalarga nisbatan
ishlatganda, yana teng kuchli formulalar hosil qilamiz, ya'ni

/0n,— x)-lWn)— vj bo'lsa, u holda I\

Ushbu prinsipga tayanib mantiqg algebrasining bir formulasidan boshga
formulasmi, bir teoremasidan boshga teoremasini, bir ta’rifidan esa boshga
ta'rifini hosil gilish mumkin.

3 misol. Ushbu bobning 9- paragrafida keltirilgan (2), (3), (6), (8
(10), (12) teng kuchli formulalarga ushbu prinsipni qoilasak. (4), (5). (7),
(9), (12). (13) teng kuchli formulalar kelib chigadi. =
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Mantiq algebrasida elementlari nta argumentli o‘z-o‘ziga ikki
taraflama funksiyalardan iborat bo'lgan to'plamni S bilan belgilaymiz,
uning elementlari soni 2~ - ga tengdir.

Endi o‘z-o‘ziga ikki taraflama boMmagan funksiyalar haqidagi
lemmani ko'rib chiqaylik.

Lemma. Agar o(.r,,...., )g S bo'lsa, n holda undan argument-
larining o ‘rniga X va x fimksiyalarni qo'vish usuli bilan bir argumentli
0'z-0'ziga ikki taraflama bo'Imagan funksiya, ya'ni konstantani hosil
i/ilish mumkin.

Isboti. <p(v,...xn)E S boigani uchun. shundav (a__ ,an)
giymatlar satri topiladiki, ¢ (a, ) boMadi.

@) =x* (i=],n) funksiyani kiritamiz va @ (xX)-(p((p1(X)--.. <p,.,(X))
deb belgilab olamiz. U holda quyidagi nalijaga ega bo‘lamiz:

3.11. Mantiq algebrasidagi arifnietik amallar. Jegalkin ko'phadi

Arifmetik amallar Jegalkin Ko phadi. Mantigiy amallarni arifmetik amallar
orqali ifodalash. Chizigli funksiya.

3.11.1. Mantiq algebrasidagi arifmetik amallar. {0,1} Bui algeb-
rasidagi kon’yunksiya amali oddiy arifmetikadagi O va 1 sonlar ustidagi
ko'paytma amaliga mos keladi. Ammo O va 1 sonlarini qo'shish natijasi
{0,1} to'plam doirasidan chetga chigadi. Shuning uchun 11Jegalkinl 2
moduliga asosan qo'shish amalini kiritdi. X va y mulohazalarni 2 moduli
bo'yicha qo'shishni X +y deb belgilaymiz. 2 moduli bo'yicha qo'shish,
odatda, chinlik jadvali bilan beriladi (1-jadvalga garang).

Chinlik jadvalidan ko'rinib twibdiki, I-jadva!
X+y = X <>y bo'ladi. Mantiq algebrasidagi v v V+ v
ko'paytma va 2 moduli bo'yicha qo'shish mantiq 0 0 0

. - T 0 1 1
amallari uchun kommu-tativlik, assotsiativlik va 1 0 1
distributivlik qonunlari o'z kuchini saqglaydi. 1 1 0

Jegalkin Ivan Ivanovich (KerankmH WBaH WMBaHOoBMY 1869-1947) - sovet matematigi. I. |

Jegalkin XX asrning 30- yillari boshida MDUda birinehi bo'lib matematik mantiq bo'yicha
iimiy seminar tashkil etgan.
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Bui algebrasidagi asosiy mantiqiy amallarni kiritilgan arifmetik
amallar orgali quyidagicha ifodalash rnumkin:

IFr=X+1; jyny=tv:Xvv=naT+Xx+Y,;
X—>V=AV+ X+ 1, X<»v=x+y+ 1.

2 moduli bo‘yicha go'shish amalining ta’rifiga asosan x +x =0 va
XX =x (x" 1)

3.11.2. Jegalkin ko‘phadi. Mantiq algebrasidagi istalgan funksiyani
yagona arifmetik ko ‘phad shakliga keltirish mumkin. Hagigatan ham, biz
oldingi paragraflarda istalgan funksiyani kon’yunksiya va inkor mantigiy
amallar orgali ifodalash mumkinligini ko'rgan edik. Yuqorida
kon’yunksiya, diz’yunksiya va inkor mantigiy amallarni arifmetik amallar
orgali ifodaladik. Demak, istalgan funksiyani arifmetik ko'phad shakliga
keltirish mumkin.

1- ta’rif. ¥ xnx ..x: +a ko'rinishdagi ko'phad Jegalkin

ko ‘phadi deb ataladi, hit verda hamma x- o zgaruvchilar hirinchi

darajada gatnashadi, (/,,..., ik) givmadar satrida hamma ij lar bar xil
bo ladi, ae E2= {0, 1}.

2- ta’rif. x. +x; +...+x; +a ko'rinishdagi funksiya chiz.igli
funksiya deb ataladi, bu yerda ae.E,={0,1}. Chizigli funksiyaning
ifodastdan ko’rinib turibdiki, n ta argumentli chizigli funksiyalar soni 2"M
ga teng va bir argumentli funksiyalar doimo chizigli funksiya boiadt.

Jegalkin ko‘phadi ko‘rinishidagi har bir funksiyaning argumentlari
soxta emas argumentlar boiadi. Hagigatan ham, agar X, shunday
argument bo'lsa, u holda ixtiyoriy /(x, ,...,x(;) funksiyani quyidagi
ko‘rinishda yozish mumkin:

I(X ] X,)=X,h0(X2....%, ) +\jf(X2.....x,,) .

Bu yerda (p funksiya aynan Oga teng emas, aks holda x, argument f
funksiyaning (ko‘phadning) argumentlari safiga go'shilmasdi.

F.ndi x2,...,x,, argumentlarning shunday giymatlarini olamizki, = 1
boisin. U holda f funksiyaning giymati x, argumentnmg gqiymatiga
bog‘lig bo‘ladi. Demak, xt soxta argument emas.

Mantiq algebrasidagi hamma rt argumentli chiziqli funksiyalar to‘pla-

mini L bilan belgilaymiz. Uning elementlari soni 2" 1ga teng bo‘ladi.
Teorema. Agar /(x,,...,xm)l7| L bo'lsa, a holda undan

argumentlari o rniga 0 va 1 konstantalami hamda x va x funksiyalarni,

(0]]0)



ayrim holda f ustiga inkor amalini qo'yish wusuli bi/an .wrT2

funksiyani hosil gilish mumkin.

3.12. Mantiq algebrasidagi monoton funksiyalar

Monoton funksiya. Qivmatlar satriniug oldin kelishi. Xfonoton funksiyalar
superpozitsiyasi. KNSh (DNSh) ko 'rinishidagi funksiyaning monoton funksiya
bo 'fish sharti.

3.12.1. Tartiblash. 01 munosabati orgali {0,1' to‘plamini tartib-
lashtiramiz. (x = (al n) va /3 =(/3,..../3,,) giymatlar satrlari bo‘lsin.

1-ta’rif. Agar ¢ < /3. tengsizlik herb bo'tmaganda bitta i uchun
bajarilsa yoki (X va /3 qgivmatlar satrlari ustma-ust tushsa, it holda (X
giymatlar satri /3 giymatlar satridan oldin kcladi deb avtamiz va (X </3
shaklda yozamiz.

2-ta'rif.Agar a < munosabatdan f((X}__an)< / (/3,...40,)
tengsizlikning bajarilishi kclih thigsa. u liolda f (v , xn) funksiya
monoton funksiya deb ataladi

3-ta’rif Agar (x /3 munosahatdiin 7/ ((x1,...3xu)> [/ (/ 3, /3n)
tengsizlikning bajarilishi kelih ilut/sa. u holda / ( .v , xn) nomonoton
funksiya deb ataladi.

Asosiy elemental' mantigiy lunksiyalardan 0, 1, x, Xy, XVvy
funksiyalar monoton. x , v—rr, x +y funksiyalar esa
nomonoton funksiyalardir.

1- teorema. Monoton funksiyalarning superpozitsiyasidan hosil
gilingan funksiya ham monoton junksiva bo 'ladi.

Isboti. ® monoton funksiyalar sistemasi boisin. Shu sistemadagi
funksiyalar superpozitsiyasidan hosil gilingan funksiya monoton bo ‘lishini
isbot qgilish kerak. Matematik induksiya usulini qoilaymiz. Baza: 0 rangli
superpozitsiya uchun bu tasdigning to‘g‘riligi ravshan, chunki ®
sistemadagi hamma funksiyalar monoton funksiyalardir.

Induksion o’tish. k rangli superpozitsiya uchun teoremadagi tasdiq
to‘g‘ri bo4sin. Bu tasdigning k + 1 rangli superpozitsiya uchun ham
to'g'riligini isbotlaymiz.

<Py, ,..ry v,), \j/(v,,..., v,)e Pa lboisin. U holda

9( Voewew. M, v Yi );
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funksiyalaming monoton ekanligim isbotlash kerak. Bu yerda v va y-
o'zgaruvchilar xj o‘zgaruvchilarning birortasi bilan mos kelishi mumkin.
@ funksiyaning monolonligidan Ky ... V. V., V. ) funksiyaning
monoton funksiya ekanligi kelib chigadi. F funksiyaning monotonligini

isbotlaymiz. Buning uchun F  funksiyaning ikkita y' wva y
taggqoslanadigan giymatlar satrini ko'rib chigamiz:
y'=( a , ..d . .. a /3.1 1

I (@ el eyl I )
va y'<y"™ bo'lsin. U holda F(y')<F(y"™) bo'lishini ko'rsatish kerak.

Ma’lumki.
F{y)~(p(8'). buyerda j =i bo'lganda 8 '=a '. 5= y/([3°);
F(y”)=(p{8”), bu yerda j=i bo'lganda 8" =a''. S" =y/((3").
y/ monoton funksiya va y'<y" munosabatdan /3': /3" kelib chiggani
uchun 8'<8" bo‘ladi, ya'ni <p(8")= F(y") < (p{8") = F(y"). chunki
® monoton funksiyadir.

ekanligidan (/c+ 1) rangli superpozitsiya uchun teoremadagi tasdiq
isbotlandi. m

Kon’yunksiya va diz’yunksiya monoton funksiya boiganligi uchun, 1-
teoremaga asosan, ularning superpozitsiyasidan hosil gilingan funksiya
ham monoton bo'ladi.

2- teorema. Agar [/'(.y,...Xx,,)e.V/ bo‘sa. 1 hokla inulan

argument/ari o rniga 0. 1 va x funksiyani qo ‘yish usu/i bilan X fimksiyani
hosil gilish mumkin.

Muammoli masala va topshiriglar

1. Mulohazalar algebrasining asosiy elemental' funksiyalariga ikki
taraflama bo‘lgan funksiyalarni toping.

2. Hamma ikki argumentli 0"z-o‘ziga ikki tarallama bo'lgan
funksiyalarni toping.

3. nta argumentli o'z-o‘ziga ikki taraflama boigan funksiyalaming
sonini aniglang.
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4. | = (xvyz){xyvxz) va (= (xvy)ztv xt funksiyalarga ikki
taraflama boigan funksiyalarni toping.

5. Quyidagi formulalarni Jegalkin ko'phadi ko‘rinishiga keltiring:

a) r—Ml<>z,b) xvvvzv/,d) ve>v<e>z,

e) vv vv : .flatvyzZv .vz,g) Xxyzv atzv xyzv xvz .

6. Funksiyaning Jegalkin ko'phadi ko‘rinishidagi ifodasi yagona
ekanligini isbotlang.

7. Chizigli funksiyalaming qaysilari olz-o‘ziga ikki taraflama
funksiya bo‘ladi?

8. Xyv xzvyz=xy+xz+yz ekanligini isbotlang.

9. Jegalkin ko‘phadi ko‘rinishidagi funksiyaning hamma argu-
mentlari soxta argumentlar emasligim isbotlang.

10. Nol (bir) saglovchi monoton funksiyalar aynan birga (nolga) teng
ekanligini isbotlang.

11. Ikki argumentli hamma monoton funksiyalarni toping.

12. Quyida keltirilgan funksiyalaming qaysi birlari monoton funksiya
ekanligini aniglang:

a) Xyvxzvxz, bya->0n >r), ill vv vhiv?,

€) tV V<>, vy, f) Ai'v \v vz, ) vi'v vzv xz.

13. Aynan konstantadan (0 dan yoki | dan) larqg giluvchi funksiya
monoton boiishi uchun 1iiii kon’yunksiya \a di/’yunksiya superpozitsiyasi
orqgali ifodalash yetarli va zarurligini isbotlang.

14. Monoton funksisyaga ikki larallama bo'lgan funksiya monoton
ekanligini isbot giling.

15. Fagat va fagat yo konstanlalai, voki o°‘zgaru\chilar ustida inkor
amali boimagan KNSh va DNSh ko"nnishiila ifodalangan funksiyalar
monoton bo'lishini ko ‘rsating.

Mustugqil islilusli in Imn savollar

1. Ikki taraflama funksiya va o‘/-o‘/iga ikki taraflama funksiya
deganda nimani tushunasiz?

2. Mantiq algebrasidagi ikki tarallama gonun ganday ifodalanadi?

3. Mantiq algebrasidagi arifmetik amallarni bilasizmi?

4. Jegalkin ko‘phadi nima?

5. Mantiq algebrasidagi monoton funksiyalar deganda nimani
tushunasiz?

6. Chizigli funksiyalaming qaysilari monoton funksiyalar bo"ladi?



3.13. Funksional yopiq sinflar. Post teoremasi

To ‘lie/ funksiyalar sistemasi. Ikki taraflama funksiyalar sistemasining to 1iq
bo 'lish sharli. Yopiq sinflar. Xususivfunksional, maksimal funksional yopiq sinf
Post teoremasi. To plainyopig'i. Postjadvali.

3.13.1.Funksional yopiq sinflar. Mantiq algebrasining ®= \p. ,(p }
funksiyalar sistemasi beriigan bo'lsin.

1- ta’rif. Agar mantiq algebrasining istalgan fimksiyasil
d = K0, } sistemadagi funksiyalar superpozitsiyasi orqgali ifodalash
mumkin bo‘sa, u holda @ sistema to‘liq funksiyalar sistemasi deb
ataladi.

Istalgan funksiyani MKNSh yoki MDNSh ko'rinishida ifodalash
mumkinligidan {xy,xv y,x] funksiyalar sistemasining to'ligligi kelib
chigadi. {xy,x +y, 1} funksiyalar sistemasi ham to‘liq bo'ladi, chunki
istalgan funksiyani Jegalkin ko‘phadi ko’rinishiga keltirish mumkin.

1- misol. Quyidagilar to'lig funksiyalar sistemasi ekanligi
isbotlaymiz:

a) xy, x ; b) ,vv v, \: dl vr. v+ r. !:

ej.vvyv; 1).vr; g).v+v,.vv_v,I;

h) x+y +r, AT, 0,1 : ) v—r.v; j) v—r.0.

a) xvy=xy, yani diz’yunksiya amalini kon’yunksiya va inkor
amallari orqali ifodalash mumkin. Demak, {at, .7} funksiyalar sistemasi
to‘liqdir;

b) xy =x vy ekanligi ma’lum. Demak, istalgan mantiqiy funksiyani
diz’yunksiya va inkor amallari orqgali ifodalasa bo’ladi. Shuning uchun
j.vv y, a) funksiyalar sistemasi to"liqdir;

d) mantiq algebrasining ixtiyoriy funksiyasini yagona Jegalkin
ko‘phadi ko'rinishiga keltirish mumkin bo‘lgani uchun {xy, x +y, 1}
funksiyalar sistemasi to‘ligdir.

e) va f) mantiq algebrasidagi istalgan funksiyani \ff(x,y) =xy va
d(x,y) =xv y Sheffer funksiyalari orqali ifodalash mumkin. Hagigatan
ham, x=(p(x.x).

XV vVvs=AVv= A V)= (p<p(A V). (p(A V))
va
AT = (i A. V) = <p«p(A, A), (p( V. V))
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asosiy mantiqiy amallarni Sheffer funksiyasi orgali ifodalash mumkin.
Demak, {ivy} va {xy} funksiyalar sistemalari toiiqdir.

9) Vvj>=iy+j+v bo'lgani uchun xvy+(x+y) =xy bo‘ladi.
[xy,x+V, 1} to'liq sistema ekanligi d) bandda isbot gilingan edi, demak,
{x+ v,x v v, 1} sistema to‘ligdir.

Xuddi shunday qolgan h), i) va ]j) funksiyalar sistemalarining
to'ligligini ham isbot gilish mumkin. Bu ish o'quvchiga havola gilinadi. n

1- teorema. Agar & = {{ } funksiyalar sistemasi to'liq

bo'lsa. n holda unga ikki taraflama bo'lgan ® = {¢, ,...,H) funksiyalar
sistemasi ham to 'liq bo "tadi.

Isboti. @ sistemaning to'ligligini isbotlash uchun istalgan
/(X,,...,xn) funksiyani ® sistemasidagi funksiyalar superpozitsiyasi
orqali ifodalash mumkinligini ko'rsalish kerak. Bulling uchun avval f
funksiyani & = { } sistemadagi funksiyalar orqali ifodalaymiz

(@ sistema to'lig bo'lgani uchun bu protsedurani bajarish mumkin).
Keyin ikki taraflama qonunga asosan ikki taraflama funksiyalar
superpozitsiyasi orqgali / funksiyani hosil gilami/. m

2- misol. Quyidagilar to'liq funksiyalar sistemasi emasligini
isbotlaymiz:

a) x, I; b) XV, xv vy; d) x+ v, Xx;

e) XyV yzv Xz, X ; f) xvv vzv xz, 0, 1.

a) x =x+1 bo'lgani uchun {x, 1} sistemadagi funksiyalar bir
argumentli  funksiyalar bo'ladi. Bizga ma’lumki, bir argumentli
funksiyalaming superpozitsiyasi natijasida hosil gilingan funksiya ham bir
argumentli funksiya bo'ladi. Natijada, bu sistemadagi funksiyalar orqali
ko'p argumentli funksiyalarni ifodalab bo'Imaydi. Shuning uchun {x, 1} -
to'liq funksiyalar sistemasi emas.

b) {xv, xv v} sistemadagi funksiyalaming ikkalasi ham monotondir.
Monoton funksiyalaming superpozitsiyasi orgali hosil gilingan funksiya
ham monoton bo'lishi isbotlangan edi. Demak, bu ikkala funksiyaning
superpozitsiyasi orgali monoton bo'Imagan funksiyalarni ifodalash
mumkin emas va natijada, {xv, x v &} - to'liqg funksiyalar sistemasi emas.

d) {x+ _y, x} sistemadagi funksiyalar chizigqli funksiyalardir. Shuning
uchun bu funksiyalar orqali chiziglimas funksiyalarni ifodalab bo'lmaydi.
Demak, {x+y, x} - to'liq funksiyalar sistemasi emas.



e) {xyvyzvxz, x) sistemadagi funksiyalar 0‘z-o‘ziga ikki taraflama
funksiyalardir. Bu funksiyalarning superpozitsiyasidan hosil gilingan har
ganday funksiya ham o‘z-o'ziga ikki taraflama funksiya bo'ladi. Demak,
{xyvyzv xz, x) - to'lig funksiyalar sistemasi emas.

f). {xyvyzv xz, 0, 1} sistemadagi funksiyalarning hammasi mono-
ton funksiyalardir. Monoton emas funksiyalar bu sistemadagi funksiyalar
orgali ifodalanmaydi. Demak, {xyvyzv xz, 0, I} - to‘lig funksiyalar
sistemasi emas. m

2- misol tahlilidan quyidagi xulosa kelib chigadi. Berilgan
funksiyalar sistemasining to'liq emasligini isbotlash uchun sistemadagi
funksiyalarning shunday umumiy xususiyatini topish kerakki, bu xususiyat
funksiyalar superpozitsiyasi natijasida saglansin. Hagigatan ham, u holda
bunday xususiyatga ega bo'lmagan funksiyani & sistemadagi funksiyalar
superpozitsiyasi orgali hosil gilib bo‘Imaydi.

Funksiyalarning bunday xususiyatlarini tekshirish uchun odatda
funksional yopiqg sinf tushunchasidan foydalaniladi.

2-la’rif.Agar A sistemadagi funksiyalar superpozitsiyasidan hosil
bo ‘lgart funksiya ham shu sistemaning elementi bo ‘1sa, u holda bunday
sistema superpozitsiyaga nisbatan yopiq sistema deb ataladi.

3- ta’rif. Mantiq algebrasining superpozitsiyaga nisbatan vopiq
bo jgan har ganday funksiyalar sistemasi funksional yopig sinf deb
ataladi.

Ravshanki, muayyan xususiyatga ega bo'lgan funksiyalar sistemasi
funksional yopiq sinfni tashkil etadi va, aksincha, ma’lum funksional
yopiq sinfga kiruvchi funksiyalar bir xil xususiyatga ega bo‘lgan
funksiyalardir. Quyidagi funksiyalar sistemasi funksional yopiq sinflarga
misol bo’la oladi:

a) bir argumentli funksiyalar sinfi;

b) mantiq algebrasining hamma funksiyalari sinfi;

d) L - chizigli funksiyalar sinfi;

e) 5”7 -0 ‘z-0"ziga ikki taraflama funksiyalar sinfi;

f) M - monoton funksiyalar sinfi;

g) PQ-nol giymatni saqlovchi funksiyalar sinfi;

h) P\ -bir giymatni saglovchi funksiyalar sinfi.

4- ta’rif. Bosh sinfdan va mantig algebrasining hamma
funksiyalari to plamidan farq qiluvchi funksional yopiq sinf xususiy
funksionalyopiq sinfdeb ataladi.
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Shunday qilib, funksiyalar sistemasining to'liq boiishi uchun bu
sistemada liar ganday xususiy funksional yopigq sinfga kirmaydigan
funksiya topilishi yetarli va zarurdir.

5- ta'rif. O'z-o'zidan va mantiq algebrasining hamma funksiyalar
sinftdan (P2dan) farq qiluvchi funksional vopig sinflarga kirmaydigan
xususiy funksional vopiq sinfmaksimal funksionalyopiq sinfdeb ataladi.

Mantiq algeb asida hammasi boiib beshta maksimal funksional yopiq
sinf mavjud. Bular quyidagilardir: P(), P}, M , S, L.

13.2. Postl teoremasi. E. L. Post tomonidan funksiyalar sistemas
to'ligligining yetarli va zarur shartlari topilgan.

Post teoremasi. ® = {(p]...9) j funksiyalar sistemasi to'lig
bo'lishi uchun bu sistemada P , P., M, S, L maksimal funksional
yopiq sinflaming har biriga kirmaydigan kamida bitta funksiya mavjud
bo'lishi yetarli va zarur (ya'ni ® = ( @ , (pn} funksivalar sistemasi
fagat P(), P], M, S. /. maksimal funksional yopiq sinflardan
hirortasining ham gism to plaint bolmaganda va fagat shundagina to'liq
sistema ho 7adi).

Isboti. Zarurligi. @ = \<pl....(pn\ lo'lig sislcma (ya'ni [®J= /")
va F maksimal funksional yopiq sinllammg birorlasi bo'lsin deb faraz
gilamiz. U vaqtda F sinfning yopigligiui Insobga olib. /’,[®]c [7]=F
munosabatni yozish mumkin, ya'ni b L. Ammo bunday bo'lishi
mumkin emas. Demak. ® ¢ 7 numosabal bajanlmaydi.

Yetarliligi isbotini o'quvchiga halola eiamiz. m

N atija. Mantiq algebrasidagi har ganday funksional yopiq sinf P(t,
P{, N7, S, L maksimal funksional vopiq sinflardan hirortasining gism
to plami bo ‘adi.

Amalda berilgan @ = {<p(.....(pn\ funksiyalar sistemasining to'liq
yoki to'lig emasligini aniqlash uchun Post jadvali deb ataluvchi jadvaldan

foydalaniladi. Postjadvali quyida keltirilgan.

Post (Post Emil Leon, 1897 (Polsha)—1954) AQSh matematigi, mantigchisi.
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Jadvalning xonalariga o'sha satrdagi funksiya funksional yopiq
sinflarning elementi bo‘lsa “+” ishora, boMmasa ishorasi qo ‘yiladi.
Post jadvah ® ={p],...,(pn} sistema to'liq funksi-
5 L M yalar sistemasi bo‘lishi uchun, Post teore-
pu masiga asosan, jadvalning har bir ustu-
nida kamida bitta ishorasi bo'lishi
yetarli va zarur.
® = {q,...<pH} funksiyalar sistemasi
to‘lig bo‘lmasligi uchun Py, P,, M , S,
hil L maksimal funksional yopiqg sinflardan
birortasining gism to'plami boMishi, ya’ni Post jadvalining biror ustunidagi
barcha ishoralar “+” boMishi kerak.
Funksiyalar sistemasining to‘ligligi tushunchasi bilan sinfning (to’p-
lamning) yopig‘i tushunchasi o ‘zaro bog‘langan.
6-ta’rif. A bitan P2 (nta argumentli mantiq algebrasining hamma
funksivalarini o'z ichiga olgan) to'plamning biror qism to'plamini
belgilaymiz. A to plantfunksiyalarning superpozitsiyasidan hosil gilingan
hamma Bui funksiyalari toplami (A to plant funksiyalari orqgali
ifodalangan hamma bulfunksiyalari to ‘plami) A to plamning yopig'i deb
aytiladi va [A] kabi belgilanadi.

e

1- jadvul
bt 5 L M
a) 0 f +
Xy + + _ + i
X+ V+1z + * + -
b) 1 - + - + +
XV + + _ _ ~+ .1
X +y +2 + r +
1 4
d) {xyvxrvvr}
€) 0 + b
1 B,
X+ V
+
1) 0 + 1
1 + +
XV + - i
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3-iniso i. L A —P2 bo‘lsin. u holda [Aj= I\ bo'ladi.

2. A={Lx +x2} bo'lsm, u holda A to'plamning yopig'i barcha

chizigli funksiyalar to'plamidan (ya'ni. L to'plamdan) iborat bo'ladi. B

To'plam yopig'i quyidagi xossalarga ega:

1) [A]la A:

2) [1A}] = IA]:

3) agar A, ¢ A, bo'lsa, uholda [/1,]c [.4,]bo'ladi;

H AU ID\ANU [A2) m

7- ta’rif. Agar [A]= A ho'lsa, u holda A to'plam (sinf)
funksionalyopiq sinfcleh ataladi.

4-misol 1 A~ P2 funksional yopig sinfdir.

2. A= (4 N +.Vvt) funksional yopiq sinf emas.

3. L funksional yopiq sinldir. m

Osongina ko'rish mumkinki, liar ganday [A] funksional sinf yopiq
sinf bo'ladi. Bu hoi ko'pgina funksional yopiq sinllarni topishga yordam
beradi.

To'plam yopig'i va yopiq sml'tilida funksiyalar sistemasining to'ligligi
ta’rifini (avvalgi ta'rifga ckvivalcnl bo'lgan ta’nfni) bensh mumkin.

8- ta’rif. Agar [A]= /’, ho'lsa, ii liolda .l funksiyalar sistemasi
to ‘Ug deh ataladi.

5- suisol. Quyidagi funksiyalar sistemalarining to'lig emasligini Post
jadvali vositasida ishot gilamiz, (1- jadvalga t|arang).

a) ¢, = [0. xy, X+ v+r}; b) &, =jl.xy.x =v+r};

d &, ={ryvXxzvyzij; c) @,=10, L.v+vj :

0 ®5= 0.1 .vrl.

Post jadvalidan ko'rinib turibdiki, yuqorida Kkeltirilgan barcha
funksiyalar sistcmalari to'lig emas, cliunki har bir sistema uchun jadvalda
bitta ustun faqatgina "+" ishoralaridan iborat. Shuni ham ta’kidlash
kcrakki. har bir sistema uchun bu ustunlar har xil.

Demak, Post teoremasi shartidan PIt. P], M, S. L maksimal
funksional yopiq sinflarning birortasini ham olib tashlash mumkin emas.
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Bu xulosadan, o‘z navbatida, Pn, Px, M , S . L maksirnal funksional

yopiq sinflarning birortasi ham boshgasining gism to'plami bo‘la olmasligi
kclib chigadi. m

Muammoli masala va topshiriglar

1. Quyidagi funksiyalar sistemalarining har biri funksional yopiq sinf
bolishini isbot qgiling:

a) bir argumentli funksiyalar;

b) mantiq algebrasining hamma funksiyalari;

d x+ v+r, xy, 0.1: e) X =y, .7: N v—v.0;

g)L - h) S : i)M ; j)/>: im/”’

2. Agar ® = |<p,..(pN\ va F =\/, ... f } funksional yopiqg sinf-
lar bo‘lsa, u holda ® fi F va ® = -ftp*....‘} ham funksional yopiq
sinflar bo‘lishini. ® n /7 esa funksional yopiq sinf boMmasligini
isbotlang.

3. Quyidagi maksirnal funksional yopiqg I\ .P ,S. L. \f sintlarning
har biri boshgasining gism to‘plami bo‘lmasligini isbotlang.

4. Har ganday xususiy funksional yopiq sinf Px.I\,S.L. M mak-
simal funksional yopiq sinflardan birortasining gism to'plami boiishini
isbotlang.

5. Nol saglamaydigan funksiya yo nomonoton funksiya, yoki o'z-
o‘ziga ikki taraflama bo'Imagan funksiya ekanligini isbotlang.

6. Post teoremasining isbotini keltiring.

Mustagqil ishlash uchun savollar

1. To‘lig funksiyalar sistemasi deb nimaga aytiladi?
2. Funksional yopiq sinflar va xususiy funksional yopiq sinflar bir-
biridan nima bilan farg gilishadi?

3. Maksirnal funksional yopiq sinfnima?

4. Post teoremasi ganday isbotlanadi®)

5. Post teoremasining natijasini bilasizmi?

6. To'plam yopig'i deganda nimani tushunasiz?
7. Postjadvalidan ganday foydalanish mumkin?



IV BOB
MULOHAZALAR HISOBI

Ushbu bobda mulohazalar hisobining simvollari, lormulasi, aksiomalar
sistemasi, keltirib chigarish qoidalari, formulalar majmuasidan formulani
keltinb chigarish qoidasi, deduksiya va umumlashgan deduksiya teore-
malari, ayrim mantiqg qonunlarining isboti, mulohazalar algebrasi va mu-
lohazalar hisobi orasidagi munosabatlar, mulohazalar hisobida yechilish,
zidsizlik, toMiglilik va erkinlik muammolari kabi masalalar bayon ctilgan.

Mulohazalar hisobi aksiomalik mantiqiy sistema bo‘lib, mulohazalar
algebrasi esa lining interprctatsiyasidir (talginidir).

Berilgan aksiomalar sistemasi negizida qurilgan aksiomatik nazariya
deb, shu aksiomalar sistemasiga tayanib isbollannrchi hamma teoremalar
majmuasiga aytiladi.

Aksiomatik nazariya formal va formalmas nazanyalarga bo‘linadi.

Formalmas aksiomatik na/ariya nazariy-to'plamiy mazmun bilan
to‘ldirilgan bo"lib, keltirib chigarish tushunchasi aniq berilmagan va bu
nazariya asosan llkr mazmuniga suyanadi.

Qaralayotgan aksiomatik nazariya uchun quyidagi shartlar bajarilgan
bo "lsa. ya’ni:

1) nazariyaning tili berilgan;

2) formula tushunchasi aniglangan;

1) aksiomalar deb alaluvchi formulalar to'plami berilgan;

4) bu nazariyada keltirib chigarish qoidasi aniglangan bo'lsa, formal
aksiomatik nazariya aniglangan deb hisoblanadi.

4.1. Mulohazalar hisobi lormulasi

Mulohazalar hisobi. Mantigiy buy, 'lovchilar. Siim ollar. Formula. Qismiv
formula Isbotlanuwhi /onuulii. Aksioma.

4.1.1. Mulohazalar hisobining simvollari. Har ganday hisobmng
tafsifi bu hisobning simvollari tafsifidan, formulalar va keltirib chigarish
formulalari ta’rifidan iborat.

Mulohazalar hisobida uch kategoriyali simvollardan iborat alifbo
gabul qilinadi.

Birinchi kategoriya simvollari: v, ... Bu simvollarni
olzgaruvchilar deb ataymiz.
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Ikkinchi kategoriva simvollari: v. a. —, — Bular mantiqgiy
bog'lovehilardir. Birinchisi - di/'viinksiya voki mantigiy qgo'shish
belgisi, ikkinchisi - kon’yunksiya yoki mantigiy ko‘paytma belgisi,
uchinchisi  implikatsiya belgisi va to'rtinchisi - inkor belgisi deb ataladi.

Uchinchi kategoriyaga gavslar deb ataladigan (. ) simvollar kiritiladi.

Mulohazalar hisobida boshqga simvollar yo‘qg.

4.1.2. Mulohazalar hisobi formulasi tushunchasi. Mulohazalar
hisobining formulasi deb mulohazalar hisobi alifbosi simvollarining
muavyan ketma-ketligiga aytiladi.

Formulalarni belgilash uchun lotin alifbosining bosh harflaridan foyda-
lanamiz. Bu harflar mulohazalar hisobining simvollari gatoriga kirmaydi.
Ular fagatgina formulalarning shartli belgilari bo‘lib xizmat giladi.

Endi mulohazalar hisobi formulasi tushunchasi ta'rifini keltiramiz.

1- ta’rif. Mulohazalar hisobi formulasi tushunchasi quyidugiche
aniqglanadi:

1) har ganday x,j’z,... o zgaruvchilarning istalgan biriformuladir;

2) agar A va B ning har hiri formula ho‘sa, n holda (An B),

[Aw B), (A—=B) va A ham formuladir.

3) boshqga hech ganday simvollar satriformula bo ‘la olmaydi.

O'zgaruvchilami elementar formulalar deb ataymiz.

1- misol. Formula ta’rifining 1) bandiga ko'ra x,v,z,...
o'zgaruvchilarning har biri formula bo'ladi. U vaqtda ta’rifning 2) bandiga
mnvofig (x n v), (xv v), (x—>y), x ham formulalardir. Xuddi shu
kabi (ivijj, ((xny) —z)),((xn v) —=(v—r)) ham formulalar
bo'ladi.

Quyidagilar formula bo'la olmaydi:

Xy.nz,(xvv,x—y,(xny)—x.n

2- ta’rif. Mulohazalar hisobi qismiy formulasi tushunchasi
quvidagicha aniglanadi:

1) elementarformula uchunfagat lining o Zi gismiy formuladir;

2) agar A formula bo'lsa. u holda shu formulaning o'zi, A formula
va A formulaning hamma qismiy formulalari lining qismiy formulalari
1)0 1adi;

3) agar formula A* B ko'rinishda bo'lsa (bu yerda va bimdan keyin
* o'rnida v, n yoki — simvollardan birortasi bor deb tusininamiz), u

holda shu formulaning o'zi, A va B formulalar hamda A va B
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fornutlalarning barcha qismiy formulalari A* B formulaning qismiy
formulalari bo 'lac/i.

2-mis«l. ((xv v)—»(z —m m) formula uchun;

((xvy) —(z —=v)) - nolinchi chuqurlikdagi qismiy formula,

(Xvy), (z —»y) - birinchi chuqurlikdagi gismiy formulalar,

X. Vv, (z —v) -ikkinchi chuqurlikdagi qismiy formulalar,

y , z ~uchinchi chuqurlikdagi gismiy formulalar,

z - to‘rtinchi chuqurlikdagi qismiy formula bo'ladi. f

Formulalarni yozishda ayrim soddalashtirishlarni gabul gilamiz. Xuddi
mulohazalar algebrasidagi kabi gavslar hagidagi kelishuv va mantiqgiy
amallarni bajarish imtiyozlari (111 bobdagi 2- paragrafga garang) bu yerda
ham o‘rinli deb hisoblaymiz. Bu kelishuv va imtiyozlarga binoan, masalan,

((xv )®nz), (xav) va ((vn r) (z n/)) formulalarni mos ravishda

xVvnz,xav va xa V—2za/ ko‘rinishda yozish mumkin.

4.1.3. Isbotlanuvchi formula tushunchasi. Endi mulohazalar hiso-
bida isbotlanuvchi formulalar sinfini o'rganamiz. Isbotlanuvchi formula
tushunchasiga ham formula tushunchasi ta'rifiga o‘xshash ta’rif beriladi.

Avval dastlabki isbotlanuvchi formulalar (aksiomalar), undan ke>in
esa keltirib chiqarish goidasi aniglanadi. Keltirib chigarish qoidasi orgali
mavjud isbotlanuvchi formulalardan yangi isbotlanuvchi formulalar hosil
gilinadi.

Dastlabki isbotlanuvchi formulalardan keltirib chigarish qoidasini
go‘llash yo'li bilan yangi isbotlanuvchi formulalarni hosil qilish shu
formulalarni aksiomalardan keltirib chigarish deb ataladi.

4.1.4. Mulohazalar hisobining aksiomalar sistemasi. Mulohazalar
hisobining aksiomalar sistemasi Xl aksiomadan iborat bo"lib, ular to‘rt
guruhga bo’linadi.

Birinchi »uruh aksiomalari:

I, X —>»(v—x).

L (X —=(v—2-) L (x—1) >(X wz)).

Ikkinchi guruh aksiomalari:

m XAJ->X,

I; TAV—>V.

IE (- =x) = ((z —=V)—=(z —=XAV)).

Lchinchi guruh aksiomalari:

i1 n—-Lnv v.
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m2y xvy.
IH; X—>»z2) - (y —=:) —= (Vv r
To'rlinchi guruh aksiomalari:

IV, (x — —>(V —>X )=«
IV; X->X.
1V3 x X .

4.2. Keltirib chigarish qoidalari

Keltirib chigarish. O'rniga qo'yish, xulosa goidalari. Aksiomalar sistemasi.
Isbot/ash.

Bu paragrafda mulohazalar hisobida keltirib chigarish qoidalari deb
ataluvchi 0‘rniga qo’yish va xulosa qoidalari bayon gilinadi.

4.2.1. O'rniga qo'yish qoidasi. Agar A mulohazalar hisobining
isbotlanuvchi formulasi, x o'zgaruvchi, B mulohazalar hisobining
ixtiyoriy formulasi bo‘lsa, u holda A formula ifodasidagi hamma x lar
o'rniga B formulani qo'yish natijasida hosi! qilingan formula ham
isbotlanuvchi formula bo'ladi.

A formuladagi hamma x o'zgaruvchilar o'rniga B formulani qo'yish

operatsiyasini (jarayonini) o'rniga go'yish qoidasi deb aytamiz va uni

L] B
quvidagicha belgilaymiz : j (4j.

O'rniga qo'yish qoidasiga quyidagi anigliklarm kiritamiz:

B
a) agar A fagat x o'zgaruvchidan iborat bo'lsa. u holda J ( j( o'rniga

go'yish B formulani beradi:

b) agar A formula x dan farqli y o'zgaruvchidan iborat bo'lsa, u
H
vaqtda j’(”) o'rniga qo'yish A ni beradi;

d) agar A o'rniga qo'yish aniglangan formula bo'lsa, u holda A
formuladagi x o'rniga B formulani go'yish natijasida o'rniga go'yish-
B B

ning inkori kelib chigadi, ya’ni (/") o'rniga go'yish j(A) ni beradi.

Bu yerda matematik anali/dagi integral belgisi ishlalilsada. uning ma'nosi o‘'zgacha.
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c) agar A, va N2 formulalarda o‘rniga qo‘yish aniglangan bo'lsa, 1

m H
holda | (A, * A2) o'rniga go'yish J (A])*J( A2) ni beradi.
X v v
Agar A isbotlanuvchi Ibrmula bo'lsa, u holda uni |—A shaklda

yozishga kclishamiz. U holda o'rniga qo'yish qoidasini quyidagicha

sxematik ravishda ifodalash mumkin:. ! va uni "aszar A ishotla-
S
[-J< n

M
nlivehi formula bo'lsa, u holda J (,-f) ham isbotlanuvchi formula bo'ladi"

deb o‘qgiladi.

4.2.2. Xulosa qoidasi. Agar | va A K mulohazalar hisobining
isbotlanuvchi formulalari bo'lsa, u holda H ham isbotlanuvchi formula
bo'ladi. Bu qoida xulosa qoidasi deb yuritiladi va sxematik ravishda
quyidagicha yoziladi:

1-ta’rif (isbotlanuvchi formula lu’rill).

a) har ganday aksioma isbo/lanuvrlii /"ormuladir;

b) isbotlanuvchi Jormiiladagi x o ‘zgaruvchi o ‘rniga ixtivoriv B
formulani qo 'yish natijasida hosil bo Igan formula isbotlanuvchi formula
bo 1adi;

d A va A —B isbotlanuvchi formulalardan xulosa qoidasini
go ‘Hash natijasida olingan B formula isbotlanuvchiformuladir;

e) Mulohazalar hisobining boshga hech qanday formulasi
isbotlanuvchiformula emas.

2- ta’rif. Isbotlanuvchi formulalarni hosil gilish jaravoni isbot
gilish (isbotlash) deb ataladi.

1- misol. |- A —A bo'lishini (implikatsiyaning refleksivligini)

n
isbotlaymiz. Bulling uchun b aksiomadan foydalanamiz. Bu yerda J(/, )

o'rniga go'yishni bajarish natijasida
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[— (X —>(V —>X)) —> ((X —>y ) —> (JI'—>.V)) ()
kelib chigadi. b aksioma va (1) formulaga xulosa qoidasini qo'llab
I (v —=y) = (V—=") (2)

formulani hosil gilamiz.

X

(2) formulaga nisbatan |(2) o‘miga qo'yishni bajarish natijasida

j— (Y ->.v) -> (V-> X) (3)

isbotlanuvchi formulaga ega bo'lamiz.

IV; aksioma va (3) formulaga nisbatan xulosa qoidasini goTlash
natijasida
I- v->x (4)

isbotlanuvchi formulaga kelamiz. Nihoyat, (4) formuladagi x o'zgaruvchi
o’rniga A formulani qo'ysak |-A —>A isbotlanishi kcrak bo'lgan

formula hosil bo'ladi. m

2- misol. —xvy—xay ekanligini isbotlaymiz. Hagigatdan ham.
Il;, aksiomaga nisbatan ketma-kct ikki marta o'rniga qo'yish usulini
go'llaymiz: avval x ni x ga va keyin y ni y ga almashtiramiz. Natijada
quyidagi isbotlanuvchi formulaga ega bo'lamiz

H- ") —=((.->y) -»(r ->vnvi. ©)
(5) formulaga nisbatan | (5) o’rniga qo'yishni bajarib, quyidagini
hosil gilamiz: - ((yv y) —>X) —>((Xv y —»y) —»(XVy —>XNy)).
Endi XVV->X, (6)

Xvy—y 7
formulalarning isbotlanuvchi ekanligini ko'rsatamiz. Buning uchun 1V,

aksiomaga nisbatan J(IV ) o'rniga go'yishni bajaramiz. Natijada

- {V i1XV V)=~ (AV V —" V) )



formulaga ega bo'lamiz. (8) formula va IIf aksiomaga nisbatan xulosa
goidasini ishlatib. (6) formulaning isbotlanuvchi formula ekanligiga
ishonch hosil gilamiz. Xuddi shu kabi (7) formulaning ham isbotlanuvchi
formula ekanligini ko'rsatish mumkin.

(6) va (5) formulalarga xulosa qoidasini qo'llasak.

j-(VWr—=r1) >(Wwv I ->Val) @)
isbotlanuvchi formula kelib chigadi.

(7) wva (9) formulalarga xulosa qoidasini qo'llab, berilgan

—mV v—>pga v formulaning isbotlanuvchi ekanligini hosil gilamiz. =

4.3. Keltirib chigarish goidasining hosilalari

Formula. Hosilaviv gohialor Hir voqldii <'miga <0 ‘risk, murakkab xulosa,
sillogizm, kuntrpozisiva. ikki karrohk iiikorni tushirish goidalari.

O'rniga qo'yish va xulosa qoidalari singari Kkeltirib chiqgarish
goidasining hosilalari ham yangi isbollaiuivclu formulalar hosil gilishga
imkon yaratadi.

4.3.1. Bir vaqtda o'rniga go'vish qoidasi.

Ta’rif. Agar A(x,, M) isbo/Linuvchi formula va
BI,B - , B mulohazalar hisobining iMivony formulalari ho 'Isa, n holda
A formulaning 5, ,.v, o'zganivcliihiii o'rniga bir vagtda mos

ravishda B[,B1,....Br formulalarni go'yish natijasida C isbotlanuvchi
formtilani hosil gilish bir vagtda o'rniga go'yish qoidasi deb ataladi.

Z.,Z, o‘zgaruvchilar .4,B, B ... lonmilalardagi boshga
o'zgamvchilardan farq qiluvehi o'zgamvchilar va z ®z . (i,j =\,n)

bo'lsin. U holda A formulaga Nta o'rniga qo'yishm kctma-ket bajaramiz:
avval Al o'rniga r, ni, keyin g-, o'rniga ~,ni va hoka/o v o'rniga z ni

go'yamiz. Natijada quyidagi isbotlanuvchi formulalarga ega bo'lamiz:

9"(-1) o'rniga go'yish |—.!''m. j=J( /) o'rniga go'yish j ,L ni. va
X Xu

liokazo j-j (Anl) o'rniga go'yish |—Anni beradi.
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Bundan keyin An formulaga nisbatan yana nta o'rniga qo'yishni

ketma-ket bajaramiz: avval z] o'rniga Btni. keyin z3 o'rniga Z2nivaho-
kazo z;?04niga Bnni qo‘yib chigamiz. Buning natijasida ) ~rni-

62
ga go‘yishdan |-C, ni, j-J(C]) o4niga go‘yishdan |-C 2ni va hokazo

I~ K - ) o'rniga go'yishdan |—C,, ni hosil gilamiz. Demak, Cn isbotla-

nuvchi formula A formuladagi xt,x2,...,xn o'zgaruvchilar o'rniga bir
vagtda mos ravishda B,.B ... B lormulalarni go'yish natijasida hosil

bo'ladi. Bir vaqtda o'rniga go'yish operasiyasini (goidasini) quyidagicha
ifodalaymiz: i .

|- J<-<>

4.3.2. Murakkab xulosa qoidasi. Bu goidada
A, -4 1. ->(A3 A, -»1)..))) 1)
ko'rinishdagi formulalarga nisbatan ikkinchi hosilaviy qoida ishlatiladi va
uni quyidagi tasdiq orqali izohlash mumkin.
1- teorema. Agar A}LA? Anva

4 ->(A2"N (A} —> (umm(Al, ->1)...))) (2)
isbotlanuvchi formulalar bo 'lsa, n holda L ham isbotlanuvchi formula
ho 'ladi.

isboti. Xulosa qoidasini ketma-ket qo'llaymiz. Agar A] va (2)
isbotlanuvchi formulalar bo'lsa, u holda xulosa qoidasiga asosan
[ Yoo v (wmmA -> Z)...)) (3)
ham isbotlanuvchi formula bo'ladi. A, va (3) isbotlanuvchi formula
bo'lganligi uchun

A3 —>(...(An —>/.)..) (4)
formula ham isbotlanuvchi bo'ladi. Muhokamani xuddi shunday davom
ettirib, natijada 1. isbotlanuvchi formula ekanligiga ishonch hosil gilamiz.
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Murakkab xulosa qoidasini sxematik ravishda quyidagicha yozish
mumkin:

1-A ImA ... j-1 .1 A ->IA, > (A. =l (An—> L)..))

|- 1.

4.3.3. Sillogizm qoidasi.

2- teorema. Agar A —B va i= >C isbotlanuvchi formulale
ho 'Isa. n holda A — C ham isbotlanuvchi formula bo ‘ladi.

Isboti.Teoremani sxematik ravishda quyidagicha yozamiz

LA—B. F/*-><o

(6)
rA (
11va I; aksiomalarga nisbatan
N.H.C B
JE)- I0)
\.Y.Z Y.V

bir vagtda o‘rniga qo'yish qoidalarini gqoilash natijasida quyidagi isbot-
lanuvchi fonnulalarni hosil gilamiz:

-A->B <« I >(A->B)->(A->0), (7)

[-(A->0-»(N-»(A-»C)). (8)
Teoremaning shartiga asosan

-A-~B. 9)

B m( (10)

formulalar isbotlanuvchidir.
(10) va (8) formulalardan xulosa gqoidasiga asosan

|- A—>(B —C) (11)
formulani hosil gilamiz. U vaqtda (11), (9) va (7) formulalardan murakkab
xulosa qoidasiga asosan j- A —>C ekanligi kclib chigadi. =

Agar A —wB va B —C isbotlanuvchi formulalar bo'lsa, u holda
A — C ham isbotlanuvchi formula bo'lishini sillogizm qoidasi deb
atavmiz.

4.3.4. Kontrpozitsiya qoidasi.

Bu soV ncgi/ida yunoncha ou/./.oytouoc (svllogismos) so'/i votadi. u mantigan kclib chigish
ma'nosini beradi.
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3- tcorema. Agar A — B isbotlanuvchi formula ho 'lsa, n holda

B —> A ham isbotlanuvchiformula, y a hi

A —=*B
(12)
-B->A
bo'ladi.
m
Isboti. IV. aksiomaga nisbatan , bir vaqtda o'rniga go'yish
goidasini go'llab, (A —B)—LB —A) (13)

isbotlanuvchi I'ormulani hosil gilamiz.

Teoremaning shartiga asosan

-A->B (14)

isbotlanuvchi formuladir. Shuning uchun (14) va (13) formulalardan
xulosa goidasiga asosan B —» A) isbotlanuvchi formula ekanligi kelib
chigadi. m

Agar A — B isbotlanuvchi formula bo'lsa, u holda B —A ham
isbotlanuvchi formula bo'lishini kontrpozitsiva qoidasi deb ataymiz.

4.3.5. Ikki karrali inkorni tushirish goidasi.

4-teorema. 1) Agar A —B isbotlanuvchi formula bo 'Isa, n holda
A —> B ham isbotlanuvchi formula ho 1adi;

2) Agar A —B isbotlanuvchi formula bo'lsa, n holda A —B

formula ham isbotlanuvchi formula, va hi
\-A “mB 1-T »>B
m i (15)
-A =8B A » B

ho 'ladi.

Isb oti. 1V; va IV-, aksiomalarga nisbatan J(I1V,) va J(1V,)

o'rniga qo'yish qoidalarini go'llab,
FA->A, (16)
jB->B (17)
isbotlanuvchi formulalarni hosil gilamiz.
Teoremaning 1) va 2) shartlariga asosan

-8B, (18)
\-A ->B (19)
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formulalar isbotlanuvchidir. Agar teoremaning 1) shard bajarilsa, u holda
(17) va (1S) formulalardan sillogizm qoidasiga asosan j- A —» B kelib
chigadi. Agar 2) sharti bajarilsa. u holda (16) va (19) formulalardan
|—A —> B Kkelib chigadi. =

Agar A B (A —B ) isbotlanuvchi formula boisa, u holda
A —B ham isbotlanuvchi formula bo‘lishini ikki karrali inkorni
tushirish qoidasi deb atavmiz.

Muammoli masalu va topshiriglar

1. Quyidagi ifodalarning qaysilari mulohazalar hisobining formu-
lalari bo ‘lishini aniglang:
a) (> np2)->{psv/.); b) (/2 Vp2)v (p,p2))-> 4.,;

d)ip, =(2vp,) >p.; ¢ (pn( >p:)->(p2—=/?);
0 (P\ -*p2)->((/>m ->/j, )-> ).

g) (1?2, ->1;,)->((/, NT)Y—((in v I12,)-» 17_);

hy ((I> ->N-)a (I3 —=/> ) —=(? -» (I>, n17,));

i) ((pta /;,) (Zvvin))<>(v/> v IT,).
2. Quyidagi formulalammg hamma gismiy formulalarini toping:

a) v-)va(vvv): bl y)v(.vr):
d v—(r —x) ; c)avhb—r,
f)aacv b: g).(-)t’A
h) vv \. >v: i) ,v-->i'V.vna v:
J) (V—=1f)A (M—>-))—>(VVZ); k) (\ =>V)->((.V->V)->T7).
3. Lo-e(,0 =B) () >.1). [ IvB va /[, =A Bv C
formulalar uchun quyidagi o'rniga qo'yishlarning natijalarini aniglang:
AC 1 x H~THB
a /(/-,): b J(¢/ - d . i
a AC
AaB.AvB B,A AnA.C.A
JGVL 0 9 i(AJ-
L 2| I.fi A.B.C



4. O'rniga qo'yish qoidasini qo‘!lab, quyidagi formulalarning isbot-
lanuvchi ekanligini ko'rsating:

a) (A->B)n B -» B; b) AnB-» AnBvC:

d (1 —B)—((C B)—(AvC —=B)): ¢c) CvD ->CvD:

t)(AnB—(C—=BnC))—((Aa B—C)—(An B —=B: G)).

5. O'rniga qo'yish va xulosa qodalarini qgo‘llab, quyidagi
formulalarning isbotlanuvchi ekanligini aniglang:

a) Av A—A; by A—>Aa A; d) AnB—>BnA;

e) Av B—=Bv Aj; N (A—B) —(A—>A):g) A —A.

6. Keltirib chigarishning hosilaviy qoidalaridan foydalanib, quyidagi
formulalarning isbotlanuvchi ekanligini ko'rsating:

a) AvB AnB b) .1—/7?;
d) (/1 B) —=(A —Av B); e) F -4> 4
f) 14” 4 =T ; g) (14 —>/7)_>(14 —>A):
hy (A—B)n B A i) 4n5 —1. 8.
7. Keltirib chigarishning quyidagi hosilaviy qoidalarini isbotlang:
j_rl ’ |_4 ) I- A 1-5
a,-- ;b)) - ;o d) ; e) -
—AnB - AN/ B -A--B A-*B
40 n —B \-A "B ,\-B n n
f) ; — ti) 1
—A “—AfB A —AAB
A B A B - n > A A-*A
J) y TTTTTTTT ) k) __________ ) 1) - T ’ m)
— -1V B — A B —A —A
|-, 1 -» fl.1- A-» B - A-+BA-A >B
n) 1 1 0) ' -
-4

Mustagil ishlash uchun savollar

1. Mulohazalar hisobi formulasi tushunchasini bilasizmi?
2. Mantiqgiy bog'lovchilar deganda nimani tushunasiz?
3. Simvollar nima9
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4. Qismiy formula bilan formula tushunchalari bir-biridan nimasi
bi lan farq giladi?

5. Isbotlanuvchi formula ta’rifini bilasizmi?

6. Mulohazalar hisobining aksiomalar sistemasida (tizimida) ganday
aksiomalar bor?

7. Keltirib chigarish qoidalari deganda nimani tushunasiz?

8. Keltirib chigarish goidasining ganday hosilalari bor?

9. Bir vagtda o'rniga qo'yish va murakkab xulosa goidalarini ganday
go'llash mumkin?

10. Sillogizm, Kkontrpozitsiya va ikki Kkarrali inkorni tushirish
goidalarini bilasizmi?

4.4, Isbotlash tushunchasi

Keltirib chigarish goidasi. Keltirib chii/eiri/adigtin formulalar sinfi.
Isbotkmuvchiformulalar sinfi. Isbotlash tushunchasi. Keltirib chigarishning
xossalari.

4.4.1. Formulani Kkeltirib chigarish qoidasi. // = j,-f,,zl,, ... AL\
chekli formulalar majmuasi (to'plami) bcrilgan bo'lsin. Hu formulalar
majmuasidan formulani keltirib chigarish tushunchasini o'rganamiz.

1- ta’rif. 1) Har ganday M formulalar majmuasi 11 dan
keltirib chigariladiganformuladir.

2)Har ganday isbotlanuvchi formula H dart keltirib chigariladi.

3) C va C —B lar H formulalar majmuasidan keltirib chigarilgan

formulalar bo Isa, n holda B formula ham H dan keltirib chigariladi.
Biror B formula H formulalar majmuasidan keltirib chiqariladigan

bo'lsa, uni simvolik ravishda H[- B shaklda yozamiz.

Agar H bo‘sh to'plam yoki elementlari fagat isbotlanuvchi formu-
lalardan iborat bo'lsa. u holda H dan keltirib chigariladigan formulalar
sinfi isbotlanuvchi formulalar sinfi bilan mos keladi. Agar formulalar
majmuasi H ning hech bo'Imaganda bitta dementi isbotlanmaydigan
formuladan iborat bo'lsa, u holda H dan keltirib chigariladigan formulalar
sinii isbotlanuvchi fonnulalar smfiga nisbatan kengroq bo'ladi.

Misol. AvB formula H =\A,B) formulalar majmuasidan kelti-
rib chiqgariiishim ko'rsatamiz. Hagigatdan ham, Ae H va BeH bo'lgani
uchun formulani keltirib chiqarish qoidasiga asosan quyidagilar o'rinli:

-1, A 1)
H-B. 2
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NBA B/
1b va lj aksiomalarga nisbatan J(11,) va J(lj) o'rniga qo'yishlarni

-V.v.z t.v

bajaramiz. Natijada isbotlanuvchi formulalar hosil bo'ladi. Ular formulani
keltirib chigarish qoidasiga asosan H dan keltirib chigariladi, ya’ni

H\-(A —A) —=((A —B) -> (A-> AnB)), (3
H\-B —(A —B) (4)
kabi bo'ladi. A —> A isbotlanuvchi formula bo'lgani uchun
H\—A — A . (5)
(5) va (3) formulalardan xulosa goidasiga asosan
M|—(.1—B)—(A —AaB) (6)
hosil bo'ladi. Xuddi shu kabi (2) va (4) formulalardan
H\-(A->B) 7
munosabatga kelamiz. (7) va (6) formulalardan xulosa goidasiga asosan
11j A—vyAaB (8)
kelib chigadi. U holda (1) va (8) formulalardan
H\—A a B 9)
hosil bo'ladi. ya'ni Aa B formula H formulalar majmuasidan kelib
chigishini ko'rsaldik. m
H formulalar majmuasidan birorta ixtiyoriy formulani keltirib chi-
garishda murakkab xulosa qoidasidan ham foydalansa bo'ladi.
Bu holda (9) munosabatga (5), (7), (1) va (3) mulohazalar yordamida

kelish mumkin.
4.4.2. Keltirib chigarish (isbotlash) tushunchasi.

2- ta’rif. Agar BI,B1,...,Bn chekh' formulalar ketma-kelliginirg
har ganday hadi quyidagi uch shartning birortasini ganoatlantirsa, wu
holda bu ketma-ketlik Il chekli formulalar majmuasidan keltirib

chigarilgan dey®adi:

1) H formulalar majmuasining birortaformulasi;

2) isbotlanuvchi formula;

3) /?,.B, If  ketma-ketlikning istalgan ikkita oldinma-kevin
keladigan elementlaridan xulosa gqoidasiga asosan hosil gilinadi.

Oldingi paragrafdagi misolda ko'rsatildiki, H = {A,B} formulalar maj-
muasidan quyidagi formulalar chekli ketma-ketligi keltirilib chigariladi:
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A.B. (A—N)—({(A —/?)—(A —An B)). B->(A->B),
A >A (A—B)-H A—/nB)), A—B, A—AnB, AnB.

Agar murakkab xulosa qoidasidan foydalansak, u holda (isbotlash)
keltirib chigarish formulalari quyidagicha bo'ladi:

A, B,(A->A)->((A->B)->(A->A B)),
B—-(A—B) I—=1,A—B.AnB.

Formulani keltirib chigarish va formulalar majmuasidan keltirib chiga-
rish ta’riflariga asosan Kkeltirib chigarishning quyidagi xossalari hosil
bo'ladi:

1) H formulalar majmuasidan keltirib chigarilgan chekli ketma-
ketlikning boshlang'ich gismi ham // dan keltirib chigariladigan bo'ladi.

2) Agar H dan keltirib chigarilgan keima-ketlikning ikkita qo'shni
hadlari (elementlari) orasiga // dan keltirib chigarilgan biror boshga
ketma-ketlik qo'yilsa, u holda hosil etilgan yangi formulalar ketma-ketligi
ham H dan keltirib chigarilishi mumkin.

Hagigatan ham, masalan, agar BAB ... ,Bn B/+,...,.Bk va
C1C2,....C°(lar H dan Kkeltirib chigarilsa, u vaqtda, Kkeltirib chigarish
ta’rifiga asosan. Br B2...B ,(’, (... Y, (e B, ham H dan
keltirib chiqariladigan bo'ladi.

3) H formulalar majmuasidan keltirib chigarilgan formulalar ketma-
ketligining har ganday hadi H dan keltirib chigariladigan formuladir.

4) Agar // cr W bo'lsa. u holda 1l dan keltirib chiqarilgan har ganday
formula W ning ham formulasi bo'ladi.

5) B formula H dan keltirib chigariladigan formula boiishi uchun
H dan keltirib chigarilgan ixtiyoriy formulalar ketma-ketligida bu formu-
laning mavjud bo*lishi yetarli va zarurdir.

4.5. Keltirib chigarishning asosiy goidalari

Isbotlash tushunchasi Keltirib chigarishning xossalari. Keltirib chigarishning
asosiy qoidalari. Deduksiya teoremasi. Deduksiya umumlashgan teoremasi.
Kon yunksiyani, diz yimksiyani kiritish qoidalari.

H va W mulohazalar hisobining ikkita formulalar majmuasi bo'lsin.
Bu majmualarnmg vyig'indisini (birlashmasini) 1fJV deb belgilaymiz.
yani HW =H UW . W majmua bitta C formuladan iborat bo'lganda
ham H U {C} birlashmani If,C ko'rinishda yozamiz.

Endi keltirib chigarishning asosiy goidalarini o'rganamiz.

4.5.1. I cioida.--------——--

25~



lsboti.Bu qoida bevosita formulalar majmuasidan keltirib chigarish
goidasi asosida hosil bo'ladi. a

HX'"\-A, H\-C
4.5.2. Il goida. —
H\- A

Isboti.Bu qoidaning shartiga asosan H ,C formulalar majmuasidan
A formula keltirib chiqgariladi. Shuning uchun H.C dan oxirgi formulasi
A bo'lgan keltirib chigarish mavjud:
BXB2...Bk].A. (1)
Xuddi shu kabi H formulalar majmuasidan C formulani keltirib
chigarish mumkinligidan A dan keyingi formulasi C bo'lgan keltirib
chigarish mavjud:
c,,C... C,,,C. (2)
(1) keltirib chigarishda C formula ishtirok etmagan holda, u fagat H
formulalar majmuasidan keltirib chiqarilgan ketma-ketlikda bo'ladi.
Demak, /7 dan A formula keltirib chigariladi.
Agar (1) Kkeltirib chigarishda birorta formula C bo'lsa (masalan.

formula B,), u holda Bj{ va BiH formulalar orasiga (2)ni go'yamiz.
Natijada quyidagi fagat H dan keltirib chiqarishni olamiz:

..... H -( -C ....( *>".....B -A.
Shunday qilib, H dan A formula keltirib chiqariladi. m

. Hx\-A. w\-C
4.5.3. 11l goida.

H,W\-A

Isboti. I X"j- A bo'lganligi uchun I gqoidaga asosan /7, ,C|- A.
Qoidaning shartiga binoan L -C . u holda | qoidaga kota H ,W\-C . Il
goidadan fovdalanib H,W\—A m topamiz. m

A[-C-> A
. A

4.5.4. IN goida.

| sboti. C —A formula H formulalar majmuasidan Kkeltiri
chigariladigan bo'lgani sababli H ning shunday Kkeltirib chiqgarishi
mavjudki, uning oxirida C — A formula turadi:

/2i,B:,...,Bk |,C —>A. )



Endi H formulalar majmuasiga C formulani qo'shib, H,C formu-

lalar majmuasini hosil gilamiz. (3) keltirib chigarishga C formulani qo'-
shib, ushbu keltirib chiqarishga ega bo'lamiz:
Bt,B2...B .C >.1.(. (4)

O'z navbatida bu H,C formulalar majmuasining keltirib chiqarishi
bo'ladi. <4)ning oxiriga A formulani yozish mumkin, chunki u xulosa
goidasiga asosan C —> A va C formulalardan hosil gilinadi.

Demak, oxirgi formulasi A bo'lgan H,C formulalar majmuasining
Bt,5,,..., Bk.i,C —A,C, A Kkeltirib chigarishiga ega bo'lamiz. Bu
yerdan H,C\~A ekanligi kelib chigadi. m

H,C\-A
455. V gqoida (deduksiya teoremasi). — —------—- .
[/ ~C> |
Isboti. Avval //,(’ formulalar majmuasining har qanday
B]1,B1,...,.Bk keltirib chigarishi uchun I1l1l—(' —>Bk ning to'g'riligini

matematik induksiya metodidan loydalanib ishot gilamiz.

Baza, k = 1 hoi uchun tasdiq to'g'n. Hagigatan ham, agar 11, formula
M ,C ning keltirib chigarishi bo'lsa, n vaqtda quyidagi uch hoi bo'lishi
mumkin:

a) 5, € H ,b) Bt isbotlanuvchi formuladir, d) Bt formula C ning o'zidir.

a) va b) hollar uchun // dan quyidagi keltirib chigarishni yozish
mumkin: B”A B>—(C —¥B ), ( — /> . Demak, //j—( —B;.

d) hoi uchun //3+C —>C* bo'lisliim isbotlash kerak.

Ravshanki, C — ( isbotlanuvchi formuladir. Shuning uchun uni har
ganday majmuadan keltirib chigarish mumkin.

Induksion o'tish. Endi istalgan i (/< k) chuqurlikdagi har ganday
keltirib chigarish uchun tasdiq to'g'ri bo'lsin deb hisoblab, uning «k
chuqurlikdagi keltirib chigarish uchun to'g'riligini isbot gilamiz.

Bf,B2,..,Bk lar //,(’ majmuaning Kkeltirib chiqarishi bo'lsin. bu
yerda Kk >1. U vaqtda B, formulaga nisbatan quyidagi to'rt hoi yuz
berishi mumkin:

a) Bke H,

b) Bk isbotlanuvchi formuladir,

d) Bk formula C ning o'zidir,

e) Bk formula xulosa goidasiga asosan keltirib chiqarishdagi ikkita
undan oldin ketma-ket keladigan formulalardan hosil gilinadi.
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a), b). d) hollar uchun isbot to‘liq ravishda k —1 holdatri isbotua mos
kcladi.

Shuning uchun e) holni ko'ramiz, Bu holda Bk formula Bj va B
formulalardan hosil gilinib (i</<. j>«k). B formula B, —B:
ko‘rinishni oladi va quyidagi tasdiglar o'rinli bo'ladi:

H\-C-"B:. (5)

H |—C — (Bj — Bk). (6)
I; aksioniada J(I ) o'rniga qo'yishni bajarib, quyidagi isbot-

lanuvchi formulaga ega boiamiz:
[—(C —(B, —->Bh)) - ((C —B:)—(C —» Sj)) (7
(6), (5) va (7) ifodalar H dan keltirib chiqariladigan formulalardir.
Ularga murakkab xulosa qoidasini qo'llab. //j—C ~”Bk ni hosil gilamiz.
Endi umumiy, ya’ni H,C\-A bo'lgan holni ko'raylik. U holda H.C
ning BI,B2,...,Bk I. A keltirib chigarishi mavjud bo'ladi. Demak,
yugoridagi mulohazalarga asosan H —C —> A tasdiq to‘g‘ridir. m
Deduksiya teoremasidan quyidagi muhim ahamiyatga ega bo'lgan
tasdiq kelib chigadi.
Neorema (uniumlashgan deduksiya teoremasi).

\c\.cz...... c, ij-a
—C, —(C2—(C, — mm(k —A)...))

Isboti. Ilk = {C, C2,.,Ck} bo'lsin. Teorema shartiga asosan
Hk\-A vyoki Hk {,Ck\- A ning to'g'riligi, H k1 - Hk_;,Ck x bo'lgani
uchun esa Hk 2,Ck J- Ck —A tasdigmng to'g'riligi kelib chigadi. Bu
ifodaga nisbatan yana deduksiya teoremasini qo'llab, Hk nj—CA, ->
~>(Ck -* A) ni hosil gilamiz. Bu jarayonni k marta takrorlab, ushbu
tasdiqga kelamiz:

I, =0 FC| = (C: =(C. >mm((K —. J)...)).

Tabiiyki, bo'sh to'plamdan faqatgina isbotlanuvchi formulalar keltirib

chigarish mumkin. ya’ni |-C — ((\ —(C3—...(Ck A)..)), 1

K = 1 xususiy holda _CA ga ega bo'lamiz.
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4.5.6. VI qoida. (Kon’yunksiyani kirifish qoidasi). Lj A-un\
/1j- A a B

Isboti. Berilganiga ko'ra
H~A. <St
/1j-B. 9)
IA,B\ formulalar majmuasidan A a B formulani keltirib chigarish
mumkmligi. ya'ni {n,B\—AnB (10)

ekanligini ko‘rsatgan edik.
Keltirib chigarishning | qoidasiga asosan

I1,A,R\-Aa B, (n
/I. A\- B . (12)

Keltirib chigarishning Il qoidasidan foydalanib, (11) va (12) muno-
sabatlardan

ILA An B (13)

hamda (8) va (13) dan //I- 1n B larni hosil gilamiz. m
4.5.7. VI goida (1)i/'yiiiiksiyani Kii ilisli <|oidasi).

I.AVIi\-C
Isboti. H.A\—C: //,/¥|-(" sharllanlan deduksiya teoremasiga
asosan -0 ->(. (14)
(T T T (15)

formulalar kelib chiqadi.
1l aksioma W formulalar majmuasidan isbotlanuvchi formula sifatida

keltirib chigariladi, ya’ni

H\-(A ->0 ->((B >C)->fAvR-> 0). (16)
{14), (15) va (16) formulalarga murakkab xulosa goidasini qo’llab

I1—Av B —C (17)

formulani hosil gilamiz. Endi keltirib chigarishning IV qoidasini qo’llab
I, Av B\—C formulaga eua bo'lamiz. m
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4.6. Ayrim mantiq gqonunlarining ishoti

Mantig gonunlari. Shartlarni o iin almashtirish gonuni.. Shartlarni qo ‘'slush
gonuni. Shartlarni ajratish (/fonnT.

Deduksiya teoremasi bir gator mantiq qonunlarini isbotlashga vordam
beradi.

4.6.1. Asoslarni (shartlarni) o'rin almashtirish qonuni.
|- (v->(y =z))-->(v->(x->T1)). (n
lsboti.// = jx —=()m—>z),y,x} formulalar majmuasidanx-»(v-»z),
y,X,y->z,z Kkeltirib chigarish hosil bo'ladi. Demak, //dan z formula

kelib chigadi. U holda umumlashgan deduksiya teoremasiga asosan (1)
formula isbotlanuvchi ekanligini hosil gilamiz.
Asoslarni o’rin almashtirish qonunidan isbotlanuvchi formulalar uchun

x—(r —z
ushbu asoslarni o’rin almashtirish qoidasi =--------------------—-- kelib chigadi.
j-(v-»(x-»2))

llagigatan ham. agar —X —>(jl—) (2)
bo’lsa, u holda (1) va (2) formulalardan xulosa qoidasiga asosan
y —(x —>z) formula hosil gilinadi. a

4.6.2. Asoslarni go'shish gonuni.

Hx->(y->2z2))->(xny ->z). ©)
1sboti. H=jx—=(y >z)xnyj formulalar majmuasidan
X —=>(y —»Z), Vny . xny —>X, XA f yeXx.y.y—>2Z.12

keltirib chigarish olinadi. Bu esa H dan z formula kelib chiqishini
anglatadi. Bu o'z navbatida umumlashgan deduksiya teoremasiga asosan
(3) formulaning isbotlanuvchi ekanligini ko’rsatadi.

Asoslarni go’shish gonunidan isbotlanuvchi formulalar uchun ushbu

asoslarni qo'shish qoidasi —%** _A"7 kelib chiqgadi. 1llagigatan
-vn v—>z
ham, agar
VvV hi- >zi (4)

bo'lsa, u holda (3) \a (4) formulalardan xulosa qoidalariga asosan
—x n y —>z ekanligini hosil gilamiz. m
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4.6.3. Asoslarni ajratish gonuni.
I— ("N V —>T) —>(V —>(V —>—)). ?
Isboti. H —|X, v,x av —>2} formulalar majmuasidan kclib
chigadigan x,y,x ny —>2.x n v,z Kkeltirib chigarishni garaymiz. Bunda
H formulalar majmuasidan 2 formulaning kelib chigishi ko’rinib turibdi.
U holda umumlashgan deduksiya teoremasiga asosan (5) formula
isbotlanuvchi ekanligiga ishonch hosil gilamiz.
Asoslarni ajratish gonunidan isbotlanuvchi formulalar uchun ushbu

asoslarni ajratish qoidasi hosil bo'ladi. Hagigatan ham.
-X —(r-»2)
agar
(6)
bo Isa, u holda (5) va (6) formulalardan xulosa qoidasiga asosan

46.4. -x >(v >y)
Isboti. Il valVlaksiomalarda quyidagi (l,) va .0'rniga

go’yishlarni bajarish natijasida ushbu
i-x >y >V, (7)
-y > V) ->(V->y) (8)
isbotlanuvchi formulalarni hosil gilami/.

(7) va (8) formulalardan sillogizm qoidasiga asosan jx —>(x —>j7)
formula kelib chigadi. Asoslarni birlashtn ish qonunidan foydalanib,
j-XAX->y formulani hosil qilami/. Ikki karralik inkorni tushirish
goidasidan foydalanib, —x nx —>y formulaga ega bo’lamiz. Bu yerdan
asoslarni ajratish gonunini go’llab. isbotlanishi kerak bo’lgan (5) formulani
keltirib chigaramiz. n

465 Lxny -—>xvy.
Isboti. 13 aksiomada 2 ning o’rniga X a y ni qo’yamiz:
(x —=XAy)—=((r =Vny)—>xXvy —=xny)). 9)

11, va Il12aksiomalardan
(10)
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XAV -—>Y (n)

formulalar kelib chigadi. (10) va (11) formulalarga kontrpozitsiya
goidasini go'llab, ushbu formulalarni hosil gilamiz:

-2 —=xny, (12)

-y 9 xny. (13)
Bu formulalarga ikki karralik inkorni tushirish qoidasini qo’llab,
quyidagi formulalarni keltirib chigaramiz:

|-X->.YA V, (14)

|y >V \r. (15)
Endi (9), (14) va (15) formulalarga murakkab xulosa qoidasini qo’llab,
j vwy >vav (16)

formulaga ega bo’lamiz.
Nihoyat, (16) formulaga avval kontdozitsiya qoidasini va so’ngra ikki

karralik inkorni tushirish goidasini go'llab, - x a M . vv r isbotlanishi

kerak bo'lgan formulani hosil gilamiz. a
Muammoli masala va topshiriglar

1 Quvida berilgan H formulalar majmuasidan j— belgidan so'ng

ifodalangan formulalarni keltirib chigarish mumkinligini ko’rsating:
a) /I =j,4}-B -> A: b) H = {/{L-» B.B 4 C}-,4 ->C:

d H - |[N=>C}|-C -> A; e) H ={A->B,B}\-A:

f) H={AA->B)\-B;gH={A->BW\-AnC->BncC,
hy H ={A ->A0}-(C -» ,1) -» (C -» A);

DA =-11->5}]|-(5-»C)->("->C);

j)a ={4 —(B —C)Ilj-S — (4 —C);

Ky// =m ->a}-nvec -~iv C.

2. Umumlashgan deduksiya teoremasidan foydalanib, quyidagi
formulalaming isbotlanuvchi ekanligini isbotlang:

a) (x =y)—=>y »z) = (x —=r));

b)Y (A->By—(Av C->Bv Cy;

d (A->B)-» ((C ->A)->(C-»H)).

3. Mantiq gonunlarining to’g‘riligini ko’rsating:



a) X = (x —=>v); b) xv x; d xny —=xvy.

4, Shartlarni o'rin almashtirish, shartlami qo’shish va shartlarni
ajratish goidalaridan foydalanib, quyidagilarning to'g'riligini isbotlang:

a)j X=)(Vv— xav): b) (A —*B)a B —"A ;

d)

Mustagqil ishlash uchun savollar

1. Keltirib chiqariladigan va isbotlanuvchi formulalar sinfi deganda
nimani tushunasiz?

2. Formulalar majmuasidan formulani Kkeltirib chigarish qoidasini
bilasizmi?

3. Keltirib chigarish (isbotlash) tushunchasiga berilgan ta’rifda
nechta shart ifodalangan?

4. Keltirib chigarishning qanday xossalari va asosiy qoidalarini
bilasiz?

5. Deduksiya teoremasi bilan umumlashgan deduksiya teorem asi
orasida qanday farq bor'.'

6. Kon’yunksiyani kiritish \a di/'yunksiyani Kiritish qoidalarini
Ifodalay olasizmi?

7. Asoslarni  (shartlarni) o'rin almashtirish gonunini ganday
ifodalanadi?

8. Asoslarni go'shish gqonuni bilasizmi?

9. Asoslarni ajratish qonuni asoslarni qo’shish qonunidan nimasi
bilan farq giladi?

10. Yuqorida ifodalangan barcha mantig qonunlarini ifodalay
olasizmi?

4.7. Mulohazalar algehrasi va mulohazalar hisobi orasidagi
inuimsuhatlar

Mulohazalar hisobi formulasining givmati. Mulohazalar hisobiformulalar bilan
mulohazalar algehrasi formulalari orasiclagi munosabatlar. UmumgiymatH
formula. Aynan chin formula. Keltirib chigarish hagidagi teorema.

4.7.1. Mulohazalar hisobi formulasining givmati tushunchasi-
Mulohazalar hisobi formulalarini xuddi mulohazalar algebrasi formulalari
sifatida garash mumkin. Buning uchun mulohazalar hisobi o0°‘z-



garuvchilanga mulohazalar algebrasi uvgaruvchilari smgari garaymiz,
ya'ni o'zgaruvchilar chin yoki yolg'on (| yoki 0) givmal gabul giladi deb
hisoblaymiz.
a, v, >va iamallarini mulohazalar algebrasidagidek aniglaymiz.
Mulohazalar hisobining har bir formulasi, o'zgaruvchilar lining
ifodasiga ganday kirishidan gat'i nazar, 1 yoki (L qiymat qabul qiladr
Lining qiymati mulohazalar algebrasidagi goidalar bo'yicha hisoblanadi.
Mulohazalar hisobi formulasining giymati tushunchasini aniglaylik.
A - mulohazalar hisobi formulasi, .v,, n % v for esa 1 formula

ifodasiga kiruvchi o'zgaruvchilar (g\ & ) bo'lsin no. a lar
oigali mos ra\ishda .y 0 zgaruvchilarning giymatlarini belgilav-
miz, Xe Ez—{(), 1 (07,02 ) vektor 2' ta giymatlar satriga eua.

O'zgaruvchilaming bitta giymatlar satri uchun A formulaning giymati
R,,lU a (A) ni quyidagicha aniglaymiz:

1 A formulaning eng Kkatta uzunlikdagi qismiy formulasi x,
boiganda, R u {xj)= 0 bo'ladi.

2. Agar k +\ wuzunlikdagi hamma qismii formulalar aniglangan
bo'lsa. u holda A, n A., A, v A . A A, amallarning bajarilishi

natijasida olingan k uzunlikdagi gismiy formulalar quyidagi giymatlarga
ega bo'ladi:

K,a2un,(A, A | )= R . TAYAR.. . (A).
R: m (A VA ) Rl (A)VR
K,, a(A, >A/)—Ra u (A:)—R[( u (A)),
RUU /(A ) —R IC (.11
Masalan, .r, v v ->.y; a .Y3 formula n ..v...v.. v4 o'zgaruvchilammg
(0, 1, 1, 0) giymatlar satrida RI>m(v, v .v4 — \2n .v,)= | giymatga ega.
Hagigatan ham, bu formula quyidagi gismiy formulalarga e<*a
vV, v.v4, -v, a.y3 - birinchi uzunlikdagi gismiy formulalar,
MVn4, ®n .y - ikkinchi uzunlikdagi gismiy formulalar.

X4, x2, x} - uchinchi uzunlikdagi gismiy formulalar,
je3 -to'rtinchi uzunlikdagi gismiy formula.
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Bu ycidan  RWt,(n,) 1. RIYn(n,) fa(n,) —0 . RAIA(.T,) 1,
R{)min(A4)—o0 , Rf),,0(n2n n,) —/?@Ajl(n2) n Ruy,Ju(n;) 0O,
Rniin(vad)= //1,.11(v) = I, 12011,,(.vi) = 0,

Nnmn(n: v ~—*U,o(-", )v NuYy(n4) —I’

72 0 (A2 A A,) —RII)n(A2 AA;)—1,

R,,NN(A, V V4 -> . r2 A i3)= ADWLF, V.V4)-> A. 1\+A.Y,)=1
ekanligini topamiz.

4.7.2. Mulohazalar hisobi bilan mulohazalar algebrasi orasidagi
munosabatlarni aniqglovchi tasdiqlar. Endi mulohazalar hisobi bilan
mulohazalar algebrasi orasidagi munosabatlarni aniglovchi teoremalarga
va lemmalarga to'xtalib o'tamiz.

1- teorema. Mulohazalar hisobic/agi har bir isbotlanuvchi for-
mtla mulohazalar algebrasiJa avnau chin (tavtalogiva, umumgivmatli)
formula bo ‘lac/i.

Isboti. Teoremani ishol qilish uchun quyidagi uchta liolni ko'rib
:higishga to'g ‘ri keladi:

1) mulohazalar hisobidagi har bir aksioma mulohazalar algebrasidagi
ivnan chin formuladir;

2) aynan chin formulalarga o'rniga qo'yish qoidasini qo'llash nati-
asida hosil gilingan formulalar ham aynan chin formulalar bo'ladi;

3) aynan chin formulalarga xulosa qoidasini qo'llash natijasida hosil
gilingan formulalar ham aynan chin formulalar bo'ladi.

1) holning isboti. Mulohazalar hisobi aksiomalarining aynan
hinligini isbotlash uchun chinlik jadvalidan foyda-
anamiz: Vi v
a) ifodasida bitta o'zgaruvchisi bor aksiomalar - ! ! !
b) ifodasida ikkita o'zgaruvchisi bor aksiomalar- 0 1 1
X v 1 11, 11; nil 11; v,
1 1 1 1 1 1 1 1
1 0 1 1 1 1 1 1
0 i 1 1 1 1 1 1
0 0 1 | 1 1 1 1
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d) ifodasida uchta o'zgaruvchisi bor aksiomalar -

X v I 3 111,
1 1 ] 1 1 I
1 1 0 1 1 1
1 0 I 1 1 1
1 0 0 1 1 1
0 1 1 1 1 |
0 1 1 1 1 I
0 0 1 [ ! 1
0 0 ) 1 1 i

1) hoi isbot bo'ldi.
2) holning isboti. Avval quyidagi lemmalarni isbot gilamiz.
1- lemma. A va B fonnu/a/arning ifodasiga kiruvchi hamma

o'zgaruvchilar xf,x,,...,xn,X va bu o'zgaruvchilarning ixtivoriy giv-
mallar satri a, ,cc: ,a bo'lsin. Agar R aU(B) =/3 bo'lsa, u
f B
jui = Roan a p(A) b° ladi.
1- lemmaning isbotini, formula tuzilishini hisobga olgan ha

induksiya metodi bilan amalga oshiramiz.
a) A formula .vdan farq qiluvchi x, o‘zgaruvchi bo'lsin. U holda
B fB n
a R.. ,,/i( N=e« \a‘ni
Ve /

lemmaning tasdig'i to'g'ridir.
B

b) A formula, x esa o'zgaruvchi bo'lsin. U holda j(A) o'rniga

(B
go"yish B ni beradi va Rao M) mas aa(B)=p

\ 'V
munosabatlarni olamiz, ya’ni lemmaning tasdig'i bu holda ham to'g'ridir.

d A=A *A2 hamda At va Al formulalar uchun lemmaning

shartlari bajarilsin. U holda A formula uchun Ilemma tasdig'ining
to'g'riligi quyidagi tengliklardan kelib chigadi:

268



f3 \ (8

R. JGn o Ragw ga ji ™1 >

‘B B n B \

. _ ) (e (

G g CM o = a2 a o<« *a\

A% Y ) v ) 1 )
=V J(A:) R.... 1 - . A IMA).

A = [ bo‘lgan hoi uchun ham 1- lemmaning tasdig'i yuqoridagidek
isbotlanadi. 1- lemma isbotlandi.

1- teorema tasdig'ining 2) hoi uchun isboti quyidagi lemmaga
tayanadi.

2- lemma. A — berilgcm formula, v o'zgaruvchi, B -

mulohazalar hisobining istalgan formulasi bo'lsin. Agar A avnan chin
K

formula bo 'Isa, n holda J (A) formula ham a\ nan <Inn formula ho 'ladi.

2- lemmaning isboti. vy,.y__ vi;,\ lar A va B formulalar

ifodasida ishtirok etuvchi o'zgaruvchilar bo'lsin. O'zgaruvchilarniiig ham-

ma 2" 1lta ((X,(X2 ,(X) giymatlar satrida J'( 1) formula chin giymat

a
gabul gilishini ko'rsatish lozim. J (.-) formula aynan chin formula emas

deb faraz gilamiz. U holda shunday («,,«, ,...,aff,a ) giymatlar satri
(B \
topiiib. R , ., . /(.n =0 bo'ladi. Bundan o'z navbatida lemma sharti-
\% /
ga asosan [UA) () ekanligini topamiz. Ammo bu A ning aynan
B

chin formula ekanligiga ziddir. Demak, hamma giymatlar satrida J(d)

formula chin giymat gabul giladi va u aynan chindir. 2-lemma isbot bo'ldi.
1- teoremaning tasdig'i 2) hoi uchun ishot bo'ldi.
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1- teorema tasdig'ining 3) hoi uchun isboti quyidagi lemmaga
tayanadi.
3 - lemma. Agar C va C —A formulalar aynan chin ho 'lsa

holda A ham aynan chin formula bo 'ladi.
3-lemmaning isboti. x,,x,,....xn lar C va A formulalar ifodasiga

kiruvchi o'zgaruvchilar bo'lsin. A - aynan chin formula emas deb faraz

gilamiz. U holda o'zgaruvchilammg shunday (a,\a* ) giymatlar
satri mavjud bo'ladiki, R(/a,, u,,(A) =0 bo'ladi. Bu yerdan

R, . i(C—>A):R, , ,,(C7)—>R , +(A)=1—0=0
a.a"...a,y a, K a,B?2...k; '

a:..a

ekanligi kelib chigadi. Bu natija C —A formulaning aynan chin
ekanligiga ziddir. Bu garama-qarshilik, A aynan chin formula ekanligini
isbotlaydi. 3- lemma isbot bo'ldi. m

2- teorema (keltirib  chigarish  hagicla). A-mulohazalar

hisobining biror formulasi; .y, ,a% - A formula ifodasiga kiruvchi
o'zgaruvchilar va Qd,02,-.0Cll o'zgaruvchilammg ixtiyoriy qiymatlar

satri ho 7sin. H orqali chekli formulalar majmuasini belgilaymiz. Agar

(xj, a, =1 bo'lganda\
la;, a,l =0 ho'lganda,
bo ‘Isa, itholda H = {x“',xf x “'} formulalar majmuasi uchun:
1) Rafu u (.'0 = 1 bo'lgan holda //j—A ;
2) Rac/ u (A)=0 bo'lgan holda H\-A  Dbo’ladi.

2- teoremaning isbotini formula tuzilishiga garab induksiya meto
bilan bajaramiz.
Baza. A formula fagat x, o'zgaruvchidan tashkil topgan bo'lsin.

a) Agar Rua n (x,)=a ;=1 bo'lsa, u holda x.|—y. yoki v j—v .
ya’ni x4 —A . Demak, I{j—A .
b) Agar Raa a (xi)=ai=0 bo'lsa, u holda x,|-x, yoki a" j-x .

ya’ni xa,v+A . Demak, H\—A .
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Induksion o ‘tish. Faraz qilaylik, B] va B: formulalar uchun teorema
tasdig'i to'g'n deb garalgan holda. A formula quyidagi toit ko'rinishning
biri bo'lsin: . B]n B2.11. Bxv /i,, 1. B —B,. IV. B].

Har bir holni alohida ko'rib o'tamiz.

I. A formula B, B, ko'rinishga ega bo'lsin.

a) Agar Rua a (B]n B2)=1 bo'lsa. u holda » (BY) =1 va
Ra. < (B * | kelib chigadi. Bundan, gqilingan farazimizga ko'ra,
H\-Bt va H\- B2. Bu yerdan o°‘z navbatida kon’yunksiyani Kiritish

goidasiga asosan H\- B a B2,ya’ni //1-1 hosil boiadi.
b) Agar Rai/ a (Bln B2)= 0 bo'lsa, uvaqgtda Ri/(irf(B])=0 yoki
—O0 boiadi. Masalan, A,(0 , () —O0 bo'lsin deylik, u
holda farazimizga ko ‘ra
-9,. 0
If aksiomaga ko'ra |-—B]ln /i, —Bt. Bu yerdan kontrpozitsiya
goidasiga asosan
B ~>BfnB, (2)
kelib chiqgadi. (1) va (2) formulalardan xulosa qoidasiga asosan
H\~B, n B, ni hosil gilamiz, ya’ni H\—A.
Il. A formula B}v B2 ko'rinishga ega bo'lsin.
a) Agar Rr(n a (B]Jv B2)=1 bo'lsa, u holda hech bo'Imaganda
K »2..xSB|) = 1 Yok>RaMI..,'SB2) = 1 bo'ladi. Roa u (By)=1 bo'lsin,
u holda farazimizga ko'ra
I B . (3)
lib aksiomaga asosan esa
-B,->B]vB2 4
kelib chigadi. (3) va (4) formulalardan xulosa goidasiga asosan

H - /I v 5, nihosil gilamiz, ya'ni //!- A .



b) Agar RaiU a (5, v B2)=0 bo'lsa, u holda R .. (B )=0 va
a (Bn)=( bo'ladi. Bu yerdan //j—B} va //1—B" Kkelib chigadi.
O'z navbatida kon’yunksiyani kiritish qoidasiga asosan
If\-B, a B: )
ga kelinadi. Isbotlanuvchi formuladan foydalanib,
FB*AB >/ VAR, (6)
ni olamiz. (5) va (6) formulalardan xulosa qoidasiga asosan
H\-B]v B2 ni hosil gilamiz, ya’ni H\-A .

Ill. A formula B} —» B, ko'rinishda bo'lsin.

a) Agar Raa: a (Bt-~B2)=1 bo'lsa, yo Raa a (Bt)=0, yoki
Ryooe oo (B2) =\ bo'ladi. Masalan, Rty . (5,) =0 bo'lsa, u holda
H\-B, )

ni hosil gilamiz.
Ishotlanuvchi formuladan foydalanib —>(B, —B1) formulani
topamiz. Bu formuladan asoslarning o'rin almashtirish qoidasiga asosan
j-5, = (Bl —B2) (8)
formulani hosil gilamiz. (7) va (8) formulalardan xulosa goidasiga binoan

H\-Bt — B, formulani yozamiz, ya’ni 1 — A .
Agar R..,. ,, (»-)= 1bo'lsa, uholda
tf|-S2. 9)

li aksiomadan foydalanib,
Fm -~ -"en) (V)

formulani keltirib chigaramiz. (9) va (10) formulalardan xulosa qoidasiga
ko'ra H\—Bs —=B" kelib chigadi, ya'ni H\—A .

b) Agar Rau a (fi, —B2)~ 0 bo'lsa, u holda R(* M (fi,)=1 va
« (fi2)= 0 bo'ladi. Bu yerdan #|-fi, , (1)
1j-fi, (12)



ekanligi kelib chigadi. Isbotlanuvchi formula ta’rifiga asosan
\~{Bl >/>2)—(, —B2).
Bu formuladan asoslarning o'rin almashtirish qoidasiga ko'ra
|- B, -=>((B ->/»\)-> B2) (13)

formulani keltirib chigaramiz. (1 1) va (13) formulalardan xulosa goidasiga
binoan

Hj—((Bt >/)’,) —=1?,) (14)
ni hosil gilamiz, o‘z navbatida undan kontrpozitsiya qoidasini qo'llab
1(-1?. >(B]— ) (15)

formulani keltirib chigaramiz. (12) va (15) formulalardan xulosa qoidasiga
asosan //[-(/?, —>/?,) formulaga ega bo'lamiz. ya’ni //1— /.

IV. A formula Bt ko'rinishga ega bo'lsin.

a) Agar RIU (B}) =1 bo'lsa. u holda Rut. &t (B, )=0 bo'ladi.
Demak, H\-B},ya’ni H\- A,

b) Agar Ru(/ u (Bt)=0 bo'lsa. n holda Ruu (/i, )= 1 bo'ladi va
bundan M- H (16)
kelib chigadi. 1V2aksiomadan foydalanib

II\N~B] >, (17)
formulani yozamiz. (16) \a (17) formulalardan xulosa qoidasiga asosan

H\-B, ni, ya’ni //j.1, ni hosil gilamiz. m

3- teorema. Mulohazalar algebrasining har bir aynan chin
formulasi mulohazalar hisobida isbodauuvchi formula ho 'ladi.
Isboti. A formula teorema shartiga asosan aynan chin formula

bo'lganligi uchun R(fu u (A,)= 1. Bundan 2-teoremaga asosan
H,,\~A (18)

kelib chigadi. bu yerda Hn - {v" .... xa'|.

(C!y,tt,,..,,air) giymatlar satrlarining soni 2"ga teng bo'lgani uchun
(18) formula hamma 2" ta qiymatlar satrida bajariladi.
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Agar H x={x"1x"“- } bo'lsa. u holda, ravshanki,

xjj—A wva //,, |, X,|-.41 bo'ladi. Diz'yunksiyani Kiritish goidasiga
asosan bu holda // ,. v, v.7,j—/1 bo'ladi. Ammo \v, vx,, isbotlanuvchi
formula bo'lganligi uchun uni 4,;,, x;v xh formulalar majmuasidan

olib tashlash mumkin. Demak, 4,. J—.).

Xuddi shu kabi 4, _, = (x*°.x"," ... V' g, A, = {X[<.x":].
A, = jx"1 formulalar majmualari  uchun  ketma-kei //., ,|—A.
HnyWwA ....iL\-A . H,|—A ekanligini isbotlash mumkin. Ma'lumki.
A = jxp |[j~A munosabat O, =1 va a, =0 hollar uchun to'g'ridir,
ya'ni xj—A va .vj—A. Bu yerdan diz'yunksivani Kkiritish qoidasiga
asosan x vx,|—/) ga ega boiamiz. Ammo x. v .r isbotlanuvchi formula

bo'lgani uchun uni tashlab yuborish mumkin. Shunday qilib, 0|—A.

Demak, A isbotlanuvchi formuladir. kK

Mitammoli masahi va topshiriglar

1. A=Xx,v V2—. formula hamda o'zgaruychilaming (0,0,1)
\a (1, 0, 0) giymatlar satrlari berilgan. A va A formulalarni mos
formulalar majmuasidan keltirib chigaring.

2. A=Xivi, —x? formula hamda o'zgaruvchilammg (1, 1, 1),
(1.0, 1) va (0, 4, 0) giymatlar satrlari berilgan bo'lsa. A va A
formulalarni mos formulalar majmuasidan keltirib chigaring.

3. A=(xv v)—xnz formula hamda o'zgaruvchilammg (1, 0, 0),
(0, 1, 1) va (0, 1, 0) giymatlar satrlari berilgan bo'lsa, A va A
formulalarni mos formulalar majmuasidan keltirib chigaring.

4. Umumlashgan deduksiya teoremasidan foydalanib, quyidagi for-
mulalarning isbotlanuvchi va ular mulohazalar algebrasida aynan chin
(tavtalogiya) formulalar ekanligini isbotlang:

a) ( x =v)—(v—r1r)—(x —r1));

by (x = v)—(xV; —» VvV :):

d) (v—= )= ((—X) = (- —=!))=
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5 M v x4 —x, n X, formula x1,x,,x1,x4 o'zgaruvchilarning

(0, 1. 1, 0) giymatlar satrida /?....(X, v X4 —>X2ax,)=1 giymatga ega

ekanligini isbotlang.
Mustagi! ishlush uchun savollar

1. Mulohazalar hisobi formulasining givmati deganda nimani tushu-
nasiz?

2. Mulohazalar algebrasi va mulohazalar hisobi orasidagi muno-
sabatlarni bilasizmi'7

3. Umumgiymatli va aynan chin formulalarga bogMiq ganday tasdiq-
larni bilasiz?

4. Keltirib chigarish haqidagi teorema ganday isbotlanadi?

5. Mulohazalar hisobidagi formulalar bilan mulohazalar algebra-
sidagi formulalar orasida ganday munosabatlar bor?

4.8. Mulohazalar hisobida yechilish, /idsi/lik, lo'liglilik va erkinlik
muammolari

Yechilish. zidsizlik. to 'hqglilik ia erkinlik inuammolari. .Aksiomatik nazariya.
Tor Ta 'noda, keng Ta 'noda to it/ aksiomatik nazariya. Erkin aksioma. Erkin
aksiomalar sistemasi. Teng kuchliformulalar.

Har ganday aksiomatik nazariyani asoslash uchun yechilish, zidsizlik,
to'liglilik. erkinlik muammolari deb ataluvchi to'rt muammoni ha!
gilishga to'g'ri keladi.

4.8.1. Mulohazalar hisobining yechilish muammosi. Mulohazalar
hisobidagi berilgan ixtiyoriy formulaning isbotlanuvchi yoki isbotlanuvchi
emasligini aniqlab beruvchi algoritmning mavjudligini isbotlash muam-
mosi mulohazalar hisobining yechilish muammosi deb ataladi.

1- teorema. Mulohazalar hisobi uchun yechilish muammosi hal
gilinuvchidir (yechiluvchidir).

Isboti. Oldingi paragrafda ta’kidlanganidek, mulohazalar hisobining
istalgan formulasiga mulohazalar algebrasining formulasi sifatida garash
mumkin. Demak, bu formulaning mantiqiy qiymatini o'zgaruvchilarning
istalgan giymatlar satrida aniqlash mumkin.

A - mulohazalar hisobining ixtiyoriy formulasi, x, ,x2,...,x( esa A
formulaning ifodasiga kiruvchi o'zgaruvchilar bo'lsin,

R a (-/) giymatini hamma 2"ta (a, ,tt, ) givmatlar satrida
hisoblab chigamiz. Agar hamma giymatlar satrida Rai/ u (A) =1 bo'lsa.
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u holda A formula aynan chin bo'ladi. Demak, ushbu bobning 8-
paragralldagi 3- teoremaga asosan A mulohazalar hisobining isbot-
lanuvchi formulasi bo'ladi. m

Agar shunday (a".a-'....or") giymatlar satri topilib. R* N(A)~0
bo'lsa, u holda A aynan chin formula bo'Imaydi. Shuning uchun ushbu
bobning 8-paragrafidagi 1- teoremaga asosan A isbotlanuvchi emas
formuladir.

Shunday qilib, mulohazalar hisobining istalgan formulasini isbotla-
nuvchi yoki isbotlanuvchi emasligini ko'rsatuvchi yuqorida bayon etilgan
algoritm mavjud ekan. Demak, mulohazalar hisobi algoritmik yechiluvchi
nazariyadir.

4.8.2. Mulohazalar hisobining zidsizlik muam mosi.

1- ta’rif. Agar mulohazalar hisobining ixtiyoriy A va A
formulalari birgalikcia isbotlanuvchi formulalar ho imasa, n holda bunday
mulohazalar hisobi ziddiyatsiz aksiomatik nazariya, aks holda esa z.id-
diyatga ega bo'lgan aksiomatik nazariya deb ataladi. _

Demak, ziddiyatsiz mulohazalar hisobida A va A birgalikda isbot-
lanuvchi formulalar bo'la olmaydt.

Mulohazalar hisobida zidsizlik muammosi quyidagicha qo'yiladi:
berilgan mulohazalar hisobi ziddiyatlimi yoki ziddiyatsizmi?

2- teorema. Agar mulohazalar hisobida isbotlanuvchi A va A
formulalar mavjudligi aniglansa, »n holda bu mulohazalar hisobida
istalgan B formula ham isbotlanuvchi formula bo ‘ladi.

Isboti. Bundan keyin har ganday isbotlanuvchi formulani R va
R =F bilan belgilaymiz.

1 Avval har ganday B formula uchun —B —R 11)
formulaning isbotlanuvchi ekanligini ko'rsatamiz. Hagigatan ham, f
aksiomadan o'rniga go'yish natijasida

—R — (B —>R) (2)
ni hosil gilamiz. Ammo shartga ko'ra R isbotlanuvchi formula, ya'ni
FR. ' 13)

U holda (2) va (3) formulalardan xulosa qoidasiga asosan (1) for-
mulaning to'g'riligi kelib chiqadi.
2. Endiharganday B uchun
FF-+B 4)
formulaning isbotlanuvchi ekanligini ko'rsatamiz. Hagigatan ham, Vi
aksiomadan o'rniga qo'yish natijasida
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\-(B -+R)->(R ->B) )
formula kelib chigadi. Ammo isbotlaganimizga asosan

HB —R). (6)

O '/ navbatida (6) va (5) dan xulosa goidasiga binoan
F(R"B) (M
formulani hosil gilamiz. Ikki karralik inkor amalini tushirish qoidasidan
loydalanib va R m F bilan almashtirdsa. | —F — B formulaga ega

bo'lamiz, ya’ni (4) isbotlanuvchi formuladir.

3. Har ganday A uchun \-AaA-"F (8)
formula isbotlanuvchi ekanligini ko'rsatamiz. Hagigatan ham. I, va IV
aksiomalarga asosan quyidagilar isbotlanuvchi formulalar bo'ladi:

- A-> (8-> A), 9
(R 1) >A->F). (10)

(9) va (10) lardan sillogizm qoidasiga binoan A (A —F) formu-
lani keltirib chigaramiz. liu formuladan asoslarni birlashtirish qoidasini
go'llash natijasida A — A >1 formulaga kelamiz. ya'ni (S) ga ega
bo'lamiz. (4) va (8) dan sillogizm qoidasiga asosan

I-AnA B (11)

formulani hosil gilamiz. Ammo teoremaning shartiga ko'ra |- A va j-,4.

u holda A a A .Demak, B isbotlanuvchi formula bo'ladi. w

3- teorema. Mulohazalar hisobi ziddiyatsiz nazariyadir.

1sboti.Mulohazalar hisobida A va A birgalikda o'zida isbotlanuv-
chi bo'ladigan hech ganday A formula mavjud emasligini ko'rsatamiz.

A mulohazalar hisobining ixtiyoriy formulasi bo'lsin. Agar A
isbotlanuvchi formula bo'lsa, u holda ushbu bobning 7- paragrafidagi 1-

teoremaga asosan A aynan chin formuladir va, demak, A aynan yolg'on
formula bo'ladi. Shuning uchun ham A isbotlanuvchi formula bo'Imaydi.

Demak, A va A bir vaqtda isbotlanuvchi formulalar bo'la olmaydi.
Shuning uchun ham mulohazalar hisobi ziddiyatga ega emas. =
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4.8.3. Mulohazalar hisobining to'liglilik muammosi.

2- ta’rif. Mulohazalar hisobining aksiomalar sistemasiga sht
hisobning hiror ixtiyoriy isbotlanmaydigan formulasini yangi aksioma
sifatida go Shishdan hosil bo 1adigan aksiomalar sistemasi ziddiyatga ega
bo jgan mulohazalar hisobiga olib kelsa, bunday mulohazalar hisohiga tor
T a’noda to'liq aksiomatik nazariya deh ataladi.

3- ta’rif. Har ganday aynan chin formulasi isbotlanuvchi formula

bo'ladigan mulohazalar hisohiga keng ma'noda to'lig aksiomatik
nazariya deb ataladi.

Demak, mulohazalar hisobining to'liglilik muammosi ikki savolga
javob topishdan iborat:

1) yangi aksioma sifatida biror isbotlanmaydigan formulasini
aksiomalar sistemasiga qo‘shish nalijasida mulohazalar hisobini
kengaytirish mumkinrni yoki yo'qmi?

2) mulohazalar algebrasining har ganday aynan chin formulasi
mulohazalar hisobida isbotlanuvchi bo‘ladimi yoki yo'qmi?

Bu savollarga javobni quyidagi teoremalardan olish mumkin.

4- teorema. Mulohazalar hisobi tor Ta 'noda to 'ligdir.

Isboti. A mulohazalar hisobidagi ixtiyoriy isbotlanmaydigan for-
mula, x\,xT,....,xn esa A formula tarkibiga kiruvchi o‘zgaruvchilar bo'lsin.

A isbotlanmaydigan formula bo'lganligidan u aynan chin formula
emas. Demak, .v,,.y,y, o'zgaruvchilarning shunday axaZ2...Cf

giymatlar satri mavjudki,

R. ( HY..Y,tX,)) = 0 (12)
bo'ladi.
B,. ...Bnlar.Y,.v,...Y o'zgaruvchilarga bog'liq ixtiyoriy aynan
chin formulalar bo'lsin. B"'.B f ..... B  majmuani gqaraymiz. bu yerda
. [B,a =1 bo'lganda,

[Br aj=0 bo'lganda.
n<.2. X'
A formulada

(n)
formulaga ega bo'lamiz.
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(12) formulaning aynan vyolg'on formula ekanligini ko'rsatamiz.
..... v, o'zgaruvchilarning ixtiyoriv ¢x,,0\.....0" qiymatlar satrini

olamiz. BI,B2,....Bn formulalar aynan chin formulalar ekanligidan

Ra a (5,)=1 bo'ladi. U holda Rr a a (B' )=o. o'rinli. Demak,
Ra A B “sPF ... )= (< a,)=0.

Bu yerdan A{B\' ,B “2,...,B*“ )ning aynan chin formula ekanligi kelib

chigadi va u ushbu bobning 7- paragralldagi 3- teoremaga asosan
isbotlanuvchi formula bo'ladi.

Ikkinchi tomondan, agar mulohazalar hisobining aksiomalari gatoriga
A(x1,x2,...,xil) formulani yangi aksioma silatida qo'shsak, u holda hosil

bo'lgan yangi mulohazalar hisobida bu formula aksioma boiganligi uchun
isbotlanuvchi formula bo'ladi. Shu vaqtning o'zida yangi mulohazalar

hisobida A(B'r,B2: ... B1 ) formula ham isbotlanuvchi formula bo'ladi,

chunki u isbotlanuvchi formuladan o'rniga qo'yish qoidasi yordamida
hosil gilingan.

Shunday qilib, yangi mulohazalar hisobida ikkita A(B\' ,B "\...,B “ )

va A(B*“, B2 B “* ) isbotlanuvchi formulalarga ega bo'lamiz. Demak.

yangi mulohazalar hisobi ziddtyatga ega bo'lgan aksiomatik nazariyadir.
Bu yerdan lining tor ma’noda to'ligligi kelib chigadi. m

5- teorema. Mulohazalar hisobi keng Ta hoda to Hqdir.

Isboti. Ushbu bobning 7- paragrafida (3- teorema) mulohazalar
algebrasining har bir aynan chin formulasi mulohazalar hisobida isbot-
lanuvchi formula ekanligi isbot gilingan edi. Demak, mulohazalar hisobi
keng ma’noda to'liqdir. m

4.8.4. Mulohazalar hisobi aksiomalarining erkinlik muaminosi.
Har ganday aksiomatik hisobda aksiomalarning erkinlik masalasi, ya’ni
birorta aksiomani sistemaning golgan aksiomalaridan Kkeltirib chiqarish
goidasi orgali hosil etish mumkinmi yoki vo'gmi degan muammo mavjud
bo'ladi. Agar biror aksioma uchun bu masala ijobiy hal etilsa, u holda bu
aksioma sistema aksiomalari ro'yxatidan chigarib tashlanadi va mantigiy
hisob bu bilan o'zgarmaydi, ya'ni isbotlanuvchi formulalar sinfi o'z-
garmasdan qolacii.



4- ta’rif. Agar biror aksiomuni mulohazalar hisobining golgan
aksiomalaridan keltirib chigarish mumkin bo ‘Imasa, n holda bu aksioma
shu mulohazalar hisobining boshga aksiomalaridan erkin aksioma deb
ataladi.

5- ta’rif. Agar mulohazalar hisobi aksiomalar sistemasining har
bir aksiomasi erkin bo ‘Isa, n holda mulohazalar hisobining aksiomalar
sistemasi erkin deb ataladi.

6-teorema. Mulohazalar hisobining aksiomalar sistemasi erkindir.

Isboti. A mulohazalar hisobining ixtiyoriy aksiomasi bo'lsin. Bu
aksiomaning erkinligini isbotlash uchun mulohazalar hisobiga nisbatan
quyidagi usulni go'llaymiz: mulohazalar hisobi o'zgaruvchilarini ) yoki
/3 giymat qgabul giluvchi o'zgaruvchilar sifatida garaymiz. Bu yerda a
chin, [Besa yolg'on rolini o'ynaydi.

n, v, —, — amallarni quyidagi uchta shart o'rinli bo'ladigan qilib
aniglaymiz:

1) A aksiomadan tashqgari sistemaning hamma aksiomalari tarkibidagi
o'zgaruvchilarning barcha giymatlarida fagat a qiymatni gabul qilsm;

2) A aksiomadan boshqga. aksiomalar majmuasidan keltirib
chigarilgan har ganday formula ham tarkibidagi o'zgaruvchilarning barcha
giymatlarida fagat a giymatni gabul qilsin;

3) A aksioma tarkibidagi o'zgaruvchilarning ayrim gqiymatlarida /3
giymatni gabul qgilsin.

Agar A aksiomaga nisbatan yuqorida keltirilgan interpretatsiya
(izohlash) o'rinli bo'lsa, u holda A aksioma boshqga aksiomalardan erkin
ekanligi kelib chigadi. Haqgiqgatdan ham, agar A aksiomani mulohazalar
hisobining boshga aksiomalaridan keltirib chigarish mumkin bo'lganda
edi. u shartlaming ikkinchisiga asosan tarkibidagi o'zgaruvchilarning bar-
cha giymatlarida fagat a qiymatni gabul gilib, bu esa 3-shartga zid bo*-
lardi. Demak. A aksiomani mulohazalar hisobining boshga aksiomalari-
dan keltirib chigarish mumkin emas va u sistemadagi erkin aksiomadir. m

O'zgaruvchilarining o'rniga ularning ayrim qgiytnatlari qo'yilganda
ham formulalar ma’noga ega deb kelishamiz. Masalan, a n /3, ¢ —>A ,
Q. —> (/3 —a) va boshqalar.

6- ta’rif. Tarkibidagi o'zgaruvchilarni (X va /3 bilan almas

tirganda bir xil giymat gabul giluvchi A va B formulalar teng kuchli
formulalar deb ataladi hamda bu A = B ko 'rinishda yoziladi.
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Tenglik belgisi n. v, — mantiqiy bog'lovchilarga nisbatan sustroq
bog'laydi deb hisoblaymiz.

| .ndi 1) aksiomaiiing erkinligini isbotlaymiz. Buning uchun kon’yunk-
siyadan tashqari qolgan hamma mantigiy amallami xuddi mantiq algebra-
sidagidck va kon’yunksiya amalini x n y —y tenglik orqali aniglaymiz:

Jr X X v X —>y XA v
a a a a
a a p /3 r
/ a a a
b a 13

Ushbu interpretatsiya uchun yuqorida kcltirilgan uchta shartning
bajarilishini ko'rsatamiz.

Il aksiomadan tashgari mulohazalar hisobining gqolgan hamma
aksiomalari o'zgaruvchilarning barcha giymatlarida a giymat gabul giladi
(bu holni chinlik jadvali orgali ko'rsatish mumkin).

Hagigatan ham 1 Il va IV guruh aksiomalarida kon’yunksiya amali
gatnashmaydi. Qolgan mantigiy amallar xuddi mulohazalar algeb-
rasidagidek aniglangan.

Mulohazalar algebrasida bu formulalar aynan chin formulalar bo'lga-
nidan, ushbu interpretatsiyada o'zgaruvchilarning barcha giymatlarida ular
a giymat gabul giladi.

i, Ib va Il; aksiomalarni ko'rayhk.

112 va |13 aksiomalar qgabul qilingan interpretatsiyada — I
formulaga teng bo'ladi va x= /3, \'=(X qiymatlarda /3 giymat gabul
giladi. ya’ni hech gachon Q giymat gabul gilmavdi.

Endi aynan a ga teng formulalardan keltirib chigarish qoidasiga
asosan hosil gilingan formulalar ham a ga tengligini ko'rsatish goldi,
ya’ni 2- shartning bajarilishini ko'rsatish kerak.

Oldingi paragraflarda aynan chin formulalarga o'rniga qo'yish va
xulosa qoidalarini qo'llash natijasida ehiqarilgan formulalar aynan chin
formulalar bo'lishi ko'rsatilgan edi. Demak, 2- shart ham bajariladi.
Shunday qilib. mulohazalar hisobining If aksiomasi erkin aksiomadir.

Xuddi shu sxemadan foydalanib. mulohazalar hisobining I, 1. 11l va IV
guruhlaridagi har bir aksiomaning erkinligini ko'rsatish mumkin. Demak,
mulohazalar hisobining aksiomalar sistemasi erkindir.



Muammoli masala va topshiriglar
1 A(x) va B(x) ixtiyoriy formulalar bo'lsin. Quyidagi ion

lalarning qaysilari A (x)—>B(.x) formulaga teng kuchli formula be
shini aniglang:
a)A(x)vB(x)- b)A(Xx)vB(x): d) A(x) =B (x):

e) B(x) —» A(x); f) A(x) n B(x): g) A(x) n B(x);

h) B(x)">A(x).
2. Mulohazalar hisobining I, II. Il va IV guruhlandagi har
aksiomaning erkinligini ko'rsating.

Mustaqil ishlash uchun savo/lar

1. Mulohazalar hisobining yechilish muammosi deganda nim
tushunasiz?

2. Nima uchun mulohazalar hisobi uchun yechilish muammosi
gilinuvchidir?

3. Aksiomatik nazariya nima?
Ziddiyatsiz nazariyaga misol keltira olasizmi?
Mulohazalar hisobi ziddiyatsiz nazariya bo'la oladimi?
Mulohazalar hisobining to'liglilik muammosini bilasizmi?
. Nima uchun mulohazalar hisobi tor ma’noda ham, keng ma’nc
ham to'liq?

8. Nima uchun mulohazalar hisobining aksiomalar sistemasi erkin?

9. Qanday formulalar teng kuchli formulalar deb ataladi?
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ASOSIY BELG1ILASHLAR

Kitohda quyidagi asosiy belgilashlar gabul gilingan.
A natural sonlar to'plami.
Z - butun sonlar to'plami,
R - hagiqiy sonlar to’plami,
bo'sh to'plam,

0

U - universal to'plam,

N A to'plamning quvvati,
U - birlashma belgisi,

N - kesishma belgisi,

A'B A to'plamdan B to'plamni ayirish natijasida hosil bo'lgan to'plam,
Ar - A to'plamni B to'plamgacha to'ldiruvchi to'plam.

A - A to'plamni L universal to'plamgacha to'ldiruvchi to’'plam,

2'1- A to'plam uchun bulean,

Pn - [Mtaelementli to'plam uchun o'rin almashtirishlar soni,
A™ [Mta elementdan 111 tadan o'rinlashtirishlar soni,

Cn - lMtaelementdan M tadan gmppalashlar soni,

C,, (W[, H2 ) WM ta komponentali kortej uchun takrorli o'rin almashtirishlar

soni ( + M)+ ,..+ Hh = 11).
—m
An —Tlta turli elementlardan 171 tadan takrorli o'rinlashtirishlar soni,
—m
C» - Wtaelementdan [Tl tadan takrorli gruppalashlar soni,
B(n,k) - qo'shiluvchilar tartibi e’tiborga olingan holda natural [l sonning K ta

qgo'shiluvchilarga bo'laklanishlari soni.

Bin) - qo'shiluvchilar tartibi e’tiborga olingan holda natural N sonning K ta
go'shiluvchilarga barcha bo'laklanishlari soni,

R(n,k)  qo'shiluvchilar tartibi e'tiborga olinmngan holda natural [l sonning K ta
qgo'shiluvchilarga bo'laklanishlari soni.

R(n) - go'shiluvchilar tartibi e’tiborga olinmagan holda natural 1l sonning barcha

bo'laklanishlari soni,
m -teorema, natija, lemma, xossaning isboti yoki misol, algoritm tugaganligi.
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