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SO‘ZBOSHI

Komil inson g‘oyasi azal-azaldan xalgimizning ezgu orzusi,
uning ma’naviyatining uzviy bir gismi boMib kelgan. U sharq falsa-
fasidan oziglanib, yanada kengrogq ma’no-mazmun kasb etib
kelmoqgda.

Erkin fugarolik jamiyatini barkamol, ezgu g‘oyalari, hayotiy
e’tigodi mustahkam boMgan insonlargina bunyod eta oladi. Shutting
uchun yangilanayotgan jamiyatimizda sog‘lom avlodni tarbiyalash,
eikin fugaro ma’naviyatini shakllantirish, ma’naviy-ma’rifiy ishlami
yuksak darajaga ko‘tarish orgali barkamol insonlami voyaga
yetkazishga muhim e’tibor berilmogda. Mamlakatimizda “Kadrlar
tayyorlash Milliy dasturi” asosida ta’lim-tarbiya tizimining tubdan
isloh etilayotgani ham ana shu ulug‘vor magsadni amalga oshirish
yo‘lidagi muhim gadamlardir.

Hozirgi daw yoshlari ruhiyatida chuqur va mustahkam
bilimlami shakllantirish, milliy istiglol g'oyalariga sadogatni, ona-
Vatanga mehr-muhabbatni, bu yo‘ldagi fidoiylikni tarbiyalashni
davom ettirish oliy ta’limning asosiy vazifalaridandir.

“Ta’limto‘g‘risida”gi Qonun va “Kadrlar tayyorlash Milliy das-
turi” vazifalarini amalga oshirishda va yugori malakali mutaxassislar
tayyorlashda aniq fanlarga ehtiyoj kuchayib bormogda, chunki
umumkasbiy va ixtisoslik maxsus fanlari ana shu fanlar asosida
qurilgan bo‘ladi.

Maskur darslik oliy malakali ta’lim bo‘yidm yangi davlatta’lim
standartlarining irrigatsiya, gishlog xojaligi va texnik yo‘nalishlari
uchun matematik ta’limga qo'yilgan talablarga mos keladi.

Darslik matematika fanining birinchi gismi bo‘yicha chizigli
algebra va analitik geometriyadan 1-semestrdagi ma’ruza matnlarini
0°‘z ichiga oladi.



Darslik muallifning Toshkent irrigatsiya va gishlog xofjaligini
mexanizatsiyalash muhandislari institutida ko‘p yillik ma’ruza o‘qish
jarayonlarida to‘plangan ma’lumotlari va orttirilgan tajribasi asosida
yozildi.

Darslik irrigatsiya, gishloq xojaligi va ba’zi texnik yo*‘nalishlar
talabalari hamda mateMaTiica fani o‘gituvchilari, shuningdek, o‘zi-
ning matematik bilimini oshirish uchun mustaqil o'rganuvchilar
uchun foydali bo‘ladi, deb hisoblaymiz.



KIRISH

Matematika —bizni o‘rab turgan olamning fazoviy shakllari va
miqdoriy munosabatlari haqidagi fandir. Keltirilgan ta’rifni keng
ma’noda tushunish zarur. Fan va texnikaning rivojlanishi fazoviy
shakllar va miqdoriy munosabatlar bo‘yicha uzbiy bog‘ligligini
matematikada o ‘rganish uzluksiz kengayib boradi.

Matematika tabiiy-iimiy, injener-texnik va iqtisodiy tadgigot-
larda muhim vazifani bajaradi. U ko‘plab bilim tarmoglarida
fagatgina migdoriy hisob quroli bo‘lib golmasdan, shuningdek, aniq
tadgigotlar usuli, muammo va tushunchalami yetarlicha aniglikda
umumlashtirish vositasi bo'ladi. Zamonaviy matematika va uning
rivojlanayotgan mantigiy hamda hisoblash metodlaridan foydalan-
masdan insoniyot faoliyatining turli sohalarida yuksak natijalarga
erishib bo‘Imaydi.

Matematika fagat amaliy masalalami yechishning kuchli
vositasi boiib qolmay, balki umimiy madaniyat elementi hamdir.
Shu sababli matematik bilimlar zamonaviy mutaxassislar tayyorlash
tizimining fundamental asosini tashkil giladi deb garash lozim.

Yevropa va markaziy osiyolik olimlarning matematika fani
taraqqiyotiga go‘shgan hissalari. Tarixdan ma’lumki, ilm-fan,
madaniyat va san’at rivojlangan jamiyatda taraqqiy etish, yuksalish
bo‘lgan. Qolaversa, ilm-fan ma’lum davlatning jahonga chigishida,
tanilishida asosiy omillardan biridir. Bu jarayonda oz igtidori, bilimi
va ilmiy, badiiy ijodi bilan ilm xazinasini kashfiyot durlari bilan
boyitgan sharqu-garb olimlarining hissasi begiyosdir. Ular yaratgan
asarlar ayni kunda ham olamni anglash, inson va borliq o‘rtasidagi
muammolami hal etish, diniy va dunyoviy bilimlami boyitishda
dasturamal vazifasini o‘tab kelayotir. Bu borada matematika sohasida
farb va sharq allomalari ilmiy ishlarini mofjizaga giyoshlash
mumkin.

Qadimiy gretsiyalik matematik va mexanik Arximed (eramiz-
dan awalgi 287-212-yillar); fransuz matematigi va faylasufi P. De-
kart (1596-1650); angliyalik fizik va matematik I. N’yutoh (1643-
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1727); nemis faylasufi, matematik va fizik G. Leybnits (1646-1716);
matematik, mexanik va fizik L. Eyler (1707-1783); fransuz matema-
tigi va mexanigi J. Lagranj (1736-1813); nemis matematigi K. Gauss
(1777-1855); fransuz matematigi O. Koshi (1789-1857) va boshqa
ko'plab vyirik olimlaming ishlanmalarida oliy matematikaning
asoslari keltirilganligini ta’kidlash kerak.

Markaziy Osiyoda ham dunyo iim-fan taragqgiyotiga hissa
go‘shgan buyuk allomalarimizning ilmiy merosi bebahodir.
Matematika sohasida buyuk asarlar yaratgan, ulkan dunyoviy ilmni
meros qoldirgan ajdodlarimiz hagida kengrog ma’lumotga ega
bo‘lish bugungi avlodlar oldidagi ham farz, ham garzdir.

Abu Abdulloh Muhammad ibn Muso al-Xorazmiy —(taxmi-
nan 780-850-yillarda yashagan) - matematika fanining asoschisi,
geografiya, tarix va astronomiya kabi fanlaming rivojlanishiga katta
hissa qo‘shgan. Hindlarning o‘nli sistemasini birinchi bo‘lib tadgiq
gilgan, algebra faniga asos solgan buyuk astronom, gomusiy olim
hisoblanadi.

Al-Xorazmiy 0‘z umrining aksariyatini Bag'dodda tashkil
etilgan ilmiy dargoh «Baytul-hikmat» (“Donishmandlikuyi”)da olim
sifatida faoliyat yuritdi. Uning matematika bo‘yicha yozgan
risolalari: «Kitob al-jabr val muqobala», «Hind hisobi hagida
gisqacha kitob», «Astronomik jadvallar», «Kitob ul-suratul-arz»,
«Hind hisobi hagida gisqacha kitob» asari Yevropada hind ragamlari
sistemasining targalishida muhim rol o‘ynadi. «Kitob al-jabr val
muqobala» asarida algebra mustagil fan sifatida birinchi bo‘lib
o‘rganib chiqgildi. Bu risola ikki gismdan iborat bo‘lib, birinchi
gismida algebraik migdorlar ustida amallami bajarish qoidalari,
birinchi va ikkinchi darajali tenglamalar ko ‘rib chigilgan. Qoidalar va
yechimlar so‘z bilan bayon etilgan. Noma'lum ildiz yoki buyum deb,
noma’lumning kvadrati - kvadrat deb atalgan. Kvadrat tenglamalar
geometrik usulda yechilgan. Ikkinchi gismda esa turli xofalik -
tunnush, savdo va yuridik (yer o‘lchash, meros bo‘lish) masalalarga
algebraik metodlami joriy qilish ko‘riladi. Shuningdek, asarda

geometrik masalalar bayon etilgan. Unda >k va VIosonlarining bir-

biriga yaqinligi hamda bundan tashqari, ~ , 3,1416 kabi giymatlari

keltirilgan. Bu asar lotin tiliga XII asrda tarjima gilingan va ko‘p
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vagtlar davomida Yevropa mamiakatlarida matematika bo‘yicha
asosiy qoilanma bo'lib keldi. “Al-jabr” asari matematikaning aloha-
da bo'limiga aylanib, “algebra” deb ataladigan bo‘ldi. “Al-Xoraz-
miy” nomi “Algoritmus’ hozirgi hisoblash matematikasining asosiy
atamasi “algoritm”ga aylandi.

Abul Abbos Ahmad ibn Muhammad ibn Nosir al-Farg‘o-
niy 797-865-yillarida yashab ijod gilgan buyuk ajdodimizdir. Sharg-
da Al-Farg‘oniy, Yevropada Alfraganus (Alfraganus) tahalluslari
bilan mashhurdir. Ahmad al-Farg‘oniy Farg'onaning Qubo, hozirgi
Quva shahrida tavallud topgan. U - buyuk astronom, matematik va
geograf. Shargda “Hosib” (matematik) degan lagab bilan shuhrat
topgan. Uni “Munajjim al-Rais” deb ham atashgan. Astronomiya,
geografiya va matematika sohasidagi asarlari bu fanlar taragqgiyotiga
salmogli hissa qo‘shdi, hamda bir necha asrlar davomida olimlar
uchun qoilanma bo'ldi. Ahmad al-Farg‘oniy Yer kurrasining doira-
viy uzunligini, diametri va radiusini aniglagan. Yer meridianlari
hagida bilimlarga asos solgan va samodagi yulduzlarga mukammal
tasnif bergan. Chuqur matematik tadgiqotlar natijasida samoviy
jismlaming balandligi va ulargacha bo‘lgan masofalami o‘lchash
jihozlarini qurish hamda foydalanish ilmining birinchi mukammal
nazariyasini yaratgan olim sifatida jahon ilm ahli tomonidan e’tirof
etilgan.

Ahmad al-Farg‘oniy tomonidan ixtiro gilgan suv sathini
o‘lchash “Nilometr” qurilmasi Nil daryosi sohiliga barpo gilinadi. Bu
qurilma suvning ko'tarilishi va pasayishini kuzatish imkonini bergan.
Bu kuzatish asosida dehgonchilikning yil bo‘yi ganday boiganligini
gayd etish mumkin bo‘lgan. U Bag‘dod rasadxonasida ko‘pgina
kashfiyotlar qgildi. Jumladan, 840-yilgi Quyosh tutilishini oldindan
bildi va bu hagda ilmiy kuzatishlar olib bordi. Alloma 1022 ta
yulduzni o‘lchab, tasvirladi.

Abu Nasr Muhammad ibn Muhammad ibn Uzlug® ibn
Tarxon Forobiy (870- 950) qgomuschi olim, sharg fanining
asoschilaridan biri. Forobiy «Hajm va miqgdor hagida kitob», «Fazo
geometriyasiga kirish hagida gisqacha kitob» va boshqga asarlari bilan
mashhurdir. Asarlarida matematikaning asosiy tushunchalarini
asoslash va to“g‘ri bayon etish usullariga katta e’tibor bergan.
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Abu Rayhon Muhammad ibn Ahmad Beruniy (973-1048)
astronom, matematik va qomuschi olim, Xorazmda tug'ilgan, asosiy
asarlarini arab tilida yozgan. Beruniyning asosiy ishlari astronomiya,
matematika, fizika, falsafa, tarix, botanika, geografiya, mineralogiya
va h. k. larga bag‘ishlangan. «Kitob at-tafxim» (1029— 1034 yillar)
asarida matematika, astronomiya va astrologiya asoslari bayon
etilgan. «Doiradagi vatarlami uning ichiga chizilgan siniq chiziglar
yordamida aniglash haqidagi risola» (1027-yil) nomli asarida
geometriya va trigonometriyaning qator teoremalarining isbotlari
berilgan. Beruniy tomonidan arifmetika va algebraning asosiy
masalalariga ta‘rif beradi; butun va kasr sonlar ustida amallar,
chizigli, kvadrat hamda kub tenglamalami taqribiy yechish usullarini
bayon etadi; doiraga ichki chizilgan muntazam ko'pburchakning
tomonlarini aniglaydi; ko ‘pyoqglar, aylanmajismiar, konus kesimlari,
muntazam Kko‘pyoqlarga ta’rif beradi va stereometriyaning asosiy
tushunchalarini bayon etadi. Matematikaga bagfishlangan 22 ta risola
yozib qoldirgan.

Abu Ali Husayn ibn Abdulloh ibn Sino (980-1037) faylasuf-
tabiatshunos, tabib, matematik, shoir, Buxoroga yagin Afshona
gishlog‘ida tugiigan, Xorazm va Eronda ishlagan. Asosiy asarlari:
«Tib qonunlari», «Ashshifo», «Najot», «Ishorat va tanbih»,
«Donishnoma» va «Urjuz». Bulardan «Ashshifo» va «Donishnomax
asarlarida matematikaga bag‘ish!angan maxsus boiimlar bor.

Shoir, faylasuf, astronom va matematik G ‘iyosiddin Abulfath
Umar ibn lbrobim Hayyom (1048-1131) Nishopurda tug‘ilgan. U
birinchi bo‘lib uchinchi darajagacha bo‘lgan tenglamalami yechish
nazariyasini yaratdi va barcha tenglamalaming umumiy sinflarini
bayon etdi. Umar Hayyom birinchi maria geometriya bilan
algebraning alogasi to‘g‘risidagi hamda algebraik tenglamalami
geometrik tushuntirish va yechish hagidagi masalani qo‘ydi.

Muhammad Tarag‘ay Ulug'bek (1394-1449) - buyuk o°‘zbek
astronomi, matematigi, davlat arbobi va ma’rifatparvari. U
Samargandda madrasa va dunyoda eng yaxshi rasadxona bunyod
etdi. 0 ‘z atrofiga mashhur matematik va munajjimlami to ‘plab, ilmiy
maktab tashkil etdi. Ulug‘bek tomonidan juda aniq trigonometrik
jadvallami tuzishga imkon beruvchi al-jabr usullari ishlab chiqildi.



Bu usul istalgan aniglikda hisoblashlami amalga oshirishga yordam
berar edi.

Matematikaning rivojlanishiga rus matematiklari —N.I. Loba-
zevckiy (1792-1856), M.V.Ostrogradskiy (1801-1861), P.L. Chebi-
shev (1821-1894), A.A. Marchuk (1856-1922), A.M. Lyapunov
(1857-1918) va boshqgalaming ishlarini ham e’tirof etish mumkin.

0 ‘zbekistonda matematika fanining rivojlanishi. Zamonaviy
0'zbek matematika maktabi ham jahon matematika fanining oldingi
gatorlarini egallab kelmoqda. Bu borada o‘zbek matematiklari
A. Sarimsoqov, S.H, Sirojiddinov, T.N. Qori-Niyoziy, T.Jo‘rayev,
M. Salohiddinov, Sh. Ayupov, Sh. Alimov, A. Sadullayev, A. A’za-
mov, N. G‘anixodjayev, R. G‘anixodjayev, M. Oripov, E. Fayzibo-
yev, Y. Soatov, A. Narmonov, M. Mamatov va boshgalaming ilm-
fan sohasidagi erishgan yutuglarini ta’kidlash lozimdir.



| BOB. MATRITSA VA DETERMINANTEAR
I-§. Matritsa va ular ustida amallar

1.1 Matritsa tushunchasi. Matritsa tushunchasi va mateme
kaning matritsa]ar algebrasi bo‘limi igtisodchilar va boshga soha
mutaxassislari uchun muhim ahamiyatga egadir. Iqtisodiy jarayonlar
va obyektlaming matematik modeli sodda va ixcham matritsali
tenglama shaklida ifoda etiladi.

Ta’rif. mta yo‘l va n ta ustundan iborat bo‘lgan ushbu jadvalga

all al2 aln \ all al2 atn

. — a2n
Q1 a2 azn yoKi a2l a2 M
&ml @2 amn/ am\ am2

mXn - 0 ‘lchamli matritsa deyiladi.
Masalan,

2 x 3 -oMchamli matritsa.
B=(e* *
VO

2 X 4 -o‘lchamli matritsa.
Matritsalarni A,B,C, ... bosh harflar bilan belgilaymiz:

[ flu aiz am \
A=1 “f1  “2! ) Yol A= |lai;]l = (a,,)
Vdfnx &2 " ®mn/

(H2..0T, j=12,..0N
dij -lar matritsa elementlari deyiladi, bu yerda birinchi indeks i -
element turgan yo‘l nomerini, ikkinchi indeksj - esa ustun nomerini
bildiradi.
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Agar ixtiyoriy i va j larda ay = by bo’isa, A —(ay) va
B = (by) matritsalar teng deyiladi va A=B kabi yoziladi.

Matritsalar yordamida ba’zi iqtisodiy bog'liglami ifodalash
mumkin. Masalan. igtisodiyotning ba’zi tarmoglari bo*yicha resurs-
laming tagsimotini jadvalda ifodalaymiz.

Igtisodiyotning tarmoglari

Resurslar Qishlog xo'jaligi  Suv xo'jaligi
Suv A 8,1
Mehnat 4,1 34
Elektroenergiya 5,2 6,3

Ushbu jadvalni resurslar tagsimotining ixcham matritsasi
ko‘rinishida ifodalash mumkin:

17,2 8,1\
A= 41 32
\5,2 6,3/

jadvalga ko‘ra, alt = 1,2 - matritsa elementi —gishloq xojaligiga
gancha suv resursi, a22 = 3,2 - element esa—suv xojaligiga gancha
mehnat resursi sarflanishini ko’rsatadi.
Agar (1) matritsaning barcha elementlari nolga teng bo'lsa,
/0 0 -0
°= 0 0 =« 0

\0 0 -0
u nol matritsa deyiladi.

1.2. Kvadrat matritsa. Agar matritsaning yo‘llari soni uning
ustunlari soniga teng bo‘lsa, u holda uni kvadrat matritsa deyiladi.
Kvadrat matritsaning yo‘llari soni uning tartibini bildiradi. n - tartibli
kvadrat matritsa berilgan bo‘Isin:

(hi % 2 aln

— - az22 m az2n
A= 0-21 (2)

anl an2 Q-nn
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Kvadrat matritsada alr,arr, ..., ann elementlar joylashgan diagonal
bosh diagonal, aln,a2in-1, ..., aln - yordamchi diagonal deyiladi.
Bosh diagonalidan pastdagi (yoki yugoridagi) hamma element-
lar nolga teng bo‘lgan kvadrat matritsa uchburchakli matritsa
deyiladi. Uchburchakli matritsa quyidagi ko'rinishda bo‘ladi:
all al2 aln\
0 a2 «n \

0 O e ®&m]/

( o .. O
KKi &P bnn

Ai —yuqgori uchburchakli, B - quyi uchburchakli matritsadir.
Agar (2) kvadratik matritsaning bosh diagonal elementlaridan
boshga barcha elementlari nolga teng bo‘Isa,
/flu 0 e 0\

| 0 a2 01 (3)

V o 0 e onm)
uni diagonal matritsa deyiladi. Xususiy holda, (3) matritsada

all = a22= — = ann — 1
bo‘lsa,
/1 0O e 0\
E={0 4 )
\o0 0 - 1/

ko‘rinishga keladi, uni birlik matritsa deb ataladi.

A kvadrat matritsaning yo‘llarini  mos ustunlar bilan
almashtirilgan hosil bo‘lgan matritsaga transponirlangan matritsa
deyiladi va AT- bilan belgilanadi:

o-l 21 \
nN12 az22 an2 j

[-in a2n ann /
Q 12



/13 4\
Masalan, agar A = 15 —2 }bo‘lsa, u holda
\2 0/

- AT:EF _3 83>
bo‘ladi.

Agar A kvadrat matritsa transponirlangan AT matritsaga teng
bo‘lsa, uholda A simmetrik matritsa deyiladi.

1.3. Matritsalar ustida amallar va ularning xossalé

Matritsalarni qo'shish va ayirish. mxn - oichovli A = (a") vaB =
(by) matritsalar berilgan bo‘Isin. Ularning yig'indisi deb, mx/i -
o‘lchovli C = (cy) matritsaga aytiladi va elementlari

Cy —OGij + bfj (i 1,2,..nt) (4
tenglik yordamida aniglanadi (C =A.+B deb belgilanadi).
1-misol. 2x3 - oflchovli A=Q 2 va B=

(8 12 10  matritsalar berilgan bo‘lsin. A + B yig‘indini
toping.
Yechish. A +B=(1 J "Sj+Cgl 6 ) =

=(1+(1) 2+6 -3 +3WO 8
Va4a+8 0+12 2+14/ VI2 12 16/

Ta’rifga ko‘ra, matritsalarni qgo‘shishda mos elementlar
gosshiladi. Qo‘shish amali bir xil tartibli matritsalar uchun
aniglangan.

mx/j - o0o'lchovli A va B matritsalar mos elementlari
ayirmalaridan tashkil topgan ushbu m*n - o‘lchovli D = (dy)
matritsa A va B matritsalar ayirmasi deyiladi va D=A-B kabi
belgilanadi.

Matritsalarni qo‘shish xossalari:

1°. A+0=0+A=A.

2°.A+B=B+A.

3°. (A+B)+C=A+ (B+C) (assotsiativ).
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Matritsani songa ko paytirish. A = (ay) ( i=1,2,..m,j ~
1,2,...n) matritsaning har bir elementini X haqgigiy songa
ko‘paytirganda hosil bo‘lgan matritsaga X son bilan A matritsa
ko paytmasi deyiladi va XA kabi belgilanadi. Dernak,

Aoy Hal? Na™n
XA = k21 Marr Nazn
Honx Har? N&mn .

2-misol, A=f 2t "I'matritsani V2 ga ko*paytiring.

\sin(2t)f
/[ -3Vv2 \
Yechish. V2 mA=n/2«1 £t | V2
) 2tV2
\Sin2Y7\v2 sin(21)]
3-misol. A matritsani cos t ga ko ‘paytirmg.

Yechish. cost A= cost m_2 €% ( 2cost e*cos .
Sint 4 costsint 4cost

Matritsalami songa ko ‘paytirish xossalari:
4°. (41/1=k(fiA), (X fi-const).

5°. UA+B)=bl+X

6°. (X+p)A =XA+HfIA.

(* 9w+ D

bo‘lsa, A+B, 3A-4B matritsalami toping.
Yechish. Matritsalami qo‘shish, ayirish va songa ko ‘paytirish
qoidalaridan foydalanib, izlanayotgan matritsalami topamiz:
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j20 -1\ /2 O\ /2+2 -1+0\ /4 -1\
N+B= 1 3 )+(4 1-11+4 3+115 4 |
\5 3/ \6 5/ \5+6 3+5/ \11 8/

-3
31-4B (¢ 9
3 o
-2 -3
-13 5
-11;
Matritsalarni ko 'paytirish. T*n - o‘lchovli A = (a)y)

(r-1,2,..../9; j=1,2,...,n) matritsani w<> - o‘lchovli B = (by)
(i'=1,2,...,.4j=1,2,...,p) matritsaga A»paytmasideb, shunday m*p-
oflchovliR = (ri;) (i=l1,2,...,/w;7=1,2,..., [?) matritsaga aytiladi va
uning elementlari .

rij — 1 iaik®Kj

(/=1,2,...,w;/=1,2,...,p) (5)
formula yordamida aniglanadi.

Ta‘rifdan ko'rinadiki, A matritsani ixtiyoriy B matritsaga
ko‘paytirish uchun A matritsaning ustunlari soni B matritsaning
yo‘llari sonigateng bo‘lishi talab gilinadi.

5-Misol. Ushbu

| JE( =N 3
matritsalar ko ‘paytmasini toping.
Yechish. A matritsa 3x2 - oichovli, B matritsa 2x3 - o‘Ichovli

bo‘lgani uchun ularning ko‘paytmasi 3x3 - o‘Ichovli
/Tl T2 r1d

A-B = [r21 r22 r23)

\'r31 r32 r33/
matritsa bo‘lib, uning elementlari (5) formulaga ko‘ra
ru =1m+0m= 2 r2=1m-1)+03=-1,
ri3=1w+0ml =4, r2L= 22+ (-1) -0 = 4,
15



r2=2m-1)+ (-1)8=-5r8B=2w+ (-1) -1=7,
r31= 0«2+ 3m) = 0, r=0e¢(—1)+3-3 =09,
rB8=0-4+3*1=3

bo‘ladi. Demak,

A-B —

6-MisoL. Ushbu
n_(-1 2\ D /0 3\

I 3 0/ \ -2
matritsalar berilgan bo‘lsin. A-B va B A matritsalami toping.

Yechish. Berilgan matritsalaming ko ‘paytmasini topamiz:

nb_/-1.-0+2-(-2) —1m8+ 24\ _ /4 5

" V3-0+0-C-2) 3>3+0M) Vo 9>

R A=(°-(.-V+3'3 0-2+3-0\_f9 0\

\—2m(—1)+4-3 -2-2+4-0/ V4 -4)
7-MisoL Ushbu

N= (2 3)
matritsalar uchun AB @& B-A munosabatni tekshirib ko‘ring.

Yechish. %mB = (* [ ) «(~2 *)=(? °).

*m*-(? DU >t_?

Demak, A B @ B <A. Keltirilgan misollardan ko‘rinadiki, ikKki
matritsa ko‘paytmasi uchun o‘rin almashtirish qoidasi o‘rinli
bo‘lImaydi. Ammo, nxn - o‘lchovli /1 matritsa bilan nxn ~o‘lchovli
birlik E matritsa uchun

A*E=EmA=A
tenglik o‘rinlii bo‘ladi.
8-Misol. Ushbu matritsalar ko‘paytmasini toping.

Yechish. A matritsa 2x2 - o‘lchovli, B matritsa 2x3 - o‘Ichovli
bo‘lgani uchun ulaming ko ‘paytmasi 2x3 - o‘Ichovli matrita bo‘ladi.

d-g! >
i6



(1wl+3-2 11 +3-1 1-3+3-4\/7 4 154

V2-1+5-2 2-1+5-1 2-3+5-4/ \12 7 26T
A B va C matritsalar berilgan boisin. U holda

8°. (A+B) C=A C+B C, A-(B+Q =A B+A C
xossalar o‘rinli boladi. 7°-xossaning o‘rinli bo‘lishini ko‘rsatamiz. n
- tartibli ixtiyoriy B va C matritsalar berilgan bo‘Isin, gisgacha
ularni quyidagicha belgilaylik
A= (w), B=bl), C= (dj), A B= U- (uj), B C=V=(vy),
(AB) C~ A-(BC) =T —(L)

(A-B) GHA (B-Q ekanligini, ya'ni S=T ekanligini isbotlashimiz
kerak. U quyidagi tenglikdan kelib chigadi.®

S=jjc |- A-Vtengliklarga ko‘ra

n n n

ya’ni, Sif=tg (i,j=h
Demak, (AB)'C =A(BC).
9-Misol. Ushbu matritsalar berilgan:

N=3 -4>B=(-2)'C=(3 0 "2>
Bu matritsalar uchun (A-B)C =A(BC) xossa o‘rinli bo‘lishini
tekshiring.

17



Demak, (AB)C —A(BC).
2-8. Determinantlar

Ta‘rif. 2 - tartibli kvadrat matritsaning

A= (M B

determinanti deb, ushbu
|%1 <12

o la21 a2 A
songa aytiladi. Bu vyerda alltal2 , a2l,a2 — determinant

elementlaridir. Determinant elementining birinchi indeksida turgan
son yo‘l ragamini, ikkinchi indeksida turgan son esa ustun ragamini
bildiradi. alta22 —<h2a21 ayirma determinant giymati deyiladi va
detA, yoki |A\, yoki A bilan belgilanadi.

10-misol. 2-tartibli determinantni hisoblang.

2 ~4|=2m5- (-4) 8= 10+ 12 = 22.

Ushbu
all al2 «13
detA = a2l a2 a3
a3l a3x2 a3x3

songa 3-tartibli determinant,
detA = AuA22a33  alza23a3l
+ di3a2la3? —al3a22a3l ~ alla23a32 ~ al2a2la33
unung giymati deyiladi.

Uchinchi tartibli determinant qiymati oltita hadlar yig“indisidan
iborat bo‘lib, ulardan uchtasi musbat, goplgan uchtasi esa manfiy
ishoralidir. Bu hadlami hisoblash quyidagi sxemalar yo‘rdamida
ifodalansa bo‘ladi:

a) Uchburchak goidasi



yoki
b) Sarryus qoidasi

II-misol. 3-tartibli determinantni hisoblang.

1-2 1
2 3 -1 =
4 5 2

= Im+ (-2) m-1) M+ 1mww5- -1-3-4-
-1 m(-1) -5- (-2)-2-2=6+8+10-12 +5+ 8 = 25.
n - tartibli kvadrat matritsaning

all <12 aln
a2l a22 az2n
anl an2 " ®nn
determinanti deb, ushbu
aU al2 n
azl az22 ' 0-2n
(7
nq «[M2 ' &nn

ifodaga aytiladi.

Agar A matritsaning determinanti detA = 0 bo‘lsa, u holda A
X0s matritsa deyiladi, aks holda detA @® 0 bo‘lsa, u holda A xosmas
matritsa deyiladi.

3-8. Minor va algebraik to‘idiruvchilar.
Determinantlarning xossalari

Uchinchi tartibli

all al2 al3
0= a21 a22 a23
a3l a32 a 33

19



determinant berilgan bo‘lsin. Bu determinantning biror aik (i, kK =
1,2,3) elementini olib. shu element turgan yo‘Jni hamda ustunni
o‘ziramiz. 0 ‘zirilmay qolgan elementlardan ikkiinchi tartibli
determinant hosil bo‘ladi. Unga aik elementning minorideyiladi va
Mik bilan belgilanadi. Masalan, uchinchi tartibli determinantda
a23element turgan yo‘l va ustunni o‘chirish

all al2 al3
az?l a22 a23
a3l a 32 a 33

_1Oil 0&(
B P <
determinant hosil bo‘ladi. Bu berilgan determinant a23 elementining
minoridir.
2 -31

12-Misol. T Ideterminantning minorlarini toping.

Yechish. Determinantning elementlari soni to‘rtta bo'lgani
uchun minorlar soni ham to‘rtta bo‘ladi: Mjj 4, M12 = 1, My,
-3, M2 =2

natijasida

0
13-MisoL 4 determinantning Aflx, M12 va M3

minorlarini toping.

Yechish. Determinantning elementlari soni to‘qqgizta bo‘lgani
uchun minorlar soni ham to‘qqgizta bo‘ladi. Misol shartiga ko‘ra,
Mil, ~12 va M32 minorlami topamiz:

14 1] an _ i3 1 H —2|

" =Tg g MRT o stva M2 g3 g

Ta’rif. (7) determinant ayelementining algebraik to4diruvchisi
deb,

C-i)y*Tuy
miqdorga aytiladi va Atj orqgali belgilanadi:
Nu=(-1T'M,,-

Kvadrat matritsa determinantining algebraik to‘ldiruvchilari

soni uning elementlari soniga teng bo‘ladi.

20



Masalan,

0]
4 1
3 5

determinant elementlariga mos to‘qgizta minorlar mavjud. a3 =
—3 elementining algebraik to‘ldiruvchismi topamiz:

AH = (-1)3«M 3= (-1)5]* 2 =-(1 - (-6)) = -7.

Determinant  xossalarini ~ 3-tartibli ~ determinantlarga nishatan

keltiramiz. Uchinchi tartibli
all al2 «13

\A\ = a2l a2 a23

) ) a3l a3z a3
determinant berilgan bo‘lsin.

1°. Determinant yo larini unga mos ustunlar bilan
almashtirilsa, determinant giymati o zgarmaydi, ya hi
\at\ = \a\:
Isbot. Ushbu xossani 3-tartibli matritsa determinanti ushun
tekshirib ko‘ramiz. Uchinchi tartibli transponirlangan matritsa

determinantini hisoblaymiz:
Oy a21 a3l

\AT\= %2 a22 a32 =
al3 a23 a33
= 0-uCl122a33 + a2la32al3 + a3lal2a23 —
~al3a22a3l —alla23a32 “ al2a2la33-
W = ailO-22a33 + al2a23a31+ al3a2la32 ~
~al3a22a3l —alla23a32 ~ al2a2l1a33 -

Demak, |JIF| = |].

2°. Determinant ixtiyoriy ikfd yofini (ustunini) o'zaro
almashtirsak, determinant giymati o0'zgarmasdan unung ishorasi
garama-qgarshi ishoraga o zgaradi.

Isbot. Birinchi va ikkinchi yo‘llari o‘zaro almashtirilgan 3-tar-
tibli matritsa determinantini \AX\ belgilaymiz va uning giymatini
hisoblaymiz:

a2l a22 a23
Hil all «12 al3
%1 a2 as3
— &12a2la33 + ail3a22a3i + iaiicl23a32
21



~a3lal2a23 ~ «11«22«33 ~ «21«32«13 =
= —(—% 2a2la33 ~ al3a22a3l ~ alla23a32 +
+ a31«12«23 + «11«22«33 + a2la32als) = ~N1-
Demak, 1AJ = —\A\
3°. Determinantning ixtiyoriy yo lida (ustunida) turgan barcha
elementlami Kk songa ko paytirilsa, determinant giymati Kk marta
ortadi.
kalt kal2 kal3
a2l az22 a23
a3l a32 a 33
= KaXlih22a33 + "«l1l2a23«31+ &«1l3«2la32 ~
—kal3a22a31 —kaixa23a32 ~
— /c% 2a2Xa33 = kCaU a22a33 + «12«23«31+ al3a2la32 ~

~ai3a22aldi ~ an a23a2 ~ al2a2lass) = " *detA
4°. Determinantning biroryo'li (ustuni)dagi barcha elementlar

nolga teng bo ‘Isa, determinant giymati nolga teng bo 1adi.

5°. Determinantning ikki yo'li (ustuni) bir xil boisa, uning
giymati nolga teng bo 1adi.

Isbot. Faraz qilayiik, 3-tartibli determinantning ikkita yo‘li
elementlari bir xil bo‘lsin.

«1l1 «12 aXx3

Oil a12 «13 = «lB«12«33 + al2al3a3l~t~ «13«11«32 ~

a3l a 32 «33

_3132(12«31_~ «1_1«_13«3_2 ~. «%2«11«?3 ~ 0 i
6°. Determinantning ixtiyoriy ikki yofdi (ustuni) o zaro

proporsional bo 1sa, uning giymati nolga teng bo 1adi.
Isbot. Faraz qilayiik, 3-tartibli determinantning birinehi va
ikkinchi yo‘llari o‘zaro proporsional bodisin:
a2l _ a22 «23 _ N
ali ~ «12 a3
dy; t matl, a22 = t- ag2- ayz t maq3.
Determinantning ikkinchi yo‘l elementlari o‘miga birinehi yo‘l
elementlari orgali ifodasini qo‘yamiz:

«ll «1l2 «13 «11 «1l2 «13
«21 «22 «23 = tatl t«i2 t«13
«31 «32 «33 «31 «32 «33
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&N «12 «13

a3l a 32 «33
5-x0ssaga Ko'ra,

ay «12 «13
«11 «12  «13 0.
«31 «32 «33

7. determinantning biror yo 1i (ustuni)dagi elementlar
ikki qo 'shiluvchilaryig ‘indisidan iborat bo ‘Isa, masalan,
«11 «l12 «13
1+ « 22 +P 34y
«31 «32 a33
bo 1sa, 1 holda
«11 aj2 «13
«21 + « «22 + P «23 +Y ~
«31 «32 «33

«l1l «l12 «13 «l1l1 «12 «13
«21 «22 «23 * a £ Y

«31 «32 «33 «31 «32 «33
bo 1adi.

8°. Agar determinantning biror yo 1i (ustuni)ni o0 zgarmas
songa ko'paytirib, boshga yo1i (ustuni)ga qo'shilsa, determinant
giymati o zgarmaydi.

Isbot. 3-tartibli determinantning 1-yo‘lini k-songa ko ‘paytirib,
2-yo‘lga qo‘shamiz va 7-xossaga ko‘ra ifodalaymiz:

«ii «12 «13 «11 «12 «13
«21 «22 «23 = «Zi + kaXI «22 N«l2 «23 + "«13
«31 «32 «33 «31 «32 «33

«U «12 «13 «11 Cl12 «13

«21 «22 «23 + ka12 kal3 =

«31 «32 «33 «31 «32 «33

«11 «12 «13 «1l1 «12 «13

«1 @2 «23 4K« «12 «3 T

«31 «32 «33 «31  «32 «33

«11 a2 «13 «l1ll «12 «13

«21 «22 «23 + k-0 = «21 «22 «23
«31 «32 «33 «31 «32 «33
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9°. Determinantning biror yo 1i (ustuni)dagi barcha element-
laming ularga mos algebraik to 1diruvchilari bilan ko paytmasidan
tashk.il topganyig'indi shu determinant giymatiga teng bo 1adi.
Isbot. 3-tartibli determinantning 1-yo‘l bo'yicha yoyilmasini
algebraik to ‘Idiruvchilar orgali ifodalaymiz:
«1l1 «12 «13
«21  «22  «23 = alx AN + «12"A\r + «13 "~13 =

«31 «32 «33
, «22 «231_ _l«21 «231 , _ k21 «221 _
=«

«32 «33» 12 1«31 «33i fl1I3 1«31 «321

= al r(«22«33 —«23«32) —«12 ' («21«33 —a23«31) +
+ al3 m(«21«32 —«22«3l) =

= au a22«33 + «12«23«31 + «13«21«32 —

«13<_<22«31_~ <<11<_<23«32 — 5112«21«331— i
10°.  Determinantning biror yof1i (ustuni)dagi barcha

elementlari bilan boshgayo 7 (ustun)da turgan mos elementlarning
algebraik to 1diruvchilari ko 'paytmalaridan tashkil topgan yig'indi
nolga teng bo 1adi.

Isbot. 3-tartibli determinantning 2-yo‘l elementlarini 1-yo‘l
elementlarining mos algebraik to‘ldiruvchilari ko‘paytmalaridan
tashkil topgan yig‘mdini hisoblaymiz:

«21 K1l b a3 "fi2 'b«24 13 —
an «22  «231  _  _|«21 «231, «1l «221
«32 «331 22 1«31 «331 tt23 «31 «321
—a2i *(a22«33 —«23«3r) —«22 " («21«33  «23«31) +
+ «23 " («21«32 ~ «22«31) =
= az2ia?22«33 ~ «21«23«32 —«22«21«33 +

+«22a2?_>«31 + «2_3«21«32 — «_23«21«32 — «23«22«_31_2
Determinantlarning 9-xossasiga ko‘ra, n - tartibli (n > 2)

determinantning 1-yo‘l bo‘yicha yoyilmasi cuyidagicha ifodalanadi:

«11 «12 *m  «In n

a
((21 ((22 2n =N (thy (8)
G_J" «Pr «n /:1

n - tartibli determinantning ixtiyoriy yo‘l bo‘yicha yoyilmasini

2/ = @
j=1
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yoki ixtiyoriy ustun bo‘yicha ){_onitmasmi

A==~ aunin'0’ = Vvn) (10)
1=1

formulalar yordamida ifodalash mumkin.

(9) va (10) formulalar Laplasformulalari deyiladi. Agar i=1
bo‘lsa, (9)-formula (8)-formula bilan ustma-ust tushadi.

Diagonal (quyi yoki yuqori) matritsaning determinanti bosh
diagonaldagi elementlar ko‘paytmasiga teng bo‘ladi:

au al2 ain

0 022 az,

all "a?22 <*nn-

0O O <= am
Diagonal matritsani 1-ustun bo'yic ia yoyamiz:

all M2 ®In a22 a23 ®In
0 a22 e 0211 0 a3 azn
— flu =
0 0 —  «nn 0 0 - <N

a33 ®34 aln

0 s a2n

— all "a22
0 0 &mn

all "a22 " - ar
14-misol.
f1 0 124

-3 1 -2 -4 . . C .
A= > 3 10 matritsa determinantini hisoblang.

-4 -2 0 -7

Yechish. Matritsa determinantining 1-yo‘lidagi an elementdan
boshga barcha elementlami xossalardan foydalanib nolga
oylantiramiz. Birinchi yoida bitta nol bor, yana ikkita nol hosil
gilamiz. Buning uchun, 1-ustun elementlarini -1 ga ko‘paytiramiz va
3-ustunning mos elementlariga qo‘shamiz. Shuningdek, 1-ustun
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elementlarini -2 ga ko‘paytiramiz va 4-ustunning mos elementlariga
go‘shamiz. Olingan natijaiar asosida determinantni yozamiz:
1 0 1 2 1 0 0 0

-3 1 -2 -4 -3 1 1 2
detAm
2 3 1 0 2 3 -1 -4
-4 -2 0 -7 -4 -2 4 1
{ 1-yo‘l elementlari bo‘yicha determinantni yoyamiz}
1 1 2 1 1 2
I (-)1#te3 -1 -4 =3 -1 -4
-2 4 1 -2 4 1
{Determmantnmg 1-ustun elementlarini -1 ga ko‘paytiramiz va 2-us-
tunning mos elementlariga qo‘shamiz. Shuningdek, 1-ustun element-
larini -2 ga ko'paytiramiz va 3-ustunning mos elementlariga

go‘shamiz. Olingan natijaiar asosida determinantni yozamiz va uni 1-
yo'‘l elementlari bo‘yicha yoyamiz}.

1 0 0
o -4 -10
3 -4 —1O:|.(—|y4£L6 . =-20+60=40
-2 6 5
127 1 2 3
Ao 15423 4
15-misoi. ©~~ 181 3 4 5 determinant xossalaridan
208 4 5 6

foydaianib hisoblang.
Yechish. 7°-xossadan foydalangan holda, deteminantni yig‘indi
ko‘rinishdayozamiz:

100+27 1 2 3 100 1 2 3 27 1 2 3
100+54 2 3 4 :"100 2 3 4 . 54 2 3 4
100+81 3 4 5 100 3 4 5 8 3 4 5
100+108 4 5 6 100 4 5 6 108 4 5 6

3°-xossaga binoan umumiy ko‘paytuvchilami determinant
oldiga chigaramiz:
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112 3 112 3

12 3 4 2 2 3 4
A-100- +27-

13 4 5 3 3 45

14 5 6 4 4 5 6

Yig‘indidagi 2-determinantning ikkita ustun elementlari bir xil.
5°-xo0ssaga asosan uning giymati nolga teng:

112 3 112 3

12 3 4 12 3 4
A= 100- +27-0 =100-

13 45 13 45

145 6 14 5 6

Ikkinchi ustun elementlaridan mos ravishda birinchi ustun
elementlarini ayiramiz va natijani 2-ustunga yozamiz. Birinchi ustun
elementlarini 2 ga ko‘paytiramiz va mos ravishda uchunchi ustun
elementlaridan ayiramiz. Olingan natijani uchunchi ustunga yozamiz.
Natijada determinantning 2 ta ustuni elementlari bir xil bo‘ladi. 6°-
X0ssaga Ko ‘ra, determinant giymati nolga teng:

00

11
A=100- =0

w N
w N

4- 8, Teskari matritsa

n - tartibli kvadrat matritsa

®i2 m" \
«2l a2 o a2n\

an\ an2 o #nn /
berilgan bo‘lsin.
Agar A bilan «-tartibli A~x - kvadrat matritsa ko‘payl:masi E
birlik matritsaga teng bo‘lsa
A-A'l =A'l A= E
27



u holda A~1 matritsa A ga teskari matritsa deyiladi.
Teorema. A matritsaga A-1 teskari matritsa mavjud bo‘lishi
uchun uning xosmas matritsa bo‘lishi zarur va etarlidir.

3 - tartibli kvadrat matritsa
/all %2 ald\

A=1a21 a22 a231
\a3l a32 a33]

berilgan bo‘lsin. A matritsaga teskari matritsa A-1 quyidagi formula
yordamida topiladi:

AXL ~12 w3

N2l &2 A3

A3l 732 B

™m ~21 ~3I\

2 ~22 7321

M3 B A33

detA

detAl

ALl g1 ~31\
detA detA detA
N2 A22 32
detA detA detA
~3 n23 »s3
detA detA detA’

bu yerda Ay (i,j = 1,2,3) berilgan A matritsa ay elementining
algebraik to‘ldiruvchisi.

16-misol.
/2 -1 2\
A= 0 1 3
vl -3 1/

A matritsaga teskari A 1 matritsani toping.
Yechish. det4=2-3+0-2+18-0=15. Demak, detA ® 0 =>
A-1 —mavjud. A-1 ni topamiz:

Ay w2 4
A2 w2 A
3 &3 A

bu yerda
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m=c-N1xLs jl=10, A= (-1)i+wri® =3,
No= (-di+3l5 s3] =-1m21=(-1)2« ] :* j| =-s.
A2 = (-1)813% {i=0, nm=(7%312 21 =5
w3 —(~1)3+1 1~ gf —— 1R —()3+Z kK

NMasz= (-D 3*3|q Y|=2-
Demak, berilgan matritsaga teskari matritsa quyidagi ko‘ri-
nishga ega bo‘ladi:

10 -5 -5\
A-r=— 3 0 - 6]
-1 5

Tekshirib ko‘ramiz;
1 10

T E

Eslatma. Xos matritsaning teskari matritsasi mavjud bo‘lmaydi.
5-8. Matritsa rangi

Biror m x n - oichamli A matritsa

all al2
a2l «22
E&ml "2 Mt %n

berilgan bolMkin. A matritsaning ixtiyoriy K ta yo‘li va K ta ustunini
olib, (E<min(m,«)) SHartibli kvadrat matritsa tuzamiz. Bu kvadrat
matritsaning determinanti A matritsaning k-tartihli minori deyiladi.
1-ta’rif. A matritsaning noldan tarqgli bo‘lgan eng yuqori (katta)
tartibli minoriga uning rangi deyiladi va rankA bilan belgilanadi.
Matritsaning rangi uning yo‘llari va ustunlari sonidan katta
boMmaydi, ya'ni rangA < min(m,n).
I-ta’rifdan quyidagilar kelib chigadi:
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1) agar rangA=k bo‘lsa, u holda A matritsa minorlari orasida
noldan farqgli b-tartibli kamida bitta minori mavjud bo‘ladi;

2) (k+1) va undan yugqori tartibli minorlari (agar ular mavjud
bo‘Isa) nolga teng.

17-misoi. Ushbu

matritsaning rangini toping.
Yechish. Berilgan matritsaning 2-tartibli minorlari bir nechta

13
bo‘lib, ulardan bin | » = 7 bodadi. A matritsaning 3-tartibli
minori
2 11
3 11
-4 11

determinantlaming xossalariga ko‘ra nolga teng. rangA=2.

Eslatma. Diagonal matritsaning rangi bosh diagonaldagi nolga
teng boimagan elementlar soniga teng bo*ladi.

2-ta’rif. Noldan fargli eng yuqori tartibli minorga bam minor
deyiladi. Bazis minor bilan kesishgan yo‘llar va ustunlar bazis
deyiladi.

Ta’rifga ko‘ra, bazis minor tartibi matritsa rangiga teng bo‘ladi.

Eslatma. Bazis minorlar soni bir nechta bo*lishi mumkin.

18'IAr\35rI itsaning barcha minorlarini
-misol. “p 4 10 matritsaning barcha minorlarini

toping va ular orasidan basis minorlami aniglang.

Yechish. 1) Ta‘rifga ko‘ra, minor - berilgan matritsadan
ajratilgan kvadrat gism matritsa determinantidir. Demak, berilgan
matritsa ikkita yo‘ldan iborat bo‘lgani uchun uning 3-tartibli minori
mavjud bo‘lmaydi. Barcha ikkinchi tartibli minorlami hisoblaymiz:

13 1 5 _ 3 5
2 4% M2=, 09 M3_4 Te)

M2 - minor nolga teng va u ta‘rifga ko‘ra bazis bo'lmaydi. Bazis
minorlar sifatida M, va M3minorlami olamiz.
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Ta'‘rifga binoan, matritsa rangini aniglash uchun barcha ininor-
larini hisoblash yetarlicha murakkablik tugfdiradi. Bu murakkablikni
yechish uchun matritsa rangi saglanadigan almastirishdan foydalana-
miz.

Quyidagi almashtirishlar matritsa ustidagi elementar almash-
tirishlar deyiladi:

1. Matritsaning nolli ustunlarini (yo ‘llarini) tashlabyuborish.

2. Matritsaningy ol (ustun) elementlarini noldanfarqgli songa
Ko paytirish.

3. Matritsaningyo f1larini (ustunlarini) almashtirish.

4. Matritsaning biror yo ‘lidagi (ustunidagi) barcha element-
lami noldanfarqli ixtiyoriy o ‘zgarmas songa ho paytib, boshqayo 7
(ustun) mos elementlariga qo ‘shish.

Teorema. Matritsa ustida bajarilgan elemantar almashtirish-
lardan so‘ng, uning rangi ofzgarmaydi.

Ushbu teorema yordamida matritsani zinasimon yoki uchbur-
chakli ko‘rinishga keltirib, uning rangini aniglash mumkin.

Matritsa elementar almashtirishlar yordamida uchburchakli
matritsaga keltiriladi va uning rangini hisoblash katta giyinchilik
tug‘dirmaydi.

f\ 3 O 5/
19-misoL A= 2 5 2 1 matritsa rangini toping.
J 6 1 3>

Yechish: Berilgan matritsani elementar almashtirishlar yor-
damida uchburchakli ko‘rinishga keltiramiz. Yoqorida keltirilgan
teoremaga ko‘ra, uning rangi o‘zgarmaydi. Birinchi yo‘l element-
larini -2 ga ko‘paytiramiz va ikkinchi yo‘lning mos elementlariga
go‘shamiz. Xuddi shuningdek, birinchi yo‘l elementlaiini -1 ga
ko‘paytiramiz va uchunchi yoining mos elementlariga qo‘shamiz:

(13 05" « 3 O
A= 2 5 2 1 0 -1 2 -9 {Keying! almashtirishlami
6 1 3, 0 3 1 -2,
bajaramiz: ikkinchi yoi elementlarini 3 ga ko‘paytiramiz va uchinchi
yoMning mos elementlariga go‘shamiz, natijada quyidagi matritsa
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N 3 0 5x

hosil boiadi}=>0-12 -9 | Hosil bo'lgan matritsa, noldan
w 0 7 -29
fargli uchinchi tartibli minorga ega:
13 0

-1

1
1
~

Demak, rang A = 3.

6-8. Matritsalarning amaliy masalalarga tatbiqi

Matritsalar yordamida ba’zi iqgtisodiy bog‘iiglarni ifodalash
mumkinligini birinchi paragrafda ko'rdik. Endi matritsalar yorda-
mida ba’zi amaliy masalalami yechishni o‘rganamiz.

i-masaia. “Ravot” va “Qahramon” fermer x o ‘jaliklarida yetish-
tirilgan poliz mahsulotlari shahardagi M, N2 va N3 supermarketlarga
har kuni yetkazilib turiladi. Bu fermer xo jaliklaridan kundalik poliz
mahsulotlarining bir tormasini N1 - supermarketga yetkazib berish -
20 ming, N2 - supermarketga yetkazib berish - 30 ming va N3z ~
supermarketga yetkazib berish esa - 50 ming pul birligiga to‘g'ri
keladi. Har bir fermer xo'jaligining kundalik transport xarajatlarini
hisoblang.

Supermarketlarga kundalik yetkazilib berilgan

F‘_err_ner . poliz mahsulotlari (tonna hisobida)
xo‘jaliklari

N1 N2 N3

“Ravot” 2 3 1

“Qahramon” 3 1 4

Yechish. A - matritsa bilan har kuni fermer xo‘jaliklaridan
supermarketlarga yetkazib berilgan polis mahsulotlari (tonna hisobi-
da), B - matritsa esa fermer xo‘jaligidan bir tonna mahsulotni super-
marketga yetkazib berish uchun sarflanadigan transport xarajatlari
(narxlari) bo‘lsin:
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n=( 1 4)’8=(20 30 50)-

U holda, fermer xo jaliklarining poliz mahsulotlarini supermar-
ketlarga yetkasib berish uchun ketgan bir kunlik sarf xarajatlari
matritsasi quyidagiga teng bo‘ladi:

C=A-B

_ (2 w20 + 330+ 1m0\ _ (180\
Vi3m0 + 130 +4m50/ V290/

Demak, “Ravot” fermer xo‘jaligidan polis mahsulotlarini super-
marketlarga yetkasib berish uchun kuniga 180 ming, “Qahramon”
fermer xo'‘jaligidan esa 290 ming shartli pul birligi sarflanadi.

2-masala. Fermer xo‘jaligida 10 tonna kartoshka, 3 tonna piyoz
va 6 tonna pomidor yetishtirish rejalashtirilgan. X= (10 3 6) —
fermer xo‘jaligining rejasi; S—(1 1 3) - resurslar narxi (har bir
tonna uchun); P= (0 3 7) - transport xarajati (har bir tonna
uchun).

1) Fermer xo‘jaligi bo‘yicha rejadagi qishlogq xo‘jalik
mahsulotlarini yetishtirish uchun sarflangan har bir resurslarning
miqdorini aniglang.

2) Mahsulotlar turlari bo‘yicha bir tonna gishlog xofalik
mahsulotini  yetishtirish uchun sarflangan resurs xarajatlarini
aniglang.

1 tonna mahsulotni yetishtirish uchun
sarf anadigan resurslar migdori

ishl ]
QI?' Oq TJ T2 T3
xojalik e _
mahsulotlari suv mahaliy o‘g'itlar mineral
(ming, litr) (tonna) o'gtitlar
(tonna)
Kartoshka 2 2 1
Piyoz 3 1 3
Pomidor 4 3 )
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1) Rejani bajarish uchun sarflangan jami resurs xarajatlari
miqdorini aniglang.

2) Fermer xofaligi bo‘yicha resurs va transport xarajatlari
umurniy yig‘indisini toping.

Yechish. 1) 1tonna mahsulotni yetishtirish uchun sarflanadigan

resurslar migdorini A — - matritsa bilan ifodaiaylik. Bu

yerda ai-- /-turdagi qishloq xo'jalik mahsulotining bir tonnasini
yetishtirish uchun sarflangan/-turdagi 7} resurs miqgdori.

= (10 2+ 3«3+ 64 10-2 +3-1+6-3
10ml+ 3m3+6m) = (53 41 31).

Demak, fermer xojaligi rejadagi qishloq xo ‘jalik mahsulotlarini
yetishtirishga sarflagah resurslar migdori quyidagicha: Tt- 53 ming
litr; T2—41 tonna; '3—31 tonna.

2) Bir tonna qishlog xo'jalik mahsulotini yetishtirish magsad
foydalanilgan resurslar uchun ketgan sarf-xarajatlarni hisoblaymiz:

/22 IN\/I\ /2 <l+2ml4-1<3\ /74
n>sT=(3 131 = 3-1+1-1+3-3 = 13.
\4 3 2/43/ \4ml+3ml+2e3/ 413/

Demak, bir tonna gishlogq xo‘jalik mahsulotini yetishtirish
uchun 1-turdagi mahsulotga - 7 ming, ikkinchi va uchunchi turdagi
mahsulotlar uchun -13 ming so‘m sarflanadi.

3) Fermer xo'jaligining uch turdagi mahsulotlarni yetishtir
uchun resurslarga sarflagan xarajatini aniglaymiz:

X-(4-sT)y=(io 3 6).

=(10 w7 + 3 m13 + 6 =13) = 187.
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Demak, fermer xofaligining rejadagi kartoshka, piyoz va
pomidomi yetishtirish uchun resurslarga sarflagan xarajatlari
summasi - 187 ming so‘mni tashkil giladi.

4) Resursiami tashish uchun ketgan transport xarajatini
hisoblaymiz:
TeP= (53 41 31)* ='0 + 123 + 217 = 340.

Demak, fermer xo‘jaliginmg resurslar va transport xarajatlari

umumiy yig‘indisi quyidagiga teng:
X m(AmST) +TeP =187+ 340 = 527.

3-masala. “Ravot” ko‘p tarmoqgli fermer xo‘jaligida tashkil
etilgan kichik korxona 2 xil gishlog xo‘jalik xom-ashyo mahsulot-
laridan uch turdagi konserva mahsulotlari ishlab chigadi. Qishloq
xo0’jalik xom-ashyo mahsuiotlarining sarf migdori quyidagi matritsa
ko’rinishida berilgan:

Bu yerda cty (—,2,3; j=1,2), i - turdagi birlik mahsulotgaj —
turdagi birlik xom-ashyo sarflanishi. Korxonaning bir kunlik
mahsulot ishlab chiqarish rejasi yoi matritsa ko‘riishida berilgan:

CKI00 50 70).

Ikki turdagi gishlog xo‘jalik xom-ashyo mahsuiotlarining narxi

ushbu matritsa ko’rinishida berilgan (bir kilogrami uchun):

1) Korxonaning bir kunlik mahsulot ishlab chiqarish rejasi
bajarilishi uchun gancha xom-ashyo mahsuloti kerak?

2) Uch turdagi mahsulotlaming har donasi uchun ishlatilgan
xom-ashiyoning narxini toping.

3) Korxonaning bir kunlik mahsulot ishlab chigarish rejasini
bajarish uchun sarflagan ikki turdagi xom-ashyoning narxi toping.

Yechish. 1) Bir kunlik mahsulot ishlab chigarish uchun
norflanadigan St — birinchi va S2 — ikkinchi turdagi xom-ashiyo
miqgdorini aniglaymiz:

St=2-100+3-50+1-70=200+150+70=420 kg.
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S2=1 «100+2-50+3-70=100+100+210=410 kg,
yoki, boshqga tartibda, ya’ni matritsa yordamida aniglaymiz:
/12 1IN\
5=C”=(100 50 70) -13 2 J=(420 410).

2) Uch turdagi tayyorlangan mahsulotning har bir donasiga
ishlatilgan xom-ashyo narxini topamiz:

r-a i)-0=38
3) Kunlik rejabo‘yicha ishlab chigarilgan mahsulotlar uchun
ishlatilgan 2 turdagi xom-ashyo mahsulotining umumiy narxi:

Q=S-B=(420 410)- p=840+1230=2070 ming so‘m.
Kunlik ishlatilgan xom-ashyo mahsulotlarining narxini boshga
tartibda ham hisoblash mumkin:

Q=C-R=(100 50 70)-~12~= 700+600+770 = 2070000 so’'m.

Yuqorida yechilgan masalalardan ko'rinadiki, matritsalaming
igtisodiyotda ahamiyati juda kattadur. Ulardan foydalanish hisobiga
igtisodchilar uchun muhim bo‘lgan ko‘pgina iqtisodiy masalalarni
qulay va sodda yechish imkoniyati hosil bo*ladi.

Mustaqil ishlash uchun misollar

1. Determinantiami birinchi ustun elementlari bo'yicha yoyib
hisoblang:

2 3 4 a 1 a
o5 -2 1 by —1 a 1
1 2 3 a —1 a

2. A va B matritsalar berilgan. Quyidagilar topilsin:
1) 2A~3B;2) A B\ 3) B A; 4) ATL; 5) A-A~I.

'3 5 -6' 2 8
A= 2 4 3 5 3 -1 0
'3 l h y 4 5 _31
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3.  Matritsalar ko‘paytmasi AB va BA ni hisoblang:

»N(83- °

2) A B =

4. Determinantlami hisoblang.

3 1 2 3 2 -1 2
4 -1 2 4 3 4 1
9 1 -1 1 1 b) 2 .1 o0
4 -1 2 5 1 2 3 -2
1 -2 41 0 4 1 1
2 3 0 6 -4 2 1 3
©) 2 2 1 4; W o 1 2 -2
3 1 -2 -1 1 3 4 -3
5. Determinant xossalaridan foydalanib hisoblang
8 7 2 10 1 1 11
-8 2 7 10 | 1 -12 2
D) 444 52D 71 -1 3
0 4-32 11 -1
2 -3 41 5a 2 -1
4 - 2 3 2 4 b 4 -3
Dabed "Y2c 3 -2
3 -143 4 d 5 -4
6. Berilgan tenglamalar dan x ni toping va ildizlami determi
nantga qo‘yib tekshiring:
*2 3 2 x2 4 o
) x -1 1 =0 2 x 2 3=0
0 11 11 0
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7. Berilgan matritsalarga teskari matritsalarni toping:

2)A = (cosa oinal,
cosa /
A =
8. Matritsali tenglamalarni yeching:
16\
HI :£)m*«f S H 14 101
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11 BOB. CHIZIQLI ALGEBRAIK tenglamalar
SISTEMASI

Igtisodiy masalalami (rejalastirish, boshqgarish va boshga masa-
lalami) yechishda ko‘p noma‘lumli chizigli algebraik tenglamalar
sistemasi qo‘llaniladi. m ta tenglamalardan tuzilgan n ta noma’ lumli
chizigli tenglamalar sistemasini quyidagicha yozish mumkin:

r «11*1 + «12*2 + — +«m *n = bi>
«21*1 + «22*2 + - +«2n*n = b2, N
Vfltm1*1 «m2*2 + +«mn*n

bu yerda alr,aX2 ... ,a,nn- sistema koeffitsiyentlari, x1,x2, ...,xn -
noma’ lum koeffitsiyentlar, bltb2, ..., bm—ozod hadlar.

Chizigli algebraik tenglamalar sistemasini quyidagi ixchamroq
ko‘rinishda ham yozish mumkin:

n

N aijXj-bb i=1,2,..,m

Agar x°,x2, sonlami mos ravishda (1) tenglamalar sis-
temasidagi x1,x2, ...,xn - noma’lum koeffitsiyentlar o‘miga qo'yil-
ganda sistemaning har bir tenglamasi ayniyatga aylansa,
o®x2, sonlar sistemaningyechinti deyiladi. (1) chizigli algeb-
raik tenglamalar sistemasi yechimga ega bo‘lsa, sistema birgalikda,
aks holda, ya’ni yechimga ega bo‘lmasa, sistema birgalikda emas
deyiladi. Agar birgalikdagi sistema bitta yechimga ega bo‘lsa,
sistema aniglangan, aks holda, ya'ni ko‘p yechimga ega boisa,
sistema aniglanmagan deyiladi.

Tenglamalar sistemasida ozod hadlar nolga teng bo' Isa, sistema
birjinsli deyiladi.
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I-8. Chiziqgli algebraik tenglamalar sistemasini
yechishning Kramer usuli

Uch noTa’lunHtenglamalar sistemasi berilgan bo'lsin:
«n*i + al2x2 + al3x3 = bx
a2lx| + a22X2 + a23x3 ~ b2 (2)
a31lXt + Q-32x 2 a33X3 ~ b3

Noma’lumlar oldidagi koeffitsiyentlardan 3-tartibli deteimi-
nantni tuzamiz va uni determinant xossalariga ko‘ra 1-ustun bo‘yicha
yoyamiz:

«11 «1l2 a 13
a2i a2 a2z —dn' + az2i "A2r + a31'A31. 0)

a3l a 32 a 33

Determinantning birinchi, ikkinchi va uchinchi ustunlarini mos
ravishda ozod hadlar almashtirib uchda x, 02 ,A3 determinantlarni
hosil gilamiz hamda ularni ham 1-ustun bo‘yicha yoyamiz:

A a12  «3
Ax= b2 422 «23 = bx<Alt + b2'A21 + b3 «A3i, (4)
b3 a32 «33
an bi «13
&2~ a 21 b2 «23

a3l b3 «33
«1l1 al2 bl

A3= a2l o022 br
a 31 «32 b3

bx *A12 + b2 'A22 + b3 *A32, (5)

bx "Al13 + b2 «A23 + b3 'A33. (6)

(2) sistemaning 1-tenglamasini Alr algebraik to‘Idiruvchiga, 2-
tenglamasini A2x ga, 3- tenglamasini A3l ga ko‘paytirib hadlab
qo‘shamiz:

(Anc«i1 4" A2i«2i + A3la3l)xi +

+(Allal2 + ArxaTl + A3la32)x2 +

+(M11% + M2ia23 + A3la3d3)x3 =
= AiNi + A2ib2 + A3ib3 @)
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Yugoridagi (3) va (4) munosabatlar hamda determinantlaming
xossalariga ko‘ra:
«ll ""~M11 + «21 "A2l + «31 ‘~31 = A,
N1«12 + N21«22 + N31«32 = 0,
Altal3 + A2xO2R + ~31a33 = O*
Axrbx + A21b2 + ~31"3 = Ai*
Natijada (7) tenglama quyidagi ko‘rinishga keladi:
O w1 = Ax
Xuddi yuqoridagidek. (2) sistemaning 1-tenglamasini A12 ga, 2-
tengiamasini A22 ga va 3-tenglamasini A32 ga ko‘paytirib hadlab
qo‘shamiz:

A-x2 = A2
(2) sistemaning 1-tenglamasini A13 ga, 2-tenglamasini A23 ga va
3-tenglamasini A33 ga ko‘paytirib hadlab qo‘shamiz:
n-*3=pa3:
Natijada (2) sistemaga teng kuchli bo‘lgan
A-x1= Ar
A-x2=A2 (8)
(Omx3 = A3
sistemani hosil gilamiz.
(8) sistemaning yechimi unda gatnashgan determinantlarga
bogMiqdir.
1°. A® 0 bo‘lsin. U holda, (8) sistemadan noma'‘lumlarning

, *2=7~*3 = A €))
giymatini topamiz. (x1,x2,x3) giymatlar (1) sistemaning yagona
yechimi bo’ladi. (9) formulaga Kramerformulasildeyiladi.
2°. A= 0 boiib, At,A2va A3 lardan hech boMmaganda bittasi
noldan fargli bo‘Isin. Bu holda (2) sistema yechimga ega bo‘Imaydi.
3°. A—0 bo'lib, Ax= A2= 3= 0 bo’lsin. Bu holda (2)
sistema yoki cheksiz ko‘p yechimga ega bo‘ladi yoki bitta ham
yechimga ega bo‘Imaydi.
1-misol. Tenglamalar sistemasini yeching.
' Xi —X3 —2,
2% —x2 + 3x3 = —1,
3Xr+ 2x2—2x3 =5,

*1=AN

1Gabriel Kramer (1704-1752) -fransuz, chizigli algebraning asfechilaridat) biri.
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Yechish. Noma’lumlar oldidagi koeffitsyentlardan 3-tartibli de-
terminantni tuzamiz va uning giymatini topamiz:

10 -1
2 - 13 =2+0-4-3-6-0=-1170.
3 2 -2

O£ 0 bo‘lgani uchun berilgan tenglamalar sistemasi yagona
yechimga ega bo‘ladi. Kramer formulasiga ko‘ra sistemaning
yechimini topamiz.

Ar, A2 va A3 laming giymatini aniglaymiz:

2 0o -1
A= -1 -1 3 =4+40+2-5-12-0 =-11,
5 2 -2
1 2 -1
2 -1 3 =2+18- 10- 3- 15+8 =0,
3 5 -2
1 0 2
2 -1 -1 =-5+0+8+6+2-0 = 11
3 2 5
Kramer formulasiga ko'ra,
A -11 _ 0
AT o R g 0,
a3 mo_ 1
2-misol. Tenglamalar sistemasini yeching.
2XX+ X2+ x3 =1,
Xt —2x2 + 3x3 = 2,
JIxr + 2n2 + 2x3 ——=2.
2 11
Yechish.L— 1 -2 3 -8 +12+ 2+ 8-
4 2 2
-12..2-0
01( 02 va A3 laming giymatini aniglaymiz:
1 0 1
-2 3 =—4+0+4—4—6 10,
2 2
1

1
2 3 =8+12+2+8+12- 2= 40,
-2 2
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2 =8+2+8+8-8+2=20.

A= 0 bo'lgani uchun 2-xossaga Ko‘ra sistema yechimga ega
emas.

2-8. Chiziqgli algebraik tenglamalar sistemasini
yechishning Gauss2 usuli. Kroneker-Kapelli teoremasi

Uch noma’ lumli tenglamalar sistemasi berilgan bo‘lsin:
rClsy+Xi + «12*2 «13*3 = 7~
«2i*i + «22*2 + «23*3 = b2

'e«31*1 + «32*2 + «33*3 = b3
Noma'‘lumlar oldidagi koeffisiyentlardan A matritsani tuzamiz:
/Oy al2 «I13\

A=1«1 «22 «23 |
\«31 QA2 @8sz/
A matritsaning uchinchi ustunidan so‘ng ozod hadlardan iborat

to‘rtinchi ustunni vertikal chiziq bilan ajratgan holda yozamiz va
hosil bo‘lgan kengaytirilgan matritsani A bilan belgilaymiz:
_ /«11 «12 «13
A — 1«21 «22 «23
\«31 «32 «33
Kengaytirilgan A inatritsada diagonal elementlaridan pastda
joylashgan a21,a3l va a32 elementlar o‘mida nol hosil qilishimiz
kerak. Birinchi yo‘l elementlarini a2l ga va ikkinchi yo‘l element-
larini axl ga ko‘paytirib, mos ravishda ayiramiz hamda hosil bo*lgan
natijani ikkinchi yo‘lga yozamiz. Xuddi shuningdek, birinchi yo‘l
elementlarini a3l ga va uchinchi yo‘l elementlarini Oy, ga ko‘pay-
tirib, mos ravishda ayiramiz hamda hosil bo'lgan natijani uchinchi
yo‘lga yozamiz:

10wms3 logaim Karl Fridrix (Johann Carl Friedrich, 1777-1855) - nemis matematigi.
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b2 = Ih *«2i —b2 man vah.k.

Hosil boigan matritsaning ikkinchi yo‘l elementlarini a32 ga va
uchinchi yo‘l elementlarini a32 ga ko‘paytirib, mos ravishda
ayiramiz hamda hosil bo‘lgan natijani uchinchi yo‘lga yozamiz:

a3
a3
% 3

bu yerda a33=a23 ma32 - a33 md22, b3=b2 «a32 - b3 ma22.
Hosil bo‘igan matritsani noma’lumlar orqali ifbdalaymiz:
fanXj + aj2x2 + al3x3 = bx

a22X2 + a33X3 ~ b2
«33% = h
Sistemaning uchinchi tenglamasidan noma’lum koeffitsiyent x3 ning
giymatini topamiz:

X3
«33
x3 ning giymatini sistemaning ikkinchi tenglamasiga qoyamiz va
noma’lum koeffitsiyent x2 ning giymatini aniglaymiz. Shuningdek,
1-tenglamadan xx ning giymati aniglanadi.
3-misol. Tenglamalar sistemasini yeching.
( XX-X3- 2,
iI2XX —X2 + 3x3 = —1,
(3ar! + 2x2 —2x3 = 5.
Yechish. Tenglamalar sistemasini Gauss usulida yechamiz.
Ushbu kengaytirilgan matritsani tuzamiz:

X2 —5x3 ~ 5,
I1Ix3~-11.
Sistemaning uchinchi tenglamasidan noma’lum koeffitsiyent x3 ning
giymatini topamiz:
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53 nmg giymatini sistemaning ikkinchi tengiamasiga qoyamiz va
noma’lum koeffitsiyent x 2 ning giymatini aniglaymiz:

i —5m(—)=5=>m+5=5 =xz=0.
Birinchi tenglamadan x+ ning giymatini aniglaymiz:

Xi ~x3~2 => x1—(—)=2 = xt=1

Demak, sistemaning yechimi {1; 0; —1}.

Teorema (Kroneker3-KapeHi4). Chizigli tenglamalar sistemasi
birgalikda bo'lishi uchun kengaytirilgan va asosiy matrisalari ranglari
teng (rang(A)=rang(A)) bo‘lishi zarur va yetarli.

Usbu teoremadan quyidagi natijalar kelib chigadi:

1. Agar rang(A)-drang(A) bo‘lsa, sistema birgalikda emas.

2. Agar rang(A)—rang(A)=r bo‘lsa, sistema birgalikda
bo‘ladi. r=n bo‘lsa, sistemayagonayechimgaboiadi, r<n boflsa,
sistema cheksiz ko‘p yechimga egadir. Bu yerda n —sistemada
gatnashayotgan noma’ lumlar soni.

4-misol. Sistemani yeching.

jg + 3x2- 23+ 4xA= 1,
<-3X, + 2x2+ 6jc3- 5x4 = 2,
-X1+8x2+2x3+3x4=-2,

Yechish. Sistemani birgalikda yoki birgalikda emasligini
tekshiramiz:
1 3 -2 4 4 f1 3 -2 4]1"

A= -3 2 6 5,, = 01l 0 7}5
18 2 3 . 11 0 7j-1j
o3 -2 431N

0 11 0 71!5
rang(Ay=2, rang(A)=3.

rang(A) # rcmg(A) =>sistema birgalikda emas.

* Kroneker Leopol’d (Kronecker Leopold, 1823-1891) - nemis matematigi.
4 Kapelll Al’fredo (Capelli Alfredo, 1855-1910) - italiyalik matematik.
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5-misol. Sistemani yeching.
2X, —x2+ x3 0,
X, +x3 -7,
3X2+ X3=—2.
Yechish.
rz -1+ o~ " -1 -1 2~ "0 -1 -1 2N
A=1 0 1-1_190 1 -1 - 1-1 0 1

3 1 10 3 1 1 2 0

-1 -1

-1 0 -2~0 => rang(A)=rang(A)=3.
0O 2 O

Sistema birgalikda, matritsaning rangi noma’lumlar soniga teng.
Demak, sistema yagona yechimga ega.

Almashtirishlar yordamida hosil gilingan oxirgi matritsadan foy-
dalanib, berilgan sistemaga teng kuchli bo‘lgan sistemani yozamiz:

-X2- x3 :2,
-x2=1 => X, =1
2x, = 0. x2=0.

Sistemaning yechimi: x}=1, x2- 0, x, =-2.
6-misol. Chiziqgli tenglamalar sistemasining umumiy va bitta
3X, - 2x2- 5x3+x4=3
xususiy yechimini toping: ‘ 2X, 98X2+Xx3+5x4 -3.
X, +2x2- 4x4 =3
Yechish. 1) Sistemaning kengaytirilgan matritsasini yozamiz:
r> -2 -5 1 3>
2 -3 1 5 -3
M 2 0-4 -3
2) Matritsani uchburchakli ko‘rinishgakeltiramiz. Hisoblast

da qulaylik boiishishi uchun matritsaning birinchi va uchunchi yo‘l-
larini o‘zaro almashtiramiz. Matritsaning 1-ustunida a,, elementchn
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boshga elementlar o‘rnida almashtirishlar yordamida nollar hosil
qilamiz:
(l 2 0 -4 _3N ri 2 0 -4 -3
2 -3 1 5 -3 = o -7 1 13 3
3 -2 -5 1 3; o -8 -5 13 12\]

3) Hisoblashlarda qulaylik bo‘lishishi uchun matritsani
ikkinchi va uchinchi ustunlarini o‘zaro almashtiramiz. Har bir ustun
yuqorisiga noma’lum o ‘zgaruvchilami yozamiz. 2-yo‘l elementlarini
5 ga ko‘paytiramiz va 3-yo* IningNmos elementlariga qo‘sha\miz:

X3 X2 X4 Fx1 *3 X2 Xa
1 0 2 -4 -3 1 o 2 -4 -3
= =
0 1 -7 13 3 o 1 -7 13 3
o "9 -8 13 ,, o o -43 78 27,

4) Bazis minor sifatida ushbu noldan fargli determinantni
olamiz:

10 2
0 1 -7
0 0 -43)
unga tegishli bo‘lgan noma‘lumlar. x;, X2, - bog‘ligli

o'zgaruvchilar, bundan, x. - erkli o‘zgaruvchidir.

rang(A) —rang(A) =3 bo‘lgani uchun sistema yechimga ega,
ammo matritsaning rangi noma’lumlar sonidan kichik. Shu sababli,
gistema aniglanmagan, ya’ni sistema cheksiz ko‘p yechimga egadir.

5) Bog‘ligli o‘zgaruvchilami x# - erkli o‘zgaruVchi orgali
ifodalaymiz:

- 43X, +78XAA::27, bundan x. - 5 :
-7n,+13x4=3, bundan x, =— :

S X, +2x2- 4x4=-3, bundan x, = [

s ) ¥4- > uchun bitta xususiy yechimni topamiz, u holda
16-2-75 78-2—=27 __ . . -13-2-60
X, — — 1y —3j Xi— ~
1 43 2 43 3 43
7) Olingan yechimlami tekshiramiz:
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3-(-1)-2-3-5-(-2)+1-2=3
2-(~1)-3-3+1-(-2) +5-2=-3.
I-(—1)+2-3—4-2 =-3

Demak, sistemaning umumiy yechimi:

Xi

. 16je4- 75 .

78s4-27, 3

43 43

43

—13x4—60

XE&

Agar x4=2 bo‘lsa, bog‘ligli noma’lumlaming qiymati:

X ~—1, X —3, x3—2

bo‘ladi. Bu giymatlar sistemaning xususiy yechimidir.
7-misol. Sistemani yeching.

Yechish. Sistemani

tekshiramiz:

2Xj + x3-x4=0,

3X, - X2- 2x4=1,

X2+ X, - X4=2,
5N —x2 + x3—3x4 =1.
birgalikda yoki

1]
2 0 1 o o) 2 0 1
3 1 0 -2 3 1 0
0 1 1 -1 2 0 1 1
’5 -1 1 -3 b 0 [¢}

birgalikda emasligini

o1 !o)

-2 11

1o

° u

To‘rtinchi yo‘ldagi nollar birinchi va ikkinchi yo‘llami go‘shish
hamda to‘rtinchi yo‘ldan ayirish natijasida hosil bo‘ldi. Birinchi
ustunda nollar hosil gilish uchun birinchi yo‘Ini 3 ga, ikkinchi yo‘Ini
2 ga ko'paytiramiz va ikkinchi yo‘ldan ayiramiz:

A=

% 0 3 -3 00 r6 O
6 -2 0 -4 2 0 -2
o 1 1 -1 2 0 1

o 0 0 0 o o O

To‘rtinchi yo‘Ini tashlab yuboramiz

elementlarini

2 ga ko‘paytiramiz. Ikkinchi

uchinchi yo‘Ining mos elementlariga qo‘shamiz:
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3 -3 o
-3 -1 2
1 -1 2
0 O 0,
va uchinchi yo’‘l

yo‘l elementlarini



2 0 1 -1lo 2 O 1 -1jo4 r2 0 1 -1 o)
0 2-3 112 o0 -2 -3 -1j2~0 -2 -3 -1 2
ol 1 -1]2 02 2 2;y g 0 -1 -3 g

2 0 1
0 -2 -3 =4*0 => rang(A)=rang(A) =3
0 0 -1

sistema yechimga ega, ammo matritsaning rangi noma’lumlar

sonidan kichik bo‘lgani uchun sistema aniglanmagan, ya’ni sistema

cheksiz ko‘p yechimga egadir.
Oxirgi matritsadan foydalanib, sistemani yozamiz:

2jc, +j3- x4 =0,
-2x, mW3x3—jcd
—j3- 3x4=6.
Ma’lumki, x4-erkli o‘zgaruvchi, sistemani quyidagi ko'rinichga
keltiramiz:
2x1 +x3=x4, 2Xi = 6+3x4+x4.
~2X2~3x3=x4+2, -2X> =- -I1B-9x4+ x4+ 2,
—x3=3x4+6. x3=-3X4-6.
jG =3 + 2x4,
X2 =8 + 4x4,
*3=6-3x4,
x4 (=R.

3-8. Chiziqgli algebraik tenglamalar sistemasini
teskari matritsa yordamida yechish

Uch noma’lumli tenglamalar sistemasi berilgan boisin:
«ll*1 «l2*2 + «13*3 — "1
a2lxt + a22x2 + a23x3 = b2 (10)
b3
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Noma'lumlar oldidagi koeffitsiyentlardan A matritsani, noma’
lumiardan tashkil topgan X - ustun matritsani va ozod hadlardan B -

ustun matritsani tuzamiz:
! %i

A={/
a3t

Xl
X=X e g
4+3, \]y3,
u holda (10) tenglamalar sistemasini matritsali tenglama, ya’ni
AX—B (11)
ko‘rinishda ifodalash mumkin.

Agar A matritsa xosmas matritsa bo‘lIsa, u holda (11) tenglama
quyidagicha yechiladi. (11) tenglamaning o‘ng va chap gismini A
matritsaga teskarisi matritsa A~r ni ko'paytiramiz:

A-1(AX) = A-1B yoki (A~rA)X = A~TB,
A~TA = Eva EX = X bo‘lgani uchun tenglamaning
X =A'lB (12)
ko‘rinishidagi yechimiga ega bo‘lamiz.
8-misol. Ushbu tenglamalar sistemasini matritsalar yordamida
yeching.
X1 —x3 = 2,
2XX —X2+ 3x3 = —,
3X1+ Ix2—2x3 = 5.

Yechish.
0 -1\ /xx\
A= -1 3 ;X= =2 B=
\3 2 -2/ W
A matritsa determinantini hisoblaymiz:
10 -1
detA= 2 -1 3 =2+0—4—3—6—10=-11 ®O.
3 2 -2

Demak, detA @0 =» A 1—mavjud. A 1 ni topamiz:
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Agai AL A
A-1=E\(A2 A22 At
A3 A3 A3

bu yerda
-1 3
*11 (_Dl+l 5 5 -4,
_ 2 3 _
AR= (112 5 5 1= 13,
2 -1 _
As=(-1)18 5 , =T,
0 -1
a2l = (-D 2¢1 9 .9 =-2
1 -1 _
AZ= (~1)22 5 5 =1,
A3 = (-1)243 é g -2,
0 -1
Ai=(-D3 ; L(=-1
1 -1 _
*32 = ("1)3+2 2 3 - -51
1 0
Az =(-1)33, ,=-1L

Demak, berilgan matritsaga teskari matritsa quyidagi ko‘ri-
nishga bo‘ladi:

4 — i\
11 11 11
13 1 5

~i 11 11
7 2 1

11 11 117
(12) tenglikdan sistemaning yechimini topamiz:

/ + 2
1 a 11 11 11 11
X = 13 ! — 4. 4.
11 1 1 1 11 1
2 1 14
I — -
\~ 11 11 11/ 1 11 11w
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Demak, tenglamalar sistemasining yechimi:
Xt —i; X2 = 0, X3 = —.

4-8. Bir jinsli chizigli algebraik tenglamalar sistemasi

Ozod hadlari nolga teng bolgan chiziqgli algebraik tenglamalar
sistemasini qaraylik.

Ta’rif. Agar har bir tenglamada ozod hadlar nolga teng bo‘lsa,
birinchi darajali tenglamalar sistemasi birjinsli deyiladi.

Ushbu bir jinsli chizigli algebraik tenglamalar sistemasini
berilgan bo‘Ism:

LU u*! + al2xX2 + «is+3
C21+1 + «22*2 + «23*3
«31*1 + «32*2 + «33*3

(13)

I
o’

Ma’lumki, Xr = 0; x2 —0; X3 —0 sonlar (13) sistemaning
har bir tenglamasini ganoatlantiradi. Bu yechim (13) sistemaning
trivialyechimi deyiladi.

Agar (13) sistemaning asosiy determinanti detA ®0 bo‘lsa,
sistema trivial yechimga ega bo‘ladi. (13) sistemada ozod hadlar
nolga teng bo‘lgani uchun Ax= 2= A3= 0 boiadi. Kramer
formulasigako‘ra, XX —o; X2 =10; X3=o.

Demak, (13) sistema noldan fargli yechimga ega bo‘lishi uchun
detA —O0 bo‘lishi zarur ekan.

Ikkita tenglamadan iborat sistema berilgan bo‘Isin:

(arlxr + al2x2 + al3x3 = o,
(a3!*! + «22*2 + «23*3 = 0. '
1-holat. Noma’lumlar oldidagi koeffitsiyentlar proporsional
emas, ya’'ni quyidagi uchta determinantlaming kamida bittasi nolga
teng boimaydi:
<11 «12j p12 «131 13 «111

1«21 «22< 1«22 «23m 1«23 <«2II' (
U holda yechimni simmetrik ko‘rinishda yozish mumkin:

Sb'C 3 -

x°=kla2l 3 (16)
bu yerda K- ixtiyoriy o‘zgarmas son.
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2-holat Noma’lumlar oldidagi koeffitsiyentlar o‘zaro propor-
sional boisin, ya’'ni (15) determinantlarning hammasi nolga bo‘lsin.
Sistema bitta tenglamaga keltiriladi.
9-misol. Tenglamalar sistemasini yeching.
C2xx —x2+ 3x3 =0,
(Xj + 2x2—5*3 = 0.

Yechish.
«dl 121 _ |2 —1 _ 5
«1 «221 “ 11 2 '
k12 «131 _ 1 3 1_ 1
22 «@3> 12 —51° '
«3 «ill _ 13 25 _-o0

«3 «211 1-5 1
(16) formulaga asosan: xt ——k; x2 = —13k; x3 = 5k.
10-misol. Tenglamalar sistemasini yeching.
F3xr+ x2- 2x3 =0,
16xr + 2x2 - 4Xx3 = o.

Yechish. Noma’lumlar oldidagi koeffitsiyentlar o'zaro propor-
sionaldir. U holda, (15) deterniinantlarning hammasi nolga teng
boMadi. Sistemani bitta tenflama bilan ifodalash mumkin. Tengla-
madagi ixtiyoriy ikkita noma’lumga ixtiyoriy giymatlar beriladi va
uchinchi noma’lum aniglanadi.

11-misol.
t+2x2+3x3=0
'Fxr+ X2+ 2x3=10
2xx + 3x2+ x3=0
Yechish. Sistemaning asosiy determinantini hisoblaymiz:

12 3
A= 3 i 2 =1+8+27-6-6-6=18*0.
2 3 1
Demak, sistema xt = 0; x2 - 0; x3 = 0 trivial yechimga egadir.
12-misol.

-2Xt- 2x2+ x3=0,
Xr+ x2+ 4x3 =0,

3xr + 3x2—x3 = 0.
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Yechish. Sistemaning asosiy determinantini hisoblaymiz:

-2 -2
A= 1 1 4 =2 -24+ 3-3+24-2=0.
3 3 -1

Demak, sistema noldan fargli yechimga egadir. Sistemaning
ixtiyoriy ikkita tenglamasini olib, (16) formulaga asosan, sistemaning
yechimni topamiz. Bu yerda A- ixtiyoriy o‘zgarmas son.

Xi==k\d 4= -9fe, =-fc|“2 J]=9*

Sistemaning echimi: {—9k; 9k; 0}.
5-§. Chiziqli algebraik tenglamalar sistemasining tatbiqlari

Chizigli algebraik tenglamalar sistemasi yordamida igtisodiyot
tarmoglariga tegishli masalalarning yechimlarini topish mumkin.
Chizigli tenglamalar sistemasining amaliy masalalarga tatbiqini
quyidagi masalalarda ko‘rib chigamiz.

I-masala. Zavodda 3 xil turdagi temir-buyum mahsulotlari
ishlab chiqariladi. Mahsulotlar uchun 3 turdagi SIt S2 va S3 xom-
ashyo ishlatiladi. Bitta mahsulot uchun har bir xom-ashyodan
ishlatish me’yori va bir oylik xom-ashyo ishlatish hajmi 1-jadvalda
berilgan. Zavodning har bir mahsulot bo‘yicha bir oylik ishlab
chigarish hajmini toping.

1-jadva
Xom-  Bitta mahsulot ishlab chigarish uchun xom-  Bir oylik xom-
ashyo ashyo ishlatilish me’yori (shartli birlikda) ashyo islatilishi

turlari  darvoza deraza zinapoya (Shartli
panjarasi to‘siglari birlikda)
St 2 0 3 69
5 1 2 1 60
5 0 4 120

Yechish. Masalani chizigli algebraik tenglamalar sistemasi
yordamida yechamiz.
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Faraz qilaylik, zavod bir oyda x dona darvoza, y dona deraza
panjarasi, z dona zinapoyato‘siqgiari ishlab chigarsin. U holda, har bir
turdagi mahsulot uchun xom-ashyo sarflanishiga mos holda, quyidagi

sistemani hosil gilamiz:
f 2x + 3z = 69,

\x + 2y + z = 60,

(5*+4z = 120.
Bu sistermani turli usullar bilan yechish mumkin. Biz Kramer usulidan
foydalanamiz. Buning uchun asosiy determinantni tuzamiz va

hisoblaymiz:

2 0 3
A= 1 2 1 =-14.
5 0 4

Asosiy determinant noldan fargli, demak, sistema birgalikda va
yagona yechimga ega. Yordamchi determinantlarni tuzamiz va
hisoblaymiz:

69 0 3
Ax= 60 2 1 =-168,
120 0 4

Ay = -231, Az = —210.
Kramer formulasiga asosan, masalaning matematik nuqtai-

nazardan yechimini topamiz:
-168 -231 -210
X = 12, y = 16.5, zZ= = 15.
-14 -14 -14

Masala yechimi butun bo'lishini hisobga olsak, sistemaning
noma’lumlari giymatidan quyidagi xulosaga kelamiz, ya’ni zavod bir
oyda 12 ta darvoza, 16 ta derazava 15 ta zinapoya tofsiglarini ishlab
chiqgaradi.

2-masala. Ma’lum bir sondagi o‘ramli materialdan fabrikada A-
ko'rinishda 360 ta, B - ko‘rinishdagi - 300 ta va C —ko'‘rinishdagi
675 ta mahsulot tikiladi. 3- xil usuldagi bichishdan foydalanish
mumkin. Har bir material o‘ramidan bichish usullari bo‘yicha
mahsulotlar tayyorlash miqdori 2-jadvalda berilgan. Reja bajarilish
shartini matematik shaklda yozing.

Yechish. x, y va z bilan mos ravichda birinchi, ikkinchi va
uchinchi bichish usullari bo‘yicha ishlatilgan material o‘ramlari
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bo‘lsin. U holda, 1-bichish usulida x ta o‘ramda 3x ta, 2-bichish
usulida —2y ta, 3-bichish usulida —z ta A turdagi mahsulotlar
rejasini bajarish uchun quyidagi tenglama o ‘rinli bo‘lishi kerak: 3x +
2y + z —360. Xuddi shu yo‘l bilanx + 6y + 2z = 300, 4x +y +
Sz = 675 tenglamalami hosil qilamiz. Ulami ushbu sistema
ko‘rinishida ifodalaymiz:

(bx + 2y + z = 360,

\x + 6y +2z = 300,

Vax +y + Sz = 675.

2-jadval
Mahsulot turlari Bichish shakllari

1 2 3
A 3 2 1
B 1 6 2
C 4 1 5

Sistemani Gauss usulida yechamiz:

X + 6y + 2z —300,
2y + 9z = 570,
-67z = -4020.

Bu tenglamalar sistemasi yuqorida masala shartiga binoan
tuzilgan tenglamalar sistemasiga teng kuchlidir. Hosil bo‘lgan
sistemadanx = 90,y —15, z = 60 giymatlami aniglaymiz.

Yuqorida ko‘rilgan masalalardan ma’lumki, chizigli algebraik
tenglamalar sistemasining iqtisodiy masalalami yechishda o‘mi
kattadir.
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Mustaqil yechish uchun misollar

1. Tenglamalar sistemasini yeching:
r2x —3y + z—2 = 0, X+ 2y + 3z = 15,
1)jx+5y—4z+5=0, 2) 5x—3y+ 2z = 15,
\4x 4y —3z+ 4 =0. (10x —Ily + 5z = 36.

X+ 2y + 3z =4, r 2x —y+z= 2,
3) 2x+y-~z=3 4) V3x + 2y + 2z = ~2,
3x + 3y + 2z = 10. ( x—=2y+z—1
2. Sistemalami Gauss usuli bilan yeching:
X —y + 3z = --4, ( x—2y —3z = 8,
1) 2X + 3y —2z = 5, 2)] 3x+y+z=3,
,3X + by +z =4, Vvax + 3y —2z = —1.
X —2y + 3z =6, '2x+y—3z = 3,
3) 2x + 3y —4z = 16, 4) 3x +4y —5z =9,
3x —2y —5z = 12. 2y + 7z = 11
3. Tenglamalar sistemasini matritsalar yordamida yeching:
X+ 2y +z =4, mx —4y + 9z = 28,
1)j3x-5y +3z=1, 2) 7x+3y—6z=—,
(2x+ 7y —z = 8. ANTX + 9y —9z = b5,
2X +y + 2z = 6, X —2y + 3z = 5,
3) x—3y—z=-5 4) § 2x+3y—z= -4,
(Sx —2y +z = 1. m IX+ty—2z=—1
r2x +y+ 2z = 6, rx —2y + 3z = 5,
5]x—3y—z=-5, 6)j2x+3y—z=—4,
I5x —2y +z = -1. (3x +y—2z = —.
4. Birjinsli chizigli algeraik tenglamalar sistemasini yeching:
r3x+ 2y —z =0, '3x + 2y —z —O0,
1) j2x =y +3z=0, 2) 2x—y + 3z =0,
(x+3y —4z =0. . X+y—z=0.
Xx+2y-4z =0, 5x-3>»+2z =0,
3 2x-y—3z=0, 5 2x+4y-3z =0,
x+3y+z=0. 3x-7y+5z =0.
"3Xx —y + 2z = 0, 2Xx —y + 3z =0,
5) 2x + 3y —5z =10, 6) X + 2y —5z = 0,
. X+y+z=0. S3X+y—2z=0
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111 BOB. TEKISLIKDA ANALITIK GEOMETRIYANING
SODDA MASALALARI

I-8. IkKi nuqgta orasidagi masofa

Tekislikda Afcry” va B(x2,y2) nugtalar berilgan bo‘lsin. A
va B nugtalardan Ox o‘qgiga perpendikulyar tushiramiz (1-rasm).
Perpendikulyaming Ox o‘qi bilan kesishgan nugtalarini mos ravishda
Ax va Bx bilan belgilaymiz. Ma’lumki,

OAx = xt, 0Br = x2, AAt = yx, BBX= y2 (1)

A nugtadan Ox o‘qiga perellel to‘g‘ri chiziq o ‘tkazib, uning BBr
bilan kesishgan nugtasini C bilan belgilaymiz. U holda

AC = AxBIt CB1 = AxAt (2)
bo‘ladi. Agar ArBr = OBr —0Ar, BC = BBt —CBr ekanini
e’tiborga olsak, (1) va (2) munosabatlardan

AC=x2-xIlt BC=y2-y1 3)
kelib chigadi.

JOACB - to‘g‘ri burchakli uchburchak. Pifagor teoremasiga
binoan ABMNAC/N+BC2bo‘ladi. (3) munosabatga ko‘ra

AB=J(xz- xxy¥ + (y2- yr)2 (@)
bo'lishini topamiz. (4) formula tekislikda ikki nugta orasidagi
masofani topish formulasidir.
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1-misoL A(1; -2), 3(5; 1) nugtalar orasidagi masofani toping.
Yechish. (4) formulaga ko‘ra, AvaB nuqtalar orasidagi masofa:

AB=V(- 12+ (1“ (~2))2=V16+ 9= 5.
2-8. Kesmani berilgan nisbatda boMish

Tekislikda P1(x1,y1) va P.(x2,y2) nugtalami tutashtiruvchi
kesmani qaraylik. Bu kesmada shunday P(Xx,y) nuqgtani topish

kerakki, PtP kesmaning PP2 kesmaga nisbati A= — songa teng
r2
bo‘lsin:

N =

~=1 (5)

PPr 2
Pt, P, P2 nugtalardan Ox o‘qgiga perpendikulyar tushiramiz (2-
rasm). Unda OP[ = xb» OP' = x,0P2= x2 bo‘ladi. Pt va P
nuqtalardan Ox o‘qgigaparellel chiziglar o‘tkazamiz. Ularning PP’ va
P2P2 bilan kesishgan nugtalarini Qvas orgali belgilaylik. Ma’ lumki,

PiQ = P[P'= OP'- OP{=x-x1It
PS= QR =P'Pi = 0P2- OP' = x2-x, (6)
PQ = SR = PP1- QP'=PP'- PtPI =y - ylt
P2S = P,P'-SP'=P;P'-PP'=y, -y.

[P. OP va APSPy uchburchaklar o‘xshashligidan
PiQ = PiP PQ PtP
PS PP2” P2S  PP2
bo‘lishini topamiz.
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(5) va (6) tengliklarga asosan,
X~XT . rx Y-~¥yx Tl

2 —X b Yr~~Y r2

kelib chigadi.
Demak,
X —xx I r2xt + rj_x2
% -x I N+ (7)
- ri r2yi + ny2
yos Iy Ty (8)
Yr~y r2 rX+r2 w

Tengliklaming o‘ng tomonidagi kasrlarning surat va maxrajini
r2 ga bo‘lamiz. X= ~ belgilash kiritamiz, u holda C nugtaning

koordinatalari:

X. + Ax7

X=~T+T~" w
Y1+ Ay?

y=-TTf. (10)

Xususiy holda, C nugta AB kesmaning o‘rtasi boflsa, X = 1
boMib, C nugtaning koordinatalari
X=n . y=n (11)
bo‘ladi.
2-misol. Tekislikda™(2; 1), B(3; -2) nuqgtalar berilgan. AB kesma-
ni X = - nisbatda bo‘iuvchi C(x, y) nugtaning koordinatalarini toping.

9,1 4+ 3
+ 2 7
1+1 ' 3 "s'
1+ 2 2
y="tFP=F=0
2 2

3-8. Uchburchak va ko‘pburchak yuzi

Tekislikda 1™ x"Ny*), 5(x2,y2) va C(x3,y3) nugtalar berilgan
bo'lsin. Bu nugtalarni kesmalar bilan tutashtiramiz va J1.5C
uchburchak hosil gilamiz (3-rasm).
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3-rasm.

A, B, C nugtalardan Ox o‘giga perpendikulyar tushiramiz va
ularni mos ravishda AXB XCx bilan belgilaymiz.
Bunda OAx = xIt OBx —x2, OCx = x3, AAX= yx,BBx = y2,
CCX—ys3 bo‘lib,
AXBX= OBx- OAX = X2~ XX,
BtCx ~ OCx —OBt —Xj  x2,
AXCi —0CX OAX—X3 XX
bo‘ladi. %
3-rasmga ko‘ra, AAXBXB , BBXCXC va AAXCXC trapetsiyalar
yuzalari uchun ushbu

AXBX=2 N  (X2- XX
SBBICIc = BBXX— 'BiC, = "*2) (12)

W = BAXCX = (X2 - xX)
formulalar ofrinlidir. 3-rasmdan ma’lumki, ABC uchburchakning
yuzi

SRABC = SaAIBIB + $BBXOC ~ SAACIC
bo‘ladi.
(12) tengliklardan foydalanib,



ShABC = 2 [Cvi + ¥2) m(*2 - *1) + (¥3+ ¥2) ' (*3 - X2)
~(¥3 + Y1) ‘ (*3 —x~y)] bo‘lishini topamiz.
Oxirgi formulani determinantlar orqgali itodalaymiz:

_ yxI vy 13 Vsl
= +i[l 1
2 TV N L R G

yoki
1 Y1
mqec —-t: 2 Y2 (137)
*3 Y3

(13) formula berilgan uchburchak yuzini topish formulasidir.
3-misoL Uchlari A(2; 0), B(-1; -3), C(l; 4) nuqgtalarda bo‘lgan
uchburchak yuzini toping.
Yechish. (13) formulaga ko‘ra,

1
w o= A& aM-7 1K , &=
= 1'5(-6-0 -4 +3+0 8)=xf(-15) 7,5 kvbirlik
Tekislikda A™NxNyJ, A2(x2ly2), A3(x3,y3), ... ,An(xn,yn)
nugtalar berilgan bo‘lsin. Bu nuqgtalami sinig chiziglar bilan

tutashtirishdan hosil bo‘lgan ko‘pburchak yuzi quyidagi formula
bilan aniglanadi:

*1 *2 Y2 yn
oo i o | ARV N S EE
4-misol. Uchlari A (1; 0), 8(2; 3), C(-1; 5), b (-2; 1) va w0; -3)
nugtalarda bo‘lgan beshburchak yuzini toping.
Yechish. (14) formulaga ko‘ra,

: 3
+E“21 g%’ e
21

+ 0 -3
0 1 0
+"8—-0+10+3—1+10+6 O0+0+3)=17
kv. birlik.

Mustaqil ishiash uchun misollar

1. Quyidagi A va B nugqtalar orasidagi masofani aniglang:
1) AG; -3) vaB (-3; 1); 2) A{4; 2) va5(7; -2);
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3)A(0; 3) vaB(~2; 3); 4)A(k; I) vaB(k + q; 0).

2. Ordinatalar o‘gida A (—5; 1) va B(3; 2) nuqgtalardan barobar
uzoglashgan nugtani toping.

3. Abssissalar olgida shunday nugtani topingki, undan (5; 12)
nuqgtagacha boigan masofa 13 ga teng bo‘Isin.

4. Nugta to‘g‘ri chizigli harakat qilib, M(5; 5) va iV(l; 3)
nugtalardan o‘tadi. Ox o‘qini kesib o‘tgan nugtasini toping.

5. i4(—2; 1) va 5(3; 6) nugtalar berilgan. AB kesmani
AN: NB = —3:2 nisbatda bo*luvchi N(x;y) nugtani toping.

0. Uchlari A(2; 0), B(5; 3) va C(2; 6) nuqtalarda bo‘lg:
uchburchakning yuzini toping.

7. AX\ 4) va B (—6; y) nugtalar orasidagi AB masofa M -I; 1)
nugtada teng ikkiga boiingan. AvaB nugtalarni aniglang.

8. Uchlari A(-2; 0), 5(0; -1), C(2; 0), £5(3; 2) va £(-1; 3)
nugtalarda boigan beshburchakning yuzini hisoblang.
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IV BOB. TEKISLIKDA TO‘G‘RI CHIZIQ TENGLAMALARI
1-8. To‘g'ri cbizigning umumiy tenglamasi

Tekislikda Dekart koordinatalar sistemasi va P(ar, br),
Q(az2’bz) nuqgtalar berilgan boisin. Bu nuqtalardan baravar uzog-
likda joylashgan tekislikdagi {N (x,y)} nuqtalar to‘plamini garaylik
(1-rasm). Shartga ko‘ra, PN = QN bo‘ladi. Ikki nuqta orasidagi
masofani topish formulasiga asosan

PN =-J(x-an2+ (y hi)2
QN =vyj(x-a2)2+ (y —bz)2
boiadi. PN va QN masofalar teng:
Y(x-aj2+(y-bj2=V(*- azy +(y-b22
Tenglikning har ikki tomonini kvadratga ko‘taramiz:

(x- ax)2+ (y- bt)2=(x-a2)2+ (y - b2)2,
X2 —2arx + a2+y2—2bxy + b2 =
—X2—2a2x + a2+ y2—2b2y + b2,

2(a2- ajx + 2(b2- bxyy + af + - af - bf=0.

Agar /1 = 2(a2 —ax), B = 2(b2—&i) va C = of + b2 —af —62
deb belgilash Kiritilsa, u holda
Ax+By+C=0 (1)
tenglamani hosil qgilamiz. Bu iog ‘ri chizigning umumiy tenglamasi
deyiladi.
A, B, C sonlar (1) tenglamaning koeffitsiyentlari bo‘lib, ular
to‘g‘ri chizigning tekislikdagi vaziyatini aniglaydi.
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I-rasm.

(1) tenglamaning ba’zi xususiy hoUarini garaymiz:
1° APQB PO, C= 0 bo'lsin. (1) tenglama
Ax+ By =0 (2)
ko*rinishini oladi. Bunday to‘g‘ri chiziglar koordinata boshidan o‘tadi.
2°.A=0,B ®0, C ®0 bo'lsin. U holda (1) tenglama
By+C=0 3)
ko‘rinishni oladi. (3) tenglama bilan belgilangan to‘g‘ri chizig Ox
o‘giga parallel bodadi.
AP0, B =0,C D0 bo‘lsin. U holda (1) tenglama
Ax+C=0 (@)
ko‘rinishni oladi. (4) tenglama bilan belgilangan to‘g‘ri chiziq Oy
o‘qiga parallel boiadi.
4°. A @0, B = C = 0.Buholda (1) tenglama
Ax =0, ya'nix =0 (5)
ko‘rinishni oladi. Bu to‘g‘ri chiziq ordinata o'qini ifodalaydi.
5°.A = 0,B ®@Q C —0. Bu holda (1) tenglama
By =0, yaniy=20 (6)
ko‘rinishni oladi. Bu to‘g‘ri chiziq abssissa o‘qini ifodalaydi.

2-8. To‘g‘ri chizigning burchak koeffitsiyentli tenglamasi
Avytaylik, tekislikda to‘g‘ri chizig koordinata o‘qglariga parallel

bo‘lmasin. Bu to‘g‘ri chiziq Oy o'gida B (0;6) nuqgtadan o‘tib, Ox
0‘gining musbat yo‘nalishi bilan a burchak tashkil etsin (2-rasm).
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Faraz qilaylik, N (x;y) - to‘g‘ri chizigdagi 5(0; b) nuqgta bilan
ustma-ust tushmaydigan ixtiyoriy nugta bo'lsin. N nugtadan Ox
o‘giga perpendikulyar tushiramiz. B nugtadan Ox o‘giga parallel
to‘g‘ri chizig o‘tkazamiz va uning NNXbilan kesishgan nugtasini L
orgali belgilaymiz. 2-rasmdan ma’lumki,

ONt = x, OB = b, ON1 = BL, OB = NtL

NN%—y,LN —NNt —NtL = y —b.

ABLN uchburchakdan

tga="-, tga=
y = tga s + b.
Tenglamada k —tga belgilash kiritamiz. U holda,
y —KX + b, @)
bu yerda k- to‘g‘ri chizigning burchak koeffitsiyenti deyiladi; b -
to‘g‘ri chizigning Oy o‘gidan ajratgan kesmasi.

(7) - tenglama to'g ‘ri chizigning burchak koeffitsiyentl
tenglamasi deyiladi.

Agar to‘g‘ri chiziqg Ox o‘giga parallel bo‘lsa, yoki o‘q bilan
ustma-ust tushsa, u holda a —0 bo‘ladi (3-rasm).

Faraz qilaylik, to‘g‘ri chizig Ox o‘giga parallel va ordinata
o‘qini 5(0; b) nugtadan kesib o‘tsin. U holda bu to‘g‘ri chizigdagi
ixtiyoriy N nuqgtaning ordinatasini B nuqta ordinatasiga teng bo*ladi:

Y = b. (8)

y-b
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B(0;b) N(xy)
o i
3-rasm.
(8) tenglamada b = 0 boisa, to‘g‘ri chiziq Ox o‘qi bilan ustm
ust tushadi.
Agar b = 0 boisa, (7) tenglama quyidagi ko‘rinishda boiadi:
y = kx (9)

Bu holatda to‘g‘ri chiziq koordinata boshidan o‘tadi.
1-misol. B(0; —3) nuqgtadan o‘tib, Ox o‘qi bilan a = 135°
burchak tashkil etuvchi to‘g‘ri chiziq tenglamasini toping.
Yechish. To‘g‘ri chizigning burchak koeffitsiyentini topamiz:
K = tgl35° = -1.
Shartga ko‘ra, b = —3. (7) formulaga ko‘ra
y=1(1) - 3
yokiy = —x —3.
2-misol. Koordinata boshidan va (4; -3) nuqgtadan o‘tuvchi
to‘g‘ri chiziq tenglamasini yozing.
Yechish. To‘g‘ri chiziq koordinata boshidan o‘tganligi uchun

uning burchak koeffitsiyentli tenglamasi y —kx ko‘rinishda boiadi.
Tenglamadan K ning giymatini aniglaymiz: —3 = fem4 => K = —,
3

To‘g‘ri chizigtenglamasi: y —— Xx.
3-8. To‘g‘ri chizigning kesmalar bo‘yicha tenglamasi

Koordinata o‘glaridagi ma’lum bir uzunlikdagi kesmalar ajra-
tuvchi to‘g‘ri chiziq tenglamasini keltirib chiqaramiz. Faraz qilaylik,
to‘g‘ri chizig Ox o‘gidan OA = a, Oy o‘qgidan OB = b (4-rasm)
kesma ajratsin.
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4-rasm.

To‘g‘ri chizig Oy o‘gidan b birlik kesma ajratganligi uchun
uning biu-chak koeffitsiyentli tenglamasi y —kx + b ko‘rinishda
bo‘ladi. Ma’lumki, to‘g‘ri chiziqg A(a;0) nugtadan o‘tadi. A nuqgta
koordinatalarini to‘g‘ri chiziq tenglamasiga go‘yamiz va to‘g‘ri
chizigning burchak koeffitsiyentini aniglaymiz:

0=kKea+b =$ ft= —,

Burchak koeffitsiyent giymatiniy = kx + b tenglamaga qo‘ya-

miz: = — X+ b.
Tenglikning 0‘ng va char gismini b ga qgisqgartiramiz:
y 1 y X
—= - X+ 1 <=>—+—=1.
b a b a
Natijada
2t ¥ | (10)

tenglama hosil bo‘ladi. Bu tenglama to‘g ‘ri chizigning kesmalar
boyicha tenglamasidir.

To‘g‘ri chizigning kesmalar bo‘yicha tenglamasini uchburchak-
laming o‘xshashligi xossasidan foydalanib ham keltirib chigarish
mumkin. Buning uchunto‘g‘ri chiziqda bitta ixtiyoriy N(x;y) nugtani
tanlaymiz (4-rasm). Arnugtadan Ox o*‘giga perpendikulyar o ‘tkazamiz
va uning Ox o‘qi bilan kesishish nugtasini Nx bilan belgilaylik.
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Natijada, ikkita AOAB va ANNtA o‘xshash uchburchaklar hosil
bo‘ladi. Bu uchburchaklaming o'xshashligidan
Nth _ LA /Ty
OB OA ~no
tenglik o‘rinli bo‘ladi.
Ma’lumki, OA —a, OB —b, ONX= x, NNt = y; NtA = OA—
ON1 = a —x. Ushbu giymatlarni (11) formulaga qo'yamiz:
}:( a —x X Y
R => -+ =1 (12)
b a a b
Agar to‘g‘ri chizig Ax+ By +C—O(APQOB b 0,C P0)
umumiy tenglama bilan berilgan bo'lsa, uning koordinata o ‘glaridan
ajratgan kesmalar uzunligini quyidagicha aniglaymiz:
Ax+By+C=0 => Ax+ By = -C
+ x +JLy =1 :>4+4: l
A B

a=—" b ——C pelgilash kiritamiz:

E+i=1-

3-misol. 2x + 3y —6 = 0 to‘gfi chizigning koordinata ofqla-
ridan ajratgan kesmalar uzunliklarini toping.

Yechish. Berilgan tenglamani quyidagi ko‘rinishga keltiramiz:

2X + 3y = 6.
Hosil boMgan tenglamani 6 ga boflamiz:
2x 3y i X,y 1
=» - - = .

Demak,a = 3,b = 2.

4-8. Ikki to‘g‘ri chiziq orasidagi burchak.
Ikki to‘g‘ri chizigning paraUellik va perpendikulyarlik shartiari

Lx va L2 to‘g‘ri chiziglar mos ravishda burchak koeffitsiyentli

tenglamalari bilan berilgan boflsin (5-rasm):
y = kxx + vay = k2x + b2.

Bu to‘g:ri chiziglar orasidagi <pburchak tangensini topamiz. Faraz
gilamiz, Lx va L2 tofg‘ri chiziglar o‘zaro perpendikulyar boimasin,
aks holda tg(p mavjud bo‘Imaydi.

5-rasmdan ko‘rinadiki, a2 = ar + pyoki 9= a2 —

Natijada,
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5-rasm.

Shunday qilib, o‘zaro perpendikulyar bo‘lmagan kesishuvchi Lx
va L2 to‘g‘ri chiziglar orasidagi (p burchakning tangensi (13) formula
yordamida aniqglanadi. 9 burchak to‘g‘ri chizigdan L2 to‘g‘ri
chizigqga soat strelkasi yo‘nalishiga garama-garshi yo‘nalish bo‘yicha
hisoblanadi.

Agar to‘g‘ri chiziglar parallel yoki ustma-ust tushsa, u holda
«i = a2vat g = tga2boiadi, ya'ni

K = k2 (14)
(14) formula ikki to‘g'ri chizigning parallellik shartini ifodalaydi.

Agar L+ va L2 to‘g‘ri chiziglar perpendikulyar bo‘lsa, (13)
formula ma’noga ega bo‘lmaydi. Biroq, bu holda to‘g‘ri chiziglar
orasidagi burchak kotangensini aniglaymiz:

B o 1+tgax-tga2 I + kt -k2
ctg», = ctg(a2- aj = tgaZz _~

To‘g‘ri chiziglar perpendikulyar bo‘lgani uchun

X
ctg(p = ctg- = 0.
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Natijada
1+ ktk2

W K

yoki
1+ Krk2= 0 (Ktk2 = -1). (15)
Shunday qilib, (15) formula ikki to‘g‘ri chizigning perpen-
dikulyarlik shartini ifodalaydi.
4-misol. x + 2y —5=0,3x —Ay + 7 = 0 to‘g‘ri chiziglar
orasidagi burchakni toping.
Yechish. To‘g‘ri chiziq tenglamalarini burchak koeffitsiyentli

tenglamalarga keltiramiz:
1 5 3 7
=-2X+2'Y=4X+ 4
To‘g'ri chiziglaming burchak koeffitsiyentlari mos ravishda
1 3
1=~2 =4
(13) formulaga ko‘ra pburchak tangensini topamiz:
3 / 14 3,1 5

Vot TR
5-misol. M(-2; 7) nuqgtadan o‘tuvchi va y = 3x —5 to‘g‘ri
chizigga a) parallel, b) perpendikulyar bo‘lgan to‘g‘ri chiziq teng-
lamasini yozing.
Yechish. a) Berilgan to‘g‘ri chizigning burchak koeffitsiyenti
K = 3. To‘g'ri chiziglaming parallellik shartiga Kk = kr = 3. To‘g'ri
chizigning burchak koeffitsiyentli tenglamasini yozamiz:y = 3x + b
To‘g‘ri chizig M nuqgtadan o‘tganligi sababli, nuqta koordinatalarini
tenglamaga qo‘yamiz: 7 = 3 m(—2) + b =» b = 13. Natijada,
berilgan nugtadan o'tuvchi va berilganto‘g‘ri chizigqga parallel to‘g‘ri
chiziq tenglamasini tuzamiz: y —3x + 13.
b) To‘g‘ri chiziglaming perpendikulyarlik shartiga fcj = —1 =

—-1. To'g‘ri chizigning burchak koeffitsiyentli tenglamasini yozami.z:
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y = KX + b <<y ——"x + b. Oxirgi tenglamadan b ning giyma-
tini aniglaymiz: 7 = _1 -(—23/+ b => b—lg Natijada,
berilgan nuqgtadan o‘tuvchi va berilgan to‘g‘ri  chizigga
perpendikulyar to‘g‘ri chiziq tenglamasini tuzamiz: y = Xx+ 10

5-8. To‘g‘ri chiziglar dastasi tenglamasi.
Berilgan ikki nugtadan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq tenglamasi

Tekislikda MO(x0,yQ nugta va y = kx + b to‘g‘ri chiziq
berilgan boisin.

Ta’'rif. Tekislikda M0 nugtadan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziglar
to‘plamigato‘g ‘ri chiziglar dastasi deyiladi. M0 nugta dasta markazi
deyiladi.

Faraz qilaylik, to‘g‘ri chizig MO nugtadan o‘tsin, u holda

y0 = kx0 + b bo‘ladi. Bundan b = y0 —kx0. b ning giymatini
berilgijn to‘g‘ri chiziq tenglamasiga qo‘yamiz, natijada

y = kx + y0—kxo
yoki

Y~Y0 = K(Xx- Xqg (16)
tenglama hosil boiadi.

(16) tenglamadagi burchak koeffitsiyent k ga turli qiyme
berib, M0 nugtadan oftuvchi cheksiz ko‘p to‘g‘ri chiziglarni hosil
gilishimiz mumkin (6-rasm). Shu sababli (16) tenglama to‘g'ri
chiziglar dastasi tenglamasi deyiladi.
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MO nugtadan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziglar dastasidan bitta to‘g‘ri
chizig tanlab olamiz va bu to‘g‘ri berilgan M1(x1l;y 1) nugtadan
o‘tsin. U holda,

Y1~ Yo = kfri ~ x0)

yoki
Xr-X 0
K ning giymatini (16) formulaga qo‘yamiz:
Y” Yo=7~T7?(*_*0)
yoki
y-yO _ X-Xp (17)
Y1-Y0  *i-*o
a7) formula berilgan ikki MO(x0;y0) va Ml(xLly1l)
nugtalardan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq tenglamasidir.
a7 formulani o‘xshash uchburchaklaming xossalari asosidz

ham keltirib chigarish mumkin. Faraz gilaylik, tekislikda MQx0; y0),
Mx(xr;y j nugtalar va ulardan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq berilgan
bo‘lsin (7-rasm). To‘g‘ri chiziqda ixtiyoriy P(x;y) nugtani tanlay-
miz. MO, P va Mx nuqtalardan Ox o‘qiga perpendikulyar tushiramiz.
Perpendikulyarlarning Ox o'gidagi asosini mos ravishda NO, N, Nt
nugtalar bilan belgilaymiz. Shuningdek, MO0 nugtadan Ox o‘giga
parallel chiziq o‘tkazamiz. Natijada, grafikda AMOQP va AMORMX
uchburchaklar hosil bo*ldi. Ma’lumki,
ONO = x0, ON = x, ONx = xr, MONO = QN = RNIt
MONO = yO( Mjivi = yIf PN =y,
MOQ = NON = ON- ONO = x - x0,
MOR = NONt = O¥j —ONO = xx - x0,
PQ = PN —QN = PN —MgNg =y ~ Yo,
MtR = MjiVj - RNt = - MO = Yr- Yo
AMOQP va AMORMt uchburchaklaming o‘xshashligidan

MO<?

MOR MtR
tenglik o‘rinlidir. Bu tenglikka yuqoridagi belgilashlami qo‘yamiz:
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x-x0 y-yo
Y -X0 yx-y0
Natijada (17) formula hosil bo‘Idi.

6-misol. Berilgan MO0(—3; 4),Mx(2; 1) nuqgtalardan o'tuvchi
to‘g‘ri chiziq tenglamasini yozing.

Yechish. A nugtaning koordinatalarini x0= —3,y0= 4, B
nugtaning koordinatalarini esa xx = 2,yr —1 deb beigilab, (17)
formulaga qo'yamiz:

X—(—3) y—4
2-(-3)=1-4
yoki

Hosil bo‘lgan tenglamani to‘g‘ri chizigning umumiy tenglama-
siga keltiramiz:

-3(x +3) =5(y- 4).

Qavslami ochib chigib, tenglamaning o‘ng tomonidagi hadni
chap tomonga o'tkazamiz:
74



—3x- 9- 5y+20=Q
—3 —5y + 11 = Oyoki 3x + 5y —11 = 0.

Hosil bo‘lgan 3x + 5y —11 = Otenglama berilgan MQva Mt
nugtalardan o‘tuvchi to‘g‘ri chizigning umumiy tenglamasidir.

7-misol. Mx(—1; 1),M2(7; 1) nugtalardan o‘tuvchi to‘g‘ri
chiziq tenglamasini yozing.

Yechish. yx = y2 = 1 bo‘lgani uchun to‘g‘ri chiziq Ox o‘qiga
parallel boiadi. lIzlanayotgan to‘g‘ri chiziq tenglamasi y = 1
ko‘rinishda boiadi.

8-misol. (3; -2) nugtadan o‘tib, 2x —5y + 3 = 0 to‘g‘ri chizig-
ga perpendikulyar boigan to‘g‘ri chizigning tenglamasini tuzing.

Yechish. To‘g‘ri chizigning umumiy 2.)5—5y + 3 = 0 teng-
lamasidan uning burchak koeffitsiyenti kr = - ni aniglaymiz. (16)
tenglamaga binoan, y —(—2) = k(x —3). Burchak koeffitsiyent k
ning giymatini to‘g‘ri chiziglarning perpendikulyarlik shartidan
aniglaymiz. Unga ko‘ra

y (_2)=_5(X_3) « 2(y+ 2)=-—-5(x—3);

2y + 4 + 5x —15 = 0 <»2y + 5x —11 = 0.
6-8. To‘g‘ri chizigning normal tenglamasi

Tekislikda biror to‘g‘ri chiziq berilgan boisin. Koordinata
boshidan bu to‘g‘ri chizigga tushirilgan perpendikulyarning uzunligi
p ga, shu perpendikulyar bilan Ox o‘gining musbat yo‘nalishi
orasidagi burchak a (a 0, a —¥ 2 boisin (8-rasm).

Demak, ON = p, Z.AON = a. To‘g‘ri chizigda M = M(x,y)
nugtani olib, bu nugtadan Ox o‘giga perpendikulyar tushiramiz.
Peipendikulyaming asosi Mt boisin. Unda

OMX= x, MMr =y (18)
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8-rasm.

bo‘ladi. AON hamda BON to‘g‘ri burchakii uchburchaklarda
IAON = a,£BON = 90° - a.

&AON dan:
cosa=%=> OA=-"=> OA=-~"~, (19
OA cosa cosa
ABON dan:
cos(90° —a) =~ => sina = — => OB —— . (203
OB OB sina Vv
Ma’ lumki,
MrA = OA- OMr = - X. (21)
cosa
AOB va AMXM uchburchaklaming o*xshashligidan
kelib chigadi.
(18), (19), (20), (21) munosabatlarni e’tiborga olsak, tenglik
Vv
Y _ cosa
sma cosa
ko‘rinishga keladi. Bu tenglikdan
xcosa+ysina—p =0 (22)

bo‘lishini topamiz. (22) tenglamani to‘g‘ri chizigning normal
tenglamasi deyiladi.

To'g‘ri chizigning Ax + By + C = 0 umumiy tenglamasini
normal ko‘rinishdagi tenglamaga keltirish mumkin. Umumiy
tenglamani hozircha noma’lum y(y, @ 0) songa ko‘paytiramiz:

fiAx + uBy + fiC = 0 (23)
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Agar (23) tenglamani to‘g‘ri chizigning normal tenglamasi deb
aytadigan boisak, undauA = cos a,fiB = sina,[iC = —p bo‘ladi.
Bu tenglamalardan topamiz:

(jiAY + (jiB)2 = cos2a + sin2a = 1,

4>
p - normallovchi ko‘paytuvchi.
Demak,

1 , A

= + = +
>M2 + B2' VF + B2

. B c

sina =+ .— —p = +

Natijada berilgan JSix + By + C = 0 tenglama

J1
SN Ve § N H------- I

+ A2 + B NNIA2 + BY +y/A2 + B2
normal tenglamaga keladi. y ~ normallovchi ko‘paytuvchining
ishorasi 0zod had C ning ishorasiga qarama-garshi bo‘ladi.

9-misoL 3x + 4y —7 = 0 to‘g‘ri chizig umumiy tenglamasini
normal tenglamaga keltiring.
Yechish. (24) formuladan foydalanib topamiz:
j 1

N onf32+42 5
Tenglamani L ning giymatiga ko‘paytiramiz:

0

i m(3x +4y —7) =0
D( y —7)

Natijada X + Y- 0 to‘g‘ri chizigning normal teng-
lamasini hosil gilamiz.

10-misol. To‘g‘ri chizigdan koordinata boshiga tushirilgan
perpendikulyarning uzunligi 3 ga teng. Perpendikulyar Ox o‘qgining
musbat yo‘nalishi bilan 45° burchak tashkil etadi. To‘g‘ri chizigning
normal tenglamasini yozing.

Yechish. Misol shartiga ko‘rap = 3,a = 45°. Bu giymatlarni
(22) tenglamaga qoyamiz:

X cos 45° + ysin45° -3 =0,
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7-8. Nuqgtadan to‘g‘ri chiziggacha masofa

Tekislikda Ax + By + C = 0 to‘g‘ri chiziq va bu to‘g‘ri chi-
zigda yotmagan N (x0; y0) nuqgta berilgan bo‘lsin. N nugtadan to‘g‘ri
chizigga pedendikulyar tushiramiz va uning asosini Nt nugta bilan
belgilaymiz. N nugtadan Ax + By + C = 0 to‘g‘ri chiziggacha
bo‘lgan masofa NNt pedendikulyar uzunligiga teng (9-rasm).

Berilgan to‘g‘ri chizig tenglamasini normal tenglamaga
keltiramiz:

X cosa + ysina —p —0,
bu yerdap = OL- koordinata boshidan to‘g‘ri chizigga tushirilgan
perpendikulyar uzunligi.

Berilgan N (x0;y0) nuqgta orqgali berilgan to‘g‘ri chiziqga
parallel to‘g‘ri chiziq o‘tkazamiz. Uning normal tenglamasi ushbu
xcosa +ysina—p =0 (25)
ko‘rinishda bo‘ladL To‘g‘ri chizig N nugta orgali o‘tgan'igi uchun
uning koordinatalari (25) tenglamani ganoatlantiradi
x0cosa + y0Osina- p = 0. (26)



Ma’ lumki, d = NNx = LK,OK = OL + LK,OL = p,OK =
p,d = OK—OL = p —p.
(26) tenglikdanp = x0cos a + yOsin a.
Natijada nugtadan to‘g‘ri chiziggacha bo‘lgan masofani topish
formulasi hosil bo'ladi:
d= Ip—pl = Ip—xQos a —y0sina\,

yoki
d = |X@cosa + y0sina —pj. (27)
Ma'lumki,
A . B C
cosa =z ...... =Slha=%*— . — p=%-= ==
aTW TW yIA2 + B2 nA2 + B2

cos a,sina,—p ning qiymatlarini (27) formulaga qo‘yamiz:
/0 + ByQ+ C
g = 1Al
VA* + B2
11-MisoL N(4;5) nugtadan 2x —3y —8 = 0 to‘g#i chizig-
gacha bo'lgan masofani toping.
Yechish. (28) formulaga ko‘ra,
;_ [2-4 —3-5 —81 15
V22+ (-3)2 n/13
Demak, izlanayotgan masofa ~=ga teng.

(28)

8-87 To‘g‘ri chizigning amaliy masalalarga tatbiqgi

To'g'ri chizigning iqtisodiyotga tatbiqi. Iqtisodiyotda asosiy
masalada talab D (demand) va taklif S (supply) mahsulot narxi P
(price) ga bog‘ligligini o‘rganish masalasidir.

Tadgiqot asosida quyidagi amaliy xulosaga kelamiz: narx gan-
cha past bo‘lsa, malisulotga talab ko‘p bo‘ladi, ya’ni aholining sotib
olish imkoniyati oshadi.

D ning P ga bogMigligi ko‘r hollarda chizigli kamayuvchi
funksiya sifatida ifodalanadi:

D=—aP+c¢ a>0,¢c>0 (29)

Xuddi shu vaqtda, mahsulot narxi P ning oshishi bilan unga
bo‘lgan S takliflar ham oshadi. Shu sababli, taklif o‘suvchi chizigli
funksiya bilan ifodalanadi:
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S=bP+d, b>0,d>0 (30)

(29) va (30) munosabatlarda a, b, ¢, d parametrlar tashqgi omil-
lami (jamiyatning turmush tarzi, siyosiy muhit va shunga o‘xshash
holatlami) ifodalaydi.

Yugoridagi formulalarda P,D,S - o‘zgaruvehilar musbat bo‘l-
ganligi uchun funksiya grafigi fagat I-chorakda ma’noga ega bo‘ladi
(10-rasm).

Igtisodiyot uchun muvozanat sharti katta ahamiyatga ega, ya’ni
taiab va taklif orasidagi tengiikdir.

Bu shart

D(P) = S(P)
tenglama bilan aniglanadi. Natijada D va S to‘g‘ri chiziglarning
kesishish nuqtasi M nugta aniglanadi. M nugta muvozanat nuqtasi
deb ataladi. Muvozanat ro‘y beradigan PO - narxga muvozanat narxi
deyiladi.

10-rasm.

Aholining turmush tarzi yaxshilanishi bilan ((29) formulaga
asosan ¢ - parametming o‘sishiga mos keladi) muvozanat nuqtasi M
o‘ngtomonga siljiydi, ya’ni D to‘g‘ri chiziq yuqgoriga ko‘tariladi. Shu
jumladan, 5 taklifchizig‘i o‘zgarmagan holda mahsulot narxi oshadi.

1-masala. Surxondaryo viloyatining Sariosiyo tumanidagi
bog‘dorchilik xo‘jaligi yetishtirilgan xirmoni respublikamizning
barcha viloyatlaridagi savdo markazlariga yetkazib beradi.
Xo‘jalikda 2 xil turdagi transport vositalari mavjud bo‘lib, ularning
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yuk tashish xarajatlari quyidagi burchak koeffitsiyentli to‘g‘ri
chiziglar tenglamalari bilan

y = 20% + 50 vay = HOx + 100

iiodalansin. Bunda y - transport xarajati, x -yuk tashish masofasi
(bunda 1- 100 km, 2 - 200 kmva h.k.). Xo‘jalik Toshkent shahriga
xurmo yetkazib berish uchun gaysi transport vositasidan foydalanishi
tejamliroq boiadi?

Yechish. Yuk tashish xarajat fimksiyalarini o‘zaro tenglash-
tiramiz:

20x + 50 = KOx + 100,
10x = 50,
X = 5.

x = 5 qgiymatni xarajat fimksiyalariga qo‘yamiz va y -
transport xarajatini topamiz:

y = 20 m5 + 50 = 150.
y = 10 5 + 100 = 150.

x = 5,ya’ni 5 m100 = 500 km ga ikki transport uchun yuk tashish
xarajatlari teng. x < 5, ya’ni 5 «100 = 500 km gacha 1-transport
vositasidan, x > 5, ya’ni 500 km dan ortig masofaga 2-transport
vositasidan foydalanish xo‘jalik uchun tejamli boiadi (11-rasm).
Sariosiyo tumanidan Toshkent shahrigacha 2-transport vositasi
yordamida yuk tashish xo‘jalik uchun tejamlidir.

2-masala. Ko‘p tarmoqli xo fjalikka tegishli mebel fabrikasida
tayyorlangan stullar 64 ming so'mdan sotilishi rejalashtirilgan.
Fabrikada 8 ta stulni tajyorlash uchun 635 ming so‘m, 13 ta stulni
tayyorlash uchun esa 750 ming so‘m xarajat qilinishi kerak. Agar
xarajatlar fimksiyasi chizigli boisa, zarar ko‘rmaslik nugtasini, ya’ni
fabrika nechta stul ishlab chiqgarishlardan so‘ng, foyda olishini
aniglang.
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Yechish. 635) s M2(13; 750) nuqgtalardan o‘tuvchi

xarajatlar fimksiyasi tenglamasini keltirib chigaramiz va grafigini
yasaymiz:

C(x)—635 _x-—38
750-635 7 13-8 ~

C(x)-635 x—8
23

=> C(jf)=23:c +451.

Shartga ko‘ra, R(x)=64x foyda olish funksiyasidir. Zarar ko‘r-
masliknuqtasini aniglash uchun harajatlar va foyda olish funksiyalari
grafiklarining kesishish nurtasi abssitsasini topamiz (12-rasm):

23x+451 =64n: => 41x =451 = n=11.

Demak, ishlab chigarilgan stullar soni 11 tadan oshishi bilan
fabrika foyda ko‘ra boshlaydi.
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12-rasm.

3-masala. Fenner xofjaligi poliz mahsulotlarini yig'ishtirishda
qgo‘shimcha ishchi kuchidan foydalanadi va 1 gektarga 100 ming
so‘m xarajat qgiladi. 5 gektarga esa xarajat 300 ming so‘m bo‘lsin.
Agar xarajat fonksiyasi chizigli (to‘g‘ri chiziq) bo‘lsa, 4 gektardagi
poliz mahsulotlarini yig'ishtirishga ketadigan xarajatni toping.

Yechish. Masala shartiga binoan, A(1, 100) va B(5; 300)
belgilashl”r  Kkiritamiz. 1kki nuqgtadan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq
tenglamasiga asosan,

x-1 y-100
5-1 300-100

jic—1 y-100

1 Y => y =50x+50.
4 200

Oxirgi tenglamadan x =4 day ning giymatini topamiz:

v=50-4+50 =* y=250
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Demak, 4 gektardagi poliz mahsulotlarini yig‘ishtirishga 250
ming so‘m xarajat qgilinadi.

Mustaqil yechish uchun misollar

1.J("2; 3) nugtadan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziqg Ox o‘qi bilan 135° ii
burchak tashkil etadi. Bu to‘g‘ri chiziqgtenglamasini toping.

2. Koordinatalar boshidan va (-2; -3) nuqgtadan o‘tuvchi tofg‘ri
chizigni yasang va uning tenglamasini yozing.

3. A(0; 3) nugtadan o ‘tuvchi va koordinatalar burchagidan yuzi
3 kv birlikka teng uchburchak kesuvchi to‘g‘ri chiziq tenglamasini
yozing.

4. Quyidagi to‘g‘ri chiziglar orasidagi burchakni aniglang:

(5x-y+7=0, I 3x+2y=0,
" (2x-3y+I1=0; ' (6x+4y+9=0;

5. A(-2; 5) nugtava 2x-y=0 to‘g&i chizigni yasang. A nugtadan
o‘tuvchi to‘g‘ri chiziglar dastasining tenglamasini yozing va o‘sha
dastadan berilgan to‘g#i chiziqga: 1) parallel; 2) perpendikulyar
bo‘lgan to‘g‘ri chiziglarni tanlab oling.

6. (5; -3) nugtadan o‘tib, 4x+3y+15=0 to‘g‘ri chizigga
perpendikulyar bo‘lgan to‘g‘ri chizig tenglamasini tuzing.

7. Berilgan nugtadan berilgan tofg‘ri chiziggacha boMgan
masofani hisoblang:

8x-15y-11=0;
2) P2(-3;2), 4x - Ty + 26 = 0;
3) P3(8;S), 3x - 4y - 15 = 0.

8. 4x —3y = 0 tofy‘ri chizigdan 4 birlik uzoglikdagi nugtalar
geometrik o‘rnining tenglamalarini yozing.

84



9. 3x—2y+1=0 va x + 3y —7 = Otofy'ri chiziglaming
kesishish nugtasidan ulaming birinchisiga perpendilculyar to‘g‘ri
chiziq o‘tkazilgan. Hosil gilingan to‘g‘ri chizigdan koordinatalar
boshigacha bo*lgan masofa gancha?

10. (2;7) nugtadan shunday to‘gri chiziq o‘tkazilganki, u
koordinata o‘glari bilan yuzi 64 kv birlikka teng boMgan uchburchak
tashkil gifadi. Bu chizigning tengiamasini tuzing.

11. Uchlari A(-4; 2), B(2; -5) va C(5; 0) nugtalarda bo‘lgan
uchburchak medianalarming kesishgan nugtasini va balandliklarining
kesishgan nugtasini toping.

12. A(-2; -2), B(-3; 1), C(7; 7) vaD(3; 1) nugtalar trapetsiyaning
uchlari ekanligini tekshiring. Bu trapetsiyaning o‘rta chizigi va
diagonallarining tenglarnalarini tuzing.
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V BOB. IKKINCHITARTIBLIEGRICHIZIQLAR

Tekislikda ikkinchi tartibli egri chiziq tenglamasi 2-tartibli
algebraik tenglama bitan ifodalanadi. 2-tartibli egri chiziglar (aylana,
ellips, giperboia, parabola) tengiamalari va ularning elementlarini
o'rganamiz.

I-8. Aylana

Tekislikda Dekart koordinatalar sistemasini olaylik. Shu
tekislikda biror C(a, b) nugta berilgan bo‘lsin.

Ta’rif. Berilgan nugtadan bir xil R masofada joylashgan
tekislikdagi barcha nuqgtalar to‘plamiga aylana deyiladi. Bunda
C(a,b) nugta aylana markazi, R - aylana radiusi deyiladi. M (x,y)
aylanadagi ixtiyoriy nugta bo‘lsin (I-rasm).

Aylanata’rifiga ko‘ra

\OM\ = R
bo’ladi.

ACTM to‘g‘ri burchakli uchburchak boigani uchun, Pifagor
teoremasiga ko‘ra

\CT\2 + \TM\2 = \CW\Z
buyerda |O] = \&x—a\, \IM\ = |y—b\ Natijada markazi C(a, b)
nugtada va radiusi R ga teng bo‘lgan aylana tenglamasi hosil bo* ladi:
(x-a)2+ (y-b)2=R2 1)
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Xususan, aylana markazi koordinata boshida bo‘lsa, uning
kanonik tenglamasi
X2+y2=R2 (2
ko‘rinishga ega boiadi (2-rasm).

1-misol. Markazi (2; 1) nuqgtada, radiusi 3 ga teng boigan
aylana tenglamasini yozing.

Yechish. Aylana markazi koordinatalari a=2,b=1 va
radiusi R = 3 bo‘ladi. (1) formuladan (x —2)2+ (y —1)2=9
izlanayotgan aylana tenglamasi yoziladi.

@ tenglamada gavslami ochish natijasida aylananing quyida
ko‘rinishdagi umumiy tenglamasini hosil gilamiz:
X2+y2+mx+ny+p=0 3)

buyerdam = —2a,n = —2b,p = a2+ b2 —R2.
(3) tenglamani (1) tenglama ko‘rinishga gayta keltirish uchun
(3) tenglamaning chap gismida to‘la kvadratlami ajratamiz:

4
2-misol. x2+y2~4x + 6y —3 = 0 aylana markazi va
radiusini toping.

Yechish. (3) formulaga ko‘'ra, m= 4,n=6,p = —3. Bu

giymatlami (4) formulaga go‘yamiz:

(X- 2)2+ (y+3)2=4+9+ 3,
(x- 2)2+ (y + 3)2= 16.
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Demak, aylana markazi C(2; —3) nuqgtada. radiusi R = 4 ga
tengbo‘ladi.

2-8. Ellips

Tekislikda Fx va F2 nugtalar berilgan bo‘lib, ular orasidagi
masofa 2c (c > 0) ga teng bo‘lsin. Faraz gilamiz, 2a - musbat
0°‘zgarmas son bo'‘lsin.

Ta’rif. Berilgan qo‘zg‘almas F1 va F2 nuqtalargacha bo*lgan
masofalarning yig‘indisi o‘zgarmas 2a songa teng bo‘lgan nuqgta-
laming geometrik o‘miga ellips deyiladi. F1 va F2 nugtalar ellips
fokuslari deyiladi.

Bu ta’rifdan ellipsning kanonik tenglamasini keltirib chiga-
ramiz. Tekislikda Dekart koordinatalar sistemasini olamiz. Fx va F2
nugtalami Ox o‘gida koordinata boshiga nisbatan simmetrik
joylashtiramiz. U holda fokus nugtalar quyidagicha koordinatalarga
ega boMadi: Fx(—e; 0),F2(c; 0).

FIf F2 ellips fokus nugtalarlarini qo*zg‘almas holda mahkamlab,
galam va ip yopdamida 3-rasmda ko'rsatilganidek, ellips grafigini
yasash mumkin.
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Oxy koordinatalar sistemasida tasvirlangan eilipsda ixtiyoriy
M(x;y) nugta olamiz. Ta’rifga ko‘ra,
[AM] + \”2M\ = 2a (5)
Buyerda 2a > 2c,ya’nia> c.
Ikki nugta orasidagi masofa formulasiga ko‘ra:
IRM] = -J(x —C)2+ y2, \RM\ = yj(x+ )2+ y2. (6)
(6) tengliklami (5) tenglamaga qo‘yamiz:
V(X —C)2+y2+ >/(* + c)2+y2= 2a.
Ikkinchi kvadrat ildizni tenglikning 0‘ng tomoniga o‘tkazamiz
va tenglikning har ikki tomonini kvadratga oshiramiz:
XZ+ 2cx + c2+y2 = 4a2—4aN(x —C)2+y2+
+X2—2CcX + c2+y2.
Bu tenglikdan: a j(x —c¢)2+ y2 = a2 —cx. Hosil bo'lgan tenglikni
kvadratga oshiramiz;
az2[(x —c)2+y2 = (a2 —cx)2
Natijada
(a2—c2)x2+ a2y2 = a2(a2—c2 (7)
tenglama hosil bo‘ladi. Ma’'lumki, a > c¢,a2 —c2 ayirma musbat
bo‘lgani uchun b2 = a2—c2 belgilash kiritamiz, u holda (7)
tenglama
bzx2 + a2y2 = a2bz (8)
ko'rinishg™ keladi. a ®0,b ® 0 bo‘lgani uchun (8) tenglamaning
har ikki tomonini a2b2 ga bo‘lamiz:

(9) tenglama ellipsning kanonik tenglamasi deyiladi. Uning
grafigi 4-rasmda keltirilgan.

Ellipsning kanonik tenglamasiga ko‘ra grafigini tasvirlaymiz va
a,b — parametrlaming geometrik ma’nosini aniglaymiz, (9)
tenglamaga ko‘ra ((—y)2=y2 (—x)2= X2), ellips koordinata
o'glariga nisbatan simmetrik. Tenglamaga x =0 va y =20
giymatlami navbat bilan gqo‘yamiz va ellipsning koordinata o‘glari
bilan kesishish nugtalarini aniglaymiz:

AN-a.0), N2(a;0), Br(0;-b), S2(0;b).
Topilgan nugtalar ellipsning uchlari deyiladi. AtA2 va BtB2 kes-
malar mos ravishda ellipsning katta va kichik yarim o*glari deyiladi.
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Shunday qilib, a —ellipsning katta yarim o‘qi uzunligi, b esa
kichik yarim o‘qi uzunligidir (a > h).

4-rasm.

Ellipsning fokuslaridan M (x,y) nuqgtagacha bo‘lgan masofalar
uchun quyidagicha belgilash kiritamiz (3-rasm):
PN = rIf \2M\ = r2 (10)
U holda (5) tenglama
rt+r2= 2a (11
ko‘rinishda bo‘ladi.
Ma’lumki,
rl= \FIM\=yCx + cy+y?*,
r2=\X\2M—V(x —)2+y2
Oxirgi ikki tenglikni kvadratga oshiramiz va birinchisidan
ikkinchisini ayiramiz:
r~r2=(X+c)2+Yy2—X~cC2—y2.
Qavslami ochib chigamiz va quyidagi tenglama hosil boiadi:
t?2 t2 —4CX. (12)
Hosil boigan tenglamani
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Oi - r2)(?i +r2) = 4cx
ko'rinishda yozamiz. (11) formulaga asosan,
(ri * r2) "2a = 4cx.
Bu tenglamani 2a ga gisgartiramiz:
ri~r2= 2~x. (13)

(11) va (13) tenglamalardan rt va r2 topiladi;
C

n =a+—x
a
c

r2=a— X
a

Natijada, ellipsdagi M{x,y) nuqgtadan fokuslargacha bo*‘lgan rr
va r2 masofalarni aniglash formulasini topamiz:
M2 = « + ex, (14)
buyerdaf = f.
= - - miqdor ellipsning ekssentrisiteti deyiladi. Bu miqgdor
ellipsning shaklini ifodalaydi, ya’'ni e giymati gancha katta bo‘lsa,
ellipsning shakli katta 0‘q bo‘ylab ko‘proq cho‘zilgan bo*Jadi.
Kichik o‘qga parallel va undan - masofada joylashgan to‘g‘ri
chiziglar ellipsning direfctrisalari deyiladi (5-rasm). Ellipsning o‘ng
va chap direktrisa tenglamalari x = * | ko‘rinishida bo*ladi. Ellips
ekssentrisiteti e < 1 bo*lgani uchun~> a boiadi.

5-rasm.
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Ellipsning fokal parametri p = Qtenglik bilan aniglanadi. Bu

parametr ellipsning fokusi orgali o‘tgan va Kichik o'qga parallel
bo‘lgan vatar yarmiga tengdir.
Quyidagilar ellips elementlarini tashkil etadi:
« 0 nuqgta- ellips markazi (6, 7 - rasmlar);
e AnN-a, 0); Ar(a, 0); Bz(0,b) nuqtalar - ellips
uchlaii (4-rasm);
= Fx(—¢; 0), F2(c; 0) - ellips fokuslari;
= 2 ¢ - fokuslar orasidagi masofa, buyerda C = Va2 —b2;
= AXA2 = 2avaB1B2 = 2b - ellipsning kattava kichik o*qglari;
= a vab - ellipsning katta va kichik yarim o‘glari uzunliklari;
ee=-.,(0<e <1 - ellipsning ekssentrisiteti;

e x = + - —ellipsning direktrisalari tenglamalari.
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Agar a < b bo‘lsa, ellips fokuslari Oy o‘gida boiib,
C= n/b2 —az2,~ = £,r = b + ey bo‘ladi (8-rasm).

8-rasm.

Osmon obyektlarining elliptik orbitasi. Nemis astronomi
I.Kepleming 1609-yilda chop etilgan planetalar harakati hagidagi
birinchi gonuniga ko‘ra, planetalar orbitasi fokuslaridan birida
Quyosh joylashgan ellipsni tashkil etadi. Asteroidlar, kometalar va
boshga osmon jismlari Quyosh atrofida elliptik traektoriya bo‘yicha
harakatlanadi (9-rasm). 9-rasmda massasi Quyosh massasidan kichik
bo‘lgan plajietaning elliptik orbitasi keltirilgan. Fokuslaridan birida
Quyosh joylashgan. Elliptik trayektoriyadagi Quyoshga eng yagin
nuqta - “peregeliy”, eng uzoq nuqgta - “afeliy” deyiladi. “Peregeliy”
va “afeliy” orasidagi masofa - ellipsning katta o ‘qidir.

Afeliy

Peregeliy

9-rasm. Osmon obyektlarining Quyosh atrofidagi elliptik orbitasi.
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3-misol. x2+ 2y 2= 2 ellipsning ekssentrisiteti va direktri-
sasini toping.

Yechish. Tenglamani 2 ga bo‘lib, kanonik ko‘rinishga kelti-
ramiz:

X2 y2__
2+ 1~ X
a2= 2, hz=1 c2=a2—b2=2—1=1.
c _J__ V2

£“au VfHT

Direktrisa formulasiga ko‘ra

a V2

X = + —, X = +~T=r=%2,
« V2
2

4-misol. Ekssentrisiteti £ = ” ga teng bo‘lgan ellipsning focus-
laridan biri (6;0) nugtada bo4sa, uning kanonik tenglamasini tuzing.
Yechish. Shartgako’ra,c = 6. e = =% =¢=2a

2
=-a =>a=09.

c2 = a2 —bh2tenglikdan 6 ning giymatini topamiz:
62 = 92—b2 =» b2 —45.
Ellipsning kanonik tenglamasini yozamiz:

X2 V2
— + — =1.
81 45

5-misoL Katta o‘qi kichik o‘gidan uch marta katta bo‘lgan
ellipsning ekssentrisitetini toping.
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Yechish. Shartga ko‘ra, a —3b.c —Va2—b2 tenglikdan

c=V(36)2- b2 2Vab£=- = £= 2’;"72"'- E— 2;2
6-misol. —+ ~ = 1 ellipsning fokuslari, ekssentrisiteti va

direktrisasini toping.

Yechish. Tenglamadan ma’lumki, a < b, ya’nia = 3, b = 5.
U holda ellips fokuslari Oy o‘gida bo‘lib, ¢ = fo2—a2; ¢ =
V52- 32=>c=4,Fx(0;-4),R2(0;4).£=| i bo‘ladi. Direk-

trisa formulasiga ko‘ra

25

y = %- y=J==+T.

g1 <«

Ellipsning markazi, fokuslarining koordinata o ‘qlaridajoylashi-
shi va uning elementlarini 1,2-jadvallarda keltiramiz.

1-jadval
Markazi 0(0,0) nugtada bo‘lgan ellips
Standart X2 y2 X2 y2
tenglamasi a5 g L 5
a>b a<b
Fokuslari F(xc, 0) F(0, £c)
Fokus c=Va2—h2 c = nlii2- a2
koordinatasi
Ekssentrisiteti c=° e &
a b
Katta yarim a b
0‘g uzunligi
Kichik yarim b a
0‘q uzunligi
. o a
Direktrisasi = y = +E_
Fokal o“gi Ox Oy
10-rasm, (a) 10-rasm, (ft)
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2-jadvai
Markazi 0(h, k) nugtada boigan ellips
Tenglama  (x —ft)2" (y —fc)2 (x-ft)2 (y-fc)2

ko‘riinshi a2 ft2 a2 b2
a>ft « «JiVs '4 ac<t
Fokuslari F(h £ c /o) F(h,kxc)
Fokus ¢ = Va2—b2 c—4b2- a2
koordinatasi
Ekssentrisiteti =& ¢
a £=b ,
Katta yarim a .
o‘g uzunligi ’
Kichik yarim b a
0‘q uzunligi
. 9 a
Direktrisasi X = + - +ft y :J_r~1;5_fé
Fokal o“qi Y —k X=ft
Fokal o‘gdagi (ft-a»; (ft, x + ft);
uchlari (h + a.k) (ft, k —ft)
11-rasm, (a) 11-rasm, (ft)
10-rasm.
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@ (b)
11-rasm.

7-misol. (-2, -1) va (8, -1) nugtalar ellipsning katta o ‘gi uchlarini
tashkil etadi. Uning kichik o‘gi uzunligi 8 ga teng. Ellipsning kanonik
tenglamasini tuzing.

Yechish. Misol shartigako‘ra, ellipsning kanonik tenglamasi

&-h)2 (y-k)2
a2 b2 ~

(a > b) ko‘rinishga bo‘ladi. Ellips markazi (h, k) nugta
koordinatalarini aniglaymiz:

A=it p =3 t=rlztl)=_,
Ellipsning katta va Kichik yarim o ‘glari uzunliklari:
8 - (-2 8
a= N =5 b=—=4

Aniglangan giymatlarni kanonik tenglamaga go‘yamiz:
(x-3)2 (y-(-1))2

52 42 —
x~3)2 (y+1)2
25 16

8-misol. Ellipsning markazi, uchlari va fokusi koordinatalarini
aniglang:
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(c4-2)2 , (Y -5)2,
9 + 49
Yechish. Ellipsning kichik va katta yarim o‘glari uzunliklari:
a=3 b= 7a< b Uholda,
(*-/1)2 (y~k)2
az2 b2
kanonik tenglamaga asosan, ellips markazi koordinatalari: h =
—2,k = 5. Fokal o'gqdagi uchlari, (h,k + b); (h, kK —b) nuqta
koordinatalarini aniglaymiz:
(hyk+b)=(-2,5+7)=(-2,12) va
(ft, k- b) = (2,5 —7) = (-2, -2).
Fokus koordinatasi: ¢ = Vfe2—a2 = n/49 —9 = n/40.
Fokuslari: F(h,k £ ¢c) => F(—2,5 = n/40).
Demak, ellipsning fokuslari Fx(—2,11.32) va F2(—2, —1.32).

3-8. Giperbola

Tekislikda Fx va F2 nugtalar berilgan boiib, ular orasidagi

masofa 2c(c > 0) gateng boisin.
Ta'rif. Berilgan (Fj va F2) nuqtalargacha boigan masofalar

ayirmasiining absolyut giymati o‘zgarmas 2a songa teng boigan
nuqgtalarning geometrik o‘miga giperbola deyiladi.  va F2 nugtalar
giperbola fokuslari deyiladi.

Giperbolaning kanonik tenglamasini keltirib chigaramiz. Fxva
F2 nugtalami Ox o‘gi bo‘ylab koordinata boshiga nisbatan simmetrik
holda ¢ masofada joylashtiramiz. U holda fokus nuqtalar quyidagi
koordinatalarga ega boiadi: Fj (—e€; 0), F2(c; 0).

Oxy koordinatalar sistemasida tasvirlangan giperboladagi
ixtiyoriy M (x,y) nugtani olamiz, Ta’rifga asosan:

IFtM| - |F2M| = +2a (15)
boiadi. Ikki nuqgta orasidagi masofa formulasiga ko ‘ra:
m(x + c)2+y2==+2a+V(x—)2+y2

Tenglikninghar ikki tomonini kvadratga oshiramiz va uni

soddalashtiramiz:

(X+C)24y2=4a2+ 4 (x—C)24y2+ (x —C)2+ Y2
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CX —a2 = *a-sj(x —¢)2+y?2
(c2—a2)x2—azy2= aZc2 —a2),
c > a boigani uchun c2—a2> 0 bo‘ladi. U holda b2= =
c2—a?2 almashtirish yordamida
h2x2 —a2y 2 = a2b2
tenglama hosil bo‘ladi. Tenglamaning har ikki tomonini a2ii2 ga
bo‘lamiz:
X2 y2
al~b2=1" A
(16) tenglama giperbolaning kanonik tenglamasi deyiladi.
Giperbolaning koordinata o‘glari bilan kesishish nugtasini topamiz.
(16) tenglamaga x —O0 giymatni qo ‘yamiz:
z!=
“ b2 T
Tenglamaning chap tomoni manfiy yoki 0 gateng, 0‘ng tomoni
esa 0 dan Kkatta, tenglama ma’noga ega bo‘lmaydi. Bu natija
giperbolaning ordmata o‘qgini kesib o‘tmasligini bildiradi. Endi (16)
tenglamagay = 0 giymatni qo‘yamiz:
X2
a2
Bu tenglik giperbola abssissa o‘gini At(—a\0) va A2(a; 0)
nugtalarda kesishini bildiradi. At va A2nugqtalar giperbola uchlari,
A+A2 kesma esa uning haqiqiy o ‘gi deyiladi.
Oldingi paragrafdagi belgilashlar asosida va giperbola ta’rifiga
binoan:
rt-r2=t2a. a7
2-8 dagi kabi
r2—r2= 4cx (18)
tenglikni topamiz va uni
(rx- r2xXrr + r2) = Acx
ko‘rinishda ifodalaymiz. (3) tenglamaga asosan

rl+r2= £27x (19)
tenglikka kelamiz. (17) va (19) tenglamalardan rx va r2 topiladi:
rli2 = \sxza\, (20)
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bu yerda £=~> 1 — giperbolaning ekssentrisiteti deyiladi.
Ekssentrisitet giperbola o‘glari nisbati bilan aniglanadi va uning
shaklini ifodalaydi. £ giymati gancha katta boisa, giperbola
asosidagi tomonlari 2a va 2b ga teng to‘g‘ri to‘rtburchak mavhum
0°‘q bo‘ylab kattalashadi.

X = + ™ to‘g‘ri chiziglar giperbolaning direktrisalari deyiladi
(12-rasm). Giperbola ekssentrisiteti e > 1 boigani uchun - < a
boiadi.

Giperbola asimptotalari to‘g‘ri chiziglar boiib, bu to'g'ri
chiziglar x ning cheksiz kattalashib borishi bilan giperbolaga borgan
sari yaginlashib boradi. k = ttga = + 2 boiishini hisobga olsak,
giperbola asimptotalari tenglamalari

Y= 27X (21)

ko‘rinishda boiadi.

12-rasm.
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13-rasm.

Quyidagilargiperbola elementlarini tashkil etadi:
* 0 nuqgta- giperbola markazi;
At (—a; 0) va A2(a; 0) nuqtalar - giperbola uchlari;
F1(—e; 0), R2(c;0) - giperbola fokuslari;

» 2c - fokuslar orasidagi masofa, bu yerda ¢ = Va2 + b2;

* AXA2 = 2a - giperbolaning hagigiy o‘gi, BxBr —2b
giperbolaning mavhum o ‘qi;

e a> 0 - giperbolaning haqgigiy yarim o‘qi, b > 0 giper-
bolaning mavhum yarim o‘qi uzunliklari;

» £ = £_ giperbola ekssentrisiteti (e > 1);

e X = £ | - giperboladirektrisa tenglamasi;

e y = + ~x - giperbola asimptota tenglamasi.

Agar a = b bo‘lsa, giperbola teng tomonli deyiladi, uning
tenglamasi xz —y 2 = a2 ko‘rinishda bo‘ladi.

2 2

S A G y1va ——= 1 giperboialar go‘shma giperbolalz
deyiladi.

Giperbolaning kanonik tenglamasiga ko‘ra grafigini yasash
algoritmi:

L Koordinata boshidan abssissa o'gining ikki tomoni bo‘yle
haqgiqgiy yarim o‘q a ning uzunligiga teng kesmalar ajratamiz.
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2. Koordinata boshidan ordinata o'qining ikki tomoni bo‘ylab
mavhum yarim o‘q b ning uzunligiga teng kesmalar ajratamiz.

3. Markazi Dekart koordinatalar sistemasi boshida boMgan,
tomoni,ari 2a va 2b ga teng bo‘lib, koordinata o‘qlariga parallel
bo‘lgan to‘g‘ri to‘rtburchak yasaladi.

4. To*‘g‘ri to‘rtburchak diagonallari yasaladi va to*‘g‘ri to ‘rtbur-
chak tashqgarisiga ham davom ettiriladi. Bu chiziglar giperbola

asimptotalaridir.

5. Giperbola uchlarini (-a;0) va (a; 0) nugtalarda belgilay-
miz. Bu nugtalardan asimptotalargacha yaginlashib boradigan va uni
kesib o‘tmaydigzan shzox chiziglarni yasaymiz.

9-misoL = 1 giperbolaning ekssentrisiteti, direktrisa va

asimptotalarini toping.
Yechish. Berilgan tenglamada a = 5,b = 4. Bundan

c=VarTF =V25+ 16 =n/4l-g=£="> 1.

Direktrisa tenglamasi x = £ p Bundan X = £ -J=-= + ~r ni
IT

topamiz. 5 4
y = +-x formulaga ko‘ra, y = £-x giperbola asimptota

tenglamalarini aniglaymiz.
10-misol. Aot 1 giperbola grafigini yasang. Uning

ekssentrisiteti, fokusi va direktrisasini toping.
Yechish.

c2—a2+b2 => ¢=5 => £7-5,0)" (5,0).

- direktrisa tenglamasi.
M2 £ £=5; |M?4- =8. MIN21=8.
y -- + ~x —giperbola asimptotasi (14-rasm).
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14-rasm.

II-misol. Hagiqiy o‘qi 6 ga teng va (9; -4) nugtadan o ‘tuvchi
giperbolaning kanonik tenglamasini yozing,

Yechish. Shartga ko‘ra, 2a —6 => a = 3.

Berilgan (9; -4) nuqta giperbola egri chizig‘iga tegishli bo‘l-
ganligi uchun, nugta koordinatalarini giperbola kanonik tenglamasiga
qo‘yamiz:

92 ( 42 92 (-4)2 _ ., O
a? B2 - - 32 a2 - -

a va & ning giymatlarini kanonik tenglamaga qo‘yamiz:

X2 2
y=1

Natijada izlanayotgan kanonik tenglama hosil bo‘Idi.
Giperbolaning markazi, fokuslarining koordinata o‘glarida
joylashishi va uning elementlarini 3,4-jadvallarda keltiramiz.
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3-jadval

Markazi 0(0, 0) nugtada bo‘lgan giperbola

Stai’dart
tenglamasi
Fokuslari
Fokas
koordinatasi
Ekssentrisiteti

Haqiqiy yarim o‘q

uzunligi

Mavhum yarim

o‘p uzunligi
Direktrisasi

Fokal o‘qi
Asimptota
tenglamasi

X2 y2

fl2
F(xc, 0)

¢ —Va2+ b2

£f—

a

y2 X2

hz~a2“ 1
F(0, £c)

c=-fa2+ b2

¥ +1
Oy

y~+-X

15-rasm, (b)
4-jadval

Markazi O(h, k) nugtada bo‘lgan giperbola

Tenglama
ko'rinishi

Fokuslari
Fokus
koordinatasi
Ekssentrisiteti

Hagqigiy yarim
0‘q uzunligi
Mavhum yarim
0‘g uzunligi
Direktrisasi

Fokal o‘qi
Asimptota
tenglamasi

(x-h)2 (y- AR

a2 b2
=1
F(h £ ¢, k)
c=Va2+h2
{x
=
o]
a
b
a
X —+~+h

y—ib—(x—h)+K

16-rasm, (a)
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(y- K)2 (x- K)2

h2 a2
=1
F(h,ktc)

c=JbhEf+ a2

%

o

i 0
i

+ K

Felgen

y=2

X =h

y=i;(jc—h)+K

16-rasm, (6)



15-rasm.

16-rasm.

105



12-misol. (-2, -1) va (8, -1) nugtalar giperbolaning haqiqiy o‘qi
uchlarini tashkil etadi. Uning mavhum o‘gi uzunligi 8 ga teng,
Giperbolaning kanonik tenglamasini tuzing.

Yechish. Misol shartiga ko‘ra, giperbolaning kanonik
tenglamasi

(x-h)2 (y—x)2
az2 b2
ko‘rinishga bo‘ladi. Giperbola markazi (h, k) nugta koordinatalarini
aniglaymiz:
, 8+ (~2) -1 +(-1)
2 2

Giperbolaning haqiqiy va mavhum yarim o ‘qlari uzunliklarini:

8-(-2) r L 8
” = e D 5| =
Aniglangan giymatlami kanonik tenglamaga qo‘yamiz:
(x-3)2 o - (-1))2

52 42 =1
(;:—3)2 (y+1)2
25 16

13-misol. Giperbolaning markazi, uchlari va fokusi
koordinatalarini aniglang:
(x+2)2 (y-5)2
9 49
Yechish. Giperbolaning hagiqiy va mavhum yarim o‘qlari
uzunliklari: a = 3, b = 7. U holda,
(*-/1Q2 Q-Ar)2
a2 2
kanonik tenglamaga asosan, giperbola markazi koordinatalari: h =
—2,k = 5. Fokal o‘qdagi uchlari, (/i —a, fc); (h + a, k) nugta
koordinatalarini aniglaymiz:
(h—a, k) = (-2 - 3,5) = (-5,5) va
(h+ak) = (—=2+ 3, 5) = (1, 5).
Fokus koordinatasi: ¢ = nfa2 + b2 = n/9 + 49 = n/58.
Fokuslari: F(/i £ c,fc) => F(—2 £ n/40,5).
Demak, ellipsning fokuslari Ft (—9.62,5) vaFz(5.62, 5).
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4-8. Parabola

Tekislikda Dekart koordinatalar sistemasini olaylik. Shu
tekislikda Oy o‘giga parallel to‘g‘ri chiziq va bu to‘g‘ri chiziqga
tegishli bo‘Imagan (2 >0) nugta berilgan bo‘lsin.

Ta’rif. Berilgan nugta va to‘g‘ri chizigdan bir xil masofada
joylashgan tekislikdagi barcha nugtalar to ‘plami parabola deyiladi.

Parabola kanonik tenglamasini keltirib chigaramiz. F (]; 0)
nugtani va x = —| to‘g‘ri chizigni koordinatalar sistemasida
yasaymiz (p > 0). M(x,y) - paraboladagi ixtiyoriy nuqgta bo‘lsin
(17-rasm).

Ta’rifga ko‘ra,

[FM| = \BM\. (22)

Ikki nuqta orasidagi masofa formulasiga binoan

IBM| = |x-(-])1, \FM\ = J(x - 1)2+ (y ~ 0)2,

bu giymatlarni (22) tenglikka go‘yamiz:

17-rasm.
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Hosil bo‘lgan tenglamaning ikki tomonini kvadratga oshiramiz
va gavslami ochib chigamiz:

X2+px+p—2:x2—px+E+y2.
4 4

Soddalashtirishlardan so‘ng, tenglama
y2= 2px (23)
ko‘rinishga keladi. (23) tenglama parabolaning kanonik tenglamasi
deyiladi.
Fokusdan paraboladagi ixtiyoriy M(x, y) nugtagacha boMgan r
masofani topamiz. 17-rasmga ko‘ra, AFKM —to‘g‘ri burchakli
uchburchak. Pifagor teoremasiga asosan

FM2 = FK2+ KM2.
FM=r, FK=y, KM = X -OF = x -\.
r2=y2+ (X- 1)
M2
r2= 2px + x2—px + ~
r2=px+x2+—=(x+

% 2
r= 2'

Fokusdan paraboladagi ixtiyoriy M(x, y) nugtagacha boflgan r

masofa
r=|+x . (24)

formula yordamida aniglanadi.
Quyidagilarparabola elementlarini tashkil etadi:

* 0 nuqta parabola uchi;

« F(|; 0) - parabola fokusi;

* X = —2 —parabola direktrisasi tenglamasi;
* e = 1- parabola ekssentrisiteti;
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. p fokal parametr (fokusdan direktrisagacha boigan masof
yoki Ox o'giga perpendikulyar ravishda fokusdan o‘tgan vatar
uzunligining yarmi).

Agar parabola Oy o‘giga nisbatan simmetrik boisa, uning
kanonik tenlamasi

X2 = 2py (25)
ko‘rinishda bofladi. Uning fokusi Oy o‘gidagi F”"0;” nuqtada
direktrisasi ¥ ~ ~\> fokusdan paraboladagi ixtiyoriy M(x,y)

nugtagacha boigan r masofar = y + 1 formula bilan aniglanadi.
14-misol. Uchi koordinada boshida va Ox o0°‘gga nisbatan
simmetrik boigan parabola, A(9;6) nugtadan o ‘tadi. Uning kanonik
tenglamasini yozing.
Yechish. Misol shartiga ko‘ra, parabola Ox o‘giga nisbatan
simmetrik va uchi koordinata boshida, uning kanonik tenlamasi
y2= 2px

ko‘rinishda boiadi. A(9;6) nuqgta parabolaga tegishli boigani uchun
nugta koordinatalarini parabola tenglamasiga go ‘yamiz:

6Z=2p 9 =>p = 2 -
Parabolaning izlanayotgan kanonik tenglamasini yozamiz:
y 2 —4x.
15-misol. y2 = 16x parabolaning fokusi koordinatalari va

direktrisa tenglamasini toping.
Yechish. 2px = 16x =» p —8.

f(];°) = £(5;0) => F(4,0).
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Parabola direktrisasi tenglamasi:
X = _p:* X = _8 => X = 4
2 2 '

16-misol. Kanalning ko‘ndalang kesimi parabola shakliga ega
(18-rasm).

Agar OA —a, BC = 2b bo‘lsa, rasmdagi ko‘rsatiigan o‘qglarga
nisbatan uning tenglamasini yozing.

18-rasm.

Yechish. Kanal ko‘ndalang kesim chizig‘i Oy o‘giga nisbatan
simmetrik paraboladir. Uning tenglamasi x2 = 2py ko‘rinishda
bo‘ladi. C nuqgtaning koordinatalari (b; a) dan iborat. C nugta
koordinatalarini parabola tenglamasiga qo‘yamiz:

b2 = 2pa.

Bu tenglikdan p parametrni aniglaymiz:
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p - parametrni parabola tenglamasiga go‘yamiz:

Hosil bo‘lgan tenglama parabola shaklidagi kanal ko‘ndalang
kesim tenglamasidir.

Parabolaning kanonik tenglamalari va ulaming mos
elementlarini 5,6-jadvallarda keltiramiz.

5-jadval
Uchi 0(0,0) nugtada bo‘lj;an parabola
. Standart  x* = X2=-2py yl- 2pjr y"=-2px
tenglamasi
Fokusi mo- 1) F (f,0) m-\.0)
Direktrisasi P P P v
: Y- 2 Yy 2 2 2
Simmetriya Oy Oy Ox Ox
o‘qi
19-rasm, 19-rasm, 20-rasin, 20-rasm,
") ) <)
6-jadval

Uchi O(A A nugtada boigan parabola
Tenglama (x —h)2=2p(y —k) (y~k)z=2p(x-K)
ko‘rinishi

Fokusi F(h,k + F(k +7,k)
Direktrisasi = <= X —h—FP_
~ > 2
Simmetriya x =h y =K
o‘qi
21-rasm, (a) 21-rasm, (A

m



(@)

19-rasm.

20-rasm.
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2 1-rasm.
17-misol. Uchi (3, 4) va fokusi (5, 4) nugtada bo‘lgan
parabolaning kanonik tenglamasini tuzing.
Yechish. Parabola uchi (3, 4) va fokusi (5, 4) nugtada

bo'lganligi uchun, unung simmetriya o‘gi y = 4 to‘g‘ri chiziq
boiadi. Parabbla kanonik tenglamasi:

(y- k)2= 2p(x - ft).

Parabola uchi (3, 4) nugtada, u holdah = 3vak = 4. F(5, 4)
fokus koordinatasidanp parametmi aniglaymiz:

F(ft+],k),
ft+ E=5 => 3+-= 5 => p=4
2 2

Demak, parabolaning kanonik tenglamasi:
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(y-4)2=8(x-3).

Parabolaning optik xossasi. Parabolaning ixtiyoriy nuqtasiga
o‘tkazilgan urinma fokal radius vektor va parabola simmetriya o‘qi
bilan bir xil burchak tashkil etadi (22-rasm).

Shu optik xossadan yorug‘lik, tovush, radiyo va boshqa elektro-
magnit toiginlami uzatish va gabul qilish uchun turli sohalarda
go‘llaniladi. Masalan, parabolik ko‘rinishdagi projektoming fokusida
yorug'lik manbai joylashtirilsa, fokusdan chiggan nurlar paraboloid
sirtiga urinadi va 23.a-rasmdagidek, yorug‘lik nurlari parabola
simmetriya o‘giga parallel akslanadi. Bu xossadan shuningdek,
fonarlar, avtomobil faralari, projektorlar, mikroto‘lginli relelar va
sputnik antennalarda ham foydalaniladi (24-rasm). Radiyoteleskop
va televizon sputnik antennalar yordamida parabolik reflektoming
simmetriya o‘giga parallel holda kiruvchi signallar reflektor fokusiga
yo'naltiriladi va signallar kuchaytiriladi (23.b, 24-rasmlar)..
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24-rasm.
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5-8. Ikkinchi tartibli egri chiziglaming umumiy tenglamasi

Ikkinchi tartibli chizig yoki egri chizigning umumiy algebraik

tenglamasi

Ax2+ 2Bxy + Cy2+ 2Dx + 2Ey + F= 0 (26)
berilgan bo Isin. Bu yerda A, B, C,D,E,F - haqigiy sonlar. Yugorida
o'rgangan ikkinchi tartibli egri chiziglar aylana, ellips, giperbola va
parabolaning kanonik tenglamalari (26) tenglamaning xususiy
holidir. Agar (26) tenglamada B = 0 teng bo‘lib, ikkinchi tartibli egri
chiziglaming simmetriya o‘glari koordinata o ‘glariga parallel boisa,
(26) tenglama koeffitsientlari asosida tekislikda ikkinchi tartibli egri
chiziglaming turini aniglash mumkin:

1 Agar A = Choisa, aylana.

2. Agari4-C>0vaA~"C boisa, ellips.

3. AgarA «C < 0 boisa, giperbola.

4. AgarAmC = 0,]12+ Q" 0boisa, parabola.

Masalan:

1 2x2+ 5y2—3c+ 7y —5 = 0 - ellips tenglamasi, chunki
A=2C=SAC=2m=10>0.

2. 8x —7y —2x2—2y2+ 4 = 0 -aylana, chunki A = —2,
C=-2.

3. x2—6y2+ |0x —14y + 20 = 0 - giperbola tenglamasi,
chunkiA =1,C= —6,A+C=1m(-—6) = —6< 0.

4. 4x2 —12y + 16x —7 = 0 - parabola tenglamasi, chunki
A=4C=0Am=0A®0A2+C2=42+ R PO.

Ikkinchi tartibli egri chiziglaming umumiy tenglamasini
kanonik ko‘rinishga keltirish masalasini o‘rganamiz. Bu masala
koordinata o‘glarini parallel ko‘chirish va koordinata o‘glarini
maium a burchakka burish yordamida hal etiladi.

1 Koordinata o‘qlarini parallel ko‘chirish. Koordi
boshini 0 nugtadan Ot nuqtaga parallel ko‘chiramiz. Faraz gilamiz,
Oxy koordinata sistemasida P(x,y) nuqgta berilgan boisin.
Koordinata o‘glarini parallel ko‘chirish natijasida P nugta Oxx'y"
koordinata sistemasida x' va y' koordinatalarga ega boiadi (25-
rasm). Eski va yangi koordinatalar sistemasida P(x,y) vaP(n:'y")
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nugta koordinatalari orasidagi bogiiglik quyidagi formulalar bilan
ifodalanadi:

= X'+
(x x' x0, 27)
ly = y' +y0,
yoki (28)
Ky =y - yo0.

(27) va (28) formulalar koordinata o‘qlarini parallel ko‘chirish
formulalari deyiladi.

¥

r
Y y *P{x>y) (P(xy))
W *
o r
ml
X X
O o
25-rasm.
2. Koordinata o‘glarini burish. Oxy Dekart koordinatalar

sistemasi va P(x, y) nugtaberilgan boisin. Koordinata o‘glarini soat
strelkasiga garama-qgarshi yo‘nalishda a burchakka buramiz. P
nugtaning koordinatalari Ox'y" koordinatalar sistemasida x' vay' ga
teng (33-rasm).
ASPD uchburchakda /SPD —a, OD = x', PD = y".
Ravshanki,
x = OA = OB —AB = OB —SD,
y = PA=AS+ SP = DB + SP.

Ma’lumki,
OB x cosa, SD = y'sina,
SP m y’cosa, DB = x"sin a.
Natijada
(x - x' c_os a —yl sm a, (29)
ly = x"sina + y'cosa.
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26-rasm.

Bu formulalar ixtiyoriy P nugtaning (pc; y) eski koordinata-
larini koordinata o‘glarini a burchakka burish natijasida hosil
boigan yangi (x',yf) koordinatalar orgali ifodasidir. P nugtaning
yangi (x’,y') koordinatalarini eski (x; y) koordinatalar bilan
ifodalash uchun (29) formulada eski va yangi koordinatalar o ‘mini va
a ni esa (—a) ga almashtirish kerak. Natijada

(x'" = xcosa +ysina

(y>» = —xsina +ycosa
formula hosil boiadi. (30) formula koordinata oalarini burish
formulasi deyiladi.

18-misol. 2x2 —8x + 2y 2+ 4y —62 = 0 egri chiziq tupini
aniglang va tenglamani kanonik ko‘rinishga keltiring.

Yechish. x2 va y2 oldidagi koeffitsiyentlar teng, ya’ni A =
2,C = 2,A = C. Shu sababli berilgan tenglama aylana tenglamasidir.

Tenglamani kanonik ko‘rinishdagi tenglamaga keltirish uchun
unda gatnashayotgan har bir o‘zgaruvchiga nisbatan toia kvadratni
ajratamiz.

Maktab matematikasidan ma’lumki, ushbu ko ‘rinishdagi

m2+ 2mn+n2= (m + n)2va
m2—2mn + n2—(m —n)z
ifodalar toia kvadrat deyiladi.

Berilgan tenglamadan x gatnashgan hadlarni olamiz va toia
kvadratni ajratamiz:
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2{X2 —4X) = 2(Xr —2 ™ W2 + 22 —22)
2((x - 2)2-4) = 2(x- 2)2- 8.
Xuddi shuningdek, y gatnashgan hadlar uchun:
2y2+ 4y = 2(y2+ 2y) = 2(y2+ 2my 1+ 12—12)
=2((y+ 12- 1)=2(y+1)2- 2
To*lakvadrat gatnashgan ifodalarni berilgan tenglamaga
go‘yamiz:

2X2 —8x

2(x - 2)2- 8+ 2(y+1)2- 2-62=0

Ozod hadlmi tenglikning o‘ng tomoniga o‘tkazamiz va

tenglikning har ikki tomonini 2 ga boiamiz:
(x—2)2+ (y+1)2= 36.

Hosil boigan tenglama markazi C(2; —1) nugtada radiusi R =
6 gateng bo‘lgan aylana tenglamasidir.

(28) formulaga ko‘ra x' = x —2, y' =y + 1 belgilashlar
kiritamiz.

Natijada x'2 + y'2 = 36 aylana tenglamasini hosil gilamiz.

19-misol. x2+ 8x + 9y2—36y —29 = 0 tenglama bilan
aniglangan ikkinchi tartibli egri chiziq tipini aniglang va tenglamani
kanonik ko‘rinishga keltiring.

Yechish. A= 1,C=9 AmC=1m8>0 A PC.

Berilgan tenglama ellips tenglamasidir. Tenglamani kanonik
ko‘rinishga keltirish uchun har bir o‘zgaruvchilar bo‘yicha toia
kvadratlarni ajratamiz:

X2+ 8X = X2+ 2K 4+ 42- 42= (x +4)2- 16.

9y2- 36y = 9(y2- 4y) = 9(y2- 2wy M2 + 22- 22)

= 9(y —2)2 —36.
Hosil boigan ifodalarni tenglamaga gayta go ‘yamiz:
(x+4)2-16 +9(y- 2)2—36 —29 —0
Ozod hadlami tenglikning 0‘ng tomoniga o ‘tkazamiz:
(x+4)2+ 9(y - 2)2 = 81.

Tenglamani 81 ga boiamiz:

(x+4)2 (y- 22 _

81 9

Ma’lumki, a = 9,fe = 3.
Tenglamada (3) formulaga ko‘ra

X'=x+4; y' —y —2
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belgilashlar kiritamiz. Natijada ellipsning kanonik tenglamasi hosil
bo‘ladi:

~R + 82~
20-misol. 9xz —18x + 16y2+ 64y —71 = 0 tenglama bilan
aniglangan ikkinchi tartibli egri chiziq tenglamasini kanonik
ko‘rinishga keltiring.
Yechish.A = 9,C= 16,AC —9ml6> 0. ADC
Berilgan tenglama ellips tenglamasidir. Tenglamani kanonik
ko‘rinishga keltirish uchun har bir o'zgaruvchilar bo‘yicha to‘la
kvadratlarni ajratamiz:
9(x2—2x + 1) + 16(y2+ 4y +4) =71+ 9ml + 16 m.
9(x - 1)2+ 16(y + 2)2= 144.
Tenglikning o ‘ng va chap tomonlarini 144 ga boiamiz:
*-D2 (y+2)2_
16 9
Ma’lumki,a = 4,b = 3.
Tenglamada (28) formulaga ko‘ra,
X'=x—1, y'=y+2
belgilashlar kiritamiz. Natijada ellipsning kanonik tenglamasi hosil
bo‘ladi:
X't y'2

42 32

21-misol. x2 + 8x —7y —5 = 0 tenglama bilan egri chiziq
tipini aniglang va tenglamani kanonik ko'rinishga keltiring.
Yechish. Tenglamaday 2 gatnashmaydi, demak, A -C = 0. Bu
tenglama parabola tenglamasidir. Tenglamani kanonik ko‘rinishga
keltirish uchun x o‘zgaruvchiga nisbatan to‘la kvadratni ajratamiz:
X2+ 8x = x2+ 2mx W+ 42—42= (x + 4)2—16.
Bu ifodani tenglamaga olib borib qo‘yamiz:
(x +4)2- 16- 7y- 5=0,
(x +4)2=T7y + 21,
(x+4)2=T7(y + 3).
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Hosil boigan tenglama x = —mtvertikal simmetriya o‘giga ega
boigan parabola tenglamasidir. Parabola uchi (—4; —3) nugtada
joylashgan (27-rasm).

(28) formulagako‘ra, = x+ 4, / =y + 3 almashtirishlz
yordamida parabolaning kanonik tenglamasini hosil gilamiz:
xn =ly".

22-misol. Teng tomonli x2—y2 = a2 giperbola grafigida
koordinata o‘glari a = 45° burchakka burildi. Yangi koordinatalar
sistemasida giperbola tenglamasini yozing.
Yechish. Simmetriya o ‘qlariga nisbatan teng tomonli
X2—y2= a2
giperbola asimptotalari o‘zaro perpendikulyar. Eski koordinata
o‘glarini soat strelkasi yo‘nalishida 45° ga buramiz. (29) formulaga
koea,
X —x'cosa —y'sina,
y = x'sina 4-y' cosa,
bu yerdaa = —45° gateng, u holda
V2 m V2 y[2f |
X=T TY ~2 *y
n?2 V2 V2
y=-~"LMN+7-y, =Y c_;c/l+3))-
x vay ning koordinatalarini x2 —y 2 = a2tenglamaga qo ‘yamiz:
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i(x'+yY2-i(-x"'+y")2=a2
Qavslarni ochib, o‘xshash hadlami soddalashtiramiz:
2x'y' = a2 yoki x'y' = +y
Natijaday' = + ~ tenglama hosil bo‘ladi. Agara = n/2k (K -
parametr) belgilash kiritamiz, u holda maktab o‘quvchilariga tanish
bo‘lgany' = —giperbolatenglamasi kelib chigadi.
3. Ikkinchi tartibli egri chizig tenglamasi invariantlari.
Ikkinchi tartibli egri chiziglar tupini aniglashning yuqorida ko ‘rilgan
usuli xususiy hoi bo‘lib, endi umumiy holni ko‘ramiz. (26) tenglama

koeffitsiyentlaridan ushbu ifodani tuzamiz:
| = A+ C —birinchi invariant,

S = — ikkinchi invariant,
A B D
A= B C E — uchinchi invariant.
D E F

[ - determinant (26) tenglamaning katta diskriminanti
deyiladi, 8- yuqori tartibli hadlarining kichik diskriminanti deyiladi.
6 va [l giymatlariga asosan (26) tenglama bilan quyidagi geometrik
tasvirlami ifodalashini aniglash mumkin:

A& 0 =10
<S>0 Ellips (haqgigiy va mavhum) Nugta
<y<0 Giperbola Kesishuvchi ikkita
to‘g‘ri chiziglar
&= 0 Parabola Parallel to‘gri
chiziglar juftligi

(haqigiy yoki mavhum)

Agar 5~ 0 boisa, chizig markazga ega boiadi va u quyidagi
tenglamalardan aniglanadi:
Ax+By+D=0, Bx+ Cy+E=0 (31)
Koordinata boshini O'(x0,y0) markazga ko‘chiramiz va (26)
tenglamani quyidagi ko‘rinishga keltiramiz:
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Ax’2+ 2Bx’y' + Cy'2+ F* = 0, (32)
bu yerda
Fj = Dx0O+ Ey0+ F =j. (33)
O'x'va O'y' o‘glami gandaydir a burchakka burish natijasida
(32) tenglama kanonik ko‘rinishga keladi:
ArX'2+ CtY'2+ Fi = 0. (34)
Ar va ¢t koeffitsiyentlar quyidagi xarakteristik tenglama
ildizlaridir:

A2-1A + 8 =0. (35)
a burilish burchagi quyidagi formuladan aniglanadi:
tga = ,_ . (36)

23-misol. x2+ 2xy +y2+ 2x+y =0 tenglama tipini
aniglang.
. \A B\
Yechish. S = - °1- = 0.
eCISS]_SGAC8211I20
Tenglama parabolik tipga tegishlidir.
Katta diskriminant qiymatini aniglaymiz:
111
12
1 4

Demak, berilgan tenglama parabola tenglamasini ifodalaydi.

24-misol. 8x2+ 24xy + y2—56x + 18y —55 = 0 tenglama
tipini aniglang.

Yechish. 5 = KI) @*: AC- Bz=8ml- 122= -136.

Tenglama giperbolik tipga tegishlidir.

Katta diskriminant giymatini aniglaymiz:

8 12 -28
A= 12 1 9 =0
-28 9 -55
Demak, berilgan tenglama kesishuvchi ikkita to‘g‘ri chiziglarni

ifodalaydi.
25-misol. 2x2 —4xy + 5y2 —x + 5y —4 = 0 tenglama tipini
aniglang.
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i N 4di= - = —22=
Yechish. 5 L o AC- B2=52-22=6> 0.

Tenglama elliptik tipga tegishlidir.
Katta diskriminant giymatini aniglaymiz:

1
2 5 >
i 2
1 5

2 2

Demak, berilgan tenglama ellips tenglamasini ifodalaydi.

26-misol. 6xy + 8y2—tlx —26y + 11 = 0 tenglama tipini
aniglang va kanonik ko ‘rinishga keltiring.

Yechish.1=A + C=0+8 = 8.

5-!4 ,=NC —B2=0-8 —32= -9,
Tenglama glperbollk tlpga tegishlidir.
0 -6
3 8 -13 81 @ 0.
-6 -13 11

Demak, berilgan tenglama giperbo a tenglamasini ifodalaydi.
(35) tenglamaga binoan, xarakteristik tenglamani tuzamiz:
n2-80-9=0.
Xarakteristik tenglama ildizlari: At = 9, JI2 = —1.
(34) tenglamaga asosan,
9X'2- Y2+ f; 0.
Bu tenglamani kanonik ko ‘rinishga keltiramiz:
Y.c
= 1
Umumiy tenglamaniné ikkinchi invarianti S noldan farqli
giymatga ega, demak, ikkinchi tartibli egri chiziq markazga ega
boiadi vau (31) tenglamalardan aniglanadi:
3y- 6=0, 3x+8y- 13=0.
Bundan x0= —1, y0 = 2.
Demak, markaz koordinatalari:
0'(-1, 2).
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6-8. Qutb koordinatalari sistemasi. Ikkinchi tartibli egri
chiziglaming qutb koordinatalar sistemasidagi tenglamasi

Fizika fanidan maiumki, tabiatda ikki xil harakatlar mavjud:
ilgarilanma va aylanma. Ilgarilanma harakatni Dekart koordinatalar
sistemasida ifodalash mumkin, ammo aylanma harakatni bu
sistemada ifodalashda muammolar vujudga keladi.

XVII asrda de Sen-Vensan5va Kavaleri6 bir-biridan bexabar
holda qutb koordinatalar sistemasini kiritdi va aylanma harakatni
tasvirlash muammosini hal etdilar.

Tekislikda nugta o*mmi aniglash uchun Dekart koordinatalar
sistemasidan tashqgari ko‘p hollarda qutb koordinatalar sistemasi ham
go‘llaniladi.

Ta’rif. Tekislikda qutb koordinatalar sistemasi deb, qutb va
qutb o‘gi bilan aniglanadigan koordinata sistemasiga aytiladi.

Tekislikda 0 nuqgta qutb va undan chiggan OP - qutb o‘qgi
berilgan boisin. U holda tekislikda M nugtaning koordinatalari
(<p;r) boiadi. Bu yerda 9= Z.MOP - qutb burchagi, r = \OM\ ~
masofa - radius vektor (28-rasm).

¥Y

28-rasm.

Agar to‘g‘ri burchakli Dekart koordinatalar sistemasi boshini
qutb, Ox o‘qi esa OP qutb o‘gi deb gabul gilsak, u holda M

e CeH-BeHcaH Mperyap (1584-1667) - 6enbrusimk MatemMaTuk.
6Kasanibepn BoHaBeHTypa (1598-1647) - UTaNUANUK MaTeMaTuk.
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nugtaning Dekart koordinatalar sistemasidagi ( x,y) va qutb
koordinatalar sistemasidagi (<; r) koordinatalari orasidagi bogiiqlik
quyidagicha bo‘ladi:

fX —r cos (p,
ly = rsin (p, A
r=Jx2+y2 tgp= (38)

27-misol. Dekart koordinatalar sistemasida berilgan M (1; —1)
nugtaning qutb koordinatalar sistemasidagi koordinatalarini
aniglang.

Yechish. Shartgako‘ra, x = I,y ——1.

(38) formulaga asosan:r = j1 2+ (d)2= 42, tg<p = -1.<p
ning jir va —" giymatlaridan = —" giymatni olamiz, chunki

sin (p bu giymatda manfiy bo‘lishi kerak.
Demak, qutb koordinatalar sistemasida M nugtaning

koordinatalari (p = — var = V2gateng.

28-misol. Dekart koordinatalar sistemasida berilgan (x —
R)2-by 2 = R2 aylana tenglamasini qutb koordinatalar sistemasida
yozing.

Yechish. Tenglamadagi gavsni ochib chigamiz:

X2—2RXx+ R2+y2—R2=0 <>x2+y2—2Rx = 0.

(37) formulaga ko‘ra x va y ning giymatini hosil bo‘lgan
tenglamaga qo‘yamiz:

(rcosg)2+ (rsing)r —2Rrcos¢ = 0,
r2—2Rrcos¢ = 0.

Tenglikni r (r =£0) ga boiamiz va natijada aylananing qutb

koordinatalar sistemasidagi tenglamasi kelib chigadi:
r = 2Rcos .

Adgar ellips, giperbola va parabolaning fokusini qutb va fokal
simmetriya o‘gini qutb o‘gi sifatida gabul gilsak, u holda bu egri
chiziglarriing qutb koordinatalar sistemasidagi tenglamasi bir xil
boiadi:

r _ mop... (39)
I-ECOS 9

bu yerda r —ekssentrisitet, p - parametr. Ellips va giperbola uchun
p = b—Zgateng bo‘ladi.
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29-misol. Qutb koordinatalar sistemasida ikkinchi tartibli egri
9
chiziq r = 5z4cos tenglama bilan berilgan. Dekart koordinatalar
sistemasidagi kanonik tenglamasini yozing.

Yechish. Tenglamaning chap tomonini (39) ko‘rinishga
keltirish uchun surat va maxrajini 5 ga boiamiz:

9
M= -—--- Ar-) ------- |
i1 _gcose
Bu yerda £ = fl< 1. Demak, egri chiziq ellipsdir.
b2 9 4 ¢ o9 4

V=E=%> £==%=|_/|> br=-5a, C=-53..
b2 va c2ning a orgali ifodasini c2 = a2 —b2 tenglikka go‘yib,
a ganisbatan tenglama hosil gilamiz. Bu tengliklardana = 5, b = 3
giymatlar aniqlanadi va ulami ellipsning kanonik tenglamasiga
go‘yamiz:
X2 V2
—h—=1
52 32
Parabola, ellips va giperbolaning fokusmi qutb va fokal

simmetriya o'gini qutb o‘gi sifatida gabul qilib, ulaming qutb
koordinatalar sistemasidagi tenglamasini keltirib chigaramiz. Bu
yerda ellips va giperbola uchun bitta fokusi, masalan chap fokusi
olinadi (29-31-rasmlar).

F - fokus, FP - qutb o‘gi boisin. FMO = p belgilash Kiritaylik
va p —fokal parametr deyiladi.

Faraz gilaylik, M(r,<p) - egri chizigda ixtiyoriy nuqta boisin
(29-rasm). Parabola, ellips va giperbola xossalariga ko ‘ra,

£~ NM-~ NM' NN
AFKM to“g‘ri burchakli uchburchak boigani uchun
sin(90° —<) = =>KM=rcos<p (41)
NM = NK + KM —NOMO + rcos<p (42)
Ravshanki, NaMa — £, bu yerda FM0 = p. U holda NOMO = .
Natijada NM = - +71Cos (p. (43)

(43) tenglikni (40) ga olib borib go‘yamiz:
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Fr=£-1M = p + TECOS? «»- = 1 _ scos-"
Demak,
r = (44)

1—£ COS (p

Agar £ < 1boisa, ellips; £ = 1 - parabola; £> 1- giperbola
tenglamasini beradi.

(44) tenglamadagi p parametr parabola uchun o‘zining awa
giymatiga, ya’ni fokusdan direktrisagacha boigan masofaga teng.
Ellips va giperbola uchun p parametming giymati a va b yarim

o‘glar bilan ifodalanadi: p _ e,

30-rasm.



31-rasm.

7-8. Ikkinchi tartibli egri chiziglarga oikazilgan
urinmalar tenglamasi

Ikkinchi tartibli egri chiziqg (parabola, ellips, giperbola)
grafigiga o‘tkazilgan urinma tenglamasini keltirib chigaramiz.

1 Parabolaga oHkazilgan urinma tenglamasL Parabola
simmetriya o‘giga parallel boimagan va parabola bilan bitta umumiy
nugtaga ega to‘g‘ri chizig parabolaga urinma boiadi.

Faraz qgilaylik, (x0,y0) nugtay 2 = 2px parabola va = =

= m & 0to‘g‘ri chizigning kesishish nuqtasi boisin.

To‘g‘ri chiziq tenglamasini parametrik tenglamaga keltiramiz:

Xx=nt+xQy —mt+ y0.
Ifodalami parabola kanonik tenglamasiga qo ‘yamiz:
(yO+ mt)2= 2p(x0+ nt) <>y02+ 2mty0+ m2t2
= 2px0+ 2pnt <>m2t2+ 2t(my0—pn) = 0.

Agar my0- pn = 0 boisa, hosil boigan kvadrat tenglama

bitta ildizga ega boiadi,
myO0
my0—pn = 0 <>n = —.

Oxirgi tenglikni parabola bilan (x0,y0) nuqgtada kesishuvchi
to‘g‘ri chizig tenglamasiga go'yamiz:

XxX-Xx0 Y-Yo , n f n
-Tnylr = --/" - ((P(*-*O) = YO(Y—YO)
P

YoY ~ Yo2 = p x - px0.
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y02 = 2px0 bo‘lgani uchun tenglikni quyidagi ko‘rinishda
yozamiz:
YoY ~ 2px0 = p x - pxO0.
Natijada tenglama
yy0=p(x + x0) (45)
ko‘rinishga keladi. (45) tenglamaparabolaning urinma tenglamasi
deyiladi.

2. Ellips va giperbolaga o‘tkazilgan urinma tenglamalari.
Faraz gilaylik, (x0,y0) nugta ~ + - =1 ellips va =~~
to‘g‘ri chizigning urinma nuqtasi bo‘Isin. To“g‘ri chizigning kanonik
tenglamasini parametrik tenglamaga keltiramiz:

X = x0 + nt, Y =y0+ nt.

X vay ning t parametr orqgali ifodasini ellips tenglamasiga

go‘yamiz va kvadratga ko ‘taramiz:

a2 b2
t2¢
Agar- = 0 bo‘lsa, kvadrat tenglama bitta ildizga ega
bo‘ladi. Bu shart bajarilishi uchunn = — m = —  bo‘lishi kerak.
n va m ning giymatlarini to‘g‘ri chizigning kanonik tenglamasiga
go'yamiz:
Xx-x0 Y—Yo , xO(X_ Xo) + yO(y_ yo) = o0,
Yo/fo2 —x0Ja2 a2 b2
gavslami ochib chigamiz va %24# %’3: 1 tenglikni hisobga olgan
holda
No+nz ] (46)

tenglamani hosil gilamiz.
(46) tenglama ellipsning urinma tenglamasi deyiladi.
Xuddi shuningdek,
X2 y2_
a2~b2=1
giperbolaga (x0;y0) nugtada
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urinma tenglamasini keltirib chigarish mumkin.
(47) tenglama giperbolaning urinmatenglamasi deyiladi.

Mustaqil ishlash uchun misoilar

1. Aylana diametrlaridan binning uchlari Mx(2; —) va
M2(—4;—3) nugtalarda yotishi ma‘ium. Aylana tenglamasini
yozing.

2. Quyidagi aylanalaming radiuslari va markazlarining
koordinatalarini aniglang:

d) X2+ y2+ 2x- 6y+5=0; ti)x2+y2+ 4x- 5= 0;
d) Xx2--5+y24-4y —O0; e) 4x2~5x + 4y2—8 = 0.

3. Koordinata o‘glariga urinadigan aylana M (—2; —4) nugtadan
o‘tadi. Uning tenglamasini yozing.

4. Quyidagi ellipslaming uchlari koordinatalarini, yarim
o‘glarini, fokuslarini va ekssentrisitetini toping:

1) 16m:2 + 25y2 = 400; 2)4x2+ 9y2 = 36;

3) 4n:2+ 6y2 = 192; 4)on2+ 7y2 = 63.

5. Ellipsning tenglamasi berilgan: 9x2 + 25y2 = 225. Uning
abssissasi 3 bo‘lgan nugtasining radius-vektorlarini aniglang.

6. Haqiqiy o‘qi 6 ga, fokuslari orasidagi masofa 8 ga teng
boigan giperbolaning eng sodda tenglamasini tuzing. Qo‘shma
giperbolaning tenglamasini tuzing.

2 2

7. Fokusi ~ + ~ = 1ellipsning fokusi bilan umumiy boigan

va ekssentrisiteti e = 1,25 ga teng giperbolaning tenglamasini
tuzing.

8. Quyidagilarga asoslanib, parabolaning tenglamasini tuzing:

1) uchidan fokusigacha boigan masofa 3 ga teng;

2) fokusining koordinatasi - (5;0), direktrisasi - ordinatalar o‘qi;

3) M (I; —4) nugtadan o‘tuvchi Ox o‘giga simmetrik boigan
parabola;

4) fokusi (0;2) da, Oy o‘giga simmetrik va uchi koordinata
boshida boigan parabola;

5) koordinatalar boshidan va M(6; —2) nugtadan o ‘tuvchi, Oy
0‘giga simmetrik boigan parabola.



9. Parabolik ko ‘zgiming diametri 120 sm ga, botigligi 15 sm ga
teng. Yorugiik manbayini parabola uchidan ganday masofada
joylashtirilganda gaytgan nur parabola o‘giga parallel boiadi?

10. Kattayarim 0‘qi 2 gateng, direktrisalari esa x = + —=to‘g‘ri

chiziglardan iborat ellipsning kanonik tenglamasini yozing.

11. Giperbolaning tenglamasi 9xz —16y2 = 144. Uning
abssissasi 8 boigan nuqgtasining radius-vektorlarini aniglang.

12. Koordinata o‘qlariga urinuvchi aylana markazi 2x —y +
3 = 0 to‘g‘ri chizigda yotadi. Aylana tenglamasini yozing.

13. x2+y2—4x + 6y —5 = 0 aylananing Ox o°‘q bilan
kesishgan nuqgtalariga o ‘tkazilgan radiuslari o ‘rtasidagi burchaklarni
toping.

14. Ellipsning tenglamasi berilgan: 7x2 + 18y2 = 126. Uning
absissasi 3 boigan va ordinatasi musbat boigan nuqtasining radius-
vektorlari orasidagi burchakni toping.

15. Mavhum o‘qgi 2n/2 ga teng boigan giperbola direktrisa-
larining tenglamalari: x £2 ~ 0. Giperbolaning tenglamasini tuzing.

16. Ko‘prik arkasi tenglamasi y2 = 96x boigan parabola
ko‘rinishiga ega. Agar balandligi 6 m gateng boisa, arka vatarining
uzunligini toping.

132



VI BOB. VEKTORLAR ALGEBRAS!
I-8§. Fazoda koordinatalar sistemasi

Fazodagi biror jismning o‘mini aniglash uchun xuddi tekislik-
dagi kabi Dekart koordinatalar sistemasini kiritamiz. Fazodagi biror
0 nuqgta va shu nuqta kesishuvchi o‘zaro perpendikulyar bo‘lgan
uchta 0x,0y,0z to‘g‘ri chiziglar sistemasi berilgan bo‘lsin. Bu
sistemaga fazoda Dekart koordinatalar sistemasi deyiladi va Oxyz
kabi belgilanadi. Ox - abssissalar o‘qgi, Oy ~ ordinatalar o‘qi, Oz -
applikatalar o‘gi deyiladi. Ox, Oy, Oz koordinatalar o‘qglari kesishgan
0 nuqgta koordinatalar boshi deyiladi.

Jismning joylashgan o‘mini P(x,y,z) orqali belgilaylik. P
nugtaning x,y,z koordinatalari uning mos ravishda Ox,0Oy va Oz
o°‘glariga proeksiyalaridir. Koordinatalar o'qlarida (x, 0,0), (0,y, 0),
(0,0, z) giymatlami belgilaymiz. Koordinata o‘glaridagi shu nug-
talardan o‘zaro perpendikulyar bo‘lgan ikkita koordinata o‘glariga
parallel boigan to‘g&i chiziglar chigaramiz. Bu to‘g‘ri chiziglar
(x,y,0), (x,0,2) va (0,y,z) nuqtalarda kesishadi. (x,y, 0) nuqta-
dan Oz o‘giga, (X, 0,z) nugtadan Oy ofgiga va (0,y, z) nugtadan
Ox o‘giga parallel boigan to'g'ri chiziglarni yo'naltiramiz. Yo‘nal-
tirilgan chiziglar o‘zaro perpendikulyar boigani uchun bitta nugtada
kesishadi. Kesishish nuqtasi fazoda P (x,y,z) nuqtani ifodalaydi (1-
rasm).

Geometrik va fizik migdorlarning ko ‘p giymatlari gandaydii son
orgali ifodalanadi.

Yo‘nalishga ega boimagan va tanlangan sistemada o°‘zining.
sonli giymatini toiiq tasvirlaydigan miqdorga skolyar miqdor
deyiladi. Masalan, zichlik, hajm, harorat va hokazo. Shu sababli,
ba’zi hollarda sonlami skalyar deyiladi. Shunday qilib, skalyar —bu
gandaydir sondir.

Boshga geometrik va fizik migdorlar son va yo‘nalish bilan
ifodalanadi. Masalan, biror nuqtaga qo‘yilgan kuch, moddiy
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nuqtaning tezligi va hokazo. Bunday migdorlarga sodda holda to‘g‘ri
chizigdagi yo‘naltirilgan kesmani misol sifatida keltirish mumkin.

1-rasm.

2-8. Vektor tushunchasi

Y o‘naltirilgan kesma vektor cteyiladi va a=AB kabi belgilanadi.
AB vektoming A nuqtasi uning boshlang‘ich, B esa oxirgi nugtasi
deyiladi. AB kesmaning uzunligi (moduli) vektoming uzunligi
deyilib, |a|=|/14A]| kabi belgilinadi.

Vektor orgali, masalan, tezlik, tezlanish, kuch, momentlar va
boshga yo‘nalishga ega bo‘lgan migdorlami ifodalash mumkin.

Boshlang‘ich va oxirgi nugtalari ustma-ust tushgan vektor nol
vektor deyiladi va O vektor bilan belgilanadi.

Agar vektor uzunligi birgateng boisa, uni birlik vektor yoki ort
deyiladi.

0 ‘zaro parallel, bir tomonga yo‘nalgan va uzunliklari teng
boigan a va b vektorlar teng vektorlar deyiladi va a = b kabi
belgilanadi (1-rasm).
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b t

1-rasm.

Shunday qilib, bitta aylananing markazidan chiquvchi turli
radius vektorlaming uzunliklari teng, ammo yo‘nalishlari har xil
bo‘lganligi uchun ular teng vektorlar emas (2-rasm).

Shuningdek, 3-rasmdagi AB va CD vektorlar ham o‘zaro teng

emas. AD va BC vektorlar teng: AD = BC.

Tekislikdagi A(-x0, y o) va B(xx, yx), (fazodagi A(x0, y0,z0),
B(xi, yx, zx) nugtalar uchun (Xj - x0; yx- y0) {(xx- xX@Q yx-
y0; zx—z0)) giymatlar AB vektoming koordinatalari deyiladi:

AB = (xx- X0; yX- yo)
<JlB = Cq - x0; ¥x - yO0; - z0)>.

Vektoming koordinatalari soni uning oHchovi deyiladi.
Masaian, a(a; p)-2-o ‘Ichovli vektor; a(a; P; y) - 3-oichovli vektor;
a(ai; ar;. . a,)- «-oichovli vektor.

Faraz qilaylik, fermer xo‘jaligi n ta turdagi gishlog xofjalik
mahsuloti etishtiradi. Jumladan, 1-turdagi mahsulot xx- tonna, 2-
turdagi mahsulot x 2- tonna, va hokazo. Bu holda fermer xo‘jaligining
ishlab chiqgarish (rejasi) dasturini (xx;x2;..., xn) -u -oichovli vektor
sifatida garash mumkin.

1-misol. A(-2; 4; 1), B(4; 2; 7) nugtalar berilgan. AB vektor
koordinatalarini aniglang va vektor modulini toping.

Yechish. AB = (4- (-2); 2- 4; 7- 1) = (6; -2; 6).

Ta’rifga binoan, vektor moduli (uzunligi) uning boshlang‘ich va
oxirgi nugtalari orasidagi masofaga teng:
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JAB\ = V62+ (-2)2+ 62= n/76 = 2n/19.

Bitta to“g‘ri chiziqda yoki parallel to‘g‘ri chizigda yotgan a va
b vektorlar kollinear vektorlar deyiladi:

a Tt b - bir yo‘nalishli vektorlar;

a IT 6 - garama-garshi yo‘nalishli vektorlar;

a || b - umumiy holda, parallel vektorlar (ofzaro yo‘nalishi
ko'rsatilmagan hoi).

Bitta tekislikka parallel bo‘lgan uchta va undan ortiq vektorlar

to‘plami komplanar vektorlar deyiladi. Jumladan, bitta tekislikda
yotgan vektorlar komplanardir.

3-8. Vektoming o‘qgdagi proeksiyasi

AB vektor I o‘g berilgan bo‘lsin (5-rasm). A \a. B nugtadan |
o‘gqga perpendikulyar tushiramiz. Bu nugqtalarning 1 o‘gdagi
proeksiyasini mos ravishda Ar va Br orqali ifodalaymiz.

4-rasm.

A1B1kesmaning uzunligi a vektoming I chizigdagiproeksiyasi
deyiladi va prja = prtAB kabi belgilanadi. Agar ArBx vektoming
yo‘nalishi / ning yo“‘nalishi bilan bir xil boisa, a vektoming lo'qdagi
proeksiyasi ArBr ning uzunligiga teng: prta - |A A1 (5-rasm), aks
holda prla = - \AXBX (4-rasm).

a vektomi parallel ko‘chiramiz va parallel ko‘chirish natijasida
uning boshlang‘ich nugtasi Ax nuqta bilan ustma-ust tushsin. U holda
a vektor / to‘g‘ri chizig bilan a burchak hosil boiib, bu burchak
vektoming Ito‘g‘ri chizigqga nisbatan og ‘ish burchagi deyiladi.
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a vektoming / o‘gdagi proeksiyasini quyidagicha ifodalash
mumkin:
prta = \a\ ecosa @
a~(ax ay, az) vektor koordinatalari bilan berilgan bo‘lsin (6-
rasm). Agar a,0,y lar mos ravishda a vektoming Ox, Oy, Oz
o‘glariga nisbatan og‘ish burchaklari boisa, u holda
ax=\a\ mcosa, af=\a\ ecos/?, az=\a\ mcosy 2
tengliklar o'rinlidir. cosa, cosft, cosy - a vektomingyo ‘naltiruvchi
kosinuslari deyiladi:
cos2a + cos2j$+ cos2y = 1-
Proeksiya xossalarini keltiramiz:

1) pr&a ~\|a\1-cos(p, bu yerda 9= a(E\)\

2) prd(Xa+fJo)- HAprra+juprdo, n va m - ixtiyoriy sonlar;
3) teng vektorlaming proeksiyasi ham teng boiadi.

4-8. VVektorlar ustida arifmetik amallar

n-oichovli a=(ai; ar; ...;an) va b~( Pi; p2; ...; pn vektorlar
yigindisi deb, mos koordinatalari yigindisidan tashkil topgan
a+b-(ai+ pi; ar+ P2; es; an+ Pn) - w-oichovli vektorga aytiladi.

a(ai; ar; a3) va b( Pu pr; p3) vektorlar berilgan boisin.
Vektorlar yig‘indisi va ayirmasini topish Uchun “parallelogramm
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goidasi” dan foydalanish mumkin (7-rasm). Parallelogramm tomon-

lari a va b vektorlardan iborat boisa, vektorlar yig‘indisi vaayirmasi
mos ravishda parallelogramm diagonallarini tashkil etadi.

7-rasm.

Vektorlar yig‘indisini quyidagi masala yordamida tushunti-
ramiz. Faraz qilaylik, agrofirma tarkibida 2 ta fermer xo'jaligi
mavjud. 1-fermer xo'jaligi joriy yilda 400 tonna paxta, 210 tonna
g‘alla, 70 tonna sabzavot mahsulotlari va 30 tonna poliz mahsulotlari
yetishtiradi. 2-fermer xojaligi esa 320 tonna paxta, 230 tonna g“alla,
80 tonna sabzavot mahsulotlari va 50 tonna poliz mahsulotlari
yetishtiradi. 1-fermer xo9aligining joriy yiidagi qishloq xofaligi
mahsulotlari ishlab chigarish hajmini a=(400; 210; 70; 30) vektor, 2-
fermer xojaligining gishloq xojaligi mahsulotlari ishlab chigarish

hajmi b=( 320; 230; 80; 50) vektor yordamida ifodalash mumkin. U
holda agrofirmaning vyillik gishlog xofalik mahsulotlari ishlab

chigarish hajmi a va b vektorlar yig‘indisidan iborat boiadi:
a + n=(720; 440; 150; 80).

(-ai; -aa; ...; -an) vektor a=( ai; a?, ..., an vektorga garama-
garshi vektor deyiladi va -a kabi belgilanadi (8-rasm). Demak,
a+(-a)=0.

Ikki vektoming ayirmasi garama-garshi vektorlar yig‘indisi
orgali aniglanadi:
a-b=a+(-b)
a=(a\; a?; .., an) vektoming Asonga ko‘paytmasi quyidagicha
aniglanadi:
Aa=(Aay A a ? , Nan. 3
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Agar 9> 0 boisa, Jla vektoming yo'nalishi a vektoming
yo‘nalishi bilan ustma-ust tushadi (8-rasm), aks holda, ya’ni A< 0
boisa, a vektor yo‘nalishiga garama-qarshi boiadi.

Agar yuqoridagi keltirilgan masala bo‘yicha 1-fermer xofaligi
ishlab chigarish hajmini 2 martaga oshirsa, u holda yillik ishlab
chigarishning yangi rejasi vektor ko‘rinishida quyidagicha
ifodalanadi:

2a=(800; 420; 140; 60).

2-misol. Agara = (1; —2; 3) vab = (—b; 3; —1) vektorlar
berilgan boisa, a + 2b vektor uzunligini toping.

Yechish. ¢ = a + 2b belgilash kiritamiz, 2b —(—10; 6; —2).
c=(1- 10; -2 +6; 3- 2)= (-9; 4; 1).

c| =/(-9)2+ 42+ 12= 11 = 7V2.

Vektorlar ustida Kiritilgan amallarga nisbatan quyidagi xossalar
o‘rinli:

1°. a + b=b + a (kommutativlik xossasi).

2°, a+(b+c)=(a+b)+c (assotsiativlik xossasi).

3°. a+0=d.

4°. a(a + b)~aa+ab (a+p) a=aa+pa (distributivlik xossasi).

5° a-(p- a)=a */? -a.

Uchta i,j, k vektorlar uchun quyidagi shartlar bajarilsa, ular
koordinata bazislari deyiladi:

1) i vektor Ox o‘gida,j vektor Oy o‘gida. k vektor Oz o‘gida
yotsa;

2) har bir i,j, k vektorlar 0‘z o‘qida musbat tomonga yo‘nalgan
boisa;
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3) M =1, |/|] = 1va\k\ = 1, ya’ni ular birlik vektorlar boi
Ixtiyoriy a = (ax;ay;a2) vektorni/,/, K bazis bo'yicha yoyish
mumkin (9-rasm), ya’ni
a = axl + dyj + azk. 4)

3-misol. -2; 5), B(1; 4; 8) nugtalar mos ravishda AB
vektoming boshlang'ich va oxirgi nugtalari boisin. AB vektoming/,
Yy, K bazis bo'yicha yoyilmasini va yo ‘naltiruvchi kosinuslarini toping.
Yechish. AB vektoming koordinatalarini aniglaymiz:
AB=(1- 3;4-4-2);8- 5)=(-2;6;3).
4 formulaga ko‘ra, AB vektoming i, j, K bazis bo‘yi
yoyilmasi:
AB —-2i + 6/ + 3k.
3-paragrafdagi (2) formuladan foydalanib, yo'naltiruvchi
kosinuslar giymatini topamiz:
ax -2 2

COSa_Ill~vV4 +36+9“ "7;
casfi cosy =" =3
Ta‘rif. Kamida bittasi noldan fargli boigan shunday Xifa,...,
Xk sonlar mavjud boiib, ular uchun
+ TijO+ + =0
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tenglik o‘rinli boisa, av a2,...,ak vektorlar sistemasi chizigli
bogliq deyiladi.

b = Anx+ A2d2

vektor at, a2, .... ak vektorlarning chizigli kombinatsiyasi deyiladi.

Vektorlarning chizigli kombinatsiyasi fagat Ax = A2 — “ =
—Jk = 0 boigandagina nolga teng boisa, u holda ar,a2, ...,ak
vektorlar sistemasi chizigli bog(ligmas (yoki chizigli erkli) deyiladi.

Teorema. alta2,—ak vektorlar sistemasi chizigli bogiiq
bo‘lishi uchun shu vektorlar sistemasidagi kamida bitta vektor golgan
vektorlarning chizigli kombinatsiyasiga teng boiishi zarur va
yetarlidir.

4-misol. a= (3;—=2; 5) va b= (4; 1, —2) vektorlarning
At =2, A2=3 koeffitsiyentlar bilan chizigli kombinatsiyasini
toping.

Yechish. Ta’rifga binoan, ¢ —Ara + A2b vektorni topish
mumkin.

1) kxa=29(3;-2;5) = (23;2(-2); 2+5) = (6; -4; 10).

2) A2b =3+(4;1,-2) = (3+4;3mL;3+(-2)) = (12; 3;-6).

3) Ata+A2b = (6; -4; 10) + (12; 3;-6) = (18; -1;4).

c = Ata+ Azb = (18; -1; 4).

5-misoL a = (3;1) va b =(—;4) vektorlarning chizigli
bogiigmasligini ishotlang.

Yechish. Ta’rifga binoan, Ata +A2b =0 vektorii tenglikni
hosil gilamiz. Chizigli kombinatsiyaning At va A2 koeffitsiyentlarini
aniglash uchun vektorlar o‘miga ulaming koordinatalarini qo‘yamiz:

AL(3;1)+42(-1;4) = 0.

Tenglikning chap gismida At va A2 koeffitsiyentlarini mos

vektorlarga ko‘paytib, ulaming yigindisini topamiz:
(3x-A2; AL+ 442) = (0;0).

Vektorlar teng boiishi uchun ulaming mos koordinatalari teng

boiishi kerak. Shu sababli
(3A1-A2=0,
£+ 442 —0.
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Sistemadagi ikkinchi tenglamadan Xt ning X2 orqgali ifodasini
topamiz Xx = —4A2 va bu ifodani ikkinchi tenglama qo‘yamiz:
3 m(—4A2) —X2 = 0,
—1242- A2= 0.
X2 = 0 bo‘lganligidan At = 0 kelib chigadi.
Shunday qilib, vektorlaming chizigli kombinatsiyasi fagat
A = 0va A2 = 0qgiymatlarda nolgateng boiadi.

Demak, ava b chizigli bogiigmas vektorlardir.

5-8. Ikki vektoming skalyar ko‘paytmasi

Vektorlaming bu operatsiyasi bizga boshlangish maktabdan
maium. Talabalar ham har yili yangi o‘quv yili boshlanishida o‘quv
qurollari sotib olishda, bevosita ushbu ko‘paytmadan foydalanadi.
Kundalik mahsulotlar xarid gilishimizda ham ushbu vektorlar
operatsiyasidan foydalanamiz.

Talaba yangi o‘quv yili boshlanishidan awal, o'quv jarayoni
uchun kerakli o‘quv qurollarini sotib oladi. Masalan, talaba
do'kondan dafitar, galam va ruchka sotib oldi. Ushbujarayonda talaba
ikkita vektordan foydalandi: a=(7; 2; 3) - miqdor vektori (7 ta daftar;

2 ta galam; 3 ta ruchka), b=(2000; 300; 1000) —harx vektori (2000 -
daftar narxi; 300 - galam narxi; 1000 - ruchka narxi). Sotuvchiga
borishdan avval, talaba sotib olayotgan o*quv qurollarining umimiy
narxini mustaqil xotirada hisoblaydi:

72000 + 2 «300 + 31000 = 17600.

Xotirada hisoblangan 17600 so‘m vektorlar amali, ya’ni ikki
vektoming skalyar ko‘paytmasini tashkil giladi.

Demak, vektorlaming skalyar ko‘paytmasi, 0‘zimiz bilmagan
holda, igtisodiyotda eng ko‘p ishlatiladigan matematik operatsi-
yalardan biridir.

a va b vektorlaming skalyar ko‘paytmasi deb, shu vektorlar
uzunliklarining ular orasidagi @ burchak kosinusi ko*paytmasiga
aytiladi va quyidagicha belgilanadi:

a *b=\a\ m|d| -costt>. (5)
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(5) formulaga asosan, o'zaro perpendikulyar bo‘lgan birlik
vektorlarning skalyar ko'paytmasini hisoblaymiz:

i ei=[i|] m\i\ mcosO0 = 1 ml ml = 1;
j ' = \il" AN cosO0 = 1; k'k=\k\-\k\- cosO0 = 1,
i -j = |i| m\j\ ©0s90° = 1ml«0=10; i =0;/ = = 0.

Koordinatalari bilan berilgan a = a*i + + azlc va b=
bxi + by/ + bzk vektorlarning skalyar ko ‘paytmasini topamiz:
a*b = (axi + ay/ + azk) m(bxi + byj + )=
= axbx(l <0 + axby(i §) + axbz(i &) +
+aybx (j =) +ayby(J /) + aybz(J &) +
+azbx(k m0 + azby(k ;) + azbz(fc mfe) =
@™ "by "P'flig*
Demak, a (ax; ay; az), b (bx; by; bz) vektorlarning skalyar
ko‘paytmasini ulaming koordinatalari orqali quyidagi formula
yordamida aniglash mumkin:

aeb = axebx+ Oyeby + az woz. (6)
Tomonlari a, b va ¢ ga teng bo‘lgan uchburchak (10-rasm)
uchun kosinuslar teoremasini keltiramiz:

a2+b2-2 a-b coscp=cl. @)
Agar uchburchak tomonlari uzunliklarini mos vektorlar
uzunliklariga a —\a\,b = LL},c = (a —b\ tengbo‘lsa, (7) formula-
gako‘ra
jal2+ Jj2— 2 *|a] <\b\ mos<p = ja—bf.
Tenglikning o ‘ng tomonini kvadratga oshiramiz:
\a\2 + |jb| - 2+|a] «|b] ecos<p = |a|2+ jjb -2-a-b.
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0 ‘ng va char tomonlardagi o‘xshash hadlarni gisgartiramiz va
tenglikni -2 ga bo‘lamiz. Natijada (5) formula hosil boiadi:

\a\ ¢ |b| mcos(p = a- b.

(5) va (6) formulalardan a va b vektorlar orasidagi burchak

kosinusi aniglanadi:
_oah_ Ox 'bx +a)i -by +az bz 10
coscp = p-/"7 = [ =i (8)
I« PI Jaxz+ayz+azz-Jbx2+by2+bzz
6-misoL Ushbu a=(l; -3; 4), b=(2; 1; -1) vektorlaming skalyar
ko'paytmasini toping.
Yechish. (6) formulaga ko‘ra,
am\-2+ (-3)1+4m-1) = -5.
7-misol. a=(6; -4; 3), b=(3; -2; -4) vektorlar orasidagi
burchakni hisoblang,
Yechish. (8) formulaga ko‘ra,
cosa) = ag _ 6-3+(-4)(-2)+3 (-4) _ 14
V36+16+9*V9+4+16 V1769
Skalyar ko‘paytmani ushbu masalada tushuntiramiz. Faraz qi-
laylik, supermarketda kartoshka 1000 so‘m, pomidor 3000 so‘m va
bodring 2000 so‘mdan sotilgan boisin. U holda bu supermarketda

narx vektori 5=(1000; 3000; 2000) ga teng. Agar xaridor r=(xi; Xr;
x3) qishlog xofjaligi mahsulotlari to‘plamini xarid gilmogchi boisa,
ya’ni xi kg kartoshka, xr kg pomidor va x3 kg bodring, u holda narx
vektori S va x ning skalyar ko‘paytmasi
S mx=1000x1+3000x2+2000x3 xarid gilingan mahsulotlar to‘plami
uchun sarflangan pul miqgdorini ifodalaydi.

Xaridor kartoshka, pomidor va bodring uchun oila byudjetidan
Q=50000 so‘m sarflashni rejalashtirgan boisa,
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Sx<
tengsizlikni yoki xaridoming oila bydeeti imkoniyati bo‘yicha fagat
1000xi+3000x2+2000x3<50000

tengsizlikni ganoatlantiruvchi gishlog xojaligi mahsulotlari to‘pla-
mini xarid gilishi mumkin.

Skalyar ko'paytmaning xossalari.

1°. a *b=b-a;

2°.a-(b+c)=am+a-c;

3°. Aamb=a mAb = A-(a- b);

4°. a lIbboisa, a-b = x|a| «[fe|.

Xususan, a *a = \a\2

5°.a+6=0<>alb(a=£0b=£0);

6°. a m&=|qa| «Prg £=|b| -Prj a.

S-Qisol. Agar |a] = 3,|[K| =4 va (p—(ab) = 60° boisa,
3a —bb vektor uzunligini toping.

Yechish. 3a —5b = c belgilash kiritamiz. U holda vektoming
uzunligi

lcl = [3a- 5b| = J(3a - 5bf =~9Jaj2- 30ab + 25|b|2=

= 781 —30 m\a\\b\cos(p + 400 = V81 - 180 + 400 = n/301.

9-misoL X ning ganday giymatidaa — (3; —2x; 7) va b=
(x; 4;5) vektorlar perpendikulyar boiadi?

Yechish. Vektorlaming skalyar ko‘paytmasini topamiz:

ab = 3m + (—2x) ¢4+ 7w = 3x —8x + 35 = —bHn: + 35.

Vektorlar perpendikulyar boisa, u holda ulaming skalyar

ko‘paytmasi nolga teng boiadi. Shuning uchun
—5Hx+35=0 => X~Z.

Demak, agar x —7 boisa, u holdaa{ L b

10-misol. Agar a=3p+r, b=2p—f, |p| = 3,]|r] = 4,
= (p,r) =| boisa, a m ko‘paytmani toping.

Yechish. a va b vektorlar o‘miga ulaming chizigli
kombinatsiyasini qo‘yamiz:
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a-b=@Bp+r)m2p—) =6pep +2r-p—3per—r-r.
Skalyar kopaytmaning xossalariga ko ‘ra:
p-r=r-p, p-p = |pl2
U holda,
a-b=6jp|]2—p ™ —|r|2= 6|p|2—ip| wflcos<p —|f|2.

m 1
aeb=0632- 3 mos- - 42=54- 12m - 16 = 32.

__11-misol. Agar ~a—2p +3r, |p| = n2,\r\ =3, <p~ =
(p,r) = ™ boisa, \a\ ni toping.
Yechish. Ma’lumki, [a] =-sj\a\2 = n/ii*a. Misol shartidan

foydalanib a ma ko'paytmani topamiz:
a-a=(2p+3r)m2p+3r)=4pm+ 12r -p+r -r.
Skalyar ko*paytma xossasiga ko‘ra: p -p = jp|2 rer = |f|z.
U holda
ae*a = 4|p[2+ 12(p| mr\cos(p + |r|2.

am=4mV2) + 12 w/2 +3 mos—+ 32 =

r- n2
=4m+ 12m/2e3e— + 32=8+ 36+ 9= 53.

la] = n/53. _
12-misol. Agar |p| = 3,|f| = 4, 9= (p,f) = | boisa,
r ning ganday qiymatida a= p +sf, b =p —r vektorlar
perpendikulyar boiadi.
Yechish. a *h—O<>a 1 b (a ®0,b ®0). a *b ko‘paytmani
topamiz:
am=(p+fr)-(p—)=p*p+ (r—I)f-p~ sf-f.

a-b = [pf2+ (f —1)|p| m|rjcos<jt> — Ejr[2.
am=32+ (e —1) 3w m0s60° —e W2
0=9+(e-1)-6-e-16 = -10f + 3.

Demak, £ = —gateng boisa, a va b vektorlar perpendikulyar
boiadi.

Skalyar kopaytmaning fizik ma’nosi. Biror F kuch ta’siri
ostida moddiy nuqgta to‘g‘ri chiziq bo'yicha harakat gilsin, bunda
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kuchning yo'nalishi harakat yo*nalishi bilan bir xil boisin. Moddiy
nugta M\ nugtadan M2 nugtagacha ko‘chganda F kuchning bajargan
ishi quyidagi formula (skalyar ko‘paytma) yordamida aniglanadi:

A=F-S, 9
buyerdaS = MtM2..

13-misol. Bir nuqtaga R —3i —4j + 5fc,F2 = 2t+j —4k va
F3= —1 + 6/ + 2K kuchlar qo‘yilgan. Ulaming teng ta’sir etuvchi F
kuch go‘yilish nugtasi to‘g‘ri chizigli harakat gilib, M1(4,2, —3)
nugtadan M2(7,4,1) nugtaga O0°‘tganda, F kuch bajargan ishni
hisoblang.

Yechish. Ravshanki, F=R + R+ F3= (4; 3; 3). S=
MrM2 = (3; 2; 4). U holda F kuch yordamida bajarilgan A ish (9)
formulaga ko‘ra aniglanadi:

A=F-S=4'3 +3'2 +3-4=30(/).

14-misol. F kuch vektorining moduli 6 (kg) ga teng. S ko‘chish
vektorining uzunligi 7 (m) ga teng. Faraz qilaylik, F kuch S
ko‘chishga nisbatan (p = 60° burchak ostida ta’sir etmoqda. F kuch
bajargan ishni hisoblang.

Yechish. Skalyar ko ‘paytma ta’rifiga binoan,

A=F s5=|F| m|5| moos<p = 6 W7 +c0560° = 42 m = 21(kGm).
6-8. Vektor ko‘paytma

a va b vektorlaming vektor ko‘paytmasi deb, shunday c
vektorga aytiladiki, u quyidagi shartlarni ganoatlantiradi:

1) ¢ vektoming moduli a va b vektorlardan yasalgan
parallelogramm yuziga teng boiadi, |c|=|a| ¢ |b] esirup ;
2) clLa, cLb ( c vektor parallelogramm tekisligiga
perpendikulyar);
3) a, b, ¢ vektorlar o‘ng bogiam tashkil etadi.
Vektor ko‘paytma [a, b] yoki a x b kabi belgilanadi:
[a,.6]=c yoki axb —c.
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Ta’rifga binoan, o'zaro perpendikulyar boigan birlik
vektorlaming vektor ko*paytmasini topamiz:
[i x 4= ji| *\i\ ®minO0= 1wl m0 = O;
Ixi=0; / x/ =0, kxk =0;
i xj—f, Kk xi= jxk =L
Koordinatalari bilan berilgan a = axi + ayj + azfc va
b = bxi + byj + bzk vektorlaming vektor ko‘paytmasini topamiz:
axb = (axi + Oyj + azk) x (bxi +byj +bzk )=
= axbx(i x i) +axby(i xJ) + axbz(i x k) +
+Oybx(j x 0 + ayby(j xj) + Oybz(j x k) +
+azbx(k xi) + azby(k xj) + azbz(k xk) =
GxX' ® Q-xby"k + axbz( /)~
+0ybx(—k) + ctyby «0 + ctybz «i +
~azbx w/ Hh@by( i) mmazbz w0 —
= (axby - Oy wbx)k + (azbx - axbz)j + (aybz - azby)i.
Qavslar ichidagi ifodani determinant orgali ifodalaymiz:
axb ] bx o &
K Oy
Determinantning xossalariga ko'ra, o‘ng tomondagi yigindi
uning yoi bo‘yichayoyilmasini ifodalaydi.
Demak, a (ax; ay; az) va b (bx; by; bz) vektorlaming vektor
ko‘paytmasi quyidagi formula bilan aniglanadi:

J K
c=zaxb=ax Oy az (10)
x by bz

Vektor ko paytmaning xossalari:

1I°axb=-(b x a);

2°.ax (b+c)=axb+axc;

3 (@a+b)xc=axc+bxg

4°, Aax b =ax Ab —X' (ax b);
5°.ax a=0;

6°.axb=0 a | b.
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a va b vektorlardan yasalgan parallelogramm va uchburchak

yuzi mos ravishda quyidagi formulalar yordamida aniglanadi (11-
rasm):

Sparallelogramm = |n X b|, (11)

Suchburchak = 2 I® * M" (12)

15-misol. a-(-2; 0; 1), b=(1; 4; 3) vektorlardan yasalgan

parallelogramm yuzini toping.
Yechish. (10) formulaga ko‘ra

i J K
axb= 2 0 1 =j—8k—4i+6/=-A4T+7j—8k.
1 4 3

(11) formuladan parallelogramm yuzini topamiz:
Spar = \axb\= V (-4)2+ 72+ (-8)2 = VI29.

11-rasm.

16-misoS. Agar a =p —3r, b =2p +9r, |p| = 2, |f|
3n/2, 9= (p,r) = 135° bo‘lsa, |a x b| ni hisoblang.
Yechish.a x 6 = (p —3r) x (2p + 9r) =
=2(pxp)+9pxf)—6(fxp)—27(r*xr).
Vektor ko‘paytma xossalariga ko‘ra
pxp=0rxp=—pxr).
Uholda |a x £] = |15(p x r)| = 15|p||flsmI350 =
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= 15-2-3n/2- = = 90,
la x £ = 90.
17-misol. Uchlari /1(2; 2; -1), B(1; 3; 0), C(1; O; -1) nuqgtalarda
boigan uchburchak yuzini va B uchidan tushirilgan balandlikni
toping.
Yechish. Quyidagi vektorlarning koordinatalarini aniglaymiz:
AB=(-1; 1; 1), AC=i-1;-2;0).
Vektor ko ‘paytmasini hisoblaymiz:

i J K .
ABXAC= _'1 1 1 =-j+2k+k+2i=2T-j+3k.

-1 -2 0
Vektorlar uzun iklarini topamiz:

IAB x /1C| = y/22+ (-1)2+ 32 = V14,
IC| = V (-1)2+ (=2)2+ 0 = nf5.

Natijada SABC="MABXAC\- 'y,

balandlik

Vektor ko‘paytmaning tadbiglarini mexanika va fizikaga doir
masalalarda keltiramiz:
1 Mexanika kursida gandaydir gattig jismning qo‘zg‘almas (

nugtasiga nisbatan F kuch momenti deb ataladigan vektor ushbu
formuladan aniglanadi (12-rasm):

momOF = ON x F. (13)

2. Qo‘zg‘almas o‘q atrofida w burchak tezlik bilan aylanayot
gan nugtaning chizigli V tezligi shu nugtaning R radius vektori va aJ
burchak tezlik vektorining vektor ko‘paytmasi bilan aniglanadi: V =
ToxR.
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yt monioF

18-misoL A(0; 2; -1) nugtaga F = (2; 3; 1) go‘yilgan. B(l; 1; 2)
nugtaga nisbatan F kuch mometining giymatini va yonalishini aniglang.

Yechish. (13) formulaga asosan momOF = BAx F. BA
vektor koordinatalarini aniglaymiz: BA = (—; 1;-3). (10)
formulaga asosan

_ i ] K -
momOF — — 1 —3 = 10i—5 —5k,
2 3 1

momOF = AlO0 2+ (—5)2+ (—5)2 = 5n/6.
momOF vektoming yo‘naltiruvchi kosinuslarini aniglaymiz:

10 2 1
cosa = —= — costs = — =; cosy = —
5n/6  n/6 nl6 nl6

7-8. Uch vektoming aralash ko”aytmasi

a,bvac vektorlaming aralash ko‘paytmasi deb, a m(b x c)
ifodaga aytiladi.
Agar vektorlar koordinatalari bilan berilgan boisa, u holda

aralash ko‘paytma a

ae(bxc)= bx by (14)
cx Oy

formula orqali topiladi.
Aralash ko paytmaning xossalari

1°°a<(bxc)=-a-(cx b).
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2°. Agar uch vektordan ikkitasi teng yoki parallel boisa, u holda
aralash ko‘paytmanolga teng boiadi.

3°. (axti) *c = a mb x c). Aralash ko‘paytmadagi “x ” va “
» ” belgilar o‘rnini almashtirish mumkin. Shu sababli, aralash
ko‘paytmani abc ko‘rinishda ham yozish mumkin.

a, b va c vektorlardan yasalgan parallelepiped hajmi:

V=\abc\. (15)
a.bvzc vektorlardan yasalgan piramida hajmi:
Vpir=t\ abc. (16)
—-» A 0
a, b va c vektorlardan yasalgan prizma hajmi:
\Vfrime=i \abec. 17)

a,bvac vektorlardan yasalgan parallelepiped, piramida,

prizmaning a va b vektorlar tekisligiga tushirilgan h balandlik
quyidagi formuladan aniglanadi:
“NS
|axb|
Agar a,b vac vektorlar komplanar boisa, u holda abc = 0
boiadi.
19-misol. Uchlari 0(0; 0; 0), A(5; 2; 0), B(2; 5; 0) va C(l; 2; 4)
nuqtalarda boigan piramida hajmini va C uchidan tushirilgan
balandlikni toping (13-rasm).
Yechish. OA = (5;2;0), OB = (2;5;0), OC = (1; 2; 4)
vektorlar koordinatalarini aniglaymiz.
(16) formulaga ko‘ra,

(18)

2 0

\py=+- OAOBOC = # - =+-(100-16)5 D4

= N Ol

2 4
\Vpir= 14 kub birlik.
Maktab geometriya fanidan maiumki,

1 _ . 3 ’\Bir

>A0AB
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A
13-rasm.
$aoas —2\0A X
J
OA x OB 2 = 21k.
5
21

s r-21 T

Shunday qilib, h =

Piramidaning C uchidan tushirilgan balandlikni (18) formula
yordamida ham ariiglash mumkin.

20-misoL a=(I; 1; 1), b=(1; -1; -1) vac=(l; 1; -1) vektorlar
berilgan. 1) {a,b,c} vektorlar sistemasi bazis tashkil etishini
tekshirib ko‘ring; 2) d=(4; 0; 2) vektorni shu bazis bo‘yicha yoying.

Yechish. 1) {a, b, c} sistemabazis tashkil etishini tekshirib ko ‘ra-
miz. Buning uchun vektorlaming aralash ko ‘paytmasini hisoblaymiz:

111
a-(bxc)= 1 -1 -1 =4%*0.
L1 -1

Bundan ma’lumki, {a, b, c) vektorlar komplanar emas. Demak,
{a, b, c} sistema fazoda bazis tashkil etadi.
2) d =(4; 0; 2) vektorni (a, b, c) bazis bo‘yicha yoyish uchun

d-xa +yb +zc chizigli kombinatsiyadan Xx,y,z koeffitsiyentlami
aniglash lozim. Chizigli kombinatsiyani matritsa ko ‘rinishda ifodalaymiz:
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4 T
0 =X 1 4y -1 +z |

2, ,-h
Ma’lumki, vektorlar ustida chizigli amallar koordinatalari bo*-
yicha bajariladi, vektorlar teng bo’lishi uchun mos koordinatalari
teng boiishi kerak. Yugoridagi vektor tenglikni koordinatalar bilan
chizigli tenglamalar sistemasi ko‘rinishida ifodalash mumkin:

X+y+z =4,
X-y+1z =0,
X-y-7 —2

Chiziqgli tenglamalar sistemasini biror usul yordamida yechamiz

va nomaium koeffitsiyentlami aniglaymiz:
X = 3, y = 2, z =

Natijada d vektoming {a,b,c\ bazis bo‘yicha yoyilmasi

quyidagi ko rinishda bo‘ladi:
d =3a+ 2b —c.

21-misoL A(l; 2; -1), B(O; 1; 5), C(-I; 2; 1) va D(2; 1; 3)
nuqgtalarning bitta tekislikda yotishini tekshiring. BD vektoming BA
va BC vektorlar bilan chizigli ifodasini toping.

Yechish. Agar BA, BC va BD vektorlar komplanar boisa.
nuqgtalarning bitta tekislikda yotishi ma’lum boiadi. Vektorlaming
koordinatalarini aniglaymiz:

BA=(1,1,-6),BC=(-1;1;,-4),BD = (2;0; -2).
Yugorida keltirilgan ta’rifga ko‘ra, agar a,bvac vektorlar

komplanar boisa, u holda abc =0 boiadi. HA,BC,BD
vektorlaming aralash ko'paytmasini hisoblaymiz:

A 11-686
BABCBD= -1 1 -4=0=»
2 0-2

= BA, BC, BD - vektorlar komplanar.
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BD = JTBA + J2BC chizigli kombinatsiyadagi va JT
koeffitsiyentlami aniglaymiz. Tenglamadagi vektorlarning mos
koordinatalarini tenglashtiramiz:

0 =/Ix+Jp, j
(-2 = -64A"-4A2
Demak, BD = B/1 —BC.

Mustagqil ishlash uchun misollar

1. Oxiri (1;-1;2) nugtada boigan a = {2;—3;—1} vektoming
boshlangich nugtasini toping.

2.a = {12; —15; —16} vektoming yo‘naltiruvchi kosinuslarini
hisoblang.

3. ava/? ning ganday giymatlaridaa = —21+ 3/ -f +{$, b =
ai —6j + 2k vektorlar kollinear bo‘ladi?

4. \d\ = 11, jb\ = 23 va \a—Db\ = 30 berilgan. J + b\ ni
hisoblang.

5. Uchburchakni A(-) —2;4), B(—4;—2;0) va C(3;—2; 1)
uchlari berilgan. Uning B uchidagi ichki burchagini aniglang.

6. a ={2;1;—1} vektorga kollinear bo‘lgan va x ma = 3
shartni bajaruvchi x vektorni toping.

7. Agar /| = {3; —2;—5} kuchning qgo‘yilish nugtasi to‘g‘ri
chizigli harakatda A(2; —3; 5) dan 5(3; —2; —1) holatga ko‘chsa, bu
kuch gancha ish bajaradi?

8. a va b vektorlar = f burchak tashkil etadi. Agar |a| = 6,

|S| = 5 bo‘lsa, |a x b\ ni hisoblang.

9.mvan o‘zaro 30° burchak tashkil etuvchi birlik vektorlar
boisa, a=m+2n va b=fn+n vektorlarda yasalgan
parallelogramm yuzini toping.

10 a=3i+4/, b= 3/+k, c=2i+Sk vektorlardan
parallelepiped yasang hamda uning hajmini hisoblang.

11. A(2;-1;-2), 5(1;2;1), C(2;3;0) va D(5;0;-6)

nuqtalaming bir tekislikda yotishini ko ‘rsating.
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VII BOB. FAZODA ANALITIK GEOMETRIYA

I-§. Tekislikning umumiy tenglamasi

Faraz gilaylik, MO(x0,y0,z0) nugta N(A,B,C) vektorga per-
pendikulyar boigan a tekislikka tegishli boisin (1-rasm). a tekislik
nuqgtalar to‘plamidan iborat boigani uchun, undan ixtiyoriy
M (x,y,z) nugtani tanlaymiz, MQ nugtadan M nugtagacha vektor
yo‘naltiramiz:

Wwm=(x-x0y-yQz- z0).

Farazga binoan N 1 MOM, u holda skalyar ko ‘paytma xossasiga

kofra,

N sllM = 0.
Ko‘paytmani vektorlar koordinatalari orgali ifodalaymiz:
A(x-x0)+B(y-y0)+C(z-z0) =0. (1)

Hosil boigan tenglama berilgan nugta orgali o‘tuvchi va berilgan
vektorga perpendikulyar tekislik tenglamasidir.

1-rasm.

Q) tenglamada gavslami  ochib chigamiz va
—AXx0—By0—Cz0 belgilash kiritamiz:
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Ax+By4Cz+D=0 2
(2) tenglama fazoda tekislikning umumiy tenglamasi deyiladi.
N(A, B, C) - tekislikning normal vektori.
2 tenglama koeffitsiyentlariga binoan tekislikning xususiy
hollarini garaylik.
1°. Tenglamaning barcha koeffitsiyentlari noldan fargli boisin.
Tekislik tenglamasini quyidagi ko‘rinishda yozish mumkin:
Ci =1y°ki X+1+€2=1 3>
(3) tenglama tekislikning o‘glardan ajratgan kesmalar boficha
tenglamasi deyiladi (2-rasm).
2°.A —0 =>By + Cz+ D= 0. Tekislik Ox o‘giga parallel
boiadi (3-rasm), Xuddi shuningdek, Ax + Cz + D = 0 tekislik Oy
o‘giga parallel (4-rasm), Ax+ By + D =0 tekislik Oz o‘giga
parallel boiadi (5-rasm).
3. D=0 =Ax+By+Cz=0. Tekislik  koordinata
boshidan o‘tadi (6-rasm).
4°, By + Cz = 0,A = Q,D = 0 tekislik Ox o‘gi orgali o‘tadi.
Xuddi shuningdek, Ax + Cz = 0- tekislik Oy o‘gidan o‘tadi, Ax +
By = 0 - tekislik Oz o‘gidan o‘tadi (7-9-rasmlar).

2-rasm.
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3-rasm.

4-rasm.

5-rasm.
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6-rasm.

7-rasm.

5°. Ax + D ~ 0 tekislik Oyz tekisligiga parallel boladi (10-
rasm). Xuddi shuningdek, By + D = 0 tekislik Oxz tekisligiga (11-
rasm), Cz+ D = 0 tekislik Oxy tekisligiga parallel bo‘ladi (12-

rasm).
6°.x =0, y =0, z =0- koordinata tekisliklari tenglamalari.
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8-rasm.

9-rasm.
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11-rasm

1-misol. 12x + 15y + 20z —60 = 0 tekislikning koordinata
o‘glaridan ajratgan kesmasini aniglang.
Yechish. Ozod hadni tenglamaning o°‘ng tomoniga o ‘tkazamiz
(13-rasm):
12x + 15y + 20r = 60.
Tenglikning har ikki tomonini 60 ga bo‘lamiz:

12-rasm.

161



13-rasm,

2-misol. Tekislik M(6; —0; 1) nugtadan o‘tib, abssissalar
o'gidan a = —3 vaapplikatalar o‘gidan ¢ = 2 kesmalar ajratadi. Bu
tekislikning koordinata o‘glaridan ajratgan kesmalar bo‘yicha
tenglamasini tuzing.
Yechish. (3) tenglamaga ko‘ra
X 'y z
o =3+b+2=1* o ]
Tekislik M(6; —10; 1) nugtadan o‘tganligi uchun uning
koordinatalari yuqoridagi tenglamani ganoatlantiradi:
6 -10 1
o+ +-=1 =»4=-4
Tekislikning koordinata o‘g'aridan ajratgan kesmalar bo'yicha

tenglamasi yozamiz:
y

z
—3 + +—=1

3-misol. Oz o‘gi va M(3; —4; 6) nugtadan o‘tuvchi tekislik
tenglamasini yozing.

Yechish. Shartga ko‘ra, tekislik Oz o‘gidan o‘tganligi uchun
C = 0,D = 0 bo'lib, tekislik umumiy tenglamasi 4-xossaga binoan
Ax + By =0 ko‘rinishda bo‘ladi. Bu tenglamaga M nuqtaning
koordinatalarini qo ‘yamiz:
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3
A3+Be(-4) =0 => B= A,

3
Ax+ By =0=» Ax+hﬂy: Q
Oxirgi tenglikni A ga gisqartiramiz:
3
ct+—y =0 => 4x+ 3y =0.

Demak. misol shartiga ko‘ra, tekislik tenglamasi 4x + +3y =
0 ko‘rinishda bo‘ladi.

2-8. Nugtadan tekislikkacha bo‘igan masofa

Berilgan MQx0,y0,z0) nugtadan Ax + By+ Cz+ D=0
tekislikkacha bo‘lgan masofa nugtadan to‘g‘ri chiziggacha bo‘lgan

masofa formulasi kabi aniglanadi va quyidagi ko‘rinishda bo'ladi:
i _ 1Ax0+By0+Cz0+DI /AN

a ~  yrArTéyc* w
4-misol.  MO(3;4;2) nugtadan 4x+ 3y+ 122 —9=10
tekislikkacha bo*lgan masofani toping.
Yechish.A=4, B=3, C=12, D= -14.
x0= 3, y0= 4, z0= 2. Bugiymatlami (4) formulaga go‘yamiz:
14-3+3-4+12-2-91 39
V42 + 32+ 122 "13
Demak, berilgan nugtadan tekislikkacha bo‘lgan masofad = 3
ga teng.

3-8. Berilgan uchta nuqtadan o ‘tuvchi tekislik tenglamasi

MiOi.y"Zi), M2(x2,y2z2), M3(x3,y 3,z3) nugtalar berilgan
boiib, ular bir to‘g‘ri chiziqga tegishli bo‘lmasin. Berilgan Mlt M2,
M3 nugtalardan o‘tuvchi tekislik tenglamasini keltirib chigaramiz.
M(X,y,z) —tekislikdagi ixtiyoriy nugta bo‘lsin. Mt nugtadan M, M2
va M3 nugtalarga vektor yo‘naltiramiz (14-rasm):

MrM = (x - xu y-yv Z- zt),
M2Mt = (x2- xu y2- ylt z2- zj,
M3Mr = (x3- xlt y3- yX z3- zt).
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Uch vektorlarning komplanarlik shartiga asosan,
Mij4 m(M XK XL *3) = °-
X=XT y-yx z-zX
*x2-.%j Y2-Y1 z2-Zi =0. (5)
*3% %1 Y3-Y1 Z3~Zl|
(5) formula berilgan uchta nugtadan oHuvchi tekislik tenglamasi

bo‘ladi.

5-misol. Mr(0; 2; 1), M2(4; -1; 1), M3(3;2;4) nuqgtalardan
o ‘tuvchi tekislik tenglamasi tuzing.

Yechish. (5) formulaga ko‘ra, izlanayotgan tekislik

XxX—0 y—2 z-—-1

4-0 -1-2 1-1 =0,yoki
3-0 2-2  4-

X y—2 z-1
4 -3 0=0

3
tenglama bilan ifodalanadi. Determinantni hisoblaymiz:
—9x +9(z- 1)- 12(y- 2) =0,
—9Ox + 9z —9 —12y + 24 = Q,
—IOx +9z —12y + 15 = 0.
Oxirgi tenglamani -3 ga bo‘lamiz:
3x+4y- 3z- 5=0.
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hosil boigan tenglama berilgan uchta nugtadan o‘tuvchi tekislik
tenglamasidir.

4-8. Ikki tekislik orasidagi burchak.
Tekisliklarning parallellik va perpendikulyarlik shartlari

al va a2 tekisliklar
at: Axx + Bty + Gz + Dx = 0, Bt ),
a2zAx + By +Cz +D2- 0, = (Ar, Br, )
umumiy tenglamasi bilan berilgan bo*‘kin. Tekisliklar orasidagi
burchak ulaming normal vektorlari orasidagi . burchak kabi
aniglanadi:

cos<p = +-.JpLj- = (6)
NmNel JaS+bS+ch-Ja22+b22+c22
Agar tekisliklar parallel bo'lsa, ulaming normal vektorlari
kollinear boiadi, ya’ni
_ fet _£i rm
B Q
shart bajarilishi kerak.
Agar Nx LN2boisa, ya’ni NxmN2 = 0 yoki
AxA2+ BXB2+ CX22= 0 (8)
shart bajarilsa, at va a2tekisliklar o‘zaro perpendikulyar boiadi.
6-misol. x +y +V2z + 7 =0 va z = 0 tekisliklar orasidagi
burchakni toping.
Yechish. Tekisliklar normal vektori
W 1;1;n/2), n£(0;0;1).
Normal vektor koordinatalarini (6) formulaga go ‘yamiz:
1-0 +1-0 +V2-1 n2
COS(P =t -Jues —iiih v =+ —.

JI12+ 12+ (n/2) m/02+ R+ |2

V2 (g=>i=45°,
C0S«¢=+T => U = 135-.
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Demak, tekisliklar kesishishi natijasida hosil boigan burchaklar
45° va 135° ga teng.

7-misol. M(3; 2;4) nugtadan o‘tib, 2x —by —3z + 5=10
tekislikka parallel boigan tekislik tenglamasini toping.

Yechish. Berilgan tekislikning normal vektori koordinatalari
yozamiz: W(2; —6; —3). N(A>B>0 - izlanayotgan tekislikning
normal vektori boisin. Shartga ko‘ra, M nugtadan o‘tuvchi tekislik
berilgan tekislikka parallel, u holda (7) formulaga asosan:

2-6.3 A=2 B- -6; C=-3.
A B C~

Berilgan nuqgta orgali o‘tuvchi va Dberilgan vektorga
perpendikulyar

A(x- Xg) + B(y-y0) +C(z- z0) =0
tekislik tenglamasiga ko‘ra:
2{x - 3)- 6(y-2)- 3(z- 4 =0.

Qavslarni ochib, tekislik tenglamasini umumiy ko‘rinishga
keltiramiz:

2Xx - 6y- 3z+ 18 = 0.

5-8. Fazoda to‘g‘ri chizig tenglamasi.
To*g‘ri chizigning kanonik va parametrik tenglamalari

Faraz qilaylik, MO(x0,yQzQ nuqta S(n;m;p) vektorga
parallel boigan lto‘g‘ri chiziqga tegishli boisin. Maiumki, to‘g‘ri
chizig nuqgtalar to‘plamidan iborat boigani uchun, unda ixtiyoriy
M(x,y,z) nugtani tanlaymiz. MOM vektor koordinatalarini
aniglaymiz:

MM = (x —x0;y —Yy0;Z - z0).

Farazga ko‘ra, MOM 115, u holda vektorlarning kollinearlik
shartiga binoan (15-rasm), ulaming koordinatalari proporsionaldir,
ya’ni

X-X0 _Y~Yo_z- z0
n m p
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15-rasm.

1-ta’rif. Ushbu ko r|>r<1_|)s(lad_ag>}_yn_ 7-70
n m
tenglama fazoda I tog i chizigning kanonik tenglamasi deyiladi,
S(n, m, p) vektortog (ri chizigningyo‘naltiruvchi vektori deyiladi.
(9) tenglamani t parametrga tenglashtiramiz:
Y~¥Yo_1z-2Q t (teR).
n m p
t parametr yordamida to‘g‘ri chizigning yangi kofinishdagi
tenglamasini yozamiz.
2-ta’rif. Ushbu ko‘rinishdagi

X =nt +x0
y =mt+y0 (10)
Z=pt+Zq

tenglamalar sistemasi | to ‘ri chizigning parametrik tenglamasi
deyiladi.

8-misol. A(3; 4; —2) va B(7;5; —5) nugtalardan o‘tuvchi
toayri chizigning kanonik va parametrik tenglamalarini yozing.

Yechish. AB vektor koordinatalarini aniglaymiz:

AB = (7- 3;5- 4; -5 - (-2)) =>AB = (4;1; -3).

Ixtiyoriy to“g‘ri chiziq cheksiz ko‘p nuqtalar to‘plamidan iborat
bo'lgani uchun, shu to‘g‘ri chiziqga tegishli bo‘lgan ixtiyoriy nuqta
sifatida C (x,y,z) nugtani tanlaymiz va AC vektor koordinatalarini
topamiz:
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AC= (x—3;y - 4,2+ 2).

Ravshanki, AC va /1B vektorlar kollinear, u holda ulaming
koordinatalari proporsionaldir. Shuning uchun A va B nugtalar orgali
o'tuvchi to‘g‘ri chizigning kanonik tenglamasi

X—3 y—4 z+2
4 1 _ -3
ko‘rinishda bo‘ladi.

Kanonik tenglamadagi har bir kasmi t parametrga
tenglashtiramiz:

(x —3 ¢

4 i)
y —4

1 —b
z+2

Sistemadagi har bir tenglamani maxrajdagi mos songa
ko‘paytiramiz va AB to‘g‘ri chizigning parametrik tenglamalar
sistemasini hosil gilamiz:

X —4t + 3,
y-t+4
- —3t- 2.
Natijada. AB to‘g‘ri chizigning kanonik va parametrik tenglamalari
topiladi:
X—3 y—4 z+2 (x —4t + 3,
— == == y=t+4,
A 1 n vz = —3t—2

9-misol. a&. x —2y —2z +4 ~0 tekislikdan M(5;1; -1)
nuqtagacha bo‘lgan masofani toping.

Yechish. M nugta va a tekislik orasidagi masofa M nugtadan
tekislikka tushirilgan perpendikulyar uzunligiga tengdir. Bu
perpendikulyar tekislik normal vektori N ga parallel bo‘ladi. a
tekislikning umumiy tenglamasidan normal vektor koordinatalarini
aniglaymiz:

mfi = (1; -2; -2).
M nuqgtadan ATvektorga parallel to‘g‘ri chiziq o‘tkazamiz. Uning
kanonik va parametrik tenglamalari quyidagicha bo*ladi:

168



X—5 y—1 z+1

~1~= -2 “ 2 "*!
X —t+ 5,
y=-2t+1
Ke=-—=21—1.

a tekislikka perpendikulyar bo‘lgan to‘g‘ri chizig tekislik bilan
K(x,Y, z) nugtada kesishadi. Parametrik tenglamadagi X, y va z ning
t parametr orqali ifodasini a tekislik tenglamasiga qo‘yamiz:
t+5- 2(—=21+1)- 2(-21- 1) +4=0,
t+5+4t-2 +4t+2+4=0,
9t+9=0 =»t = - L
t ning giymatini to‘g‘ri chizigning parametrik tenglamasiga qo‘yib,
K(x, Y, z) nugtaning koordinatalari aniglanadi:
X =—1+5=4
y=-29(-1)+1=3,
2=(—2)*(4)—1=1
Demak, K-nugta (4; 3; 1) koordinataga ega.
U holda Mva K nugtalar orasidagi masofa

IMK\ = J(4 - 5)2+ (3- 1)2+ (1 - (-1))
\MK\ = 3.
Shunday qilib, M nugta va a tekislik orasidagi masofa d = 3 ga
teng.

6-8. Fazoda berilgan Ikki nugta orqali o‘tuvchi
to‘g‘ri chiziq tenglamasi

Fazoda M *x"y~r” va M2(x2,y2,z2) nugtalar berilgan bo‘l-
sin. Bu nugtalardan o‘tuvchi to‘g‘ri chizigning kanonik tenglamasini
topamiz. MXM2 vektor koordinatalarini aniglaymiz:

M jf2= (x2- xt;y2- ¥r,z2- zt).

To*g‘ri chizig cheksiz ko‘p nugtalarto ‘plamidan iborat bo‘lgani
uchun ungategishli bo‘lgan ixtiyoriy M(X,y,z) nugtani olamiz vabu
nuqtaga Mr nugtadan vektor yo‘naltiramiz:

MM = (x - xt;y - yr; z - zX).
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Ravshanki, MXM va MxMr vektorlar kollinear. Ikki vektoming
parallellik shartiga asosan
* ~*ly~yr - z~7zi (11)
X2~Xi  Y2-Yi1 z2-1zt
tengliklar o‘rinli bo‘ladi.
(11) tenglamaga fazoda berilgan ikki nugtadan oHuvchitog
chizigning kanonik tenglamasi deyiladi.
10-misol. Fazoda Mx(3; —2;4),M2(—7; —3;6) nuqtalardan
©tuvchi to‘g‘ri chizigning kanonik tenglamasini yozing.
Yechish. Mx nugta koordinatalari xx = 3,yx—~2,zx = 4 va
Mz nugta koordinatalari x2= —,y2 = —3,2 = 6 giymatlarini (11)
tenglamaga qo‘yamiz:
X —3 y —(—2) z-4
-7 -37-3-(-2)"“6-4

c

natijada

X—3 y+2 z—4

-10 -1 = 2
tenglama hosil bo‘ladi. Bu tenglama berilgan Mx va M2 nugtalardan
o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq tenglamasidir.

7-8. Fazoda to‘g‘ri chizigning umumiy tenglamasi

Fazoda har bir to‘g‘ri chiziq orgali cheksiz ko‘p tekisliklar
0 ‘tkazish mumkin. Bu tekisliklardan ixtiyoriy ikkitasi kesishishi nati-
jasida fazoda to*g‘ri chizigni hosil giladi. Ushbu kesishuvchi ixtiyo-
riy ikki tekislik tenglamalari birgalikda fazoda to‘g‘ri chizigning
umumiy tenglamasini ifodalaydi. Dekart koordinatalar sistemasida
o‘zaro parallel bo‘Imagan ax va aZ2tekisliklar berilgan bo‘lsin (16-
rasm):
ax:Axx +Bxy + Oz + Dx= 0,
a2:A2x+ By + Gzz + D2 =0. AB C
Tekisliklar o‘zaro parallel bo‘lmagani uchun H-B= ®

tengliklar bir vaqtda bajarilmaydi.
Faraz qgilaylik, = A o) bo‘lsin.
Ushbu
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(Atx + Bxy + Gz + Dx = 0, 12
A2x +BY + Q2+ D2= 0 (12)
sistemagafazoda to g ‘ri chizigning umumiy tenglamasi deyiladi.

16-rasm.

Ma’lumki, bu sistema cheksiz ko‘p yechimga ega. Bu
yechimlami topish uchun noma’lumlardan binning tayinlangan
giymatini olamiz. z ga z0 giymat berib, (12) sistemani

(Atx +Bxy = -Dt - Cxz0
X +BY = D2- C20 (13)
ko'rinishda ifodalaymiz. Q—Z{Fb—z munosabatni e’tiborga olib, (13)

sistemani Kramer usuli bo‘yicha yechamiz:

DX Cjzq Bi jidi ~DX—C\Zql
D2 —Cx$ B2 \A2 —P2_GjZql
At BA BA  *

At A2 Mr B2

X vay ning giymatlarini z0 qiymatga rnos ravishda x0 va y Qorgali
belgilaymiz. Shunday qilib, (12) tenglama bilan aniglangan to‘g‘ri
chizigda MO(x0,y01z0) nugta topildi. To‘g‘ri chiziq cheksiz ko‘p
nugtalar to‘plamidan iborat bo‘lgani uchun, unda ixtiyoriy M (X,y,z)
nugtani tanlaymiz va MQM vektor koordinatalarini aniglaymiz:
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MgM - (X - xo, y - y0 z - z0).

To‘g‘ri chiziq ikki tekislikning kesishish chizig ‘i bo‘lgani uchun
uning yo'naltiruvchi S vektori Nt X N2 vektorga kollineardir va
vektor ko'paytmani to‘g‘ri chizigning yo‘naltiruvchi vektori sifatida
olinadi:

. S= x%
1T 3 « :
.ok B,
5= At Bl(j:'Blzg I+ B
a2 B2 C2
GS:n-i+m.'j+p-k,
_ i Ci Al _ Hi
buyerdan —ps 2 M 2 A2v pT\A2 B2t
MOM va S vektorlar parallel boigani uchun
x-Xq y-Yyo0
(14)
n m

tengliklarga ega boMamiz.

Shunday qilib, fazoda to‘g‘ri chizigning umumiy tenglamasini
uning kanonik ko ‘rinishdagi tenglamasi orgali ifodaladik,

(12) tenglamadan bir martay ni, ikkinchi marta x ni yo‘qotib,
to‘g‘ri chizigning proyeksiyalari bo‘yicha yozilgan tengla-
malariga ega boMamiz:

ex=mz + a,
ly =nz+h.
(15) tenglamalami kanonik ko‘rinishda yozish mumkin:
x-a _ y-b _ z-0
m n 1
11-misol. To*g‘ri chizigning
(2x—3y+z~5=0,
Bx+y—2z—4=0
umumiy tenglamasini kanonik ko‘rinishda ifodalang.

Yechish. Sistema yechimini topish uchun noma’lumlardan

birini ixtiyoriy tanlaymiz. Masaian, z = 1. U holda

(2x - 3y = 4,

(3x+y=~6.
X =2,y —0. To‘g‘ri chizigdagi Mo(2;0;l) nuqgtani anigladik.
To*g‘ri chizigning yo‘naltiruvchi 5 = N+x N2 vektorini topamiz:
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PJ K
S=72_.3 1 =6?+3/+ 2k+9k- i+4/=

3 1-2

=5r+7/+1W.

Demak, to‘g‘ri chizigning kanonik tenglamasi
X—2 y—»0 z—-1

11
ko‘rinishda bo‘ladi.
8-8. To‘g‘ri chiziq va tekislik orasidagi burchak. To‘g‘ri chiziq
va tekislikning parallellik va perpendikulyarlik shartlari

= to‘gri chizi(nq va Ax + By + Cz+

Fazoda .
D = 0 tekislik berilgan bo‘lsin. S = (n; m; p) - to‘g‘ri chizigning
yo*naltiruvchi vektori, N = (J1; B; C) tekislikning normal vektori.

Faraz gilaylik, to‘g‘ri chiziq tekislikni pburchak ostida kesib

0‘tsin (17-chizma).

<p to‘g‘ri chizig va uning tekislikdagi proyeksiyasi orasidagi

burchakdir.
Nvas$S vektorlar omsidagi burchak a = 90° —<pga teng. IKkKki

vektor orasidagi burchak formulasiga ko‘ra
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N-S
cosa =
1%1 «
N-S
aB(90° —<p = p, =sin(p=
( i ﬁ?| mS| ® N «\S\-
Demak, to'g'ri chiziq va tekislik orasidagi burchak
\A-n+B-m+C-p| ,in
smA “ JARHB2HR2 In*+m2+p2 (G
formula bilan aniglanadi. 5 _a
Agar to‘g‘ri chiziq tekislikka perpendikulyar bo‘lsa, 5 IIN
bo‘ladi (18-rasm). Ikki vektoming parallellik shartiga binoan,

-=- =N (17)
n m p
(17) formula to*g‘ri chiziq va tekislikning perpendikulyarli
shartidir.
S*(n,m,p)
N=(A, B, C)
18-rasm.

Agarto‘g‘ri chiziqtekislikka parallel boMsa, N 1 S bo‘ladi (19-

rasm).
N-S=0=>A-n+B’'m+C-p=0 (18)

(18) formula to g ri chiziq vatekislikningparallellik shartidir.

12-misol. | A to‘g'richizigva x + 2y +
+3z —29 = 0 tekislik orasidagi burchakni toping.

Yechish. Normal va yo‘naltiruvchi vektorlar koordinatalarini
yozamiz:

R(1;2;3), S(2;1;2).
(16) formulaga asosan
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11-2 + 2-1 + 3*21

sinp=-, .m=m. ...
N2+ 22+ 321-Ov22+ 1 +22

19-rasm.

13-misol. M(3, —2,4) nuqgtaning x —2y +z —5 = 0 tekislik-
dagi proyeksiyasini toping (20-rasm).

Yechish. M(3, —2,4) nugtadan o ‘tuvchi va berilgan x —2y +
z —5 = 0 tekislikka perpendikulyar to‘g‘ri chiziq tenglamasini
tuzamiz. Tekislikning N(1,—2,1) - normal vektori shu to‘g‘ri
chizigning S - yo‘naltiruvchi vektori bo‘ladi:
X—3 y+2 z—4
o~ T~~ -2 = 1
Mx nugtaning koordinatalarini aniglash uchunto ‘g ‘ri chizigning
kanonik tenlamasini parametrik ko‘rinishdagi tenglamaga keltiramiz:
X—3 y+2 z7—4
~T~=~-2 = 1 =
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X —t+3, y—21—2;7 —t+4.

t ning giymatini aniglash uchun ushbu ifodalarni tekislik

tenglamasiga qoyamiz:
X—2y+2—7=0=>t+3+4t+4+t+4~5=0=>t
=-1

Bundan, Mt nuqgtaning koordinatalarini aniglanadi:

X=t+3=-1+3=2;,y=-2t-2=2-2=0;

Z=t+4=-—-41+4=3

Shuyday qilib, berilgan M nugtaning tekislikdagi proyeksiyasi

aniglandi: Mx(2; 0; 3).

9-8. Fazoda ikki to‘g‘ri chizigning parallellik,
perpendikulyarlik va bitta tekislikda yotish shartlari

Fazoda Ixva 12to“g‘ri chiziglar berilgan boMsin.
X at y-bt z-ct
nx mt px

Ml (aLb1,ci).

I x~JF Y~-M=z~C
2° n2 m2 p2

S2(n2m2,p2), M2(a.2b2.c2).

va i2 to‘g‘ri chiziglaming parallellik (yoki ustma-ust
tushishi) sharti

w_m2_ FZ (1
n-L Pi
tengliklaming bajarilishidan, perpendikulyarlik sharti esa
nn2+ mxm2+ pip2=0 (20)

tenglikning bajarilishidan iboratdir.

Ma’lumki, agar Sx# S2bo‘lib, MIM2, St va S2vektorlar
komplanar bo‘lsa, ya’ni MXM2 m(5XX S2)=0 o‘rinli bo‘lsa, u holda
Ir va I2to“g‘ri chiziglar kesishadi.
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Demak, I va |2t0‘g‘ri chiziglaming bitta tekislikda yotish
sharti

a2-at b2- bt c2~(

Pi -0 (1)
m2 Pr

tenglik bajarilishidan iboratdir.

Agar MrM2'{St x52) =£0 bo‘lsa, u holda It va 12 to4‘ri
chiziglar aygash to‘g ‘ri chiziglar bo‘ladi.

14-misol. Berilgan ikki to‘g‘ri chizigning fazoda o°‘zaro
joylashishini tushuntiring:

kix~1=] =z+2 S~I,2,1), Mt(1,0,-2),

X+ 3
h: y =2z, Sz(2,1,1), M2(—3,0,0).

Yechish. # S2 => It va I2parallel emas. MXM2*(St x S2)
aralash ko‘paytmani hisoblaymiz:

4 0 2
MIM2-(S1xS2) = 1 2 1 = - 10.
2 11

m oros
MtM2m(Si XS2) ®0 =» I va |2 to‘g‘ri chiziglar aygash
to‘g‘ri chiziglardir.

10-8. Tekislik va to‘g‘ri chizigga doir
aralash masalalar

IM 1(x1,x2,x3) nugtadan ~ 7 to‘g‘richizig-

gacha bo‘lgan masofa (21-rasm).
Ma’lumki, izlanayotgan d masofa S va MOMX vektorlardan
yasalgan parallelogramm balandligiga teng. Shunday qilib,
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£

M*Xo0,Vo,20)

21-rasm.

2. Ayqgash to‘g‘rl chiziglar orasidagi eng gisqa masofa. Ma’
lumki, agar It va 12 to‘g‘ri chiziglar aygash bo‘lsa, u holda ikkita
parallel tekisliklar mavjud bo‘lib, ulardan birida It to‘g‘ri chiziq,
ikkichisida 12to‘g‘ri chiziq yotadi. Shu sabali,

jf_X —% ¥~bt yA —ct>
L Tr pr

buyerda St(w, px): MAarbAchy,

.X—a2_y—bh2 z-—c2
n2 =~ m2 ~ p2

buyerda 52(n2m2,p2); M2(a2,b2 c2); aygash to‘g‘ri chiziglar
orasidagi masofa MtM2, St va S2 vektorlar asosiga qurilgan

parallelepiped balandligiga teng bo‘ladi  (Sx va Sz vektorlar bitta
boshlang‘ich nuqtaga keltirilgan) (22-rasm).



22-rasm.

3. Berilgan to‘g‘ri chizigdan o‘tuvchi va berilgan tekislikk
perpendikulyar tekislik tenglamasi.
Tekislik va to‘g‘ri chizig berilgan boflsin:
a:Ax +By +Cz+ D—0, N(A,B,C),
| XTa_ _y—b: Z—cC
" n m p
buyerda S(n,m,p), Mr(a,b,c).
Shartga ko‘ra, berilgan 1to‘g‘ri chiziq islanayotgan tekislikda
yotadi va bu tekislik berilgan a tekislikka perpendikulyardir. U

holda, N\\S bo‘ladi.

Ma’lumki, S I MMt, bu yerda M(X,y,z) - I to‘g‘ri chiziqdagi
ixtiyoriy nugta. S va MMX vektorlar izlanayotgan tekislikda
yotadi. Uch vektoming komplanarlik shartiga asosan,

MMr - (SxN) =0.
Avralash ko ‘paytmani vektorlarning koordinatalari orgali ifodalaymiz:
X—a y—b z—c
n m p =0
A B C
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Natijada, berilgan to‘g‘ri chizigdan o‘tuvchi va berilgan tekis-

likka perpendikulyar tekislik tenglamasini hosil gilamiz.
. x-3 _y~1_ z=2 X _y-2 _ 1z

_15-_m|soL T TTg VATt 3 fo'g'ri chiziglar
orasidagi eng gisga masofani toping.

Yechish. Berilgan to‘g‘ri chiziglaming yo‘naltiruvchi vector-
lari:

N(1-1,2);52(-1,3,3).

H to‘gri chizigdan Mt(3,1,2) nugtani, 12 to‘g‘ri chizigdan
M2(0,2,0) nugtani olamiz va MtM2 vektor koordinatalarini
aniglaymiz:

MXAVI2(- 3,1,~2).
3 1 -2
McM2m(StXS2) 1 - 1 2 =18
-13 3
* J K
S,xS2= 1 -1 2 =-91—5j+ 2k
13 3

Aygashto‘g‘ri chiz_iqlar orasidagi eng gisga masofani

Vpar-d _ IM X ={l x4)1
Jasos |5I x S2

formula bilan aniglaymiz:

d=H=

18 18

n/8l+ 25+ 4 n/mo
16-misol. Mr(5,3,—4) nuqtadan tekislikka perpendikulyar

tushirilgan. Perpendikulyamingasosini shu tekislikdagi M0O(2,4, —1)
nuqta tashkil etadi (21-rasm). Tekislik tenglamasini tuzing.

23-rasm.
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Yechish. Faraz gilaylik, M(x,y,z) -tekislikdagi ixtiyoriy nugta
bo‘lsin. Masala shartiga ko‘ra,

McMI 1 WM => MgMImlWM = o;

MoOMX= (3,-1,-3); MOM= (x- 2y - 4,z + 1);

MQMXeMOM = 3(x - 2)- (y- 4)- 3(z+1)=0=>

=>» 3Xx—y —3z—5=0.

Demak, 3x —y —3z —5 —0 izlanayotgan tekislik tengla-
masidir.

17-misol. 7= =N to‘g‘ri chizigningx —y + +3z + 8 =
0 tekislikdagi proyeksiyasini toping (24-rasm).

Yechish. Berilgan tekislik va unga perpendikulyar bo‘lgan
hamda berilgan to‘g‘ri chiziq bo‘ylab o‘tgan tekislikning kesishish
chizig‘i to‘g‘ri chizigning tekislikdagi proyeksiyasini ifodalaydi.
Perpendikulyar tekislik tenglamasini keltirib chigaramiz.

Faraz qgilaylik, M (x,y,z) tekislikdagi ixtiyoriy nuqta bo‘Isin.
To*g‘ri chizigning yo‘naltituvchi vektori 5(4,3, —2) va tekislikning
normal vektori N(1,-1,3) hamda MOAf(x,y —4,z + 1) vektorlar
komplanardir, ya’ni MOM «(S X LLL = 0. Tengliknl vektorlar

koordinatalari bilan ifodalaymiz:
X y—4 z+1
3 -2 =0 => x—2y—z+7 =0.
-1 3

Shunday qilib, ikki tekislikning kesishish chizig‘i, ya’ni to‘g‘ri
chizigning tekislikdagi proyeksiyasi tenglamasini yozamiz:
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X—2y—2z+7=0Q
X—y+32+S=0
X_+9:y+1_ z

yoki kanonik ko‘rinisda .

11-8. Ikkinchi tartibli sisrtiar

Oliy matematikaning ko‘p o‘zgaruvchili funksiyalar gismini
o‘rganishda, xususan ulami grafik tasvirlashda, shuningdek, texnika
va iqtisodiyot masalalarida ikkinchi tartibli sirtlar hagidagi
bilimlarning o‘rni muhim ahamiyat kasb etadi.

1, Ellipsoid. Sfera.

1-ta’rif. Kanonik tenglamasi

X 2 z2

N+ o+ (24)
ko‘rinishda bo‘lgan sirtga ellipsoid deyiladi (25-rasm,bu yerda a, b, ¢
- hagigiy musbat sonlar).

Ellips kabi a,b, ¢ sonlar ellipsoidyarim o ‘glari deyiladi. Yarim
o'qlarga nisbatan quyidagi ta’riflami keltiramiz:

2-ta’rif. Agar a ®h,a ®c,b £c bo‘lsa, ellipsoid uch o(gli
deyiladi.

3-ta’rif. Agar a,b,c yarim o'glardan ixtiyoriy ikkitasi teng
bo‘lsa, ellipsoid aylanma ellipsoid deyiladi.

4-ta’rif. Agar elJipsoidning barcha yarim o‘glari teng boMsa:
a = b = ¢ —R, u holda ellipsoid R radiusli sfera deyiladi.

X2+y2+122=R2 (25)

Ellipsoidning z = 0 tekislik bilan kesimini ko‘ramiz. Ellipsoid

va tekislik kesishish chizig‘i tenglamalar sistemasi bilan ifodalanadi:

Tenglamadan ko‘rinadiki, kesishish chizig‘i - a va b yarim
o‘qli ellipsdir.

Ellipsoidning z = h tekislik bilan kesimini ko'ramiz. Kesishish
chizig‘l quyidagi tenglamalar sistemasi bilan ifodalanadi:

+zI+£i=1 )
a2 b2 c2 yoki
z=nh
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bu yerda % = a”jl ——, br = b*jl —— Shunday qilib, agar 0 <

h <c bo‘lsa, u holda kesim % < a;bt <b yarim o‘gli ellips
bo'ladi. Agar h —c boisa, u holda kesim (0,0, c) nugtani tashkil
etadi.

18-misol. Markazi C(a, b,c) nuqgtada va radiusi R ga teng
bo‘igan sfera tenglamasini yozing.

Yechish. M(x,y,z) sferadagi ixtiyoriy nutga bo‘lsin. Sfera
ta’rifiga ko‘ra, C(a, b,c) markazdan ixtiyoriy M(X,y,z') nugtagacha
bo‘lgan masofa R radiusga teng, ya’ni CM = R.

Ikki nugta orasidagi masofa formulasiga ko‘ra

CM= —a)2+ (y —b)2+ (z —c)2
*J(x—a)2+ (y —b)2+ (z—)2=R
Ix —a)2+ (y —b)2+ (z —c)2 = R2.

z

25-rasm.

26-rasm.
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Hosil bo‘lgan tenglama markazi C(a, b, ¢) nugtada, radiusi R
ga teng bo‘lgan sfera tenglamasidir (26-rasm). Xususiy holda sfera
markazi koordinata boshida boisa, ya’nia = b = ¢ = 0 bo‘lsa, (25)
ko‘rinishdagi sferaning sodda tenglamasini hosil gilamiz. (25)
tenglama bilan berilgan sferani o ‘zaro perpendikulyar uchta yo*nalish
bo‘yichatekis deformatsiyalash natijasida ellipsoid hosil bo‘ladi.

2. Giperboloidlar.

1-ta’rif. Kanonik tenglamasi

y2 v 2 72
o th~4, =1 (26>
ko‘rinishdagi sirtga birpallaligiperboloid deyiladi (27-rasm). a, b, ¢
- miqdorlar giperboloidyarim o ‘glari deyiladi.
2-ta’rif. Kanonik tenglamasi

a2t h-4,=~1 1)
ko'rinishdagi sirtga ikkipallali giperboloid deyiladi (28-rasm). Agar
a —b bo‘lsa, u holda giperboloid aylanma giperboloidbo‘ladi.

Bir pallali giperboloidning {z = h} tekisliklar bilan kesimi
ellipslarni tashkil etadi:
h—=1 HhZ
a2 b2~ T c2
Z=h,—oo< h < +o0.
\h\ ning giymati kattalashganda ellipsning yarim o‘glari ham
kattalashadi ( 29-rasm).
Ikki pallali giperboloidning {z = h] tekisliklar bilan kesimi
\h\ > ¢ shart bajarilganda

Xz +y2 _h2
a2 b2 c2
z = h,

ellipslarni tashkil etadi.

Agar \h\ —c boisa, kesim nuqgtaga aylanadi.

Ikki pallali giperboloidning x —h va y = h tekisliklar bilan
kesimida giperbolalar hosil boiadi:



y =h,
22 y2 k2
N~b2=1+Db2'

27-rasm.
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29-rasm.

3. Paraboloidlar. Oxz tekisligida ushbu
x2=2pz,y =0 (28)
tenglama berilgan parabolani qaraylik. Bu paraboiani Oz o‘qi
atrofida aylantirishdan hosil bo‘lgan sirt aylanma paraboloid
deyiladi.
Aylanma paraboloidning kanonik tenglamasi
S rY (29)

a2 a2
ko‘rinishda bo‘ladi.

Aylanma paraboloidni Oy o‘qi bo‘yicha N marta tekis

deformatsiyalaymiz. Natijada elliptik paraboloid hosil bo‘ladi.

Elliptik paraboloidni z —h(h> 0) tekislik bilan kesish
natijasida kesimda ellips hosil bo‘ladi. x = h va'y = h tekisliklar
bilan kesimi parabolalarni tashkil etadi.

1-ta’rif. Kanonik tenglamasi
2

- . b +b =2z° o <30)
ko‘rinishdagi sirtga (30-rasm) elliptikparaboloid deyiladi.
2-ta’rIf. Kanonik tenglamasi
y2

ko'rinishdagi sirtga (31-rasm) giperbolikparaboloid deyiladi.

186



Giperbolik paraboloidningy —O0 tekislik bilan kesimida

= 27' (32)
Y=0,
parabola hosil bo‘ladi. Sirtning x = h va y = h tekisliklar bilan
kesimida shoxlari pastga va yugoriga garagan parabolalar hosil
bo‘ladi. Giperbolik paraboloidning z —h tekislik bilan kesimi
(xz y2 _
(33)
Iz —h,
giperbolani tashkil etadi.

30-rasm.
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Oxz tekisligida berilgan 2—2—2-2: 1 giperbolani Oz o‘qgi

atrofida aylantirishdan 2y pz— A = 1 bir pallali giperboloid hosil
bo‘ladi.

Bir pallali giperboloidning har bir nugtasidan ikkita to‘g‘ri
chizig o‘tadi. Bu to‘g‘ri chiziglar giperboloidning yasovchilari
deyiladi.

4. Konus.

Ta’rif. Kanonik tenglamasi

ko'rinishdagi sirtga konus deb ataladi.
Konusning z —h tekislik bilan kesimida
x2 y2 h2

a2+ b2 cl
ellips (32-rasm) hosil bo‘ladi. x = h yoki y —h tekisliklar bilan

kesimi giperbolalami (33-rasm) tashkil etadi.

Kesimi ellips

32-rasm.
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Kesimi giperbola
33-rasm.
12-8. Ikkinchi tartibli sirtiarning umumiy tenglamasi

Biz oldingi paragraflarda kanonik tenglamalari bilan berilgan
ikkinchi tartibli sirtlar va ulaming tekisliklar bilan kesimlarini
o'rgandik. Bu kanonik tenglamalar

Ax2+ By2+ Cz2+ 2Dxy + 2Exz + 2Fyz +
+Gx+ Hy+Kz+L=0 (35)
ko‘rinishdagi tenglamaning xususiy holidir. (35) tenglama ikkinchi
tartibli sirtiarning umumiy tenglamasi deyiladi.
(35) tenglamani umumiy holda
F(x,y,z) =0 (36)
ko‘rinishda yozish mumkin.
Agar ikkinchi tartibli sirt tenglamasida o°‘zgaruvchilardan
ixtiyoriy biri gatnashmasa, bunday sirt silindrik sirtni ifodalaydi.

Masalan, F(x,y) = 0 tenglama bilan aniglangan egri chiziq
silindrik sirtning yo‘naltiruvchisi va shu yb*naltiruvchi egri chizigni
kesib o‘tgan o0‘z-o‘ziga parallel to‘g‘ri chiziglar silindrik sirtning
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yasovchilari deyiladi. Shunday qilib, silindrik sirtning tenglamasi

0‘zining yo‘naltiruvchisi tenglamasi bilan ustma-ust tushar ekan.

F(pc,y) = 0tenglama bilan aniglangan silindriami ko'rib chigamiz.
1-ta’rif. Kanonik tenglamasi

4 + 4 =1 (37)

ko'rinishda boMgan S|rteII|pt|k 5|I|ndr deyiladi (34-rasm).
2-ta’rif. Kanonik tenglamasi

42- $2= i 38>
ko‘rinishda bo‘lgan sirtgiperbolik silindr deyiladi (35-rasm).
3-taVif. Kanonik tenglamasi

y2= 2px (39)
ko‘rinishda bo‘lgan sirtparabolik silindr deyiladi (36-rasm).

\/a

34-rasm. 35-rasm.

36-rasm.
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Mustagqil ishlash uchun misollar

1. 2x + 3y + 4z —48 = 0 tekislikning koordinata o‘glari
bilan kesishgan nugtalarini toping.

2. 3) Nj(7;2;—3) va M2(5; 6;—4) nugtalardan o‘tib, Ox
o‘giga parallel; 2) Pz(2; —1; 1) va P2(3; 1; 2) nuqgtalardan o‘tib, Oy
o‘giga parallel; 3) Qx(3; —2; 5) va Qz(2; 3; 1) nugtalardan o‘tib, Oz
o‘giga parallel boigan tekislik tenglamasini yozing.

3. Koordinatalar boshidan tekislikka tushirilgan perpendikul-
yaming asosi M(2; —1; 2) nuqgtada. Bu tekislik tenglamasini toping.

4. M(l; —3;5) nugtadan o‘tib, Oy va Oz o‘glardan Ox
0°‘gdagiga ko‘ra ikki marta kesma ajratuvchi tekislik tenglamasini
yozing.

5 M(2;0;,— nugtadan 4x —4y + 2z + 17 = 0 tekislik-
gacha bo‘lgan masofani toping.
6. 4x —y +3z—6=0 va X+5y—z2+10=0

tekisliklaming kesishish chizig‘idan o‘tuvchi va 2x —y + +5z —
5 = Otekislikka perpendikulyar bo‘lgan tekislik tenglamasini yozing.
fx —2y + 3z —4 = 0,
(Bx+2y—5z—4=010g 1 ig teng'amalanni: 1)
proyeksiyalar bo‘yicha; 2) kanonik ko ‘rinishda yozing.

8. MI1(—4; 1; 3) nugtadan o‘tib, 1) a(2; —2;4) vektorga; 2)
—m=" = — to‘gri chiziqga; ) x = 3t—1,y = 2t + 3;z =
5t + 2 to‘gri chiziqga parallel bo‘lgan to‘g‘ri chizigning parametrik
tenglamasini tuzing.

9. Quyidagi to‘g‘ri chiziglaming parallelligini ko‘rsating:

— =ZzI~£ ( "+yY~z=0,
3 —-2~1 va (x—y—-5z—-8=0.

10. Quyidagi to‘g‘ri chiziglaming perpendikulyarligini ko‘rsa-

ting:

fx +y—3z—1=0, f3x4y —5z+1=0,
(2x —y —9z—2=0, va t2x+3y-8z+3=0.
11. m va C ning ganday giymatida x 22 Y]f-]‘= > to‘g‘n

chizig 3x —2y + Cz + 1 = 0 tekislikka perpendikulyar bo*ladi?
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12. N(4; —3; 1) nugtaning x + 2y —z —3 = 0 tekislikdagi
proyeksiyasini toping.

13. P(2; —4;3) nugtaning x —3t,y —St—7,z = =2t + 2
to‘g‘ri chiziqdagi proyeksiyasini toping.

14. P(4;1;6) nuqtaga {2* +y - 2z+ 3= 0 to‘g'ri chizi44a
nisbatan simmetrik nuqtani toping.

15. = ~ to‘g‘ri chiziqgdanx + 4y —3z + +7 = 0
tekislikka perpendikulyar tekislik o‘tkazing.

16. ~= = ~ to‘g‘ri chizigning x —y + 3z+ +8 =0
tekislikdagi proyeksiyasini toping.

17. P(7;9;7) nuqtadan AN = to‘g‘ri chiziggacha bo‘l-

gan masofani toping.
Xx—3 _y+l _ z x-7 _y-1 _ z-3 t 4.

i) — =i =sva— = 24— == parallet to'g'n chizig-
lar orasidagi masofani toping.

19. Markazi C(1; —1; 4) nugtadabo‘lgan sfera 2x + y —3z —
3 = 0 tekislikka urinadi. Sferaning tenglamasini tuzing.

20. Quyidagi sferalaming markazlari va radiusini toping:
a)x2+y2+z2—6x+ 8y + 22+ 10 = 0;
byx2+y2+z2+ 2x —4y —4=0.

21. A, B, C va D nugtalaming koordinatalari berilgan bo‘lsin.
1) AD to‘gri chizigning kanonik tenglamasini; 2) A, B va C
nugtalardan o'tuvchi Q tekislik tenglamasini; 3) D nuqgtadan o‘tib, Q
tekislikka pedpendikulyarbo‘lgan to*g‘ri chizigning kanonik tengla-
masini; 4) D nugtadan Q tekislikgacha bo‘lgan masofani; 5) AD
to*gri chiziq bilan Q tekislik orasidagi burchakni toping.

a)A(3,-2,5), B(-2,4,3),C(L,-1,6), 42, 0, -1).

b)A (1,2,4), B(3,0,1), C(0,-1, 1), D(2,1, -1).

c)A (3,0,4), B(6,3,0), CO,-9, 1), A4 1,2, 10).

d)A (2,7,3), B(4,5,6), C(2,-3,0), D5, I, 12).
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ILOVA
VIl BOB. KOMPLEKS SONLAR

Algebraik tenglamalar nazariyasi, shuningdek, elektrotexnika,
gidro va aerodinamika hamda qattiq jismlar mexanikasi masalala-
rining yechimlari haqigiy va kompleks sonlar bilan ifodalanadi.

Kompleks sonlaming turli shakllari va ular ustidagi asosiy
amallami ko‘rib chigamiz.

I-§8. Kompleks sonlar ustida asosiy amallar

1-ta’rif. z = a + bi ko‘rinishidagi son kompleks son deyiladi.
Bunda a = ReZ - kompleks sonning hagqigiy gismi, b = ImZ
kompleks sonning mavhum gismi, i mavhum birlik (t2= —1).

z kompleks sonning a + bi ko‘rinishi uning algebraik shakli
deyiladi.

Har ganday hagiqgiy d sonni

d=d+0ei

ko ‘rinishda ifodalash mumkin.

a + bi kompleks sonda a = 0,b ® 0 bo‘lsa, bi sof mavhum
son deyiladi.

2-ta’rif. zx = ax+ btz vaz2 = a2 + b2 kompleks sonlaming
mos ravishda haqigiy va mavhum gismlari teng, ya’ni

ax- a2vabt = b2
bo‘lsa, zx vaz2 teng kompleks sonlar deyiladi:
Zi —z2-

3-ta’rif. zx= ax+ bxi va z2= a2+ b2i kompleks sonlar

yig ‘indisi deb,
zx+122= (ax+ a2) + (bx+ b2

songa aytiladi.

4-ta’rif. zx'= ax+ bxi va z2= a2+ b2i kompleks sonlar
qyirmasi deb,

Zi- 22= (Oj - a2) + (bx- b2}
songa aytiladi.
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5-ta’rif. zx= ar+ bxi va z2= a2+ b2i kompleks sonlar
ko payimasi deb,
zt m2= (% m2- bxeb2) + (axmb2 + a2 mbt)i
songa aytiladi.
6-ta’rif. z = a + bi kompleks songa z = a —hi son go‘shtna
kompleks son deyiladi.
Qo*shmakompleks sonlar yig“indisi va ko ‘paytmasi hagigiy son
bo‘ladi:
z+z —a+bi+a—bi=(a+a)+ (fe+ (—h))i = 2a,
Z'Z = (a + bi)(a —bi) =
= (a-a- b- (—£))+ (am(—b) + bm)i = a2+ b2
Kompleks sonlami bo‘lish qoidasi: agar z2 @ 0 bo'lsa, u holda
£1_'"2
22 722°72
Masaian, z3 = ttj + btivaz2= a2+ b2i (z250) kompleks sonlar
bo‘linmasi
Zi _ ai + bxi _ (at + bxi)(a2—b2i) _
22" a2+ b2i ~ (a2+ n2)(a2- 20 ~
N eaz+V b2 (a2-bl-al'b2,

a2+ N2 a2+ "2
ko‘rinishda bo‘ladi.
1-misol. zx=2—7i va z2=5+ 3i kompleks sonlar
yig‘indisi, ayirmasi, ko ‘paytmasi va bo‘linmasini hisoblang.
Yechish.
IX+22=2—7i+ 5+ 3i = 7—4i;
zx- 22=2-7i- 5+3i)=(@2- 5+ (-7 - 3)i=-3- 10j;

Zim2=(2- 7i) w5+ 3i) =
= (2-5- (-7) -3) + (2-3 + (-7) *5)/ =
= (10 +21)+ (6- 35)i = 31- 29i,
Zi z1-zZ2_2-7i (2-7Q(5-3Q
rz r2=* 5+3t (b+3Q(5—30
25- (-7) *(-3) 2<(-3) +(-7) *5.
52+ 3? 52+ 32 1
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10-21 6+35. 11 41.
~ 34 34 1~ _34~341

2-8. Kompleks sonning geometrik tasviri

Tekislikda Dekart koordinatalar sistemasi berilgan boisin.
Koordinata tekisligida kompleks son nuqtani ifodalaydi. Tanlangan
koordinata sistemasida gorizontal o‘q hagiqiy o*q deyiladi va unda
kompleks sonning haqgiqgiy gismi belgilanadi. Vertikal o‘q mavhum
0 ‘q deyiladi va unda kompleks sonning mavhum gismi belgilanadi.

Har bir z —a + bi kompleks songa koordinata tekisligida
(a, b) koordinatali nugta mos qo‘yiladi ( 1-rasm).

Yy

1-rasm.

z = a+bivaz = a—bi qoshma kompleks sonlar hagigiy o‘qga
nisbatan simmetrik nuqgtalami tasvirlaydi (2-rasm).

Nugtalari kompleks sonlarga mos keladigan koordinata tekisligi
kompleks tekislik deyiladi.
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3-8. Kompleks sonning moduli va argumenti

z = a + bi kompleks son kompleks tekislikda N(a, b) nugta

bilan tasvirlansin. u holda ON radius vektor ham z kompleks sonni
tasvirlashi mumkin (3-rasm).

2-rasm.
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1-ta’rif. ON radius vektoming uzunligi z kompleks sonning
moduli deyiladi va |z| bilan belgilanadi.

Ma’lumki, radius vektoming uzunligi 0(0; 0) va N(a,b)
nuqtalar orasidagi masofaga teng, u holda:

|z| = >/a2+ b2

2-ta’rif. Hagiqgiy o‘gining musbat yo‘nalishi va ON radius
vektor orasidagi < burchakka z kompleks sonning argumenti
deyiladiva <= Argz bilan belgilanadi.

Argz = argz + Inn, (nez).

bu yerda argz — Argz ning bosh giymati bo‘lib, —'< argz < n
shartdan aniglanadi, ya’ni

arctg% agar a > 0,
n+arctga agar a < 0, b>0,
argz —n+arctg% agar a<o0, b <0,
5 agara = 0,b > 0,
X

agara=0,b< 0.

3-rasmga ko‘ra, \z2\ = r, argz = (p, u holda
a = r cos<p, b =rsin<g

Bundan cos (p = *=p,sin<p = tgp= K
4-8. Kompleks sonning trigonometrik shakli

Kompleks son z = a + bi algebraik shaklda berilgan boisin.
Kompleks sondagi a va b o‘miga a = rcos(p va b = rsin<p
giymatni qo'yamiz:

Z = rcos<p+ irsin(p,
z = r(cos<p + isintp) (D
buyerdar = \z\, (p = Argz.

r(cos 9+ isinq)) - kompleks sonning trigonometrik shakli.
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2-misol. z = —1 —iV3 kompleks sonni trigonometrik shaklda
ifodalang.

Yechish. |z| = r =J (-1)2+ (-n/3)2= 2,

-n/3 r-
tgp= — = v3,
r- " 2
= —h + arctgvZ = —h + —= —n.
—1 —i>/3 = 2”cos + isin

Triginometrik shaklda berilgan
zi = ri(cosp+ isin<p)vaz2=r2(cos<p+ isin <)
kompleks sonlar ko‘paytmasi va bo‘linmasini aniglaymiz:
zx'z2= Ti(cos P+ isin <) 'r2(cos P+ isinip) =
rtr2(cos pcos rp —sin psinm +
+ i(cos Psinrp + sin pcosrp)) =
rir2(cos(<p + ip) + isin((p + rp)).

Demak,
Zi m2 = rlr2(cos(q) + xp) + isin(<+ ip)). (2

zi  ri(cosd+ isin<p)
z2 r2(cos(p+ isinip)
_ "™(cos (p+ isin<p)(cosrp—isinrp)
rz(cosrp+ isinip)(cosrp—isinrp)
r*(cos ¢pcosrp + sin psinrp + i(sin (pcos rp —cos Psin rp))
r2(cos2rp + sin2??)

= %[cos(<p —Trp) + 1sin(*> —p)].
r

Demak,
22 —Fg[cos((p -ip) + isin(<p - rp)l. (3)
1. Darajagako tarish. (2) formuladan foydalanib, trigonometrik
shaklda berilgan z = r(cos (p + isin<p) kompleks sonni darajaga

ko‘tarish mumkin.
Faraz gilaylik, n —butun musbat son bo‘Isin.
IN=zZm W, w,
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Ifodani soddalashtiramiz:
zn = rn(cos n<p + isin n<p). 4
2. Ildiz chigarish. Kompleks sonning n - darajali ildizi debn
darajaga ko‘targanda ildiz ostidagi songa teng boiadigan kompleks
songa aytiladi, ya’ni
pn(cosmp + isinmfi) = r(cos ¢+ isinip)
boisa,
Alr(cos p+ isin<p) = p(cosxp+ isinip).
Teng kompleks sonlaming ildizlari teng boiishi kerak, argu-
mentlari esa 2n ga karrali songa farq gilishi mumkin boigani uchun
pn=r, mp = P+ 2kn,

P=tf  wp= T
bu yerda k - ixtiyoriy butun son. k ga 0,1,2,...,n —1 giymatlar
berib ildizning n ta har xil giymatlarini topamiz.
Shunday qilib, kompleks sonning n - darajali ildizi n ta har xil
giymatga ega bo‘ladi:
yr(cosq> + isirup) = Vr ~cos - ¥~ + isin (5)
buyerdak = 0,1,2,..., (n —1).
(4) va (5) formulalar Muavr#ormulalari deyiladi.
3-misol. zt = 2 —2i vaz2= n/3 + i sonlar berilgan. Tigono-
metrik shaklda zx ¢z2 va —ni toping.

Yechish. zx = 2 —2i son uchun
rx=n/22+ (-2)2= 2V2.

kompleks sonni trigonometrik shakli:
N=2V2(cos(-]) +isin(-])).
Xuddi shuningdek, z2 kompleks son uchun:

7 Abraham de Muavr (Abraham de Moire) (1667-1754) - angliyalik matematik.
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r2=hb2l=J(V3)2+1*=V4 = 2

n/3
cos(p2 = — ,S\n(p2 = -

X 71\
22=12 (cos—+ i sin—J.

U holda, (2) va (3) formulaga asosan,
Z,°22=2V2+2(cos(-5+5) +,* ,(-: +=))
= 4V2(coS(-i) +isin(-i)).

z; 2n/2£cés,\_)i(_z’&j+isln/ n o K\
z

=V2(c°s(-1]) + (Sin(- If))
4-misol. z = by Ei kompleks son uchun z 20 ni toping.
Yechish. Kompleks sonni trigonometrik shaklda yozamiz:
1 3

|z|=r:](|)2+(f) a1

t

|

argz = arctg-éi- = arctgv 3 =

[S—

2
U holda
\ > . I
= '-(cos—+ |smln) _ COS—+ isin:
(4) formulaga ko‘ra,
7T\28

-
2z = (cos§+ |sm—) =

/ Tt / X 20k . . 20K
= cos 20 I—.] + isin 220 ;< = cos——4- i sin
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2ln—m . . 21n —x
= ¢c0S-— ———----1iSiN-— ————-=

f m ./ Jt\
= cos\7n —3 4-isin\7rc —3 =

=cos(it— +isinPk— =
. N 1 V3

= —C0S—+ isin— .
0 _J 2 2
0 i V3-I.

2 2
5-misol. \[z = V—1 —i kompleks sonning kub ildizlari giy-
matlari topilsin.
Yechish. Kompleks sonni trigonometrik shaklda yozamiz:
a=—, b=—.

F=V(-1)2+ (-1)2=V2, tgp=—2= 1.

avab manfiy bo‘lgani uchun q>—51rgateng bo‘ladi.

Si . . 2it
V=T=7= V2(cos™ +isinT J=
N

5r|_+ 2kn
V2 cos- + isin
ft=0,1,2.
k=0, V2| cos —hisin-g
V2 ~cos™r + iSml—;c,,
+ 2it 52 + 2
k =1, + isin

5
O
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5-8. Ko‘irsatkichi kompleks bo‘lgan ko‘rsatkichli funksiya.
Eyier formulalari

z
Ko‘rsatkichi z = x + iy kompleks bo‘lgan & ko‘rsatkichli
funksiya quyidagi tenglik bilan aniglanadi:

e = lim (I+-)
N—cio \ n/ m=m

z X ( B )
e =e \cosjy+zsmjy

yoki

X+i X A

e Y e ;‘COSJ+ZSInj;) n
Xususiy holda, agar npu x - 0 bo‘lsa

e& = cosy + i'sr%y @)
bu formula Eylerformulasi deyiladi.
Ko‘rsatkichli funksiyaning xossalari.
1°. Agar zx vaz2- ikkita komleks son bo‘lsa, unda
222 7 2
e ~e’e
Isbot. z xi+”"1 1z 2- xi +®r bolsin. (10) formulaga asosan

eZ+ZZ _ e(xI+in)+(x2+iyt)

= Ix1+x2)+i(yl+y2) = ex\exr [cos(yi +y2)+ism(y, +y2)]. *

Trigonometrik shakldagi ikkita kompleks sonni ko‘paytirish
formulasiga binoan:



zI1+z2 _ zl 72
e =€ e
L\ 7 XHN X2HY2

Aj N
=e “(cosyl+isinyl)e (cosy2 +isiny2) =

X, X2 ) 9)
= e le 2 [cos(y,+y2)+/sin(yx+y2)].
Z+en 4 2
(8 va (9) tengliklardan e =e e o‘rinli ekanligi kelib
chigadi.
N2 =1
2°. e 0?2 (10)

(10) tenglik 1-xossa kabi isbotlanadi.
3°. Agar m butun son bo‘lsa,

(/) 79 e
boiadi. Agar m>0 boisa, bu formula (4) formulaga asosan osongina
hosil boiadi; agar m<0 boisa (4) va (5) formulalarga asosan hosil

mz

gilinadi.
4°. Kompleks ko‘rsatkichli fimksiya 2 davrga ega, ya'ni
z+2® z ) ) 2ni
e —2 . Xususiy holda, agar z =0 boisa, € =1

Hagigatan, (9) va (6) formulalarga asosan:
Z+2jti Z 2ni z . 4 z
e —ee =e (cos2tt+/sin2;r) =e ml=¢ .
Komleks sonning 2 = r (cos®-H’sin”) trigonometrik shak-
lini (7) formulaga asosan ko ‘rsatkichli shaklga almashtirish mum-
kin:
bl
Z = re
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Ko‘rsatkichli shakldagi komleks sonlar uchun ko‘paytirish,
boiish, butun mushat darajaga ko‘tarish va butun musbat darajali
ildizdan chigarish quyidagi formulalar bilan bajariladi:

Y Ik -r2e =rx -r2eKh+(h) . (i)
Vv i t(h-h)
] e ; (12)
n T
r e (13)
h->r2nk.
= \fr e n (h=0,1,2,...,n-1) (14)

(7) Eyler formulasi trigonometrik va ko‘rsatkichli funksiyalar
orasidagi bogMiglikni o‘matadi. Eyler formulasida y ni o va -®
larga almashtirib, ushbu tengliklami hosil gilamiz:

e =cosp+ismdp? £  —cosdh—isinbd
Ulami go‘shish va ayirish yordamida quyidagilarni hosil
gilamiz:

costh= ——- N, (15)
edl e-gol
= 2 (16)
Bu ikkita oddiy formulalar ham Eylerformulalari deyiladi.
. . in"A fe~bin 2Mn
6-misol. Toping: 1) e  ;2) e ;3) e

Yechish. (7) formulaga asosan:

2) Leesiktl o Tr[cos(-*/2)+isin(-"/2)] _Q~ni

=cos(-ar) +isin(-ar) =-1,
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3) (4) xossagako‘ra e2+T - e2 fcosx+is'ma\) =-e
7-misol. Quyidagilami toping: 1) cosi;2) cos(l-i).
Yechish. (15) formulaga asosan:

2 -2 9
e +e e +e 1t+e

2)55¢- 0 = 2 ~ 2 -
=M\?(cos 1+/sinl)+<r*(cos(-)+/sin(-]J =

-~fecosl +e/sml+e ‘cosl-e YsmlJ =

cosl+/(e-e )sinl) = g;~ -cosl-fZ- —sinl.

8-misol. z kompleks o°‘zgaruvchi uchun quyidagi formulalar
oVinli boiishini ko‘rsating:
.2 2
1) sSUl z+cCos Z =1,
2) sin2z = 2sinzcosz;

3) cos2z = cos? z - s 2

Yechish. 1) (15) va (16) formulalami kvadratga oshiramiz
hamda ulami hadma-had qo*‘shamiz:

(ezi+e-zif (ezin~zif
cos z+sin z =
-4

elzi+2+e-2zi-elzi+2-e~2zi

2) (15) va (16) formulalarning o‘ng va chap gismlarini mos
ravishda ko ‘paytiramiz
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. ezl+e~zl ezl-e~zl
2sinzcosz = 2- 5

e~ ——""" _ cos2z+zsin2z co0s2z-/sin2z .
= -=- — sin 2z.

2i 2i 21
3) (15) va (16) formulafarning o‘ng va chap gismlarini
kvadratga oshiramiz hamda uiami hadma-had ayiramiz:

f /
4 -4
e2N+2+e-2zi+e2zi_2+e-24 e2zi+e-2zi
= c0Ss2z.

2_.2
oS z-SM z=m

Mustaqil ishlash uchun misollar

1. Kompleks sonlami vektorlar bilan tasvirlang, ulaming
modullari va argumentlarini aniglang hamda trigonometrik shaklda
yozing:

1)z —3; 2)z = =2 3z =3i; 4)z = =2i;

5) z=2-2i;6)z=1+1iV3; 7Nz=—A3- i

2. 3=3+2 va z2=1+5 kompleks sonlar berilgan. V z2>

lami toping.

3. Quyidagilami Muavr formulasi bilan hisoblang:
D (1+i)10; 2)(l- iv3)6;3) (-1 + i)5;
4) (1 + cos; + isinz)4; 5) (V3 +1)3-
4.z = V' ning barcha giymatlarini toping va radiusi 1 ga teng
doira yasab, topilgan giymatlarini radius-vektorlar bilan tasvirlang.
51)x3+8=0; 2)x4+4=0;3)x3- 8=0;
4)x6+ 64 = 0; 5) x4—81 = 0 ikki hadli tenglamalarni yeching.
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0 “TLLGAN MAVZULARNING 0 ‘ZLASHTI1RILISHINI
TEKSHIRISH UCHUN SAVOLLAR

Talabalar darslik bo‘yicha mavzulami va ularga oid masalalar
yechish malakasini o°‘zlashtirganlaridan so‘ng, o‘zlashtirilgan
ta’riflar, formulalar va teoremalar isbotini takrorlash tavsiya etiladi.
Ushbu savollar o‘zlashtirilgan materiallami takrorlashda talabalarga
yordam berish magsadida keltirilgan.

I. Chizigli algebra elementlari

1 Determinant deb nimaga aytiladi? Uning asosiy xossalarini
keltiring.

2. Determinantning minori va algebraik to‘Idiruvchilari deganda
nimani tushunasiz?

3. Determinantlami hisoblash usullarini bilasizmi?

4. Matritsa deganda nimani tushunasiz? Matritsalar ustidagi
chizigli amallar ganday bajariladi? Ulaming asosiy xossalarini
ayting.

5. Birlik matritsa deb ganday matritsaga aytiladi?

6. Teskari matritsa deb ganday matritsaga aytiladi va u ganday
topiladi?

7. Chizigli tenglamalar sistemasining yechimlari deganda ni-
mani tushunasiz?

8. Tenglamalar sistemasini yechishdagi Kramer formulasi va
uni ganday hollarda go‘llab boiadi?

9. Qanday shart bajarilganda chizigli tenglamalar sistemasi
yagona yechimga ega boiadi?

10. Agar asosiy determinant 0 ga teng boisa, chizigli
tenglamalar sistemasi hagida nima deyish mumkin?

11. Qanday shart bajarilganda bir jinsli tenglamalar sistemasi
noldan fargli yechimga ega boiadi?

12. Chizigli tenglamalar sistemasini yechishda Gauss usulining
ma’nosi nimadan iborat?

13. Tenglamalar sistemasini matritsa usuli bilan yechishni tu-
shuntiring.
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M. Tekislikdagi analitik geometriya

1 Chizigning tenglamasini ganday tuzish mumkin?

2. To‘g‘ri chizigning burchak koeffitsiyenti deb nimaga ayti-
ladi?

3. To*g‘ri chizigning burchak koeffitsiyentli va umumiy tengla-
malarini yozing.

4. To‘g‘ri chizigning kesmalardagi tenglamasi ganday ko‘ri-
nishda boiadi?

5. To‘g‘ri chiziglar dastasining tenglamasi. Ikki to‘g‘ri chiziq
orasidagi burchaklar bissektrisalarining tenglamalarini yozing.

6. Ikki nugtadan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq tenglamasini ganday
hosil gilasiz?

7. To‘g‘ri chizigning normal tenglamasini va umumiy
tenglamasini normal ko ‘rinishga gqanday keltiriladi?

8. Berilgan nugtadan to‘g‘ri chiziggacha boigan masofa ganday
aniglanadi?

9. Ikki to‘g ‘ri chiziq orasidagi burchak ganday hisoblanadi?

10. Aylana deb ganday egri chiziqga aytiladi? Uning tengla-
malarini yozing.

11. Ellips deb ganday egri chizigqga aytiladi? Ellipsning fokus-
lari va ekssentrisiteti ganday aniglanadi?

12. Giperbola deb ganday nugtalarning geometrik o‘miga
aytiladi?

13. Parabola deb ganday nugtalarning geometrik o0°‘miga
aytiladi?

14. Ikkinchi tartibli egri chiziglaming qutb koordinatalaridagi
tenglamalarini yozing.

LLI. Vektorlar algebrasi

1. Vektor va uning moduli deb nimaga aytiladi?

2. Qanday vektorlarga kollinear, komplanar, teng vektorlar
deyiladi?

3. Modullari teng boigan ikki vektor o‘zaro teng boimasligi
mumkinmi? Agar teng boimasa, fargi nimada?
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4. Vektorlar ustida ganday algebraik amallar bajarish mumkin?
Nol vektor deb ganday vektorga aytiladi? VVektorlar ustida kiritilgan
amallar uchun ganday xossalar o ‘rinli?

5. Tekislikda, fazoda basis deb ganday vektorlarga aytiladi?

6. Qanday vektorlarga chizigli bogiiq vektorlar deyiladi?

7. Dekart koordinatalar sistemasi ganday tanlanadi?

8. Vektoming komponentalari, uning boshlangich va oxirgi
nugtalarining koordinatalari orgali ganday ifodalanadi?

9. Kesmani berilgan nisbatda boiishni ko‘rsating.

10. Uchburchak og‘irlik markazining koordinatalarini uning
uchlarining koordinatalari orgali ifodalang.

11. Nugtaning va kesmaning o‘qdagi proyeksiyasi deb nimaga
aytiladi?

12. Ikki vektoming skalyar ko‘paytmasi deb nimaga aytiladi?
Uning xossalari. Proyeksiyalari bilan berilgan ikki vektoming skalyar
ko ‘paytmasini ganday topasiz?

13. Vektoming uzunligini skalyar ko ‘paytma orqali ifodalang.

14. 1kki vektoming vektor ko'paytmasi deb nimaga aytiladi?
Uning xossalari va berilgan vektorlaming proyeksiyalari orgali
ifodasi.

15. Uchta vektoming aralash ko‘paytmasi deb nimaga aytiladi?
Uning xossalari va geometrik ma’nosini aytib bering.

16. Uchta vektoming komplanarlik shartini ifodalang.

IV. Fazodagi analitik geometriya

1. Qanday parametrlar berilganda fazoda tekislikning o‘mi
aniglangan boiadi?

2. Tekislik tenglamalarini (normal, umumiy, kesmalar bo'yicha;
berilgan bitta nugtadan, uchta nugtadan o'tuvchi) yozing.

3. Ikki tekislik orasidagi burchakni ganday aniglaysiz? Ikki
tekislikning parallellik va perpendikulyarlik shartlarini yozing.

4. Berilgan nuqtadan berilgan tekislikkacha boigan masofa
ganday topiladi?

5. Fazoda ikki tekislik kesishish chizigidan o‘tuvchi tekisliklar
dastasining tenglamasini yozing. To‘g‘ri chizigning proyeksiyalar
bo‘yicha tenglamalarini yozing.
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6. To‘g‘ri chizigning yo‘naltiruvchi vektori deb ganday
vektorga aytiladi? To‘g‘ri chizigning kanonik va parametrik
tenglamalarini yozing. Berilgan ikki nugtadan o'tuvchi to‘g‘ri chiziq
tenglamasini yozing.

7. To‘g‘ri chiziq bilan tekislik orasidagi burchak deb ganday
burchakka aytiladi va u ganday aniglanadi? To‘g‘ri chiziq va
tekislikning parallellik va perpendikulyarlik shartlarini yozing.

8. To‘g#i chiziq bilan tekislikning kesishish nugtasini ganday
topasiz?

9. Ikki to‘g‘ri chizigning bir tekislikda yotish shartini yozing.

10. Sfera tenglamasini yozing.

11. Yasovchisi Oz o‘giga parallel silindrik sirt tenglamasini
yozing.

12. Aylanish sirtini ganday hosil qilasiz? Konus sirtlar
tenglamasini yozing.

V. Kompleks sonlar

1. Qanday ifodaga kompleks son deyiladi?

2. Kompleks sonning trigonometrik shaklini yozing. Uning
moduli va argumenti deb nimaga aytiladi?

3. Kompleks sonlar ustida qo‘shish, ayirish, ko‘paytirish va ildiz
chigarish amallari ganday bajariladi? Muavr formulasini yozing.
Misol keltiring.

4. Haqigiy sonni trigonometrik shaklda ganday tasvirlash
mumkin?
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ng:

MUSTAQIL YECHISH UCHUN MISOLLAR

Quyidagi determinantlanii hisoblang:
! |

I g #
8 5

23 2

3 5

5 8I

3 -21

-4 5T
na —1

5.

a sdal
Icosa —sina\
Isina cosa i

7 a+b a—bi
"a—b a +b*
2 11

8.1 2 1.

4,

sina sinfi
" cosa cosfi

Determinantlami birmchi ustun eleraentlari bo‘yicha yoyib hisobla
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QD
O w'_\N
1
) 1
e lee
D =D

15.

QD
(@

16.

TORr Oogo = WP
o
)

oo T
o

17. O K -1
a a
18a a -—a
a —a
19.

20.

1
21. 1
1

l1+cosa l+sina 1
22. 1—sina l+cosa 1

2c052-2 sina sina cosa 1
i )
23.1) 2£ /3 2) sinf3 cos/? 1

siny cosy 1
0 y Yy
Determinant xossalaridan foydalanib hisoblang:
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8 7 2 10 1 1 11
~82 7 10 v 1l -1 2 2.
240 44 4 5 1 1 -1 3
0 4 -3 2 1 1 -1
? -3 41 5 a 2 -1
i -2 3 2. 4 b 4 -3 t
1 b ¢ d 2 ¢ 3 -2
5 -1 4 3 4 d 5 -4
>-1 10 2 3 -3 4
) . 2 -1 2 1 -1 2
5 1 23" .2 10"
I 1 6 1 2 3 O '5
3 . 2 3 2 . 2
4 2 4 3 4 . 2
7) 1 -1 1 1 x 2 =1 0 1
4 1 2 5 1 2 3 2
1 2 4 1 0 4 1 1
2 3 0 6 . '4 2 1 3
9) 2 2 1 4 IO) 0 1 2 2
3 1 . 1 3 4 -3
3 5 3 2 ‘4 1 2 0
. 4 ‘A 2 0 2 3
H) 1 2 2 1 9 I '3 0 1 1
5 . = 4 2 PR 3
1 1 2 0 1 1 2 3
3 & - 5 e 2 3
13) 1 0 6 4 1% ‘2 3 1 0
2 3 5 . 2 3 -2 0

25. Uchlari A(-2; 1), B(2; -2) va C(8; 6) nugtalarda boMgan uchbur-
chakning yuzini hisoblang.

26. A(l; 3), B(2; 4) vaC(3; 5) nugtalar bir to“g‘ri chizigda yotadimi?

27. A va B matritsalar berilgan. Quyidagilar topilsin:
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4)n-'s  5) JH1

3)B-A;

1) 2n-38 2) A-B;

4

2

27.1. N1

>

7 -6

8

27.2. A

1

27.3. A

. -4

21n. A

-1 T
3 3
2 .,

2
11
ri

(1

B=

H o <
N M
No g

27.5. n=

-44
-3

0
5

2

B=

-4 19

2

27.6. A=

-3 2
5
-3,

4
-4

r

6

2

0
2

B=

13 27
\o

21N0. A

2N

-1

Ol

-1

II3

15

5
-7
-1
-9

3
\4
‘2

21.8. A

-44

"0

-4

B=

39
1>

4

27.9. A

ri
=4
0

27.10. n
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?)
1
7
2/
1
"

_3)

M
3
2

— <

M_OO

4|
1>

9
-1

27.11. A= -1

0 5
rl 5
1 2
k2 1
f3 O
a= -3 1
,1 3
r3
B= -3 O
<5

B=
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5

4>
-5
2I
-3
>

-4

-8
0
0
2 3 2,
5
-5
-1

1703

2715. N1=3 1 7
|8 )

f5
7
-1
4
Y2
218
-3
|
\ 1
27.18. A= 5
3

27.12. A
27.13. A
27.14. A
27.16. A
27.17. A
27.20. A



27.21. A

5 4

-7

B=

49

2

27.22. a

44

1 -5 3

27.23. n

21!
-1

3

1

27.24. n

(P

"3

4

27.25. A

S

6

B=

0

3

27.26. A

-7 -

"4

1

27.27.

2

9

27.28. N=

2

27.29. 4

'6 7 31

3

B=

0

1

27.30. A



28. Berilgan tenglamalar dan x ni toping va ildizlami determinantga

qo‘yib tekshiring:
x2 3 2 x2 4 0
) x -1 1=0; 2)x 2 3=0
o il 110
x2 3 2 X2 4 9
3y x -1 1=o x 2 3 0.
0 114 111
Tenglamalar sistemasini determinantlar yordamida yeching:
2X+ 3y = 1,
3X+ 5y =4
%0 3x +4¥ =4
EZX +4y + 1
31 [§ T}/’ =4
f3x+2y=17,
32 (ax —sy = 40.
ax —3y = 1,
[ax + 2y= 6.

[mMX —y = (m—)2,
I2x —y = n(T®d 2n).

35. Ushbu, 3x —ay = 1, 6x+4y=b tenglamalar sistemasi a va
b ning qaysi giymatlarida:

1) yagona yechimga ega;

2) yechim mavjud emas;

3) cheksiz ko*p yechimga ega ekanligini aniglang.

36. Birjinsli  13x +2y = 0, 5x+ay = 0 tenglamalar siste-
masi a ning ganday gqiymatida noldan fargli yechimgaega ekanligi-
ni aniglang.

Tenglamalar sistemasini yeching:
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2x —3y+z—2=Q "Ix+ 2y + 3z = 15
37.1)'x+5y—4z+5=Q 2) 5x—3y+ 2z = 15,

Ux+y—8z+4=Q FOx —11y + 5z = 36.
2n. - 4y + 3z =1, +y —5,
38. )| x—2y44z=3 + 3z = 16,
(3x—y +5z2=2
" ox+y+z=Q S5y —z = 10.

39. )j3x-y +2z= -3, 2 X+y—27 = 6,
X+y—3z=4 2x + 3y —7z = 16,
X+2y+3z= 1, X+2y+z=16

40.1) 2x—y +2z=6, 2) 3X+2y+z=05,
X+y-3z=T. 2X —y +z = 6,

ﬁ_5y+22=0 , X+ 5y =33
(Bx+2y+22=Q
(5x+2y+3z=0.
43 f * ~3Y+5r=Q
(7x—9y Iz = 0.

(x+2y+3z2=Q
44.12x —3y+4z=Q

{3x—y +7z=0.
3x+2y—z=Q
45, 2x—y +3z=Q
X+ 3y —4z = 0.
(Bx+2y—z =Q

46. 12x —y + 3z=Q
(x+y—z=0.
f3x—y+22=Q

47. <2x+ 3y —bz = 0,
( x+y+z=0.
(2x—y +3z=0Q

48. |x + 2y —bz = Q
B3x+y—2z=0.
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rx+2y+ 3z =4,
49.{2x + 4y + 6z = 3,
(3x+y—z=1
X+ 2y + 3z = 4,
50. 2x+y —z =3,
3x+3y42z2=1.
(x+2y+3z=4
511 2x+y— =3,
(3x + 3y + 2z = 10.

r 2x—y +z =2,
52.\3x + 2y + 22 = -2,
{ x—=2y+z=1
Sistemaiami Gauss usuli bilan yeching:
X —y + 3z =4,
53. 2x + 3y —2z = 5,

23X+ 5y+z =4
X —2y —3z = 8,
IK+y+z=3

4X + 3y —2z = .
B3x+y+ 2z=—4,
55.jx —2y -z =-1,
\2x —3y —2z = 0.
( x+y=4
56. {2x+3y+z =17,
Kx+y+ 3z=-=3
[ 2x+y +4z =20,
571 2x —y —3z =3,
(3r+ 4y —bz = 8.
Ix + 2y + 4z = 31,
58.15x +y + 2z = 29,
(3a—y+z=10
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8i);

X —2y + 3z = 6,
59. 2x + 3y —4z = 16,
3x —2y —bz = 12.
2n+y—3z=3
60. 3x + 4y —5z = 9,
2y + 7z = 11.

Tenglamalar sistemasini matritsalar yordamida yeching:

mX + 2y +2z =4, 2x —4y + 9z = 2§,
64. 1) 3x- 5y+3z=1 2) 7x+3y—6z=—,
2x+ 7y —z = 8. x+9y—9z =15

f2x+y =5,

65. jx + 3z = 16,
oy —z = 10.
m7x+ 2y + 3z = 15,

66. Hy—3y + 2z = 15,
10* - Ily + 5z = 36.
X +y —z = 36,

67. x+z —y =13,
Yyt+tz—x=17.
X+y+z= 36,

68. j2x - 3z = -17,

. 6x —5z=1.
"2X+y + 2z =6,

69. x —3y —=z = -5,

Sx —2y +z = —1.

X —2y + 3z =5
70. 2x + 3y —z = -4,
X +y—2z=-1.
71-74- masalalarda ko‘rsatilgan amallami bajaring:
71. 1)(2- 30(-4 +70; 2) (5-60C-1O +
3) (V3+i)(V2- iV3); 4) (4 +1iV5)(4 - iVs);
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5) (T + t'Vn)(m —iVn); 6) (a + bi)(a —bi).

2 1) D75 V70 A5

-T3 S\ V7-i Vs m+tVn c/p+qi

73" )l A 2)W U ; (s—2)?’ 5 ) A,

74 14 (3+4Q(-1+3Q _ -4+6i _ (4—9Q(1+2Q _
6-8i T (2+0(3-20" “(-2+0(1- 30"

(m+ni)(n+mi)
n-mi

Quyidagi kompleks sonlami vektorlar bilan tasvirlang, ulaming
modullari va argumentlarini aniglang hamda trigonometrik ko‘rinishda

yozing:

7 1Nz=3 2)z=-2 3)z=23i; 4)z =-2i.

76. 1)z =2-—=22; 2)z=1+1i>/3;3)z=—-V3- i

77. 1)z =V3+i;, 2)z=3+1iV3;3)z=-V2 +iV6.

78. 1)z=-—V2+isfl; 2)z =sina + t(l —cosa).

79. 75-78-masalalarda berilgan sonlami ko‘rsatkichli (relp
shaklda tasvirlang (—n < (p<n).

80. )x2+25=0; 2)x2- 2x+5=0; 3) x2+4x-13 =0
tenglamalami yeching va ildizlami tenglamaga qo'yib tekshiring.

81. Quyidagi shartlami ganoatlantiruvchi z nugtalarning sohalarini
yasang.

D0z <3;2)|z| <2 va | < p<it

2<|z] <4 va -n<(p<”;

4) jz| > 5 5 1z- 4 <2 6)z+2\>4

Nlz-3i1=38|z+1-i<2 9z-i]=jz- 1.
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82. \rr —z21lifoda zi va zj nuqtalar orasidagi masofa ekanligini
ko‘rsating.

83. z0=-2 + 3i nuqgta berilgan. \z —0\< 1 tengsizlikni
ganoatlantiruvchi z nugtalaming sohasini yasang.

84. Quyidagilarni Muavr formulasi bilan hisoblang:

) (1 + 010 2)(i-iv3)6; 3) (-1 + 05

4) (1+ cosy + i sin D4 5 (V3+1i)3, 6) (cos 15° +
isin 15°)8; 7) [V2(cos 10° + isin 10°)]6; 8)  (cos57° +
i sin 57°)]10.

85. z = LU ning barcha giymatlarini toping va radiusi 1 ga teng
doira yasab, topilgan giymatlarini radius-vektorlar bilan tasvirlang.

86. 1) V; 2) 4—1; 3)Y-2 + 2i lamni toping.

87. 1) yfi; 2) V- +i; 3) Y—8 + 8r\/3 lami toping.

88 1)n3+8=0; 2)x4+4=0; 3)x3-8 =0

4) x6+ 64 = 0; 5)x4—81 = 0 ikki hadli tenglamalami yeching.

89. Son o‘gidaJ1(—5), B(+4) va C(—2) nugtalami yasang va shu
o‘qdagi AB, BC va AC kattaliklami toping. AB+BC=AC ekanligini
tekshirmg.

90. Berilgan A va5 nugtalar orasidagi masofani toping:

1)N(0),B(-1); 2 /1(=2).B(8); 3 /1(3),B(-1);

4)i4(—7), B(-5).

91. Quyidagi A va B nugtalar orasidagi masofani aniglang:

1)j4(5; 3)vaz?(-3; 1);

2)"(4; 2) vaB(7;-2);

3)4(0; 3) vaB(—2; 3);
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4) Ak; 1) vaBQc + g; 0);

5) i4(—7; —9) vaS(0; 15);

6)4(4; -4) va5(6; 2).

92. Quyidagi nugtaiaming har biri bilati koordinatalar boshi
orasidagi masofani toping:

1 4(3; 4); 2.5(5;-12);

3)C(0;8); 4)D(a; b).

93. Uchlari A(—4; 2),5(0; —1) va C(3; 3) nugtalarda bo‘lgan
uchburchak yasang va uning perimetrini hamda burchaklarini aniglang.

94. Quyidagi har bir holda ABC uchburchak o ‘tkir burchakli, o ‘tmas
burchakli yoki to‘g‘ri burchakli bo“lishini aniglang.

1)J(1;4),5(5;8),C(3;2);

2)A(2; 1), B(-2; 5), C(-I; 3);

3)M(1; -1),5(-2; 1),C(1;2);

4) A(-3; 2), 5(0; -1), C(-2; 5).

Ko‘rsatma. Uchburchak katta tomonining kvadrati golgan ikki
tomoni kvadratlarining yig'indisidan Jcichik, katta yoki unga teng
bo fishiga garab wu o tkir burchakli, o tmas burchakli yoki tog fi
burchakli bo 1adi.

95. Ordinatalar o‘gida A(—5; 1) va B(3; 2) nugtalardan barobar
uzoglashgan nugtani toping.

96. Uchlari A(L, 5), 5(2; 2), C(-3; -10), va D (-3; -2)
nugtalarda bo*Igan to ‘rtburchak tomonlarining uzunliklarini aniglang.

97. Ordinatasi 2 bo‘lgan nugta (10; 3) va (8; 10) nugtalardan teng
uzoqlikda turadi. Bu nugtaning abssissasini toping.
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98. Abssissalar o‘gida shunday nugtani topingki, undan (5; 12)
nugtagacha bo‘lgan masofa 13 ga teng bo‘Isin.

99. A(2; 2), B(—5; 1) va C(3; —5) nugtalardan teng uzoglikda
bo‘lgan nugtani toping.

100. Koordinata o‘glarida K(—6; 8) nugtadan 10 birlik masofaga
uzoglashgan nugtalami toping.

101. A(—7; —3) nugtadan markazi C(5; -8) nugtada va radiusi 5 ga
teng boigan aylanaga urinmalar o‘tkazilgan. Ulaming uzunliklarini
toping.

102. A(Z; 2), B(9; 2) va C(2; -5) nugtadan barobar uzoglashgan D
nugtani toping.

103. Koordinata o'glaridan va C(2; 4) nuqgtadan barobar
uzoglashgan nugtani toping.

104. A(-4; 2) nugtadan o4ib, abssissalar o0'gining B(2; 0) nuqtasida
yrinuvchi aylananing markazini toping.

105. Koordinata o“glarming har biriga urinuvchi va (2; -1) nugtadan
o‘tuvchi aylananing markazi, radiusini toping.

106. Nugta to‘g‘ri chizigli harakat gilib, M(5; 5) va N(I; 3)
nugtalardan o‘tadi. Ox o*qini kesib o‘tgan nugtasini toping.

107. A(3; 5) va5(1; —4) nuqgtalami yasang. AB kesmani AN: NB =
2: 3 nisbatda bo'luvchi N(x;y) nugtani toping.

108. A(—2; 1) va5(3; 6) nuqgtalar berilgan. AB kesmani AN: NB =
—3:2 nisbatda bo‘luvchi N(x;y) nugtani toping.

109. Ox o‘gining A(x{) va B(x2) nugtalariga m1 va m2 massalar
joylashtirilgan. Bu sistemaning og‘irlik markazini toping.
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110. Uzunligi 40 sm va og‘irligi 500 g bo‘lgan birjinsli steijenning
uchlariga og‘irliklari 100 va 400 g li sharlar osilgan. Shu sistemaning
og‘irlik markazini aniglang.

111. (—=2; 4), B(3; -1) va C(2; 3) nugtalarga, mos ravishda, 60,
40 va 100 g massalar go‘yilgan. Shu sistema massalarining og‘irlik
markazini aniglang.

112. ABC uchburchakning A(6; 2), B(3; -2) uchlari va uning
medianalari  kesishgan nugta M{3; 1) berilgan. C uchining
koordinatalarini toping.

113. ABC uchburchak berilgan: A(—; 3),B(2; 1); C(7; —3). A
burchak bissektrisasining uzunligini toping.

114. Uchlari A(l; -1),5(6;4) va C(2; 6) nugtalarda bo‘lgan
uchburchakning og'irlik markazini toping.

Ko‘rsatma. Uchburchakning og'irlik markazi medianalarning
kesishgan nugtasida yotadi.

115. Uchlari A(2; 0), B(5; 3) va C(2; 6) nugtalarda boigan
uchburchakning yuzini toping.

116. A(L, 1), B(-1; 7) va C(0; 4) nugtalarning bir to“g‘ri chizigda
yotishini ko‘rsating.

117. Uchlari ™(3; 1), 5(4; 6), C(6; 3) va/>(5; -2) nugtalarda bo'lgan
to‘rtburchakning yuzini hisoblang.

118. (-3; 4) va (2; 2) nugtalarning teng o‘rtasi bilan (-1; 3) nugta
orasidagi masofani aniglang.

119. Uchlarimng koordinatalari (4; 5), (-2; 3) va (1; 1) boigan
uchburchakning har bir tomoni o'rtasidagi nugtalarning koordinatalarini
toping.
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120. N1(x 4) va B(—6; y) nugtalar orasidagi AB masofa JM-1; 1)
nugtada teng ikkiga bo‘lingan. Av&B nugtalami aniglang.

121. (-1; 6) va (3; -2) nugtalar orasidagi kesma to‘rtta teng bo‘lakka
bo‘lingan. Bo‘linish nugtalarining koordinatalarini toping.

122. Parallelogramm burchaklaridan uchtasining uchlari (4; -3), (6;
4) va (-5; -2) nugtalarda. Uning to‘rtinchi burchagi uchining
koordinatalarini toping.

123. Uchlari A(-2; 0), 5(0; -1), C(2; 0), D(3; 2) va E(-1 3)
nugtalarda boigan beshburchakning yuzini hisoblang.

124. Birjinsli to‘rtburchakli taxtaning uchlari A(4; 4), 5(5; 7), C(10;
10) va D(12; 4) nugtalarda joylashgan. Taxtaning og‘irlik markazini
toping.

125. Markazi koordinatalar boshida bo‘lib, radiusi R gat eng
aylananing tenglamasi x2 + y 2 = R2 bo‘lishini ko‘rsating.

126. Markazi C(3; 4) nugtada, radiusi 5 = 5 boigan aylana
tenglamasini yozing. A(—; 1), 5(2; 3), 0(0; 0) va D{4; 1) nugtalar shu
aylanada yotadimi?

127. A(3; 2) va5(-I; 4) nugtalardan teng uzoglikda harakat giluvchi
M(x; y) nugta trayektoriyasining tenglamasini yozing.

C(~I; 1) D(\; -3), E(0; -1) va F(2; 2) nuqgtalar o‘sha chiziqda
yotadimi?

128. 5(0; 4) nugtaga nisbatan A(0O; 12) nugtadan uch marta
uzogroqda harakat qiluvchi M(x;y) nugta trayektoriyasining
tenglamasini yozing.
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129. B(-4; 4) nugtaga nisbatan A(-1 1) nuqgtadan ikki marta
yaginrogda harakat qiluvchi M(X;y) nugta trayektoriyasining
tenglamasini yozing.

130. Har bir nugtasidan F(2; 0) va F(-2; 0) nugtalargacha bo‘lgan
masofalaming yig‘indisi 2V5 ga teng nugtalarning geometrik o‘rnining
tenglamasini yozing va u bo‘yicha chiziq yasang.

131. Ushbu:

Dy =2x+5; 2) y =7-2x; 3)y =2x; 4)y =4

5y =4—x2; 6)2x—y +1=0; 7)y=V9—x2;

8y= 9y = 10) y = x2—1 tenglamalarga mos
keladigan chiziglami (nugtalar bo‘yicha) yasang.

132. Tenglamalari y2—x2 = 5 va 2x + y —1 = 0 boigan Lt va
L2 chiziglaming kesishish nuqtasini toping.

133. Quyidagi chiziglarning kesishish nugtalarini toping:

2x —y +1=0va2x+y —5=0;

2)x2+y2=25vax = 3;

Jy =-"j-vax+y- 1="75;

4)y =" vax2+y2=13.

134. Koordinatalar boshidan va A (—2; —3) nugtadan barobar
uzoglashgan nugtalar geometrik o‘mining tenglamasini tuzing.

135. Koordinatalar boshidan va A(l; 3) nugtadan barobar
uzoglashgan nuqtalar geometrik o‘mining tenglamasini tuzing.

136. A(3; 0) nugtadan va koordinatalar o ‘gidan barobar uzoglashgan
nuqtalar geometrik o‘mining tenglamasini tuzing.
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137. Markazi C(a; b) nugtada, radiusi r boigan aylanatenglamasini
tuzing.

138. Berilgan A(1; -2) va B(-1; 2) nugtalargacha masofalaming
kvadratlari yigindisi 20 ga teng o‘zgarmas Kattalik boigan nugtalar
geometrik o‘rnining tenglamasini tuzing.

139. Berilgan A(0; 4) va B(-l; 2) nugtalargacha masofalaming
kvadratlari yigindisi 1 ga teng o‘zgarmas kattalik boigan nugtalar
geometrik o‘mining tenglamasini tuzing.

140. Agar M nugta harakatlanayotgan har bir momentda undan
A( 2n/3;2) nugtagacha boigan masofa B( V3; —1) nuqgtagacha
masofadan ikki marta ortiq boisa, M nuqgta trayektoriyasining
tenglamasini keltirib chigaririg.

141. Oy o‘gdan b=5 kesma ajratib, Ox o‘q bilan 1) 45°; 2) 135°
burchak tashkil giluvchi to‘g‘ri chiziglarni yasang. 0 ‘sha to‘g‘ri
chiziglaming tenglamalarini yozing.

142. Oy o‘gqdan b = —4 kesma ajratib, Ox o‘q bilan 1) 60°; 2) 120°
burchak tashkil giluvchi to‘g‘ri chiziglarni yasang. Bu to‘g'ri
chiziglaming tenglamalarini yozing.

143. Koordinatalar boshidan o‘tib, Ox o‘qi bilan 1) 45°; 2) 60°; 3)
90°; 4) 120° 5) 135° burchak tashkil giluvchi to‘g‘ri chiziglaming
tenglamalarini yozing.

144. Koordinatalar boshidan va (-2; -3) nugtadan o‘tuvchi to‘g‘ri
chizigni yasang va uning tenglamasini yozing.

145. A{-2; 3) nugtadan o‘tuvchi to‘g‘ri chizig Ox o‘gi bilan 135° li
burchak tashkil etadi. Bu to*g‘ri chiziq tenglamasini toping.
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146. 1) 2x - 3y = 6; 2)2x + 3y = 0; 3)
y=-3,;
HE+1=1; 5e—4y—7=0;, 6)y45=0
7) 5 —2y =0 8 10x+5y+ 12=0
to‘g‘ri chiziglaming har gaysisi uchun Ava b parametrlami aniglang.
147. Quyidagi tenglamalar bilan ifodalangan to‘g‘ri chiziglardan
gaysilari Ox o'gining musbat yo‘nalishi bilan o'tkir burchak va gaysilari
o'tmas burchak tashkil giladi:

1)y = -Ac+ 5 2)y = ~x—1, 3)y=x;
4)3x —5by+1=0; 5y = —x; 6) 3x = 4y;
Nx+y+4=0; 8) 2x + 3y = 0?

148. Quyidagi to‘g‘ri chiziglardan qaysilari koordinatalar boshidan
o‘tadi? Ikkala koordinata o‘qini kesadi? Ox o‘giga parallel? Oy o'giga

parallel:
Dy +3=0; 2)X +2y =0; 2x- 5=0;
Hx+y =2 53y +x=0; 6) 6y + 7= 0;

N2x—y —1=0;, §x=y?

149. Kvadratning uchlaridan biri koordinalar boshi bilan, garama-
garshi uchi esa A(5; -5) nugta bilan ustma-ust tushadi. Kvadrat
tomonlarining tenglamalarini yozing.

150. Kvadrat uchlaridan biri koordinatalar boshida, diagonallari
kesishgan nugta S(-1; 1) nugtada joylashgan. Kvadrat tomonlarining
tenglamalarini tuzing.
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151. To‘g‘ri to‘rtburchakning ikkita tomoni koordinata o‘glarida
yotadi, uchlaridan biri (-2; -3) koordinataga ega. To‘g‘ri to‘rtburchak
tomonlarining tenglamalarini tuzing.

152. 1) 2x —3y = 6;2)3x - 2y + 4 = 0; 3) X+y-3=0;

4 x+2y —8=0 5) x+8y—16=0 to‘g'ri
chiziglaming tenglamalarini o‘glardan ajratgan kesmalariga nisbatini
yozing.

153. 0(0;0) va”™(-3; 0) nugtalar berilgan. Bir tomoni OA kesmadan
iborat boigan va diagonallari 5(0; 2) nugtada kesisHuvchi parallelogram
tomonlarining va diagonallarining tenglamalarini yozing.

154. A(0; 3) nugtadan o'tuvchi va koordinatalar burchagidan yuzi 3
kv birlikka teng uchburchak kesuvchi to‘g‘ri chiziq tenglamasini yozing.

155. Abssissalar o‘gining musbat yarmidan 2 birlikka teng,
ordinatalar o‘gining manfiy yarmidan 5 birlikka teng bo‘lgan kesma
ajratadigan to‘g‘ri chizigning tenglamasini tuzing (5x —2y —10 = 0).

156. Rombning diagonallari 8 va 3 birlikka teng. Agar rombning
katta diagonalini Ox o‘gi uchun, kichigini Oy o‘gi uchun gabul gilsak,
romb tomonlarining tenglamalarini yozing.

(3x+8y-12=0, 3x-8y+12=0, 3x+8y+12=0, 3x-8y-12=0).

157. Koordinata o‘glari bilan 2x —5y + 20 = 0 to‘g‘ri chiziq
orasidajoylashgan uchburchak yuzini toping (20 kvadrat birlik).

158. A(l; 2) nugta orgali o'tuvchi va koordinatalar o‘gining musbat
yarim o‘glaridan teng kesmalar ajratadigan to‘g‘ri chizig tenglamasini

tuzing.
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159. (2; 3) nugtadan o‘tuvchi va koordinata burchagidan yuzi 12 kv
birlikka teng bo‘lgan uchburchak ajratuvchi to‘g‘ri chiziq tenglamasini
tuzing (3x + 2y —12 = 0).

160. Asoslari 10 va 6 boigan teng yonli trapetsiyaning o‘tkir
burchagi 60°, trapetsiyaning katta asosi Ox 0°gi, uning simmetriya o‘qini
Oy o“qi deb olib, uning tomonlari tenglamasini toping.

(y=0y—2u3 vy =yi3x+ 33 y = a3+ Bla).
161.Tomoni a gat eng boigan kvadratning diagonallari koordinata
o‘glaridan iborat. Kvadrat tomonlarining tenglamalarini tuzing.

162.y = Ix —4 to‘gri chiziq bo'ylab yo‘nalgan nur Ox o‘giga
yetib, gaytadi. Numing Ox o‘qi bilan uchrashgan nugtasini va gaytgan nur
tenglamasini toping.

163. Quyidagi to“g‘ri chiziglar orasidagi burchakni aniglang:

7) 5x-y+7=0,2x-3y+1=0; 8) 2x+y=0,y=3x-4;
9) 3x+2y=0,6x+4y+9=0; 10) 3x-4y=0,8x+6y=I|
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4 y = ~x+8 2x-4y+5=0,
y+7x- 4=0; 6x =3y —7 = 0.

164. Quyidagi to‘g‘ri  chiziglaming ustma-ust tushishli
parallelligi yoki kesishishini (bunda kesishish nugtasini topish kerak
boiadi) tekshiring:

[).x-y+3=0, 2x-2y-7=0; 2) 2x-y+4=0,4x-2y+9=0;

3) x+3y-1=0, 2x+6y-2=0; 4) 5x-y+1=0, 10x-3y+2=0;

5) 3x+2y-4=0, 5x+6y-12=0; 6) 2x-3y=0, 6x-9y=0;

7)y—5=0,3y+ 15=0; 8) 4x-1=0, 8y+2=0;

9) 2x+3=0, 2x-1=0; 10)4x-y+I1=0, 2x+3y-17=0;

11) 5x+3=0, 10x+7y+2=0.

165. \42; 3) nugtadan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziglar dastasining
tenglamasini yozing. Shu dastadan Ox o‘qi bilan: 1) 45°;,  2) 60°; 3)
135°%  4) 0° burchak tashkil etuvchi to‘g‘ri chiziglarni tanlab oling va
yasang.

166. A(-2; 5) nugta va 2x-y=0 to‘g‘ri chizigni yasang. A nugtadan
o'tuvchi to‘gei chiziglar dastasining tenglamasini yozing va o‘sha
dastadan berilgan to*g‘ri chiziqga: 1) parallel; 2) perpendikulyar boigan
to‘g‘ri chiziglarni tanlab oling.

167. 2x-5y-10=0 to‘g‘ri chizigning koordinata o‘glari bilan
kesishgan nugtalaridan bu to‘g‘ri chizigga perpendikulyar chigarilgan.
Ulaming tenglamalarini yozing.

168. Berilgan ikki nugtadan oigan to‘g‘ri chizigning tenglamasini
yozing:

1) A(-1;3) vaB4; -2; 2) (-1;4) va(-3;-2) 3) (0; 6) va (3; 6)

4) (0;0)va(2; 3);5) (-1; 1) va(0; D).
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169. A(-1;6) va B9; -8 nugtalar berilgan. AB kesmaning o‘rtasidan
va 2x-3y+5=0 to‘g‘ri chizigga parallel o‘tganto‘g‘ri chiziq tenglamasini
yozing.

170. Uchburchak uchlarining koordinatalari berilgan: A(-2;3), B(4;
-2) va C(l;5). Har gaysi uchidan garama-garshi tomonga parallel bo‘lib
o‘tgan to“g‘ri chiziglaming tenglamalarini yozing.

171. Uchlari A-2,0, B(2;6) va C4;2 nuqgtalarda boigan
uchburchakning BD balandligi va BE medianasi o'tkazilgan. AC tomon,
BE medianasi va BD balandlikning tenglamalarini tuzing.

172. To‘rtburchakning uchlari berilgan: A-4; -2, B-3;l, C(4; 3) va
D(S; —3). Bu to‘rtburchak tomonlarining o‘rtalari parallelogrammning
uchlari ekanligini ko‘rsating.

173. Parallelogrammning x-y+1=0 va 2x+3y-6=0 tomonlarini
hamda uning uchlaridan biri C(7; I)ni bilgan holda qolgan ikkita
tomonning tenglamalarini tuzing.

174. Uchburchakning uchlari A(0; 0), B(l; 2) va C(—2 3)
nugtalarda. Uning istalgan ikki tomonining o‘rtasidan o'tgan to‘g‘ri
chizig qolgan tomoniga parallel ekanligini ishot giling.

175. (0; 2) nugtadan o‘tib, y-x-5=0 to*g‘ri chiziqqa perpendikulyar
boigan to‘g‘ri chizig tenglamasini tuzing.

176. (5; —3) nuqgtadan o‘tib, 4x+3y+15=0 to‘g‘ri chiziqga
perpendikulyar boigan to‘g‘ri chiziq tenglamasini tuzing.

177. Uchburchakning uchlari A(2; 5), 5(2; -3) va C(4; -1)
nugtalarda. Bu uchburchak balandliklarining tenglamalarini tuzing.
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178. Uchburchakning uchlari A(-2; 3), 5(0; 0) va C(3; 5) nugtalarda.
Uning har bir tomonining o‘rtasiga perpendikulyar bo‘lgan to‘g‘ri
chiziglaming tenglamalarini tuzing.

179. Tomonlari x+y =4 , 3x—y =0, x~3y—8=0
tenglamalar bilan berilgan uchburchak yasang, uning burchaklari va
yuzini toping.

180. Uchlari A(-4; 2), B(2; -5) va C(5; 0) nugtalarda bo‘lgan
uchburchak medianalarining kesishgan nugtasini va balandliklarining
kesishgan nugtasini toping.

181. A(-2; -2), B(-3; 1), C(7; 7) va D(3; 1) nugtalar trapetsiyaning
uchlari ekanligini tekshiring. Bu trapetsiyaning o‘rta chizigqgi va
diagonallarining tenglamalarini tuzing (BC||DA;3x-5y+5=0;x-y=0;y-
1=0).

182. Uchburchakning A(3; 5), 5(6; 1) uchlari va uning
medianalarining kesishgan nugtasi N(4; 0) bo‘yicha uning tomonlari
tenglamalarini tuzing (4x+3y-27=0AB; x=3AC; 7x-3y-39=0(BC)).

183. IKkkita: A(-3; 1) va5(3; -7) nugtalar berilgan. Ordinata o‘gida
shunday N nugta topingki, AN va BN to‘gfi chiziglar bir-biriga
perpendikulyar boisin (N1(0;2) va N2(0; —8)).

184. M(4; -3) nugtadan o‘tib, koordinata o‘glari bilan, yuzasi 3 kv
birlikka teng boigan uchburchak hosil qiluvchi to‘g‘ri chiziq
tenglamasini tuzing.

185. ) Ax- 3y + 10 = Q; 2)5x + 12y - 39 = (;

3)6x + 8y - 15=0; Hx —=2y+3=0;
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5y —XV3 = 4; 6) Xcos 10° +
ysinl0° + 4 = 0 to‘g‘ri chiziglaming tenglamalarini normal ko‘rinishga
keltiring.

186. A(4;3); B(2;1) va C(1;,0) nugtalardan 3x+4y-10=0 to‘g‘ri
chiziggacha boigan masofalami toping vato‘g‘ri chizigni yasang.

187. Normal uzunligi p=2 va uning Ox o‘qga og‘ish burchagi 1)
45°; 2)135°; 4) 315° boigan to*g‘ri chiziglarni yasang.

188. Berilgan nuqgtadan berilgan to‘g‘ri chiziggacha boigan
masofani hisoblang:

1) P14; -2, 8x-15y-11=0;

2)PX2;7), 12x+5y-7 =0;

3)P3(—3;5), 9x —12y+2=0;

4)P4(-3;2), dK—Ty + 26 = 0,

5) P5(8;5),3x - 4y - 15=0.

189.  Koordinatalar  boshidan 12x —5y+39=0 to‘g'ri
chiziggacha boigan masofani toping.

190.1) 3x —4y —10=0va6x - 8y + 15=0; 2) 2X -
3y—6=0 va 4x—6y —25= 0 to‘g'ri chiziglar o‘zaro parallel
ekanligini ko‘rsating va ularning orasidagi masofani aniglang.

191. y = kx + 5 to‘g‘ri chiziq koordinatalar boshidan d=s1!5
masofa uzoglikda boisa, knl toping.

192. 4x —3y = 0 to‘g‘ri chizigdan 4 birlik uzoglikdagi nugtalar
geometrik o‘rnining tenglamalarini yozing.

193. Bx + Ay —15 = 0 tenglamadagi A koeffitsiyenti ganday
boiganida u to‘g‘ri chizigning ordinatalar o'qgidan kesgan kesma 2 ga
tengboiadi?
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194, 8x —15y = 0 to‘g‘ri chiziqga parallel boiib, /1(4;—2)
nugtadan 4 birlik uzoglikdagi to‘g‘ri chizigning tenglamasini yozing.

195. 1)2x + 3y = 12va3x+ 2y = 12; 2) 3x+4y.= 12 va
y=0;, 3)2x—9y+ 18=0vabx+ 7y —21 = 0to‘g‘ri chiziglar
orasidagi burchaklar bissektrisalarining tenglamalarini yozing.

196. M(x; y) nugtay = 4 —2x to‘g‘ri chiziqga nisbatany —2x —
4 to‘g‘ri chizigdan 3 marta uzogdan harakat giladi. 0 ‘sha nugta
trayektoriyasining tenglamasini yozing.

197. Uchlari A B(0; 4) va C(—3; —2) nugtalarda bo‘lgan

uchburchakka ichki chizilgan doira markazining koordinatalarini toping.

198. M1, 2) nugtadan o‘tuvchi va 4(3; 3), B(5; 2) nugtalardan
bir xil uzoglikda bo‘lgan to‘g‘ri chiziq tenglamasini toping.

199. Ikkita: A(2; —3) va5(5; —1) nuqtalar berilgan. A nugtadan 6
birlik va B nugtadana 4 birlik uzoglikda bo*!gan to‘g‘ri chiziqg
tenglamasini toping.

200. P(6; —2) nugtadan 4 birlik masofada yotgan vay = 241
to“g‘ri chizigga parallel bo‘lgan to‘g‘ri chizigning tenglamasini toping.

201. x+7y—6=0 va Sx—by+ 1=0 to‘gri chiziglar
orasidagi burchak bissektrisalarining tenglamalarini yozing.

202. A(3; 5) va 5(5; 2) nugtalardan teng uzoglikda boiib, M(Z1; 2)
nugtadan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq tenglamasini yozing.

203. (—4; 2) nugtadan o'tib, abssissalar o‘gining musbat yo'nalishi
bilan tashkil gilgan burchagining sinusi 0,8 gateng boigan to‘g‘ri chiziq
tenglamasini tuzing.
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204. P(0; 1) nugtadan o‘tib, x —3y + 10=0, 2x -fy —8=0
to‘g‘ri chiziglaming orasidagi kesmasi P nugtada teng ikkiga boiinuvchi
to‘g‘ri chizigni o‘tkazing.

205. 3x —2y +1=0 va x + 3y —7 —0 to‘g‘ri chiziglaming
kesishish nugtasidan ulaming birinchisiga perpendikulyar to‘g‘ri chiziq
o‘tkazilgan. Hosil gilingan to‘g‘ri chizigdan koordinatalar boshigacha
boigan masofa gancha?

206. Tenglamasi Ax + 3y + 1 = 0 boigan to‘g‘ri chiziq berilgan.
Bu to‘g‘ri chiziqga parallel boigan shunday to‘g‘ri chiziq topilsinki, u
bilan berilgan to“g‘ri chiziq orasidagi masofa 3 birlikka teng boisin.

207. (2;7) nugtadan shunday to‘gri chiziq o'tkazilganki, u
koordinata o‘glari bilan yuzi 64 kv birlikka teng boigan uchburchak
tashkil giladi. Bu chizigning tenglamasini tuzing.

208. Tenglamalari 3x~4y+6=0, x—2=0vay = 2x—1
boigan to‘g‘ri chiziglaming bir nugtadan oiishini isbot giling.

209. Uchburchakning uchlari berilgan: A(~8;1), B(1,—2) va
C(6; 3). Uchburchakka tashqi chizilgan aylananing markazi va radiusini
toping.

210. Uchburchakning uchlari /1(-2;-1), B(1,3) va C(-2;3)
nuqtalarda. Uchburchakka ichki chizilgan aylananing markazi va
radiusini toping.

211. 2x + 5y + 3= 0 va 3x —4y —7 = 0 to‘g‘ri chiziglaming
kesishgan nugtasidan shunday to*g‘ri chiziq o‘tkazmgki, uning bilany =
Ax + 3to‘g‘ri chizigning orasidagi burchak 45° boisin.
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212. Teng yonli uchburchakda yon tomonlarining tenglamalari
3x—y +6=0 va x +3y —2=0. Uchburchakning asosi (1; —2)
nugtadan o‘tadi. Asosining tenglamasini tuzing.

213. Uchburchakning tomonlaridan ikkitasining tenglamalariy +
| =0vax+I| =0 va medianalari kesishgan nugta (—;0) berilgan.
Uchinchi tomon tenglamasini tuzing.

214. Uchburchakning tomonlaridan ikkitasining tenglamalari 3x +
2y + 6 = 0,x +y —3 = 0 va balandliklarining kesishgan nuqtasi (0;0)
berilgan. Uchinchi tomon tenglamasini tuzing.

215. Uchburchakning /1(0; —4) , 5(3;0) va C(0;6) uchlari
berilgan. C uchidan A burchakning bissektrisasigacha bo‘lgan masofani
toping.

216. Parallelogrammning AB va BC tomonlari, mos ravishda, 2x —
y +5=0 va x—y +4 =0 tenglamalar bilan berilgan, diagonallari
M(1; 4) nuqtada kesishadi. Uning balandliklarining uzunliklarini toping.

217. Romb ikki tomonining tenglamalari x + 2y = 4vax + 2y =
10 hamda diagonallaridan birining tenglamasi y=x+2 ma‘lum bo‘lsa,
romb uchlarining koordinatalarini toping.

218. 2x + y —6 = 0 to‘g‘ri chiziq va unda ordinatalari yA = 6 va
yB = —2 bo‘lgan ikki A va B nugta berilgan. AOB uchburchakning AD
balandligining tenglamasini yozing, uning uzunligi va DAB burchakni
toping.

219. Uchburchakning bitta uchi A(3;—4) va ikkita
balandliklarining tenglamalari; 7x —2y —1 =0 va 2x —7y —6 = 0
ga kofta uchburchak tomonlarining tenglamalarini tuzing.
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220. Uchburchakning bitta uchi A{—4; 2) va ikkita medianalarining
tenglamalari: 3x —2y+2--0 va 3x+5y—12=0 ga Kko‘a
uchburchak tomonlarining tenglamalarini tuzing.

221. Markazi 1) C(l; 2) nugtada va radiusi R = 3; 2) C(0;-3), R =
5; 3) C(—4; 3), R = 5boigan aylanatenglamasini yozing.

222. A(—4;6) nugta berilgan. Diametri OA kesmadan iborat
aylana tenglamasini yozing.

223. Aylana diametrlaridan binning uchlari Mx(2] —) va
M2(—4; —3) nugqtalarda yotishi malum. Aylana tenglamasini yozing.

224. Diametri 12x + 5y + 60 = 0 to‘g‘ri chizigning koordinata
o‘glari orasidagi kesmasidan iborat boigan aylananing tenglamasini
tuzing.

225. Quyidagi aylanalaming radiuslari va markazlarining
koordinatalarini aniglang:

a)x2+y2+ 2x —6y + 5=0; b)x2+yl+ Ax—5 = (;

d)x2—b5+y2+ 4y = (; e) Ax2—5x + 4y2 —8 = (;
f)x2+y2-8x +6y + 21 = 0; g)x2+y2—lOx —6y —
15=0.

226. x2+y2—5x —7y + 6 = 0 aylananing koordinata o‘glari
bilan kesishgan nugtalarini aniglang.

227. Aylana Ox 0°qqga koordinata boshida urinadi va Oy~ o‘qini
(0;10) nugtada kesib o‘tadi. Aylana tenglamasini yozing.

228. Markazi Ox o‘gqda va 4(6;4n/2) hamda B(0; —2n/5)
nugtalardan oluvchi aylananing tenglamasini yozing.

229. A(3;-1) va B{-4;-8) nugtalardan o‘tuvchi aylananing
radiusi R = 13 ga teng. Aylana tenglamasini yozing.
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230. A(—3;0) va B(3;6) nugtalar berilgan. Diametri AB
kesmadan iborat aylana tenglamasini yozing.

231. 1) x2+y2—6x+4y —23=0; 2) x2+y2+ 5x —7y +
25=0; 3)x2+y2+ 7y = 0 aylanalaming markazlari va radiuslarini
toping. Aylanalami yasang.

232. Koordinata o‘glariga urinadigan aylana M(—2; —4) nugtadan
o‘tadi. Uning tenglamasini yozing.

233. Koordinata o‘glarigaurinuvchi varadiusi V5 gatengbo‘lib, IV
chorakda yotuvchi aylana tenglamasini yozing.

234. Koordinata o‘glariga urinuvchi aylana markazi Zx —y + 3 =
0 to‘gri chiziqda yotadi. Aylana tenglamasini yozing.

235. Berilgan A(-1;3), B(-2;-4) va C(6;2) nugtalardan
o'tuvchi aylana tenglamasini yozing.

236. Uchburchakning uchlari quyidagi koordinatalarga ega:
A(—2;9), B(—4;9) va C(5;8). Uchburchakka tashqi chizilgan aylana
tenglamasini yozing.

237. x2+y2 =25 aylananing 2x —y + 1= 0 to‘g‘ri chiziqga
parallel bo‘lgan urinmalarini toping.

238. (1;1) nugtadan otib 7x+y —3=0 va x+ 7y —3=0
to*g‘ri chiziglarga urinuvchi aylana tenglamasini yozing.

239. N(1,—-2),5(0;—) va C(—3;0) nugtalardan o‘tuvchi
aylanaga koordinatalar boshidan o‘tkazilgan urinmalar tenglamalarini
yozing.

240. x2+y2—4x+ 6y ~5=0 aylananing Ox o0‘q bilan
kesishgan nugtalariga o'tkazilgan radiuslari o'rtasidagi burchaklarni
toping.

240



241. Quyidagi ellipslaming uchlari koordinatalarini, yarim
o‘glarini, fokuslarini va ekssentrisitetini toping:

1) 16x2 + 25y2 = 400; 2) 4x2 + 9y2 = 36;

3) 16x2 + 9y2 = 144; 4) 25x2 + 9y2 = 900;

5) 4x2 + 6y2 = 192; 6) 9x2 + 7y2 = 63.

242 N A = ellipsga nisbatan A(—3;0), 5(0;-5), </(2 3),

D (—; /15", E(2; —2) vaP(3; nugtalar gandayjoylashgan?
243. Ellipsning katta yarim o‘gi a = 4 va ellipsda yotuvchi

M(—2; nugta maium. Ellipsning eng sodda tenglamasini tuzing va
M nugtadan ellips fokuslarigacha boigan masofani toping.

244. Kichik yarim o‘gi 24 ga teng boigan va fokuslardan biri
(—5; 0) koordinatalarga ega boigan ellipsning eng sodda tenglamasini
tuzing.

245. Yarim o‘glarining yigIndisi 36 ga, Oy o‘gida yotuvchi
fokuslari orasidagi masofa 48 ga teng boigan ellipsning eng sodda
tenglamasini tuzing.

246. Agar ellipsning fokuslaridan biri (6;0) nugtada bolsa va
ekssentrisiteti s = - gateng bo‘lsa, uning eng sodda tenglamasini tuzing.

247. Ellipsning fokuslari orasidagi masofa katta va kichik
o‘glarinmg uchlari orasidagi masofaga teng. Ellipsning ekssentrisitetini
toping.

248. 9a:2 + 25y2 = 225 ellipsda shunday M(x; y) nugta topingki,
undan o‘ng fokusgacha boigan masofa chap fokusgacha boigan
masofadan 4 marta katta boisin.
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249. x2 + y2 = 36 aylanadagi barcha nugtalarning ordinatalari 3
barobar marta gisgartirishdan hosil boigan yangi egri chiziq tenglamasini
yozing.

250. M(x;y) nugta x —4 to‘gri chizigga nisbatan F(-1;0)
nuqgtaga ikki barobar yaginroqda harakat giladi. Uning trayektoriyasini
aniglang.

251. x2+ 4y2= 16 ellipsni yasang, uning fokuslari va
ekssentrisitetini toping.

252. Quyidagi berilgan parametrlarga nisbatan ellipsning eng sodda
tenglamasini yozing:

1) yarim o'qlari 4 va 2 gateng;

2) fokuslari orasidagi masofa 6 va katta yarim o‘gi 5 ga teng;

3) katta yarim o‘qi 10 va ekssentrisiteti e = 0,8 ga teng;

4) kichik yarim o“qgi 3 va ekssentrisiteti £ = \ﬁgateng;

5) yarim o‘glari yigindisi 8 va fokuslar orasidagi masofa 8 ga teng.

253. 25x2+ 169y2 = 4225 ellipsning o‘glari  uzunliklari,
fokuslarining koordinatalari va ekssentrisitetini toping.

254. Ellips fokuslarining biridan katta o'gining uchlarigacha
boigan masofalar 7 va 1ga teng. Uning eng sodda tenglamasini taring.

255. Ellipsdagi ikki nugtaning koordinatalari (1;4) va (-6;1). Bu
ellipsning tenglamasini tuzing.

256. Katta o‘qi kichik o‘gidan uch marta katta boigan ellipsning
ekssentrisitetini toping.

257. Ellipsning tenglamasi berilgan: 9o + 25y2 = 225. Uning
abssissasi 3 boigan nugtasining radius-vektorlarini aniglang.
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258. Ellipsning tenglamasi berilgan: 1xr + 18y2 = 126. Uning
absissasi 3 bo'lgan va ordinatasi musbat boigan nugtasining radius-
vektorlari orasidagi burchakni toping.

259. Sx2 + 9y2 = 180 ellipsda shunday nugtani topingki, nudan
0‘ng fokusgacha bo‘lgan masofa chap fokusgacha boigan masofadan ikki
marta kichik boisin.

260.16x2 + 25y2 = 400 ellips va markazi ellips kichik o‘gining
yugori uchida bolib, uning fokusidan o'tuvchi aylana berilgan. Ellips va
aylananing kesishish nugtalarini toping.

261. 8xz + 10y2 = 160 ellipsgato‘g‘rito ‘rtburchak shunday ichki
chizilganki, uning ikkita garama-garshi tomoni ellipsning fokuslaridan
o‘tadi. Bu to'rtburchak yuzini toping.

262. 16x2—9y2 —144 = 0 giperbolaning o'glari, uchlari,
ekssentrisiteti va asimptotalarining tenglamalarini tuzing.

263. Quyidagi giperbolalaming uchlari koordinatalari, o‘glari,
fokuslari va ekssentrisitetini toping:

1) 4x2 —by2 —100 = 0; 2) 92 - 4y2- 144 = Q;

3) 16x2- 9y2 + 144 = (; 4)9x2- 7y2- 252 = 0.

264. Hagigiy abssissalar o‘gida yotadigan va M(3;—2),
M2(—s6;2VIO) nugtalardan o‘tadigan giperbolaning ekssentrisiteti va
fokuslarining koordinatalarini toping.

265. Haqiqiy o‘gi 6 ga, fokuslari orasidagi masofa 8 gatengboigan
giperbolaning eng sodda tenglamasini tuzing. Qo‘shma giperbolaning

tenglamasini tuzing.
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266. Giperbolaning yarim o'qlari yig‘indisi 17 ga, ekssentrisiteti
R ga teng. Giperbolaning eng sodda tenglamasini tuzing va

fokuslarining koordinatalarini toping.

267. 7x2—by2 = 35 giperbola fokuslaridan o‘tuvchi va Ox 0°‘q
bilan 60° Ii burchak tashkil etuvchi to*gri chizig tenglamalarini tuzing.

268. M(—5;2) nugta orgali 9x2—4y2= 36 giperbola
asimptotalariga parallel boigan to‘g‘ri chiziglar o‘tkazing.

269. Giperbolaning ekssentrisiteti /3 ga teng, fokuslari (6;0) va (-
6;0) nugtalarda joylashgan. Giperbola va uning asimptotalari
tenglamalarini yozing.

270. x2—3y2—27 giperbola asimptotalari orasidagi o'tkir
burchak va ekssentrisitetini toping.

271. M(6;"V5) nugtadan o‘tuvchi, koordinata o‘glariga nishatan
simmetrik bo‘lgan giperbolaning haqigiy yarim o‘gi a = 4 ga teng.
Giperbolaning  chap  fokusidan  asimptotalariga  tushirilgan
perpendikulyarning tenglamalarini yozing.

272. M nugta 9x2 —16y2 = 144 giperbolaning fokuslari orasidagi
masofani 2M mMFt = 2 :3 nisbatda bo‘ladi. 2 - giperbolaning chap
fokusi va M nugtadan Ox o “gi bilan 135° li burchak tashkil etuvchi to‘g‘ri
chiziq o‘tkazilgan. Shu to‘g‘ri chizigning giperbola asimptotalari bilan
kesishgan nugtalarini toping.

273. x = —2 to‘g‘ri chizigga nishatan F(—8;0) nugtadan ikki
barobar uzoglikda harakat giluvchi M nugtaning trayektoriyasini
aniglang.
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274. Quyidagi berilgan parametrlarga ko‘ra giperbolaning eng
sodda tenglamasini yozing:

1) uchlarining orasidagi masofa 8 ga, fokuslari orasidagi masofa 10
gateng;

2) hagigiy yarim o‘qi 5 ga teng va uchlari markaz bilan fokus
oralig‘ini teng ikkiga boladi;

3) hagiqiy o‘q 6 ga teng va giperbola (9;-4) nugtadan o‘tadi;

4) giperbola P (—5; 2) va (?(2VS; V2) nugtalardan o‘tadi.

275. Fokuslari ~(10;0), F2(-10;0) bo‘lgan va A1(12;3n/5)
nugtadan o ‘tuvchi giperbolaning tenglamasini tuzing.

276. Fokusi —+ —= 1 ellipsning fokusi bilan umumiy boigan va
ekssentrisiteti £ = 1,25 gateng giperbolaning tenglamasini tuzing.

277. Uchlari — + 1 ellipsning fokuslarida, fokuslari esa
uning uchlarida boigan giperbolaning tenglamasini tuzing.

2 2
278. ' —. —1 giperbolaning fokuslarini va asimptotalarini

yasang.

279 .Ag yTZ: 1 giperbola berilgan. Talab gilinadi:

1) fokuslarining koordinatalarini hisoblash;

2) ekssentrisitetini hisoblash;

3) asimptotaJari va direktrisalarining tenglamalarini yozish;

4) go‘shma giperbola tenglamalarini yozish va uning
ekssentirisitetini hisoblash.

280. Mavhum o‘qi 21[2 gateng boigan giperbola direktrisalarining

tenglamalari: x +2 = 0. Giperbolaning tenglamasini tuzing.
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281. Quyidagi parabclalaming fokusi koordintalarini toping va
direktrisasi tenglamasini yozing:

1)y2 = 8x; 2)y2 = —12x;

3) x2 = 10y; 4) x2 = —16y.

282. Quyidagilarga asoslanib, parabolaning tenglamasini tuzing:

1) uchidan fokusigacha boigan masofa 3 gateng;

2) fokusining koordinatasi - (5;0), direktrisasi - ordinatalar o“qi;

3) M(l; —4) nugtadan o‘tuvchi Ox o‘giga simmetrik boigan
parabola;

4) fokusi (0;2) da, Oy o‘giga simmetrik va uchi koordinata boshida
boigan parabola;

5) koordinatalar boshidan va M(6;—2) nugtadan o‘tuvchi, Oy
o'giga simmetrik boigan parabola.

283. y2 = 8x parabolada fokal radius-vektori 20 ga teng boigan
nuqtani toping.

284. y2 = 4,5x parabolada direktrisadan d = 9,125 masofada
boigan M(x;y) nugta berilgan. Shu nugtadan parabola uchigacha boigan
masofani toping.

285. y2 = 48x parabolaning fokusi orgali o‘tuvchivay = /3 + 1
to‘g‘ri chiziqga parallel qgilib to‘g‘ri chiziq o'tkazilgan. Hosil boigan
vataming uzunligini toping.

286.y2 = 6x parabolaning: 1) 3x +y—6=10; 2) 2x —y + 5=
0; 3) y —6 = 0to‘g‘ri chiziglar bilan kesishish nugtasini toping.

287. yz = 6x parabolaning = + K= 1 ellips bilan kesishish

nugtalarini toping.
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288.y 2 = 36x parabola hamda (x + 12)2 + y 2 = 400 aylananing
umumiy vatari tenglamasini tuzing va uzunligini aniglang.

289. Uchlari koordinatalar boshida, fokuslari R (—6; 0) va
F2(0; —6) nugtalarda boigan ikkita parabolaning umumiy vatari
uzunligini toping.

290. Uchi (7;2) nugtada, fokusi (7;5) nugtada bo‘lgan parabola
tenglamasini tuzing.

291. Ox o‘gga nisbatan simmetrik bo‘lgan parabolaning uchi (3;0)
nuqtada. U ordinatalar o“‘gidan uzunligi 24 ga teng boigan vatar ajratiladi.
Parabola tenglamasini tuzing, uning fokusi va direktrisasini toping.

292. Fokusi  —}j nugtada bolib, direktrisasi 2x —3 = 0 to‘g‘ri

chizigdan iborat boigan parabola tenglamasini tuzing.

293. Parabola uchi (-3;4) nugtada, direktrisasi 2y —9 = 0 to‘g‘ri
chizigdan iborat bo'lgan parabola tenglamasini tuzing.

294, Ko‘prik arki tenglamasi y2 = 96x boigan parabola
ko‘rinishiga ega. Agar balandligi 6 m ga teng boisa, ark vatarining
uzunhgini toping.

295. Parabolik ko‘zguning diametri 120 sm ga, botigligi 15 sm ga
teng. Yorugiik manbayini parabola uchidan ganday masofada
joylashtirilganda gaytgan nur parabola o‘giga parallel boiadi?

296. Fontandan otilib chigayotgan suv ogimining parametrip = 2
ga teng boigan parabola shakliga ega. Agar suv ko‘pi bilan 4 m ga
ko‘tarila olishi mumkin boisa, suv chigayotgan joyidan gancha nariga
tushishini aniglang.

297. 0 ‘tkir burchak ostida gorizontal otilgan jism parabola yoyi

chizib, boshlang'ich holatdan 32 m masofaga borib tushdi. Agar jism
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ko‘tatrilgan eng yugori balandlik 12 m bolsa, parabolik trayektoriyaning
parametrini aniglang.

298. F(0; 2) nugtadan vay=4 to‘g‘ri chizigdan bir xil uzoglashgan
nugtalar geometrik o‘mining tenglamasini tuzing. Bu egri chizigning
koordinata o‘glari bilan kesishgan nugtalarini toping va uni yasang.

299. D y2 = 4x; 2)y2=—4x; 3)x2=4y;

4) x2 —4y tenglamalar bilan berilgan parabolalar hamda ulamir
fokuslari, direktrisalarini yasang va direktrisalarining tenglamalarini
tuzing.

300. 1) (0;0) va (I;-3) nugtadan o'tuvchi Ox o‘qga nishatan
simmetrik; 2) (0;0) va (2;-4) nugtalardan o‘tuvchi Oy o‘gga nisbatan
simmetrik bo*lgan parabolaning tenglamasini tuzing.

301. Uchi koordinatalar boshida va fokusininng koordinatalari:
1) F(0; 4); 2) F(0; -3); 3)F(6;0); 4) F(-2,5; 0) bo'lgan
parabolaning tenglamasini tuzing.

302. Parabola Ox o‘gga nisbatan simmetrik, uning uchi
koordinatalar boshida, fokusidan uchigacha boigan masofa 12 ga teng.
Parabolaning tenglamasini tuzing.

303. Parabolaning tenglamasi y2 = 24x va undagi nugtaning
radius-vektori 14 ga teng. Bu nugtaning parabola boshidan uzogligini
toping.

304. Parabolaning tenglamasi y2 = 6x. Uning shunday vatarini
topingki, u (4;3) nugtada teng ikkiga bolinsin.

305. y ~ x to‘g'ri chiziq bilan x2+y2+ 6x = 0 aylananing
kesishgan nugtalaridan o‘tuvchi va Ox 0*qga nisbatan simmetrik boigan
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parabolaning va direktrisalarining tenglamalarini yozing. To‘g‘ri chizig,
parabola, aylanani yasang.

306. —+ Y2 1 ellips va uning direktrisalarini yasang. Ellipsning

x = —3 abssissasidan 0‘ng fokusgacha va o‘ng direktrisagacha bo‘lgan
masofalami toping.

307. ﬁ—ﬂ: 1 giperbola va uning direktrisalarini yasang,
giperbolaning x=5 abssissasidan chap direktrisasigacha bo'lgan
masofalami toping.

308. Katta yarim o‘gi 2 ga teng, direktrisalari esax = £*=to‘gri
chiziglardan iborat ellipsning kanonik tenglamasini yozing.

309. Asimptotalari y —*x, direktrisalari esa x = +n[B boigan
giperbolaning tenglamasini yozing.

310. x2 + Ay2 —16 ellips, uningy = | diametri va unga go‘shma
diametrini yasang. Yasalgan yarim diametrlaming at va  uzunliklarini
toping.

311. Ellipsning tenglamasi 5x2 + 9y 2 = 45, Uning abssissasi 2 va
ordinatasi musbat bo‘lgan nugtasidan o‘tgan urinmaning tenglamasini
tuzing.

312. Ellipsning tenglamasi 3x2+ 4y 2~ 13. Uning shunday
nuqtasidan urinma o'tkazingki, u urinmay = 3x + 4 to‘g‘ri chiziqga
parallel bo‘lsin.

313. Ellipsning tenglamasi 4x2 + 7y2 = 56. Uning shunday
nugtasidan urinma o‘tkazingki, u x —2y —5 = 0 to‘g‘ri chiziqga
perpendikulyar bolsin.
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314. Ellipsning tenglamasi 4x2 + 75 = 100. Uning (4;|) nuqta-

sida urinma va normal o‘tkazilgan. Ulaming tenglamalarini tuzing.

315. Giperbolaning tenglamasi x2—4y2= 1 Unga go‘shma
bo‘lgan giperbolaning tenglamasini tuzing va uning ekssentrisitetini
toping.

316. Giperbolaning tenglamasi 9x2—16y2 = 144. Uning
abssissasi 8 boigan nugtasining radius-vektorlarini aniglang.

317. Giperbolaning tenglamasi 16x2 —25y2 = 100. Uning
asimptotalari va direktrisalarining tenglamalarini tuzing.

318. Giperbolaning tenglamasi 4xz —y 2 = 15. Uning shunday
nugtasidan urinma o‘tkazingki, u 8x —y —3 = 0 to‘g‘ri chiziqga
parallel boisin.

319. Giperbolaning tenglamasi 2x2 —3y2 = 5. Unga (i;3)
nugtadan o'tkazilgan urinmaning tenglamasini tuzing.

320. Giperbolaning tenglamasi x2—y2 = 4. Uning shunday
nugtasidan urinma o‘tkazingki, u 2x + 5y + 1 =0 to‘g‘ri chiziqga
pedendikulyar boisin.

321. Giperbolaning asimptotalari y = + ~x. Tenglamasi x —4 = 0

to‘g‘ri chizig unga urinma bolmoqda. Giperbolaning tenglamasini
tuzing.

322. Giperbolaning tenglamasi 8x2—5y2—4 =0, uning
diametrlaridan birining tenglamasi y = 2x. Bunga qo'shma boigan
diametming tenglamasini tuzing.
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323. Giperbolaning tenglamasi 4x2 —6yz = 24. Uning ikki
go'shma diametrlari orasidagi burchak 45 ° . Ikkala diametrning
tenglamasini tuzing.

324. 4x2 —9y2 = 36 giperbolaning x + 2y = 0 to‘g‘ri chizigga
perpendikulyar bo'lgan urinmalarining tenglamalarini yozing.

325. Parabolaning tenglamasi y2 = 2x. Uning (2;-2) nuqtasidan
o‘tkazilgan urinma va normalning tenglamalarini tuzing.

326. Parabolaning tenglamasi y2 = 4x. Uning abssissasi 9 va
ordinatasi musbat bo‘lgan nugtasidan urinma va normal. o‘tkazilgan.
Ulaming tenglamalarini yozing.

327. Parabolaning tenglamasi y 2 = 8x. Uning shunday nuqtasidan
urinma o‘tkazingki, u 2x + 2y + 5= 0to‘g‘ri chizigga perpendikulyar
bo‘isin. Uning tenglamasini tuzing.

328. Parabolaning tenglamasi y2 = 6x. Uning tekisligida (4;3)
nugta berilgan. Parabolaning bu nugtadan o‘tgan diametrini toping.

329. Parabolaning tenglamasi y2 = 6x. Uning shunday vatarini
topingki, u (4;3) nugtada teng ikkiga boiinsin.

330. ———= 1 giperbola asimptotalarining direktrisalari bilan

kesishgan nugtalarini toping.
331. x2 + 4y2 = 16 ellips, uning y=x diametri hamda unga go‘sh-
ma diametrini yasang. Shu diametrlar orasidagi burchakni toping.

332. —+ y2_ ellipsning  koordinata  burchaklarining
bissektrisalari bilan kesishish nugtalarini toping.
333. Cil= ellips va x +y2—8y = 0 aylananing umumiy

vatari tenglamasini tuzing.



334. Ekssentrisiteti e = 1,2 ga teng degan shartda A 1

eiilips bilan umumiy fbkuslarga ega boigan giperbolaning tenglamasini
tuzing.

335. Ko'prik arki tenglamasi y2 = 96x boigan parabola
ko‘rinishga ega. Ark baiandligi 6 m ga teng bolsa, ark vatarining
uzunligini toping.

336. Parabolik ko'zguning diametri 120 sm ga, botigligi 15 sm ga
teng. Yoruglik manbayini parabola uchidan ganday masofada
joylashtirganda gaytgan nur parabola o‘giga parallel boladi?

337. Qutb koordinatalarida quyidagi nugtalami yasang:

'®mC3'!)" B(L;T> @ ?): D(°'5;f); d 5=T1):

F6;1); m (3;f); tf(V3;-f); # (~2;£).

338. Dekart koordinatalar sistemasida Ms3|(0;2), M2(—1;0),

M3(-n/3; 1), Ma(—1;—1), Ms(l;-VV3) nugtalar berilgan. Ulaming

qutb koordinatalarini toping.

339. Qutb koordinatalari ushbu: a) p=I; b) p=5; d) p=a; e) p—
6 /) p= 2 P p= ) K)<p m=const  tenglamalardan  birini
ganoatlantiradigan nugtalar ganday joylashgan?

340. Ushbu nugtalarga G~); M(p;<p) :

qutbga nisbatan; b) qutb o‘giga nisbatan simmetrik boigan nugtalaming
qutb koordianatalarini toping.

341. Qutb burchaklari 0°, 15° 30° 45°, 60°, 75° 90° ga teng va
ularga mos radius-vektorlari p = asin2<p tenglama bilan hisoblanadigan
nugtalami yasang. Olingan nugtalami silliq egri chiziqg bilan birlashtiring.



342. Quyidagi chiziglarni yasang:

1) r=2+2c0s o 2) r=a < (Arxmed spirali);

3) r=a(l-cos (p) (kardoida); 4) r2 = a2cos<p (lemniskata);

5)r = —{gipeibolik spiral); 6) r=a(l+2cos <) (Paskal chig‘anog‘i).

343- 1>, (2--i3vaB(1;S ) ; 2>c (4;f) vaF(4;f):

3) D (6;"~) vaE"3; nugtalar orasidagi masofani toping.

344. Uchburchak uchlari berilgan: A(5; , B(8; , C”3;

Bu uchburchak teng tomonli ekanligini ko‘rsating.

345. Qutb o‘gida A ($y/2;  nugtadan 5 birlik uzoglikda yotgan
nugtani toping.

346. Bitta uchi qutbda, golganlari (4;]) va nuqgtalarda
boigan uchburchakning yuzini toping.

347. Uchlari a{9)~), c(10;y) nugtalarda
boigan uchburchakning yuzini toping.

348.1) Qutb o‘giga perpendikulyar bolib, undana kesmaajratuvchi
to“g‘ri chizig; 2) A(a;a) nugtadan oluvchi qutb o‘giga parallel boigan
to'g‘ri chizigning qutb koordinatalaridagi tenglamalarini yozing.

349. Markazi C(0; a) nugtada va radiusi a gateng ayalananing giltb
koordinatalaridagi tenglamasini yozing.

350.Ushbu 1) x2- y2=a; 2)x2+y?=a2; 3)xcos<p+
ysincp-p =0; 4)y=x 5)x2+y2=ax; 6)(x2+y2)2=
a2(x2—y?2) chiziglaming tenglamalarini qutb koordinatalardagi
tenglamalari bilan almashtiring.
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Ko‘rsatma. x = pcostp, y = psincp lami berilgan tenglamalarga
go‘yib soddalashtiring.

351. a = {6; 3; —2} vektoming modulini hisoblang.

352. Vektoming X = 4, Y = —12 koordinatalari berilgan. Agar
|a( = 13 bo‘lsa, uning uchinchi Z koordinatasini toping.

353. Agar a = {3;,—;4} vektoming boshlang‘ich nugtasi
M(1; 2; —3) bo‘lsa, uning oxirgi iV nuqtasini toping.

354. Vektoming moduli |a] = 2 va burchaklari a —45°, p =
60°, y = 60°. Uning koordinata o‘glaridagi proyeksiyalarini hisoblang.

355. a-= Avektoming yo'naltiruvchi - kosinuslarini

hisoblang.

356. Vektor ikkita koordinata o‘glari bilan quyidagi burchak!ami
tashkil gilishi mumkinmi: 1)a = 30°, P = 45° 2) /?=60° y = 60°

3)a = 150°, y = 30°?

357. a vektor Ox, Oy o‘glar bilan a = 60°, B= 120° burchak
tashkil giladi. Agar |a| = 2 bolsa, uning koordinatalarini hisoblang.

358. Koordinata o‘glari bilan bir xil burchaklar tashkil giluvchi va
moduli 3 boigan radius-vektoming M nuqtasi koordinatalarini toping.

359. vI(3; —1;2) va fi(—4; 2; 1) nuqgtalar berilgan. AB va BA
vektorlaming koordinatalarini toping.

360. Oxiri (1;-1;2) nugtada boigan a = {2;—3;—1} vektoming
boshlanglch nugtasini toping.

361. a = {12; —15; —16} vektoming yo‘naltiruvchi kosinuslarini
hisoblang.

362. Vektor koordinata o“glari bilan
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1)a = 45°, p=60° y=120° 2 a=45°, p=
135°, y = 60°;

3) a =90° P=150° y=60° burchaklami tashkil qilis
mumkinmi?

363. Vektor Ox va Oz o‘glari bilan a = 120°, y = 45° burchak

tashkil gilsa, u Oy o“qgi bilan ganday burchak tashkil giladi?

364. Berilgan a va b vektorlarga ko‘ra ushbu 1) a + b; 2)a —
b] 3)b—a; 4) —a —b; vektorlami yasang.

365. |a| = 13, |ibj= 19 va |a + ft| = 24 berilgan. |a —b\ ni
hisoblang.

366. |[a] =5, |~ =8 va ular o‘zaro 9= 60° li burchak ostida
kesishadi. jd + b\ va ja —b\ lami aniglang.

367. ABCD A'B'C'D" parallelepipedda uning girralari bilan ustma-
ust tushuvchi AB = m, AD —n, AAX= p vektorlar berilgan.
Quyidagi har bir vektorlami yasang:

Om +n+p; 2)in+n+ip; A
3)i?n +in +p; 4H m+n—
Pl

5) —m — + -p.
368. 0 ‘zaro petpendikulyar yo*nalishdagi uchta M,N va P kuchl
bir nugtaga go‘yilgan. Agar \m\ = 2kg, |JM = 10kg va jp| = 11lkg

bo‘lsa, ularning teng ta“sir etuvchisi R ning giymatini toping.
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369. Ikkita a = {3;—2; 6} va b = {—2; 1; 0} vektorlar berilgan.
Quyidagi: 1)a+b; 2)a-b; 3)2d;4) —Db; 5 2a+3b;6)jd - b
vektorlarning har birini koordinata o‘glaridagi proyeksiyasini toping.

370. a=1{2;-1;3 va b—{-6;3—9} vektorlarning
kollinearligini tekshiring. Ulaming uzunliklarini va uzunliklar orasidagi
fargni hamda ulaming yo'nalishlarini aniglang.

371. a va /[? ning ganday giymatlarida a —=2i + 3j + fik, b =
ai —6j + 2k vektorlar kollinear bo‘ladi?

372. |a| = 11/ (K =23 va \d~ b\ = 30 berilgan. ja + b|ni
hisoblang.

373. |a] = 5 va |b| = 12 berilgan. Agar a,b vektorlar o‘zaro
perpendikulyar bo‘lsa, ja + b\ va (a —Sjlami aniglang.

374. a va b vektorlar o‘zaro 120° burchak tashkil giladi. |a|] = 3 va
Jo| = 5 bo'lsa, \a + b\ ,\a —b\ lami aniglang.

375. ABC uchburchakda vektorlar AB —m, AC —n. Quyidagi

vektorlarning har birini yasang:
, 2 )’2‘ ; 3)-2—; 4) — Masshtab birligini ; |nj

deb olib, quyidagi vektomi yasang:

5) |n| —m + |fn| —n; 6) |[n| —m —|m| —n.

376. ABC uchburchakning og'irlik markazi 0 nugtada. OA + OB +
OC = 0 ekanligini isbot giling.

377. j4(—1;5;,—0),S(5;—7;8),C(2;2,—) va D(5;-4;2)
nugtalar berilgan. AB va CD vektorlarning kollinearligini tekshiring,

ulaming uzunliklari orasidagi farg va yo'nalishlami ko‘rsating.
256



378. a={2,—4;4}y va b=4{32,6} vektorlar orasidagi
burchaknin hisoblang.

379. Uchburchakning N(3; 2;-3), B(5;1,—) va C(1;2;-1)
uchlari berilgan. Uning J1 uchidagi tashgi burchagjni aniglang.

380. a={4—2,—4} b={6;,—3;2} vektorlar berilgan.
Hisoblang:

Da-b; 2)Js?; 3)n[P; 4)(2a-3b)(a + 2b);

5 (a + fe)2; 6) (a —S)2.

381. a ning ganday giymatidaa = ai —3/+ 2fcvab =i—2/+
afc vektorlar o‘zaro perpendikulyar boladi?

382. a = {6;- 8; —7,5} vektorga kollinear bo'lgan x vektor Oz
o‘gi bilan o‘tkir burchak tashkil etadi. Agar \x\ = 50 bo‘lsa, uning
koordinatalarini toping.

383. a=3i+2j+2k va b=18—22/—5k vektorlar
perpendikulyar bo‘lgan x vektor Oy o‘gi bilan o‘tmas burchak tashkil
etadi. \x\ —14 bo‘lsa, uning koordinatalarini toping.

384. Uchtaa=2i+j+3k b=i-3-2kvac=3i+2-
4k vektorlar berilgan. x ma = —5, x-b = —11, x & = 20 shartlarni
ganoatlantiruvchi x vektomi toping.

385. S = {4; —3; 2} vektoming koordinata o'glari bilan bir xil o ‘tkir
burchak tashkil etuvchi o*qdagi proyeksiyasini toping.

386. 1 0‘gi koordinata o‘glari: Ox bilan a = 4 5 Oz bilany =
60° va Oy bilan o‘tkir /? burchak tashkil etadi. S = {n/2; —3; —5}

vektoming | o‘qdagi proyeksiyasini toping.
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387. Agar / = {3;—2; —5} kuchning qo'yilish nugtasi to‘g‘ri
chizigli harakatda A(2;—3;5) dan B(3; —2; -1) holatga ko‘chsa, bu
kuch gancha ish bajaradi?

388. Uchburchakni A(~1;-2;4), 5(-4;-2;0) va </(3-2; 1)
uchlari berilgan. Uning B uchidagi ichki burchagini aniglang.

389. Uchlari A(l; 2; 1), 5(3;-1;7), £/(7;4;—2) bilan berilgan
uchburchakning ichki burchaklarini hisoblab, uning teng tomonli
ekanligini ko‘rsating.

390. a = {2; 1; —1} vektorga kollinear bo‘lgan va x *a = 3 shartni
bajaruvchi x vektorni toping.

391. Ikkita A{1;—4;—2), 5(2;5;—2) nugta berilgan. 1 o‘qi
koordinata o‘glari Ox, Oy bilan a —60°, = 120°, Oz o‘gi bilany
o‘tmas burchak tashkil etadi. AB ning | 0°‘qga proyeksiyasini toping.

392. Bir nugtaga uchta M= {3, —4;—=2}, N=(2; 3;—5}, P=
{-3; —2; 4} kuchlar go‘yilgan. Ulaming teng ta‘sir etuvchi kuchining
go‘yilish nugtasi to‘g‘ri chizigli harakat qilib, Mr(5;3; —) dan
M2(4;-1;-4) holatga o'tganda, bu kuch gancha ish bajarishini
hisoblang.

393. Agar )a = {2,3;0}, b = {0;3; 1}, 2 a = {-2; 3; 0}
b = {~2;0;4} bo'lsa, c —a x b vektorni aniglang va yasang. Har bir
hoi uchun berilgan vektorlarda yasalgan parallelogramm yuzini
hisoblang.

394. Uchlari 1) A(7;3;4), F(I;0;6) va C(4;5;-2); 2)
A(l; 1; 1), 5(2; 3;4) va (7(4; 3; 2) nugtalarda bo‘lgan uchburchakning
yuzini hiosblang.
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395. a- 2j+k va b~ i+ 2k vektorlardan parallelogramm
yasang hamda uning yuzi va balandligini aniglang.

396. Uchburchakning /1(1;—4; 2), £?(5;—6;2) va C(l;6;—1)
uchlari beriigan. Uning B uchidan AC tomonga tushurilgan balandligini
toping.

397. a={2-2;1} va b —{2;3;6} vektorlar tashkil gilgan
burchak sinusini hisoblang.

398. a={4;-2;3} vab={0; 1 3} vektorlarga perpendikulyar
boigan m vektor Oy o‘qi bilan oimas burchak tashkil giladi. Agar
|m| = 26 boisa, uning koordinatalarini toping.

399. Oz o‘giga va a = {8;—45; 3} vektorga perpendikulyar
boigan m vektor Ox o‘qi bilan o‘tkir burchak tashkil etadi. Agar |[m| =
51 boisa, uning koordinatalarini toping.

400. a —[2; -3; 1} va b = (1; —2; 3} vektorlarga perpendikulyar
bolib, x m(i + 2j - k) = 10 shartni ganoatlantiruvchi x vektorni
toping.

401. Agar 1) a m3k, b=2k; 2) a=i+j; b=1i— bo‘lsa,
c = a X b vektorni aniglang va yasang. Har bir hoi uchun berilgan
vektorlarda yasalgan parallelogramm yuzini hisoblang.

402. a va b vektorlar = ~ burchak tashkil etadi. Agar |a| =
6, |bj = 5boisa, |a x bjni hisoblang.
403. a={0;3;—=2} b={3,—2;0} va c=axb vektorlami

yasang. ¢ vektoming moduli hamda a va b vektorlarda yasalgan
uchburchak yuzini hisoblang.
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404. Uchlari N1(1;-1;2), 5(5;-6;2) va C{1;3;-1) bo‘lgan
uchburchakning h = balandligini toping.

405. jaj = jKj =5, (a,b) - | sa- 2b va 3a+ 2b vektorlarda
yasalgan uchburchak yuzini hisoblang.

406. in van o‘zaro 30° burchak tashkil etuvchi birlik vektorlar
bo‘lsa, a = m + 2n va.b = fn + n vektorlarda yasalgan parallelogramm
yuzini toping.

407. 0 ‘ng bog‘lam tashkil etuvchi a,b va c vektorlar o'zaro
perpendikulyar. Agar |aj =4, jb\ =2, |c| =3 bo‘lsa, abc ni
hisoblang.

408. Uchta a={1,—1;3} b=4{-2;2 1} va c={3;-2;5}
vektorlar berilgan. abc ni hisoblang.

409. Quyidagi vektorlarning komplanarligini ko'rsating:

Da=4{23-1}, b={1;-1;3vac={1,9;-1};

2)a={3-2;1} b={21,2}vac = {3;,-1; -2};

Na=42-1;2} b={1,2;-3} vac = {3,-4; 7}

410. To'rtta AC1;2;-1), B(0;1;5), C(-1;2;1) va D(2;13)
nugtalaming bir tekislikda yotishini ko‘rsating.

411. Uchlari A(2; -3;5), B(0;2; 1), C(-2;-2;3) vaZ?(3;2;4)
nugtalarda bo‘lgan tetraedming hajmini hisoblang.

412. Tetraedming A (l;1;1), fi(2;0;2), <12 2;2) va
ZX%3;4;,—3) uchlari berilgan. Uning D nugtasidan tushirilgan
balandligining uzunligini toping.
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413. Tetraedming hajmi 7 =5, uning uchta uchlari
A(2; 1;,—1), B(3;0; 1), C(2;—1;3) nuqgtalarda. Agar to‘rtinchi D uchi
Oy o‘gida yotsa, uning koordinatalarini toping.

414. ¢ vektor a va h vektorlarga perpendikulyar, a va b vektorlar
orasidagi burchak 30°. Agar |a] = 6, jb|] =3, jc| = 3 boisa, abc ni
hisoblang.

415. a=31+4j, h=-=3/+«, ¢c=2i+ 5« vektorlardan

parallelepiped yasang hamda uning hajmini hisoblang. Berilgan (abc)
vektorlar gaysi boglamni tashkil etadi?

416. Uchlari 0(0; 0;0), /1(5;2;0), B(2;5;0) va C(l;2;4)
nugtalarda boigan piramida yasang hamda uning hajmini, ABC yogning
yuzini va shu yoqaa tushirilgan balandlikni hisoblang.

417.  A(2) —4,—2), B(I;2;1), C(2;3;0) va D(5;0;-6)
nugtalarning bir tekislikda yotishini koirsatmg.

418. a=i+j + 4k, b —i —2jvac = 3i —3j + 4k vektorlani
yasang va ular o‘zaro komplanar ekanligini ko‘rsating. Bu vektorlar
orasidagi chizigli boglanishni toping.

421. 1) Ox va M1(4;~1;2) nugtadan; 2) Oy va M2(l;4;—3)
nugtadan; 3) Oz va M3(3; —4; 6) nugtadan o ‘tuvchi tekislik tenglamasini
yozing.

422. 1) Mx(7; 2; —3) va M2(S; 6; —4) nugtalardan o‘tib, Ox o0‘giga
parallel; 2) Pz(2;—;1) va P2(3; 1;2) nuqgtalardan o‘tib, Oy o'giga
parallel; 3) Qt(3;—2;5) va Q2(2;3;1) nugtalardan o'tib, Oz o‘giga
parallel boigan tekislik tenglamasini yozing.
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423. 2x —3y —Az —24 = 0 tekislikning koordinata o'qlari bilan
Mesishgan nugtalanni toping.

424. 5x—ey + 3z + 120 = 0 tekislikning Oxy koordinata
fcurchagi bo‘yicha ajratgan uchburchakning yuzini toping.

425. 2x —3y + —12 = 0 tekislik va koordinata tekisliklari
bilan chegaralangan piramidaning hajmini toping.

426. Tekislik M(6;—210; 1) nugtadan o‘tib, abssissalar o‘gidan a =
_3 va applikatalar o‘gidan ¢ —2 kesmalar ajratadi. Bu tekislikning
,kesmalardagi“ tenglamasini tuzing.

427. M(4; 3; 2) nugtadan o'tib, koordinata o‘glari bilan noldan
fargli bir xil uzunlikdagi kesmalami ajratuvchi tekislik tenglamasini
tuzing.

428. Oz o‘gidan ¢ = —5 kesma ajratuvchi van(—2; 1; 3) vektorga
perpendikulyar bo‘lgan tekislik tenglamasini tuzing.

429. Oz og0 va M(l;—2;1) nugtadan o‘tuvchi tekislik
tenglamasini tuzing.

430. Af(2; 3;-4) nugtadan o‘tib, Oyz tekislikka parallel bo‘lgan
tekislik tenglamasini tuzing.

431. Tekislik P(3;8;—4) nugtadan o‘tib, abssissalar o‘gidan a =
-3 applikatalar o‘gidan ¢ = 2 kesma ajratadi. Bu tekislik tenglamasini
tuzing.

432. x + 2y - 3z + 2 = 0 tekislik va koordinata tekisliklari bilan
chegaralangan piramidaning hajmini toping.

433. Koordinatalar boshidan tekislikka tushirilgan perpendikul-
yaming asosi M(2; -1; 2) nuqtada. Bu tekislik tenglamasini toping.
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434. Oz o‘gga parallel hamda Mx(2;2,0) va Mz(4;0;0)
nuqtalardan o‘tuvchi tekislik tenglamasini yozing.

435. M (I;—3;5) nuqgtadan o‘tib, Oy va Oz o‘glardan Ox o'qda-
giga ko‘ra ikki marta kesma ajratuvchi tekislik tenglamasini yozing.

436. Quyidagi

a) Ax—by+3z—1=0 va x—Ay—z+9=0;
b)3x —y -f2z+15=0 va b5x+9y—3z—1=

0;
déx+2y—4z+17= va 9x+3y—6z—4=
0 0;
e)X+y—1=0 va 2Xx-y+ V3z+ 1

tekisliklar orasidagi burchakni toping. - °

437. Berilgan M(x;y;z) nuqgtadan Ax+ By + Cz+ D —0
tekislikgacha bo‘lgan masofani toping: 1) Wk(—2; —4; 3), 2x —y +
2z+3=0;2)M(2;-1; -1), 16x- 12y + 15z2- 4 = 0;3)
M3(1;2;-3), 5x- 3y+z+4=0; 4 M43;-6;7), 4x- 3z- 1=
0; 5)Ms5(9;2,—2), 12y—5z+5=0.

438. P(—L; 1, —2) nugtadan MAI;-1; 1), M2(-2; 1;3) va
M3(4; —5; —2) nuqtalardan o'tuvchi tekislikgacha bo'lgan masofani
toping.

439. lkkita x + 2y —2z+ 2 =0, 3x + 6y —6z —4 = 0 parallel
tekisliklar orasidagi masofani toping.

440. 7x-6y+6z+7=0 tekislikdan 2 birlik uzoglikda bo‘lgan parallel
tekislik tenglamasini toping.

441, MO(2;—3;—) nugtadan o‘tib, 2x—6y—3z+5=10
tekislikka parallel bo‘lgan tekislik tenglamasini toping.
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442. Mo(—2; 7; 3) nugtadan olib, x —4y + 5z+ 1 = 0 tekislikka
parallel bo‘lgan tekislik tenglamasini toping.

443. Mo(2;—3;1) nugtadan o‘tib, d{—3;2—1} va b(l; 2; 3}
vektorga parallel bo‘lgan tekislik tenglamasini toping.

444. MO(2; 2, —2) nugtadan o‘tib, 3x-2y-z+I1=0 va x-y-z=0
tekisliklaming kesishish chizig‘iga perpendikulyar boigan tekislik
tenglamasini toping.

445. Mx(2;-1; 3), M2(3; 1;2) nugtalardan olib, 3x- y - 4z =
0 tekislikka perpendikulyar bol'gan tekislik tenglamasini toping.

446. M1(3;-1;2), M(4;-1;-1) va M3(2;0;2) nugtalardan
o‘tuvchi tekislik tenglamasini topng.

447. A(0; 0;2), 5(3;0;5), C(I; 1,0), va D(4;1;2) - tetraedr
uchlarining koordinatalari. Uning yoglarming tenglamalarini toping.

448. x —y + V2z —5 = 0 va (yz) tekisliklar orasidagi burchakni
toping.

449. P(3;—6;2) nugta - koordinatalar boshidan tekislikka
tushirilgan perpendikulyaming asosi. Shu tekislik tenglamasini toping.

450. a) M1(3; 1; -1) nuqgtadan 22x+4y-20z-45=0 tekislikgacha;

b) M2(4; 3; —2) nugtadan 3x -y + 5z + | = 0 tekislikgacha;

d) M3(2; 0;—0 nugtadan 4x - 4y + 2z + 17 = 0 tekislikgacha
boigan masofani toping.

451, Piramidaning S(0;6;4), A(3;5;3), B(—2; 11;,-5),
C(l; —4; 4) uchlari berilgan. Uning (hs) balandligini hisoblang.
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452. A(l; 3;—2) va 5(7; —4; 4) nugtalar berilgan. AB kesmaga
perpendikulyar bo‘lgan va B nugtadan o‘tuvchi tekislik tenglamasini
toping.

453. 1) (2; —5; 3) nugtadan o‘tib, (xz) tekisligiga parallel boigan;

2) z 0“gi va (—s3; 1; —2) nugtadan o‘tuvchi;

3) (4;0;,—2) va (5;1;7) nugtalardan o‘tib, Ox o'giga parallel
boigan tekislik tenglamasini toping.

454. Ax —y + 3z —6 = 0 vag+ 5y —z + 10 = 0 tekisliklaming
kesishish chizigldan o‘tuvchi va 2x —y + 52 —5 =0 tekislikka
perpendikulyar boigan tekislik tenglamasini yozing.

455. M(—1;1;—3) nugtadan o'‘tib, 5{1; —3; 4} vektorga parallel
boigan to‘g ‘i chizigning kanonik va parametrik tenglamalarini yozing.

456. M1(2;—1;—1) va M2(3;3; —1) nugtalardan o'tuvchi to‘g‘ri
chizigning kanonik va parametrik tenglamalarini yozing.

457. M(—;, —2; 2) nugtadan o‘tib, Ox o‘giga parallel boigan
to*‘g‘ri chizigning kanonik va parametrik tenglamalarini yozing.

458. M(l; —5; 3) nugtadan o‘tib, koordinata o‘glari bilan a =

P =1,y =Y burchaklar tashkil giluvchi to‘g‘ri chizigning kanonik

tenglamalarini yozing.

459.  Uchburchakning A{-5;7; 1), 5(2;4;—), C(-1;3;5)
uchlari berilgan. B uchidan AC tomonga tushirilgan mediananing kanonik
tenglamasini toping.

460. Uchburchakning J1(1;-1;3), 5(3;-4;9), C(-5;11;7)
uchlari berilgan. A uchidan tushirilgan bissektrisasining kanonik
tenglamasini toping.
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JI*-3y+2=0, M2x-3y-3z=Q
}2y—+1=0 Z){x-2y+z+3=0.

fx- 2y+3z+1=0.
3>{zx+y- 4z- 8=0.

to‘g‘ri chiziq tenglamalarini kanonik ko‘rinishga keltiring.

Bx—y+2z+7=0,
462. MO(L; -3; 5) nugtadan otib, j* +3y _2z+3=0togn

chiziqga parallel to‘g‘ri chizigning kanonik tenglamasini toping.
463. M(2; 1;—1) nugtadan oftib, x -y +z+1=0 tekislikka
perpendikulyar bo‘lgan to‘gri chizigning kanonik tenglamasini toping.

(3x—y —2z=0, (4x+y —6z—2=0,
464* (2x+y-2z+1=0 va | y-3z-2=0 t0 8

chiziglar orasidagi burchakni toping.

UX+3 _ Y+2 X+2 -3 -S
465, 1yX% = 2 = Ay X =13 =

2)jx+3z- 7- Q,yalx - 22" 5- 0, chjzigiar orasidagi

burchakni toping.
466. Quyidagi to“g‘ri chiziglaming perpendikulyarligini ko'rsating:

y-1_Z (3x+y—5z+1=0,
-2 “3va(2x+3y- 8z2+3=0,

2X+y—4z+2=0, (yX::—12++2'ti’t
4x —y —bz+4=0Va 7 —1—st

x+2 Y-z & X+y +z=0, ) .. .
«n-<f'5 \ ™M{*-y- 8- 8=0to‘eri chiziglaming

parallelligini ko'rsating.
468. >(;_1~:__31L: -~ to‘gi chizigga A(2;3;1) nugtadan

o‘tkazilgan perpendikulyaming tenglamasini yozing.
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(x —2y+3z—4 =0, , E.oL. ,
I3x+2y-5z-4 =0 g 14 tengjamalarini: O

proyeksiyalar bo‘yicha; 2) kanonik ko‘rinishda yozing.

470. Berilgan ikki nugtadan o‘tuvchi to‘gri chizigning kanonik
tenglamasini tuzing: 1) (1;—=2;1) va (3;1,—1); 2) (3;—1;0) va
(1,0;3); 3)(0;-2;3)va(3;-2; 1);4)(-1; 2;-4) va (0; 2;-4).

471. MjX—1; 1;3) nugtadan o‘tib, 1) a{2; —2; 4} vektorga;, 2)

to‘gri chiziqga; 3) x =31—1, y= =2t+3; z=
5t + 2 to‘g‘ri chiziqga parallel bo‘lgan to‘g‘ri chizigning parametrik
tenglamasini tuzing.

472. Mt (—6;6;—5) vaM(12; —6; 1) nugtalardan o‘tuvchi to‘g‘ri
chizigning koordinata o“glari bilan kesishgan nugtalarini toping.

473. Quyidagi to‘g‘ri chiziglaming parallelligini ko'rsating:

1:‘)&2_Eizz<va { X+y —z —0,
3 21 x—a —5z —8 =0,

) 'X = 2t + 5, fx+3y+z+2=Q
Yo_{d ] al*-y-3z-2 =0

fx+y—3z+1=0, pe+ 2y —5z- 1=0,
(& y+z+3=0 va (z—2y+3z—9=0.

474. Quyidagi to‘g‘ri chiziglaming perpendikulyarligini ko‘rsating:
x+y—3z—1-—0, f3x+y—bz+ 1= 0,
2x-y—9z—2=0va (2x+3y- 82+ 3=0;
fx = 2t+ 1) 2x+y-—42+2=0,

2) y=3t- 2 va

S R - L I

fx+y—3z- 1=0, 2 +y-t2z+5=0,
i}\2x-y-92-2=0 val2x- 2y—z+2=0.

267



475. — m= ~ = ~ to ‘g'ri chiziq bilan 6x —3y + 2z = 0 tekislik
orasidagi burchakni hisoblang.

476. A(—4; 0; —5) va B(l; 2; 0) nuqgtalardan o‘tuvchi to*g‘ri chiziq
bilanx —3y + z + 5 = 0 tekislik orasidagi burchakni toping.

A477. MO(3; —2;4) nugtadan otib, 5x+3y-7z+I=0 tekislikka
perpendikulyar bo‘lganto‘g‘ri chiziq tenglamasini tuzing.

478. x=3t—2, y =-At+ 1 z —At—5 to‘g‘ri chizigning
4x —3y —6z —5 = 0 tekislikka parallelligini ko‘rsating.

fox —3y + 2z- 5= 0, t. ...
479. | 2X_y_z—l - 0 to8§n chizigning 4x —3y + 7z —

7 = 0 tekislikda yotishini isbot giling.
480. To‘g‘ri chiziq bilan tekislikning kesishish nugtasini toping:

)Er =2ZT =1' 2*+3y+z -1 =0

2)£T = ZT

??' N-2y +2-15 =0(;

3) TT= A7 = *+ 2y —27+6=0.

481. Mo(2;—3;—b5) nugtadan o‘tib, 6x-3y-5z+2=0 tekislikka
perpendikulyar bo‘lgan to‘g‘ri chiziq tenglamasini yozing.

482. Mo(l; —1;—1) nugtadan o‘tib, —y/N =" to'gTi

chizigqa perpendikulyar bo‘lgan tekislik tenglamasini yozing.
o |, "~ q
483. Mo(l;-2; 1) nugtadan o‘tib, | m+;y_r 12 =0 tOgri
chiziqga perpendikulyar bo‘gan tekislik tenglamasini yozing.
484. n ning ganday giymatida -j- = V2 oz to‘g‘ri chiziq x-

3y+6z+7=0 tekislikka parallel boiadi?
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485. C ning ganday giymatida + J*Q to‘g'ri
chiziq 2x —y + Cz —2 = 0 tekislikka parallel bo'ladi?

486. A va D ning ganday giymatidax = 3+ 41y = 1—4t, z =
—3 + It to‘g‘ri chizig Ax + 2y —4z + D —0 tekislikda yotadi?

487. Ava B ning ganday giymatida Ax + By + 3z —5 = 0 tekislik
x=3+21y=5~3t, z=—2-—2tto‘gri chizigga perpendikulyar
bo‘ladi?

488. m va C ning ganday giymatida = ~~ to‘g‘ri chiziq
3x —2y + Cz + 1 = 0tekislikka pecpendikulyar bo‘ladi?

489. A(4;—3;1) nugtaning x + 2y —z —3 = 0 tekislikdagi
proyeksiyasini toping.

490. A(l; 2;1) nugtaning — == —== —p to‘g‘ri chiziqdagi
proyeksiyasini toping.

491. P(2;—;3) nugtaning x =3t, y —St—7, z = 2t+ 2
to4g‘ri chiziqdagi proyeksiyasini toping.

fv — v — 474- 12 “ fl

492. P(4;1;6) nuqtaga |2x 4-y- 2z+ 3= 0 tog<i chizigga
nishatan simmetrik nugtani toping.

493. P(2;-5;7) nugtaga Mr(5;4;6) va Mz(-2;-17;-8)
nugtalardan o‘tuvchi to‘g‘ri chizigga nisbatan simmetrik nugtani toping.

494. P(5;2;-1) nugtaning 2x-y+3z+23=0 tekislikdagi proyeksiyasini
toping.

495. M(3; 1;,—2) nugtadan va ~ =~ = ~to‘g‘ri chizigdan

o‘tuvchi tekislik tenglamasini yozing.
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496. = ~~ to‘g‘ri chizigdan x+4y—3z+7~0
tekislikka perpendikulyar tekislik oftkazing.
497. j ~ ~ to‘g‘ri  chizigning x—y +3z+8=0

tekislikdagi proyeksiyasini toping.

—3 1 Z-2 —8 -1 Z-6 i, . V- -
498. * = ’% —= va <= =1=="7 tog'r chiziglarnmg

kesishuvchi ekanligini kofrsating, ular orgali tekislik tenglamasini
yozing.

499. M(~3; 2; S) nugtadan 4x +y —3z + 13~ 0 va x —2y +
z —11 —0 tekisliklarga tushirilgan perpendikulyar orqali tekislik
o'tkazing.

2 - -1 —3 2 , -
500. Z=YL?=Z1 va ¥'o%P T pardllel t6Gn

chiziglardan o ‘tuvchi tekislik tenglamasini yozing.

501. P(7;9;7) nugtadan ~ = | to‘g‘ri chiziggacha bo‘lgan
masofani toping.

502. — = =|va” = N parallel to‘g‘ri chiziglar
orasidagi masofani toping.

503. ~ vaf = to‘g‘ri chiziglar orasidagi eng
gisga masofani toping.

Quyidagi tenglamalar ganday sirtlami aniglaydi (chizmasini
chizing):

504.x2+z22=09.

505. 16y2 - 25z2 = 400.

506.y2 = —6z.

507.x2 = z2.
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508. xz = 2.

509. x2+y2= 2ax.

510.z2+ 4z —2x + 6 = 0.

511. 4x2+ 9y2—8x + 36y + 4 = Q.

512. X2 +y2 = 4y.

513.z2 + 2z —4x + 1 = 0tenglama ganday sirtni ifodalaydi?

514. 9y2 —16r2+ 64z —18y —199 = 0 tenglama ganday sirtni
ifodalaydi?

515. X2_X* = 0 tenglama ganday sirtni ifodalaydi?

516. L chizig x2+z2=R2, y2+z2=r2 (i? > r) tenglamalar
bilan berilgan. Bu chizigning xOy tekislikdagi proyeksiyasini toping.

r foy2 ~ 6xy —2xz + 24x —9y —3z—-63=0, ,. . .
517-1M 2k—3y+z—9=0 Ch,ZgnmE

xOy tekislikdagi proyeksiyasini toping.

518. 0 ‘gi Oy o‘gga parallel va P (l;2;—1) nugtadan o ‘tuvchi,
radiusi 3 ga teng bo‘lgan doiraviy silindming tenglamasini tuzing.

519. x2+y2 =9, x- z = Otenglamalar sistemasi fazoda ganday
chizigni ifodalaydi?

520. M(—2; 3; 6) nugtadan o‘tuvchi, markazi koordinatalar boshida
bo‘lgan sferaning tenglamasini tuzing.

521. M(4; 2; 2) nugtadan o‘tuvchi, markazi C{1; —;, —1) nugtada
bo‘lgan sferaning tenglamasini tuzing.

522. Markazi C(l; —;4) nugtada bo'lgan sfera 2x + y —3z —
3 = 0 tekislikka urinadi, Sferaning tenglamasini tuzing.

523. Markazi C(0; 4; 0) nugtada bo‘lgan sfera 2x + 6y —3z —3 =

0 tekislikka urinadi. Sfera tenglamasini tuzing.
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524. Quyidagi sferalaming markazlari va radiusini toping:

Q)x2+y2+z2—6x+8y +2z+ 10 = 0;

byx2+y2+ z2+ Zx —4y —4 = 0,

d)x2+y2+z2—6x+ 10 = 0;

e)X2+y2+z2—Ax+ 12y —2z+ 41 =9,

f) 36x2 + 36y2 + 3622—36x + 24y —72z —95 = (;

g)x2+y2+z2—2x+4y—4z—7=0.

525. Biror diametming uchlari A(2)5;-7) va B(6;—1;3)
nugtalarda boigan sfera tenglamasini taring.

526. MAL; -2 -1), M2{-5;10;-1), M3(-8;-2;2)
nugtalardan o ‘tuvchi, radiusi R=9 boigan sfera tenglamasini tuzing.

527. Koordinata sistemasiga nisbatan 4 —z = x2+y 2 ning
joylashishi va ko‘rinishini tekshiring.

Quyidagi sirtlami kesimlar usuli bilan koordinatalar sistemasiga

nishatan joylashishi va ko‘rinishini aniglang (chizmasini chizing).

y2 o «2 »2
528. —+ -— £-= |
4 9 4

2 n2 «2
529. =+ - Z= -1,
1 2 4

530. -+ — =0,
531;+2-=2z.
532.x2+y2=2(z- 1)2
533.2y2+z2=1—x
534.3x2+y2- z2=3
535.x2- 2y2+2z2=1
536. X2 —y 2 —2z.
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537. Ushbu:

1)x2+Yy2+ 22 = Zaz,

2) X2 +Yy2 = 2az,

3)x2+y2 = 2az;

4) X2 —y2 = 2az;

5)x2—y2—z2

6) x2 —2az;

) x2= 2yz;

S)z=Z+x2+y2;

9 (z- a)2=xy;

10) (z —2x)2 + 4(z —2x)2 = y2 sirtlardan har birining nomini
aniglang va ulami yasang.

538. 2x2—y2 42722+ Ax+ 2y + 8z + 1= 0 tenglama ganday
sirtni aniglaydi?

539. x2+y2+4z2= 2 ellipsoid bilan ~ A to‘g'ri
chizigning kesishish nugtasini toping.

540. Ushbu tenglamalar ganday sirtni aniglaydi?

D2x2+y2+z22—Ax+ Ay+Az+ 7= 0,

2)X2- 6y2+ 322+ 8x+12y+ 1=0;

Jx2+y2+2x —2y —2z- 2=0.

541 N = ~ T to‘g’ri chiziq va?- + -+ -=1 ellipsoid
gaysi nugtalarda kesishadi?

542. 7 to‘g‘ri chiziqva + 2L—- = 1 bir kovakli

giperboloidning kesishish nugtalarini toping.
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