JARAYONLAR
TADQIQOTI



O'ZBKKISTON RESPUBL1KASI OLIY VA O RTA
MAXSUS TA'LIM VAZ1RLIGI

M. TO‘XTASINOV

JARAYONLAR TADOQIQOTI

Tatbigiy matematika va informatika hamda informatika
va axborot texnologiyalari yo ‘nalishlari
talaUalari uchua darslik

«Barkamol Fayz media» nashriyoti
Toshkent ~ 2017 *



UDK. 004.4(075.8)
BBK 22.18ya73
T 98

Mas’ul muharrir

Sh. Q. Formanov —fizika-matematika fan lari doktori, akademik

Tagrizchilar

/. /. Isroilov —fizika-matematika fanlari nomzodi, professor;
M.Sh. Mamatov - fizika-matematika fanlari doktori, professor

To'xtasinov Mo‘minjon

T 98 Jarayonlar tadqiqoti [MataJ: darslik/0‘zR Oliy va o'rta-maxsus
ta’'lim vazirligi. — T. «Barkamo! Fayz media» nashrivoti, 2017.
- 572 b.

ISBN 978-9943-5085-5-2

Darslikda universitetlarniag amaliy matematika va informatika
yo‘nalishi (5130200) talabalari uchun o'tiladigan o'yinlar nazariyasi
va jarayonlar tadqgiqoti kursining o‘quv dasturidagi barcha mavzular
batafsil bayon etilgaa. Xususan, chiziqli dasturlash, dinamik
dasturlash, onimaviy xizmat ko'rsatish, Maikov o'yinlari va optimal
bosbgaruv nazariyalaridir. Nazariv biiimlami rnustahkamlash uchun
sonli misol va masalalar yechib ko'rsatilgan hamda nazorat savollari,

I ish uchun variantli misollar va masalalar beiilgan.

UDK 004.4(075.8)
BBK 22.1*ya73

% © M. To'xtasioov, 2017
© «Barkaieio! Fayz media® MCHJ, 2017
ISBN 978-9943-5085-5-2 © Original maket. Cho'‘lpun nomidagi NM1U, 2017



KIRISH

Mamlakatirnizda, sog‘lom va barkamol avlodni tarbiyalash,
yoshlarning o'z ijodiv va intcllektnal salohiyatini osliirish, mam-
lakatimiz yoshlarini XXI1 asr talablariga todiq javob bcradigan
liar tomonlama rivojlangan shaxslar ctib vovaga yctkazish uchun,
zarur sliarfc-slmroitlar va imkoniya.tlar yaratilmogda. "Kadrlar
lL,ayyorlash .Milliy dasluri” va, "Tadim to'ghisida" gi gonunda bcl-
gilangan kcng koiamli atiiq yo'naliiiiilga,u chora-iadbirlarni amal-
ga, osliirish keng volga go'yilgan. Shuningdck. ta’'lim hamda ish-
lab chiijarish muassasalari bilan o‘zaro amaliy hamjihatlikni inus-
tahkamlash, ularning yaqin samarali hamkorligini ta’'minlash rriu-
him vazifalardan hisoblanadi.

R,espublika matematika fani qudratli intcllektual salohiyatni
yaralgan. U hayotimizning ko'pgina sohalarida amalda godlanil-
niogda. Vatanimizning milliy davlatchiligi va igtisodiy mustaqil-
ligini mustahkamlash uchun asos bo‘lib xizinat ciilmogda.

Tabriy zaxiralar chegaralanganligi tufayli korxonalar hainda
unniman davlat faoliyatining muvaffagiyatlari hozir ko!p jihatdan
tan-tcxnika taraqqiyoti yutuglari, chuqur ilnd talab giladigan t-cx-
nologiyalar ganchalik kcng joriy etilganligi, kadrlarning kasb tay-
vorgarligi darajasi bilan bclgilanadi.

Mamlakatni jadal rivojlantirish borasidagi dasturiy vazifalarni
amalga oshirishda farmi va ilrniy infrastrukturani rivojlantirish
g‘oyat inuhim ahamiyatga cga.

Dunyoda ro'y bcrayotgan ihniy-tcxnikaviy rivojlanish bosh-
garuv sohalarida yangidan-yangi murakkab va ulkan tizimlar-
ni vujiulga kcltirdi. Bular sirasiga: ishlab chigarish korxonalari,
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birlashmalar, tarmoglar (sohalar), biror davlatning iqtisodiyoti

hamda global tizimlar (makrotizimlar) kiradi. Jarayonlar tadqi-
goti fani boshqgaruv tizimlaridagi rnuarnmolarni yechishning kom-

pleks ilmiy usullarini yaratish va tatbiq gilish bilan shug'ullana-
di. U ilmiy yo'nalish sifatida XX asrning 40-yillaridan boshlab
shakllana boshladi.

Keyinchalik, jarayonlar tadqigotining tamoyillari va usullari
moliyaviy-ishlab chiqarish sohalariga tegishli bo‘lgan masalalarni
yechishga ham tatbiq qilina boshlandi. Shu sababli jarayonlar
tadgiqoti kursi bo:yieha yetuk xodiinlarni tayyorlashga ehtiyoj
tug‘ildi.

Jarayonlar tadqigoti fanining rivojlanishiga matematik
olimlardan X. Taxa, R.Bellman, R. Cherchmen, R. Dansig,
G. Ouen, T. Saati, G.Vagner (AQSH), A. Kofman (Fransiya),
L. V. Kantorovich, B. V. Gnedenko, N. P. Buslenko, L. S. Pontrya-
gin (Rossiya), S.H. Sirojiddinov, N. Yu. Satimov, T.A. Azlarov
(0 ‘zbekiston)lar ulkan hissa qo‘shganlar.

Jarayonlar tadgqiqoti fani boshqaruv tashkiliy tizimlarining
yanada samarali faoliyat ko‘rsatishi uchun, usullar yaratish va
ularni tatbiq qilish bilan shug'ullanadi. Bu fanning predmeti
bir-biri bilan bog'lig bo‘lgan Mr nechta bo‘linmalami (ulaming
magqgsadlan garama-garshi bo‘lishi ham murnkin) boshqarish tizi-
midir.

Jamiyat taraqgiyotining barcha bosqgichlarida xoljalik yuritish-
ni mukammal tuzilgan reja asosida olib borishga harakat gilinadi.
Bu, aynigsa, bozor munosabatlari tiklanayotgan hozirgi sharoit-
da muhim ahamiyat kasb etadi. Samarali iqtisodiy rivojlanish
yo'nalishini aniglash uchun, jarayonlarning miqgdoriy modellash-
tirish usullarini o'zlashtirish zarur. Bu narsa, milliy igtisodiyot
doirasida yagin kelajak hamda strategik. rejalarni ishlab chiqgish-
da, yirik va uzogq muddatli tadbirlarni hisobga olishda, iqti-
sodiy rivojlanishning turli variantlarini aniglashda zarur bo'ladi.



Shuningdek, hududiy rivojlanishning dasturini yaratish, ishlan-
inalar va tadqigotlarni muvofiglashtirilgan rejalar bilan ta’min-
lash, magsadli dasturiy rejalashtirishda ayrim kompleks ishlarni
bajarish uchun, imkoniyatlarni tagsimlash, tashqi bozor muhi-
ti sharoitida korxonaning ogilona faoliyat ko'rsatishini amalga
oshirish. Ko'p hollarda, tashkiliy masalalarni tadqiq etish uchun,
oxirgi paytda tez sur'atlarda samarali rivojlanib borayotgan tat-
bigiy mateniatikaning yo‘nalishi hisoblangan jarayonlar tadqiqoti
fani xizmat gilishi mumkin.

Ushbu darslik, jarayonlar tadqigoti fanining vositalari yorda-
mida igtisodiyot, jamiyat, fan-texnika, tabiat keltirib chigarayot-
gan rnuammolarning matcmatik modcllarini tuzish va ular yorda-
mida mukammal yechimni aniglab berishning nazariy va amaliy
bilimlarini berishga bag'ishlangan. Bunga, birinchi navbatda ma-
tematik dasturlash, tarmoq nazariyasi, zaxirani boshqarish ma-
salasi, o'yinlar, ommaviy xizmat ko'rsatish, optimal boshqgaruv
nazariyalari va boshga fanlar yutuglaridan foydalanish orgali eri-
shiladi.

Jarayonlar tadgiqoti talabalarga, bu fanning matematik ko'r-
satkichlari hagida to‘la tasavvur berishi hamda aniq misollar
orgali jarayonlar tadqiqotining usullari qo‘llaniladigan sohalarni
ko'rsatib bergan bo'‘lishi kerak. Agar talaba o;z faoliyatini ycchim
gabul qilish sohasiga garatgan bo‘lsa, bu ma’lumotlarni o'zlash-
tirish talabada, odatda, yetishmagan ishonchni hosil giladi. Tala-
ba. jarayonlar tadgigoti fanining matematik asosi bilimini chuqur
cgallagandan so‘ng, bu sohada erishilgan yutuglarni o‘zlashtirish
va hagiqiy muammolarni amaliy tadqiq etish bilan, bu sohada
0‘zining tayyorgarlik darajasini oshirishi mumkin.



| BOB
CHIZIQLI VA BUTUN SONLI DASTURLASH

Chizigli dasturlashning masalasi o‘zgaruvchilari chizigli teng-
sizliklarni ganoatlantiruvchi chizigli funksiyaning minimumini
(yoki maksimurnini) topish, ya'ni:

n
E atXj > bu z= 1.2,...,ra (0.2)

7=1
Xj>0 j=12,..7<n (0.2)

shartlar o'rinli bo'lganda

z=" CiXj (0.3)
3=

funksiyaning ekstremumini topishdan iborat, bu yerda Xj—
o‘zgaruvchilar, A 6(, § - berilgan o‘zgarmas sonlar. Bunda
(0.3)— magsad funksiya, (0.1) va (0.2) lar chegaralar deb ata-
ladi. (0.1) va (0.2) chegaralar chizigli bo‘lganligi sababli, ular or-
gali aniglangan soha Rn da qavariq ko‘p yoglidan iborat bo'‘ladi.
Ma'’lumki, agar soha chegaralangan bo‘lsa (0.3)-chizigli funksiya
ekstrcmumga ushbu ko'p yoglining chctlarida (uchlarida) erisha-
di. Funksiya ekstremumini aniglashning asosiy usuli hisoblan-
gan differensial hisobni bu yerda qo'llab bo'Imaydi. Shu sababli
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chizigli dasturlash masalalarini yechish uchun, boshga usullar
yaratishga ehtiyoj tug'ilgan. Bunday usullar bilan quyida tani-
shamiz.

Quyidagi ta’kidlarni keltirib o‘tamiz.

1. Funksiyaning minimurnmi topish masalasi, uning teskari
ishorasi bilan maksimumini topish masalasiga ekvivalent va ak-
sincha.

2. (0.1)-ko'rinishdagi tcngsizliklarni kuchsiz o ‘zgaruvchilar deb
ataluvchi xn+i > 0 lar yordarnida tenglik holatga keltirish mum-
kin:

n
y MOijXj xn+i~bu i=1,2.....rq,
j=i
xuddi shunga o'xshash
n
aijxj 5:hi i= 12, m,
j=i
ko'rinishdagi tcngsizliklarni ham kuchsiz xn+i > 0 o‘zgaruvchilar
yordarnida tenglik holatga keltirish mumkin:
n
N Ao - X — i—1,2, m.
j=i

3. Agar Xj o'zgaruvchiga manfiymaslik sharti berilmagan bo'l-
sa, uni ikkita manfiymas Xj, x i > 0 o‘zgaruvchilarning ayrimasi:
Xj = ¥ —X"i bilan almashtirish mumkin.

Chizigli dasturlashga keltirish mumkin bo'lgan quyidagi ma-
salalarni ko‘rib chigarniz.

1-masala. Parhez taom hagidagi masala. Tarkibida malum
migdorda (masalan, n ta) to'yimli masalliglar (vitaminlar, ogsil,
kraxmal va boshgalar) bclgilangan migdordan kam bodmagan
parhez taom tayyorlash lozim bo'‘lsin. Masalliglar xarid gilinishi
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kerak bo'lgan ma’'lum sonda (masalan, m ta) xomashyolar tar-
kibida turli nisbatda uchraydi. Xomashyolardan ganday hajm-
da xarid qilish kcrakki, natijada so‘ralgan taom tayyorlansin va
uning tannarxi eng arzon giymatda bo‘lsin.

Bu masalaning matematik modelini tuzish uchun, quyidagi
belgilashlarni kiritamiz: Xj — xarid qilinishi lozim bo‘lgan j —
xomashyoning miqgdori, b, —taom tayyorlashda talab etilayotgan
i —masalligning quyi miqdori, av— i —xomashyoning birlik haj-
mida j — to'yimli moddaning miqdori, G —j — xomashyoning
birlik hajmi narxi.

Masalaning shartiga ko'ra,

n
i=12,....m (0.4)
3=1
tengsizliklar o'rinli bo'lishi kerak. Mahsulot fagat xarid gilinadi.
shu sababli

Xj>0,j=212,.,n (0.5)
shartlar o'rinli bo‘lganda, umurniy xarajatni ifodalovchi:
n
Z=Y1cixJ N°-6)
3=1

funksiyaning minimal giymatini aniqglash kerak bo‘ladi.

Shunday qilib, quyidagi chizigli dasturlash masalasiga kelamiz:
(0.4) va (0.5) tengsizliklarni ganoatlantiruvchi va (0.6)-chizigli
funksiyaga minimal giymat beruvchi x\ x2,..., xn o‘zgaruvchi-
larning giymatlari topilsin.

2-masala. Yarim fabrikat mahsulotlarini ishlab chigaruvchi
firmadan 1-mahsulotdan b\ birlik, 2-mahsulotdan 62 birlik va
hokazo m-mahsulotdan bm birlik hajmda ishlab chiqgarish talab
etiladi. Ushbu mahsulotlar n ta turli xomashyolarni gayta ish-
lash orqali hosil gilinadi. Bunda j — xomashyoning birlik mig-
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doridan at] gismi i — yarim fabrikat mahsulot ishlab chigarish-
ga sarflanadi. j —xomashyoning birlik migdori narxi G so‘mdan
iborat bo'lsin. Xomashyolardan ganday hajmda sotib olingan-
da umumiy ketgan xarajat eng kam bo'lib, mahsulotlar hajmiga
bo‘lgan talab to'la ta’minlanadi?

Ushbu masalaning matematik modelini tuzish uchun, quyida-
gi belgilashni kiritamiz: Xj — sotib olinishi rejalashtirilgan j —
xomashyoning hajmini bildirsin. U holda umumiy xarajat:

n

Z= 32 &3X3 (c-7)
JF1
funksiya orqali ifodalanadi. Masala shartiga asosan
n
y* dijXj = bj, 1= (0.8)
3=1

tengliklar o‘rinli bo‘lishi lozim, shu bilan birga
>0 j=12,..n (0.9)

tengsizliklar bajarilishi kerak.

Shunday qilib chizigli dasturlash masalasiga kelamiz. Ya'ni,
(0.8) va (0.9) shartlar ostida (0.7) —z funksiyaning minimumini
toping.

1—3 tasdiglardan foydalanib, (0.1)—0.3)-masalani quyidagi
ko'rinishga keltirish mumkin:

n\ n

Y, dijXj+ ~2 aij(xj- x")- xnti = Bp 1l=1,2, m (0.10)
j— =771+ 1
Xj>0,j —1,2, xk> 0, Xk > 0,
(0.11)
k—n\+ 1,n\+ 2,...,n, xn+ti > 0, *= 1,2. m

shartlar o‘rinli bo‘lganda



z=J2 cixi+ Mi - ;t") (°-12)
j 1 j=ni+l
funksiyaning ekstremum giymati topilsin.

l-teorema. Agar x = (x1:x2,.... xni,x" I+1I,xhi+2, ..., xX'n, x"i+1,
x"i+2, Xn+i, ..., 2n+m) (0.10)- (0.12) masalaning yechi-
mi bo‘lsa, u holda x = (xi, X2, .... xni,Xnx+Hl - x"I+1,
xhit+2 ~ xnl+2>---ixn ~ xn) (0.1)-(0.3) masalaning yechimi
bo'ladi.

Demak, umumiylikka zarar keltirmagan holda (0.10)—(0.12)
masala ko'rilyapti deb olishimiz mumkin ekan.

(0.1), (0.2) yoki (0.8), (0.9) shartlarni ganoatlantiruvchi ixtiyo-
riy x = (xi, X2, mxn) vektor reja deb ataladi.

(0.1), (0.2) yoki (0.8), (0.9) shartlar ostida (0.7) magsad
funksiyaga minimal giymat beruvchi rejani topish, masalani
yechish, mos reja optimal reja deb ataladi.

Shu yerdan boshlab (0.10)—0.12) masala o‘rniga kompakt ko!-
rinishda yozilgan (0.7)—(0.9) masalani garaymiz.

(0.8)-ko'rinishdagi tenglamalar sistemasining yechimini izlash
davomida quyidagi holatlarga duch kelish mumkin. Agar (0.8)-
tenglamalar sistemasi kamida bitta yechimga ega bo'‘lsa, u bir-
galikda deb ataladi. Agar (0.8)-tenglamalar sistemasining biror
tenglamasini boshqalari orgali chizigli ifodalash mumkin bo'lsa,
u bog'lig deb ataladi. Agar A = (a”) jadvalning rangi r bo'lib,
[A,b] jadvalning rangi r dan katta bo'‘lsa (0.8)-tenglamalar sis-
temasi birgalikda emas deyiladi. Agar (0.8)-tenglamalar sistemasi
birgalikda va bog'‘ligsiz bo‘lsa, u holda uning rangi m(m < n)
ga teng bo‘ladi. Agar m > n bolib, (0.8)-tenglamalar sistemasi
bog‘ligsiz bo‘lsa, u holda uning yechimi yo'‘qg.

Bundan keyin biz (0.8)-tenglamalar sistemasini birgalikda va
bog‘ligsiz deb faraz gilamiz.
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1-ta’rif. (0.7)—0.9) masala rejasining musbat komponcnta-
lariga mos kelgan A jadvalning ustun vektorlari a/ chizigli crkli
boiishsa, u tayanch reja deb ataladi.

2-ta’rif. A jadvalning x§ > 0 larga mos kelgan ag vektor
ustunlarini o‘z ichiga olgan erkli aSj,j = 1,2,...m vektorlar
sistemasi tayanch rejaning bazisi deb ataladi.

3-ta’'rif. Bazisga mos kelgan barcha komponentalari musbat
bo‘lgan tayanch reja xosmas reja deb ataladi.

4-ta’rif. Barcha tayanch rcjalari xosmas bo‘lgan masala xos-
mas masala deb ataladi.

A = [A], Ajj] bo'lsin, bu yerda Aj —xosmas rri x to o‘lchamli
kvadratik jadval, Aj] —csa m x (n —to) o‘lchamli jadval. x =
\xj, Xjj] bolsin, bu yerda xi~m, komponentali vektor, xu~n —
m komponentali vektor. U holda (0.8)-tenglainalar sistemasida
Xjj = 0 deb olish bilan xj = Ajlb, b = (61 b2,---,bm) ni hosil
gilamiz. Agar xj > 0 bo'‘lsa, x = [x], Xjj\ —reja tayanch bo‘ladi.
X] vektorning komponentalari bazis o ‘zgaruvchilar, xjj vektorniki
nobazis o ‘zgaruvchilar deb ataladi.

Agar chizigli dasturlash masalasida o‘zgaruvchilarning noman-
fiylik shartidan tashqari boshga shartlari tengsizlik ko‘rinishda
berilgan bollsa, bunday masala chizigli dasturlashning standart
shakldagi masalasi deb ataladi.

Agar chizigli dasturlash masalasida o‘zgaruvchilarning noman-
fiylik shartidan tashgari boshga shartlari tenglik ko!rinishda be-
rilgan bo‘lsa, bunday masala chizigli dasturlashning kanonik
shakldagi masalasi deb ataladi.

Ammo biz bilamizki, standart shakldagi masalani har vaqt ka-
nonik shaklga keltirish mumkin.

Agar kanonik shakldagi masalada optimal yechim mavjud bo‘l-
sa. albatta, optimal tayanch reja ham mavjuddir. Shu sababli op-
timal yechimni aniglash uchun, barcha tayanch rejalarni topish
vctarli bo‘ladi. Bu esa 0z navbatida, dcyarli (©) ta tenglamalar



sistcmasini yechib chigishga olib keladi. Tushunarliki, hatto kat-
ta bo'Imagan n lar uchun, bularni aniglash amaliy jihatdan qi-
yinchilik tug‘diradi.

Butun sonli chizigli dasturlash (BSCHD) diskret dasturlash-
ning chuqur o'rganilgan bo'limi hisoblanadi. BSCHD rnasalala-
rini yechishning bir necha usullari mavjud bo'lib, ular masalani
yechishga yondashishi bilan asosan uchta guruhga bo‘linadi. Bi-
rinchi guruhdagi usullar kesuvchi tekisliklar usuli deyiladi. Bun-
day nom bilan atalishiga sabab, avval masala butunlilik shar-
tisiz biror usul bilan yechiladi, agar reja butunlilik shartini
ganoatlantirsa, berilgan masala yechilgan bo‘ladi. Aks holda
esa shunday yangi chegara qo‘shiladiki, natijada masala rejalar
to‘plamining bir gismi chetda qolib ketadi. Bunda yangi chega-
ra boshlang‘ich masalaning birorta ham rejasini yo‘gotmaydi va
go‘shimcha ehegaraga mos kelgan gipertekislik berilgan masala
rejalari to‘pla.mining kamida bitta butun koordinatali rejasidan
o'‘tadi. Bu yangi sohada masala butunlilik shartsiz yechiladi. Agar
reja butunlilik shartini ganoatlantirsa, berilgan boshlang‘ich ma-
sala yechilgan bo‘ladi, aks holda yangi chegara qo‘shilib jarayon
gaytariladi.

Jarayonning chekliligini ta’minlash uchun, ayrim hollarda qo'-
shimcha chegaralar ham qo'shilishi mumkin. Ta’kidlash lozimki,
butunlilik shartisiz topilgan optimal rejani butungacha yaxlitlash
bilan berilgan masalaning rejasini, umuman olganda, hosil qgilib
bo‘lmaydi. Bu guruhga tegishli bo‘lgan, R. Gomori, R.D.Yung
tomonlaridan yaratilgan uchta usul: siklik, to‘la butun sonli va
to‘g‘ri usullarni ko'rib chigamiz.

Ikkinchi guruh usullari asosan ketma-ket ko'rib chigish g‘oyasi-
ga asoslangan bo'lib, bunda ko'rib chigish soni chegaralanganligi
va masala kombinator xarakterga egaligi muhim rol o'ynaydi.
Bunday usullardan eng ko'p ishlatiladigani tarmoglar va chega-
ralar usulidir. Bu usul 1960-yilda Lend va Doyglar tomonidan
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"sayyor savdogor" masalasini yechish uchun, topilgan bo'lib, key-
inehalik diskret dasturlash masalasini yechishga moslashtirilgan.
BSCIID masalalarini yechishda ishlatiladigan ko‘pgina usullar-
ning asosiy g‘oyasi berilgan masalani chizigli dasturlash masalasi-
ga keltirish va rejalar to‘plarnini toraytirib borish hisobiga bosh-
lang‘'ich masalani yechishga asoslangan. Bunda, albatta, chizigli
dasturlash masalasining rejalar to'plami boshlang‘ich masala re-
jalar to‘plamiga garaganda kengroqg bo‘ladi. BSCHD masalalarini
yechishda ko'p hollarda chizigli dasturlash usullariga murojaat
gilishga to‘g‘'ri keladi. Aynigsa, bu 1-guruh usullariga bevosita
taallugli bo;lib, bu guruh usullarining asosida chizigli dasturlash-

ning simpleks va ikkilanma simpleks usullari yotadi.
Xalq xo‘jaligining ko‘'p muammoli masalalarini transport

masalasiga keltirish orgali hal etish mumkin. Bu esa qo'yilgan
masalani matematik, qolaversa igtisodiy tomondan to‘la yechish-
ga imkon beradi, ya'ni optimal reja va undan keladigan sama-
radorlik ko‘rsatib beriladi. Transport masalasi, umuman olganda,
chizigli dasturlash masalasi bo'lib, uning ayrim xususiyatlari
hisobga olingan holda. uni yechish uchun, maxsus qulay usullar
topilgan. Potensiallar usuli, differcnsiallangan renta usuli, delta
usuli va boshgalar shular jumlasidandir. Albatta, barcha usullar-
da ham boshlang‘ich rejani tanlab olish muhim hisoblanadi,
chunki agar u optimal rejaga yaginroq qilib olinadigan bo'lsa,
keyingi hisoblash amallari kamroq bajariladi. Shuning uchun,
boshlang‘ich rejani aniglash ham alohida masala deb garalishi
mumkin. Bu masalani yechish uchun, bir nechta usullar taklif
ctilgan. bular: shimoliy-g‘arb burchak usuli, minimal baholi usul,
ikki hissa afzalroq usul va boshqgalar.

I-§. Jarayonlar tadgiqoti. Asosiy masala va bosqichlar

Berilgan masalani yechish davomida kelib chigadigan muam-
inolarning ycchimlarini aniglash davomida matematik model-
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lar va usullardan samarali foydalanish holati boshgaruv qaror-
larini tashkil etishda ilmiy yondashishning haqqoniy ekanligini
ko'rsatadi.

Yaratilgan matematik model yordarnida olingan yechimni
boshlanishdan. to amalga oshirishgacha bo'lgan bosqichlarni mu-
vaffagiyatli bosib o'tish ko'p hollarda tadgiqotchilarning bili-
mi, ijodiy qobiliyati va sezgirliklari bilan aniglanadi. Bulardan
kelib chiggan holda, jarayonlar tadqgiqoti fani tartibli boshga-
rish masalalarini yechish vositasi bo'lishi bilan birga, uni ham
fan, ham san’at deyish mumkin bo‘ladi. Shu bilan birga mate-
matik modelni qurish, uning adekvatligini ta’'minlash va uning
yordarnida olingan natijalardan foydalanish uchun, ma’'lumotlar
yig'ish davomida keladigan muvaffagiyat, albatta, tadgiqotchi-
larning kerakli ma’'lumot olish manbalari hamda gabul gilingan
yechimni tatbiq etishning rnas'ul xodimlari bilan ishonchli mu-
nosabat o‘rnatish qobiliyatiga bevosita bog‘liqdir.

Ta'kidlash lozimki, tuzilmaning biror masalasini yechish
uchun, shakllantirilgan ilmiy guruh formal matematik apparat-
lardan foydalanishni bilishi va hagiqiy holatni evristik tadqiq qi-
lish qobiliyatiga ega bo'lishi lozim. Butun uyushmaga ma’qul
bo'lgan yechim optimal (mukammal) deb ataladi. Jarayonlar
tadgiqoti fanining muhim jihatlari quyidagilardan iborat:

1 Qo'yilgan muammoga umumiy yondoshish, ya'ni yangi
go'yilgan masala xususiy bo‘lishiga garainasdan, unga bog'liq
boshga masalalar bilan birga garash;

2. Muammoni tadqiq gilish davomida, gator yangidan-yangi
masalalar kelib chigadiki, binobarin ularni ham vo‘l-yo:lakay
yechib borishga to‘g‘ri keladi;

3. Muammoning optimal yechimini aniglash;

4. Muammoni yechishga umumiy (har tomonlama) yonda-
shish. Buning uchun, operatsion guruh tuziladi: unda muhandis-

14



lax, matematiklar, iqgtisodchilar, sotsiologlar va boshqa tegishli
fan vakillari ishtirok etadi.

Xususan, uning alohida jihatlari - tadqiq etilishi lozim bo'lgan
jarayonlarning matematik modellari determinik, stoxastik, chi-
zigli, nochizigli ko'rinishda bo'lishidir. Tartibli boshqgarishda u
yoki bu masalalarni tadqiq qilish jarayonining maqgsadi turli che-
garalar bo‘lgan holda eng to‘g‘ri yechimni topishdan iboratdir.
Jarayonlar tadgiqoti fanida matematik modellar va masalani
yechish usullari ustivor hisoblanadi.

Tartibli boshqarish masalalarini formallashtirishda eng
awval:

1 Masalani yechish jarayonida amalga oshiriladigan magsad
yoki magsadlarni aniglash;

2. Tadqiq gilinayotgan obyektning qaysi paramctrlari sonli qiy-
rnatlarini o‘zgartirish mumkinligini aniglashtirish zarurdir.

Magsad deganda boshgaruv parametrini tanlash va tatbiq
etish orgali olinadigan natija tushuniladi. Xo‘jalik yuritish
doirasida tovar ishlab chigaruvchi yoki xizmat ko‘rsatuvchi sub-
yektning magsadi ko‘p hollarda yoki daromadni maksimum-
lashtirish. yoki umumiy xarajatni minimumlashtirishdan iborat
bo‘ladi.

Boshgaruvda yechim qabul qilishning muhim va nozik ji-
hati, bu boshqarilmaydigan parametrlarni, ya'ni boshqaruv sub-
yekti gabul giladigan yechim qiymatlariga bog‘liq bo‘lmagan
parametrlarni aniglashtirish hisoblanadi. Masalan, vyillik mah-
sulotni sotishda firma. uning hajmiga va tuzilish xususiyatlariga
nisbatan garor gabul gilish jarayonida raqobat tufayli narx-navo
o!zgarishi mumkinligini hisobga olgan bo'lishi kerak. Real holat-
da boshgarilmaydigan parametrlarni e'tiborga olmaslik adekvat
bo‘lmagan model qurishga va demak, xato yechim gabul gilishga
olib kelishi mumkin.

Jarayonlar tadqgiqoti fanida asosiy digqat-e’'tibor matematik
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modelga qaratiladi. Matematik model qurish uchun, tadqiq qil,
nayotgan obyektning faoliyat-maqgsadi hagida aniq tasavvurga >
boshgariluvchi parametrlarning giymatlar sohasini aniglab be
ruvchi chegaralar hagida ma’'lumotga cga bo‘lish zarur. Magsad
ham, chegaralar ham boshqariluvchi parametrlarning oshkor yoki
oshkormas funksiyalari ko‘rinishda taqdim etilgan bodishi kerak.
Qurilgan modelning to‘la tahlili, barcha aniglangan chegaralar
bajarilgan holda, obyektga eng yaxshi boshqgaruv ta’sirini aniglab
berishi lozim.

Hagqiqiy tadqiq qgilinishi lozim bodgan obyektning murakkabli-
gi magsad va chegaralarni analitik ko'rinishda ifodalanishiga sal-
biy ta’'sir ko‘rsatadi. Shu sababli yechilishi zarur bodgan masa-
laning mos modelini adekvat qurishni ta’'minlagan holda, uning
"o‘lchamini" kamaytirish nihoyatda muhimdir. Hagiqiy holatni
tahlil gilish davomida ko'p sondagi o‘zgaruvchilar, parametrlar
va chegaralar zarurdek bodib ko‘rinsa-da, aslida ularning fagat
ayrimlari muhim hisoblanadi. Shuning uchun, modelni qurish
va obyektning soddalashtirilgan ko'rinishini aniglashtirish da-
vomida muhim o‘zgaruvchilarni, parametrlarni va chegaralarni
aniglashtirish hamda haqiqiy obyektning modellashtirish abs-
traksiyasini adekvat darajada tanlamoq zarur bodadi. Yechilishi
zarur bodgan muammoning hagqiqiy holati tahlil gilinayotgani-
da, shunga alohida e’tibor berish lozimki, korxona faoliyatining
asosiy omili, bu darornad, chunki fagat shu orgali u faoliyat
ko‘rsatadi va rivojlanadi. Ishlab chigarish, xomashyo, rnoliyaviy
va investitsiya manbalarining chegaralanganlik sharoitida mak-
simal daromad olish mukammal ishlab chiqgarish tizimini qurish
va tahlil gilish matematikaning usullaridan keng foydalanishni
tagozo etadi.

Bozor islohoti transportni rivojlantirish va undan foydalanish
sohasida ham o'z talablarini kuchaytirdi. Endi transport xizma-
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-fining sifati nafagat tashigan yuklari hajmi bilan, balki transport
gyositalarini yuk bilan ta’minlanganligi, yuk tashish bahosi, trans-
.portda xizmat ko'rsatishning kutish vagtlari bilan belgilanadi-
"gan bo'‘ldi. Bunday omillarning paydo bo‘lishi bozor igtisodiyoti
sharoitida, nafagat an’anaviy chizigli transport masalasi, balki
transport sohasida faoliyat ko'rsatish davomida, yuqorida aytil-
gan ko‘rsatkichlarni e'tiborga olishni ta’minlab beruvchi, ammo
murakkabroqg bo‘lgan, nochizigli modellardan ham foydalanishni
talab etadi.

Qimma.tli qog‘ozlar, kredit va investitsion manbalarni boshqa-
rish, miqdoriy tahlil gilish usullarini kolrib chigish shuni ko'rsa--
tadiki, iqtisodning moliyaviy sohasida jarayonlar tadqiqotining
modellari va usullari yanada kengroq joriy etilmogda. Kapital
gurilishga ajratilgan mablag'ning ishlab chigarish samaradorlig-
ini tahlil qilishda, odatda, optimal boshgarishning modcli va
graf ustida optimallashtirishning diskret modelidan hamda ma-
salaning ayrim boshlang'ich paramctrlarini berishda anigmaslik
bo‘lgan holda chizigli va nochizigli dasturlashdan foydalaniladi.

Hozirgi vagtda bunday holatlarni tahlil gilish uchun, yetarlicha
usullar mavjud. Bu, birinchi o‘rinda, modellarning yuqorida aytib
o'tilgan parametrlarga nisbatan o‘zgarish sezgirligini tahlil gilish
va ko'p variantli hisoblashlarni amalga osliirish.

Mabodo, tasodifiy parametrlarning tagqsimot funksiyalari be-
rilgan bo'lsa, unda tasodifiy miqdorlarning matematik kutilmasi,

dispersiyasi, korrelyatsiya koeffitsiyentlari tadgiq etiladi.
Jarayonlar tadqgiqotining amaliy masalalarini yechish davomi-

da yig'ilgan tajribalar va ularni tartibga solish quyidagi tipik
masalalar sinfini qo'yilish mohiyati bo'yicha ajratib ko'rishni
taqozo ctadi: 1) zaxirani boshqarish; 2) zaxiralarni tagsimlash;
3) jihozlarni ta’'mirlash va almashtirish™ ~ -jQgimaviy Xizmat
ko'rsatish; 5) tartiblash; 6) tarmo< shgarish;
7) marshrut tanlash; 8) o'yinlar i jarayon-
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lari; 10) yechim qgabul qilish nazariyasi; 11) birgalikda yechiladi-
gan aralash masalalar.

Zaxirani boshqgarish masalasi. Ushbu masala jarayonlar
tadgiqoti fanida keng targalgan va har tomonlama o‘rganilgan
hisoblanadi. Zaxirani boshgarish masalasi quyidagi maxsuslikka
cga. Zaxira miqdorining ko‘payib borishi bilan ularni saqglab tu-
rish xarajatlari ortadi, ammo yctishmaslik orgasidan kelib chi-
gadigan yo'gotish kamayadi. Demak, zaxirani boshqgarishning
masalalaridan biri, shunday zaxira hajmini aniglash lozirnki, na-
tijada saqglash va yetishmaslik orgasidan kelib chigadigan xara-
jatlar minimum bo'lsin.

Zaxiralarni tagsimlash. Bajarilishi lozim bo‘lgan rna’lum
sondagi ishlarning har birini to‘la-to‘kis bajarish uchun. mavjud
zaxiralar hajmi yetishmaydi. Masalaning berilish shartiga ko'ra,
zaxiralarni tagsimlash modeli uch guruhga bo'linadi:

1. Ham ishlar soni, ham zaxiralar hajmi berilgan. Mavjud zaxi-
ralarni shunday tagsimlash kerakki, natijada yoki foyda maksimal
bo'lsin, yoki xarajat minimal bo'lsin.

2. Fagat mavjud zaxiralar hajmi berilgan. Ishlarning ganday
tarkibi yordarnida maksimal foydaga ega bo‘lish mumkin.

3. Faqgat ishlar berilgan. Ishlab chigarishning xarajatini ka-
maytirish uchun, berilgan ishlarni bajarishda ganday zaxiralar
zarur ekanligi aniglansin.

Jihozlarni ta'mirlash va almashtirish. Bunday masalalar
ishlayotgan jihozlarning yemirilishi, eskirishi oqibatida yangisi-
ga almashtirish zarurligidan kelib chigadi. U holda, bunday ji-
hozlarni yoki ta'mirlash orgali uning texnologik holatini yaxshi-
lash, yoki yangisiga almashtirish zaruriyati paydo bo;ladi. Bunda
mumkin bo‘lgan masalalarning go‘yilishlari quyidagicha.

Ishlatilishi davomida eskirgan jihozni ta'mirlash yoki yangisi-
ga almashtirish vagtlarini shunday aniqlash kerakki, natijada
ta’'mirlash bilan almashtirish xarajatlari minimal bo!lsin.
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Shunday jihozlar bo‘lishi mumkinki, ularning uskunalari bu-
lunlay ishdan chiqgib, tiklab bo‘lmaydi, dcmak, bunday jihoz-
larni, albatta, almashtirish zarur bo'ladi. Bu holda masalaning
go'yilishi quyidagicha bo‘ladi.

Jihozlarni ishdan chiqishini bartaraf etish uchun, oldindan
ko'riladigan tadbirlar vagtlarini shunday aniglash kerakki, na-
Ujada tadbir va tadbirlar orasida jihoz ishdan chigishi ogibatida
ishlamay turish xarajatlari minimal bo‘lsin.

Ommaviy xizmat ko‘rsatish masalalari. Ommaviy xizmat
ko'rsatish talablar va buyurtmalarga xizmat ko'rsatishni tahlil
va tadqiq qilish bilan shug'ullanadi. Zero, navbat kutish hodi-
sasi ishlab chiqgarish amaliyotida, kundalik turmushda tez-tez
uchrab turadi. Bunga yaqqgol misollar: go‘nish yoki uchib ketish
navbatini kutib turgan samolyotlar, maishiy xizmat ko'rsatish
shoxobchalaridagi navbat kutish, avtomat telefon stansiyalaridan

shaharlararo so‘zlashuv chagqirig‘ini kutish va hokazo.
Buyurtmalar va xaridorlar ogimining boshqgrib bo'Imasligi va

tasodifiy bo'lishligi sababli ham navbat kutish hodisasi kelib chi-
gadi. Agar jihozlari yetarlicha ko'p bo‘lsa, albatta, navbat kutish
ro'y bcrmaydi, ammo bunda jihozlarning ishlamay turib qoli-
shi natijasida go'shimcha xarajatlar kelib chigadi. Aksincha, ji-
hozlarning kamligi navbat kutishlar sonini oshirib yuboradi, bu-
lling natijasida kutish xarajatlari paydo bo‘ladi. Shu sababli om-
inaviy xizmat ko‘rsatishning quyidagi masalasi kelib chigadi. Xiz-
rnat ko'rsatish jihozlari sonini shunday aniglash kerakki, natija-
da kutish va o'z vaqtida xizmat ko‘rsatilmaganligi sababli kelib
chigadigan xarajatlar minimal bo'lsin.

Tartiblash. Xizmat gilishni kutib turgan talablarning mos
ketma-kctligini aniglash tartiblash deb ataladi. Bir yoki bir nechta
t.alabga xizmat ko‘rsatuvchi jihozlar bo'lsin. Barcha talabga xiz-
mat ko'rsatishni boshlash va tamomlash vaqtini aniglash zarur.

Bundan tashqari har bir talabni bajaruvchi jihozni aniglash,
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uni ganday ketma-ketlikda ishlatish va har bir operatsiyaning
bajarishlik davomiyligini ko'‘rsatish kerak.

Bunday masalalar ko‘p nomdagi mahsulotlarni ishlab chiga-
rish jarayonida turli dastgoh va asboblar kombinatsiyasidan foy-
dalanadigan korxonalar ishining kalendar rejasini tuzishda ke-
lib chigadi. Bunday shartlarda tartiblash masalalari jadval tuzish
masalalari deb ataladi.

Tarmogqli rejalashtirish va boshgarish. Bunda bir nechta
tadqgigotlarlardan tashkil topgan yirik kompleks ishning tamom
bo'lishi bilan, uning elemcnti hisoblangan jarayonlarning bosh-
lanish vaqgtlari orasidagi munosabatlar o'rnatiladi. Bunday masa-
lalar murakkab va gimmat turuvchi loyihalarni ishlab chigishda
dolzarbdir. Masala qgat'iy go'yilishi uchun, quyidagilar ma’'lum
bo‘lishi kerak: kompleksni to‘la bajarish uchun, zarur bo‘lgan
barcha tadqiqot ishlari ro'yxati; tadgiqgot ishlarining bajarilish
ketma-ketligi.

Har bir jarayon uchun zarur bo‘lgan zaxira hajmi bilan, uning
davomiyligi o‘rtasidagi bog‘lanish bo'lsin.

Bu holda jarayonlar tadgigotidan iborat bo‘lgan kompleksni
tarmoq grafi yordarnida ifodalash mumkin bo'ladi.

Bunda quyidagi masalalar kelib chiqgadi.

1. Ishlar kompleksining bajarilish muddati berilgan. Har bir
ishning boshlanish muddatlarini shunday aniglash kerakki, nati-
jada quyidagi kritcriyalarning biri minimal bo'lsin: a) ishlar kom-
pleksini bajarish uchun, kctgan umumiy xarajatlar; b) zaxiralar-
ning tekis sarf gilinmasligi natijasida kelib chigadigan o‘rtacha
og‘ish ko'rsatkichi; c) ishlar kompleksini berilgan muddatda ba-
jarilinaslik ehtimoli; d) mavjud zaxiralar hajmini zarur hajmdan
o‘rtacha og‘ish ko‘rsatkichi.

2. Umumiy zaxiralar hajmi berilgan bo'lsin. Har bir ishning
boshlanish vaqtini shunday aniglash kerakki, natijada butun
kompleksni bajarish uchun, ketgan muddat minimal bo'‘lsin.
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Marshrut tanlash. Marshrut tanlash masalasi transport va
aloga tizimlarida uchraydi. Masalan, ikki shahar orasidagi eng
gisga masofani topish. Bunda marshrutlarga turli chegaralar
go'yilishi mumkin. Har bir shaharda fagat bir marta bo'lish shar-
ti bilan barcha shaharlarni eng gisqa marshrut bo‘ylab aylanib
chigish (kommivoyajyor masalasi).

0 ‘yinlar nazariyasi. Tabiat va jamiyatda shunday hodi-
salar borki, unda ishtirok etayotgan tomonlarning magqgsadlari
ustma-ust tushmasdan, unga erishish uchun, turli imkoniyatlarga
cga bodishadi. Bunday hodisalar ziddiyatlar deb ataladi, ularni

o‘rganish O'yinlar nazariyasining predmeti hisoblanadi.
Hodisaning davom ctishi, undagi ishtirokchilarning gabul qil-

gan yechimlariga bogdiq, shuning uchun, har bir ishtirokchi
boshgalarning mumkin bodgan harakatlarini hisobga olgan hol-
da, o'z yechimini qgabul qilishi lozim bodadi. 0 ‘yinlar naza-
riyasining masalalari, xususan, igtisodda, harbiy sohada, sot-
siologiyada, texnikada, sportda va inson faoliyatining boshqa
ko‘rinishlarida namoyon bodadi. O ‘yinlar nazariyasi ziddiyatli

holatlarda optimal harakatni aniglashtiradi.
Markov jarayonlari. Ushbu jarayon chekli holatlardan ibo-

rat bodgan stoxostik harakatlarni o‘rganadi. Bunda bir holat-
dan boshqga bir holatga o‘tish ehtimolliklari berilgan bodib, ular
Markov zanjirlari orgali ifodalanadi. Har bir o‘tishdan keladigan
foyda (zarar) aniglangan bodadi.

Bu jarayonning muhim xususiyatlaridan biri ham o‘tish ehti-
molliklarini, ham foyda (zarar)ni ifodalovchi jadvallar mos holat-
da gabul qgilingan yechimga bogdiq bodadi. Masalaning magsadi:
chekli yoki cheksiz gadamdan so‘ng kutilgan foyda (zarar)ni mak-
siinuin (minimum) qiluvchi strategiyani aniglashdan iborat.

Yechim qabul qilish nazariyasi. Yechim qabul gilish na-
zariyasining o°‘ziga xos masalalari bodib, ular quyidagilar:

21



1) Kop magsadli bo'lishlik. Murakkab masalalarni yechish
davomida turli ko'rinishdagi bir nechta maqgsadlarga erishish-
ga harakat gilinadi. Odatda, bu magsadlar ziddiyatli holatda
bo‘lishadi.

2) Vagt omilining ta’'siri. Masala yechimining barcha muhim
ta’siri keyinchalik namoyon bo'ladi. Masalan, yangi tovar ishlab
chigarish jarayonida bir necha yil davomida katta xarajat bilan
tavakkaliga ish yuritishga to‘g‘ri kelishi mumkin.

3) Tushunchalarni formallashtirishning iloji yo‘gligi. Masalan,
yaxshi niyat, obro‘, his-hayajon, hazil, intilish, siyosiy harakatlar
va hokazo.

4) Anigmaslik. Ko'p hollarda gabul gilingan yechimning oqi-
bati oldindan madum bodmaydi.

5) Yechim gabul qgilishning dinamik ko‘rinishga ega bo'lishligi.
Berilgan masalani oxiriga yctkazish uchun, yechirnlar ketma-
kctligini bajarish kerak bodadi.

6) Jamoa bo'lib yechim qabul qgilish. Ko!p hollarda yechim ga-
bul qilish ma’suliyati bir shaxs tomonida emas, balki jamoaga
yuklanishi mumkin.

Birgalikda yechiladigan aralash masalalar. Bir xil tur
modelli masalalarni bir vagtning o'zida yechishga to‘g‘ri keladi.
Masalan, ishlab chigarishni rejalashtirish va boshqarishda quyi-
dagi masalalarni yechish talab etiladi:

1) har bir mahsulotlar turidan gancha miqdorda ishlab chi-
garish va ulardan tuzilgan har bir to'daning hajmi aniglansin
(ishlab chigarishni rejalashtirish masalasi);

2) ishlab chigarishning optimal rejasi aniglangandan so‘ng, ish-
lab chigarish buyurtmalarini jihozlar bo'yicha tagsimlashni amal-
ga oshirish (tagsimlash masalasi);

3) ishlab chigarish buyurtmalarini ganday ketma-ketlikda va
gachon bajarish lozim?(Kalendar rejalashtirish masalasi).

Bu masalalarni bir-biridan ajratgan holda yechish mumkin
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emas. Shuning uchun. avval, ishlab chigarishning optimal ycchi-
mini topish. Keyin bu optimal yechimdan foydalangan holda, ji-
hozlarni optimal tagsimlash. Oxirida bu tagsimlash asosida, ish-
larning optimal bajarish graligi aniglanadi.

Ammo bunday ko'‘rinishda masalalar ketma-ketligini baja-
rish hamrna vagt ham masalaning optimal yechimini bermaydi.
Shu sababli gidirilayotgan yechirnga yctarlicha yaqin yechimni
aniglab beruvchi ketma-ket yaginlashish usuli ishlatiladi.

Jarayonlar tadqgiqotining asosiy bosqichlari

Tekshirilishi lozim bodgan muammoga (loyihaga) jarayonlar
tadqigotini godlash davomida quyidagi bosgichlar ketma-ketligi
bajariladi:

1. Tekshirish magsadini aniglash (magsad funksiya);
Muammoni tavsiflash;

Muammoning bajarish rejasini tuzish;
Modelni qurish;
Hisoblash usulini ishlab chiqish;

a > wDd

6. Dasturlarning texnik jihatlarini ishlab chigish, dastur tuzish
va ularni sozlash;

7. Madumotlar to'plash;

8. Modelning adckvatligini tekshirish;

9. Olingan natijalarni amaliyotga tatbiq etish.

1. Tekshirish magsadini aniglash

Ko‘rilayotgan loyiha tadgiqoti tugallangandan so'ng, uning
natijasini aniglab beruvchi magsad tavsiflab berilgan bodishi ke-
rak. Bu tavsif bir toinondan juda ham "tor" , ikkinchi tomon-
dan juda ham "kcng" bodmasligi shart, chunki bunda yechilishi
murakkab bodgan muammolarga duch kelib golish mumkin. Shu
sababli ham, olinadigan maqgsad "o‘rtacha" bodib, u haqiqiy, real
holatni, iloji boricha, toda aks ettirgan bodishi kerak.

Ishlab chigarish yoki tijorat sohasida, magsad, olinadigan foy-
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dani maksimum gilish bo'lsa, tijorat bo‘lmagan sohalarda xizmat
ko'rsatish sifatini oshirish vazifasi yotadi.

Lekin garalayotgan masalalarni tijorat va tijorat bo'Imagan
sohalarga bo‘lib garash har vagt ham to‘g‘ri bo'lavermaydi. Ular
bir-biriga bog'langan bo'lishi mumkin.

1-masala. Xizmat ko'rsatish sohasida keladigan foyda miqdori
ko'rsatilgan xizmat sifati bilan aniglanadi, u esa tabiiy, xarajatga
bog‘lig bo‘ladi. Yoki sog'ligni saglash sohasini olsak, u yerda ham

sifatli xizmat ko'rsatish xarajatni talab etadi.
Shu bilan birga ko'rilayotgan muammoda bir gancha bo'‘lin-

malar bo‘lib, ularning magsadlari turlicha bo'lishi mumkin. Bun-
day holda muammoning umumiy magsadi ayrim bo‘linmalarning
manfaati hisobga olingan holda tuzilishi lozim.

2-masala. Ishlab chigarishda mahsulot ishlab chigarish va so-
tish bo'limlarining magsadlari umumiy daromadni maksimum gi-
lish, lekin ularni ayrim-ayrim olib garalsa, maqgsadlari farqg giladi,
hatto gandaydir ma’noda garama-garshidir.

Sotish bo‘limi xaridor talabini o'z vaqtida gondirish magsadida

ko'prog zaxira mahsulotga ega bo'lishga harakat qgiladi; ishlab
chiqgarish bo‘limi esa zaxira mahsulotni saglash uchun, joy talab
etilishi va bunga xarajat bo'lishligi sababli, ortigcha mahsulot
ishlab chigarishga harakat gilmaydi. Bunday hollarda, umumiy

magsadga erishish ma’'nosida, kelishuvga erishiladi.
Demak, tadqiq gilinishi lozim bo‘lgan muammoda magsadni

aniglash ko‘p parametrlarga (omillarga) bog'lig bo'lib, bu bog'la-
nishlar, albatta, hisobga olingan bo‘lishi kerak. Chunki, aks hol-
da, muammo to‘la hal etilmagan bo'ladi, bu esa o'z navbatida
ilmiy yondashuvga ishonchni yo‘qgotadi.

2. Muammoni tavsiflash

Loyihaning bajarish rejasi tuzilishi bilan uning bosgichlari
vaqt ma’'nosida tartibga solinadi. Bu esa ishning bir marom-
da olib borilishini, demak, loyihaning o'z vaqgtida yakunlanishini
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ta’'minlaydi. Reja asosida ishni olib borish xodimlarning ijodiy
faoliyatini ham namoyon etadi, bu esa ularga biriktirilgan vaz-
ifalarni muddatida bajarilishiga yordam berib, loyihani muvaf-
fagiyatli tamomlashga turtki bo'ladi.

Ish rejasidan chetga chiqish qo'shimcha qiyinchiliklarga olib
keladi. Bu esa 0‘z navbatida, tadqiq gilinayotgan muammoning
dolzarbligini yo‘gotish bilan birga, buyurtmachi tomonidan qizi-
gishni susaytirishi, hatto undan voz kechishga ham olib kelishi
mumkin.

Shuning uchun, loyihani reja asoschida, iloji boricha gisqa
muddatda bajarishga harakat gilinadi.

Ayrim vaziyatlarda shunday holatlar ham uchrashi mumkinki,
bunda ko'proq ish bajarish magsadida, o'ylanmasdan tadqigot
ko‘lami kengaytirib yuboriladi, bu esa loyihaning bajarish mud-
datini kechiktirib, asosiy ish bajarilmasdan qolib ketishiga sabab
bo'ladi.

Reja tuzishda ayrim bosqgichlar yanada maydaroq (batafsilroq)
ko‘rinishga keltirilib, topshiriq shaklida yoritiladi. Bu esa loyiha-
ning bajarish vagtini va imkoniyatlarini baholashda qo'l keladi.

Bundan tashqari, loyiha tadgigotini ketma-ket bosgichlarga
bo‘lish moliya manbalarini, ishchilar va vagtinchalik imkoniyat-
larni baholashda eng yaxshi, ishonchli yo‘l (yo'sin) hisoblanadi.
Loyiha rejasini tuzish jarayonida ish bajaruvchilarga vazifaning
tekis tagsimlanishiga katta e’'tibor beriladi.

Bu 0‘z navbatida, topshiriglarning o‘z vaqtida tamomlanishi-
ni va ularni gabul qilib olish sharoitini yaratadi. Shu bilan birga
loyiha reja asosida olib borilsa, uning bosgichlarini bajarish na-
zorat ostiga olinib, natijalari asosida yugori, gabul giluvchi rah-
barlarga hisobot taqdim etish va keyingi bosqichlarni bajarish
uchun, ruxsat olish imkonini beradi.
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3. Muammoning bajarish rejasini tuzish

Tadqiglanishi lozim bo‘lgan muammoning to'g'ri tavsiflanishi
jarayonlar tadgigotining muhim bosqgichlaridan biri hisoblana-
di. Chunki bu tavsiflash orgali muammoning muhim jihat-
lari atroflicha muhokama gilinadi. Shu bilan birga ma’lumotlar
yig‘ish ham talab qilinadiki, bu bilan muammoning tub mohi-
yati aniglanib, uning o‘tgan vaqtdagi holati tekshirilib, kelajak-
da kutilayotgan natijalar oydinlashadi hamda masalaga taallugli
bodgan o'zgaruvchilar orasida bodgan bogdanishlar xususiyatlari
toda o'rganib chigiladi.

Muammoni tavsiflashning muhim jihatlaridan yana biri shun-
dan iboratki, "uni kichikroqg muammolarga (masalalarga) ajra-
tib, ularni alohida tadqiq gilish mumkinmi?" degan savolga javob
berishdan iborat.

Agar tadqgiglanishi lozim bodgan muammo murakkab bodib,
uni kichikrog masalalarga bodib garalsa, albatta, uni hal gilish
osonlashib, umuman submukammal yechimni hosil gilamiz. Bun-
da, hosil gilingan kichik masalalar o‘zaro bogdig bodmasa (ke-
sishmasa), biz mukammal yechimga yaqgin bodgan yechimni oli-
shimiz mumkin bodadi. Shu bilan birga kichik masalalarni bir
paytda (parallel) yechib borish imkoni tugdladi.

Hozirgi zamon iqtisodiyotida texnik ishlab chigarish, savdo-
sotiq kon'yunkturasi va boshga omillarning o‘zaro bogdigligi mu-
rakkab muammolarning vujudga kelishiga sabab boddi. Bun-
dan tashqari, korxona magsadlari turlicha, hatto garama-garshi
bodgan bodimlardan iborat bodishligi yechim gabul gilishni
yanada murakkablashtiradi. Korxonaga bogdiq bodmagan tashqi
omillar, umuman, aniglanmagan bodishi ham mumkin. Ammo
shu narsa ayonki, boshgaruv masalalarida qodlanilgan operatsicn
tadgigotning afzalligi, uning qodlanishi orgali kelgan sof foyda or-
gali odchanadi.
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4. Modelni qurish

Modellar uch turga ajratiladi: tasviriy, o‘xshashlik va sim-
volli. Tasviriy modelda ko'rilayotgan obyekt kichraytirilib, yoki
kattalashtirilib aks ettiriladi. Masalan: globus, xarita yer shari-
ning, qo‘g‘irchog odamning modeli bo'lib, bularda obyekt Kichik-
lashtirib tasvirlangan bo'lsa, atomning Bor modelida, aksincha
kattalashtirib ko'rsatiladi.

0 ‘xshashlik modelida, biror-bir xususiyat, xossa boshqa bir
fizik jarayon xossasini aks ettirish uchun, foydalaniladi. Masalan,
xaritadagi gorizontal chiziglar, hagigatda, dengiz sathiga nis-
batan balandlikni bildiradi. Eng ko'p targalgan o‘xshashlik
modelidan foydalanish, bu elektro-magnit tebranishdir. Buning
yordarnida, mexanik, transport, gidravlik va iqtisodiy jarayon-
larni aks ettirish mumkin.

1.1-rasm 1.2-rasm

Ipga osilgan matematik mayatnikning tebranish qonunini (1.1-
rasm), unga o‘xshash tebranishga ega bo‘lgan tebranuvchi kon-
turdan (1.2-rasm) foydalanib o‘rganish mumkin va aksincha.
Tebranish konturi induktiv g‘altak (L), kondensator (C), garshi-
lik (R) va manbalardan tuzilgan bo'ladi.

Biror-bir jarayonning boshgariladig,an va boshgarilmaydi-
gan o‘zgaruvchilarini belgilab olish yordarnida, uning simvol-
li modeli quriladi. Bunda o‘zgaruvchilarning o‘zaro bog'lanishi
tenglamalar, tengsizliklar va funksiyalar orgali berilib, jarayon
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formallashtiriladi. Bu esa uni tahlil gilish va optimal yechim-
larni aniglashda matematik usullardan foydalanish uchun. keng
imkoniyatlar ochib beradi.

Simvolli modellardan foydalanish boshgalarga nisbatan sod-
darog bo‘lishligi bilan birga, u anigroq va to‘larog ma’'lumot ham

beradi, bu esa jarayonni tahlil gilishda muhim rol o'ynaydi.
Bulardan tashgari simvolli modelda stoxostik (ya'ni tasodifiy

miqdorlar bo'lgan) jarayonlarni ham tavsiflash imkoniyati bor.
Bunda, ko‘p hollarda tasodifiy miqgdorlarning o'rtacha giymati
hisoblanib olinadi, shundan so‘ng hosil bo'lgan determinik model
bilan ish olib boriladi.

Simvolli modelning umumiy ko'rinishi quyidagicha bo'‘ladi:

f(x,y) =>=extr,
gi{x,y) < bi, i = 1,2, m,

bu yerda x — (xi,x %, x n)— boshqariladigan vektorni,
V = (yi,V2, VK ~ boshgarilmaydigan o'zgaruvchilarni anig-
laydi. f(x,y) — x boshgaruvga mos kelgan effektni (foyda,
zararni) bildiradi va u magsad funksiya deb ataladi, gi —i —
xomashyoning iste’mol gilish funksiyasi; 6, — i — xomashyoning
hajmi (miqdori, zaxirasi) ni bildiradi.

5. Hisoblash usulini ishlab chiqgish

Ko'rilayotgan muammoning modelini qurish bilan bir gatorda,
uni yechish uchun, sonli usullarni ham tanlab olish kerak bo‘ladi.
Bunda quyidagi savollarga alohida e’tibor berish zarur:

1) Imitatsion modeldan foydalanish kerakmi yoki biron-bir op-
timallashtirish usuli yetarlimi?

2) Modelda tasodifiy miqdorlar ishtirok etadimi yoki deter-
minik yondoshuv yetarlimi?

3) Ayrim munosabatlarning nochiziglik bo'lishligini hisobga
olish shartmi yoki chizigli munosabatlar yetarlimi?
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4)  Mavjud yechish usullari yetarlimi yoki yangi usul yaratish
kerakmi?

Umuman, matematik model yordarnida muammoni hal etish-
da ishlatiladigan sonli usullar amaliyotda foydalanish mumkin
bo‘ladigan natijaga olib kelishi nugtayi nazardan tanlab olingan
bo‘lishi kerak. Bundan tashqari, ayrim test sinovlari orgali tanlab
olingan sonli usulni tekshirib ko'rish ham bu bosqichga taallugli
bo‘ladi.

Bunda, yana shunga e’'tibor berish lozimki, biron-bir hisoblash
usulini tanlashdan oldin go‘yilgan muammoning tola tavsifi be-
rilgan bo‘lishi kerak. Shunda ayrim soddalashtirishlarni amalga
oshirish mumkin bo'‘ladi va bunday soddalashtirishlarni bir necha
yo‘nalishda olib borish imkoniyati tug‘iladi, bu esa modelning
adekvatligini ta’'minlashda muhim bo'lishi mumkin.

Hisoblash usulida quyidagi ikki holat bo‘lishi mumkin:

1) soddalashtirilgan masalada optimal yechimni topish;

2) to'la tavsiflangan masalaning o‘zida tagribiy optimal
yechimni topish.

Amaliyot nuqgtayi nazardan qaralsa ikkinchi holat birinchisiga
garaganda afzalrogdir. Chunki soddalashtirilgan modelda muhim
o‘zgaruvchilar tushirib goldirilgan bo‘lishi mumkin.

Bu holot topilgan mukammal yechim amaliy natijani bermasli-
giga olib keladi. Bu esa 0'z navbatida, buyurtmachilarda modelga
nisbatan ishonchsizlik keltirib chigaradi.

Hozirgi zamon hisoblash texnikalarining rivojlanishi ikkinchi
holatni qo'llash, ya'ni ko'p o‘zgaruvchilar va ular orasidagi mu-
rakkab bog‘lanishlarni hisobga olish imkonini beradi. Bu holda
optimal yechim topilmasa ham, muhim o'zgaruvchilar (omillar)
hisobga olingan bo'ladi.

Demak, topilgan tagribiy optimal yechim amaliy nugtayi
nazardan muhimdir.
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6. Dasturning texnik topshiriglarini ishlab chiqish

Oldingi bosgichda yaratilgan sonli hisoblash usuli uchun dastur
tuzish, jarayonlar tadgiqotining ajralmas gismidir. Bunda, dastur
tuzishni reja bo'yicha olib borish texnik topshiriq asosida amalga
oshiriladi. Texnik topshirigni aniq va puxta tuzish orgali dasturni
0'‘z vagtida sifatli tugallash va xarajatni nazorat gilish mumkin
bodadi.

Bundan tashqari, tuzilgan dasturni sifatli rasmiylashtirish
buyurtmachi talabini toda qondirish imkonini beradi. Bunda
buyurtmachi aniq ishonarli va tushunarli bo'lgan hujjatlar bilan
ta’minlangan bodishi kerak. Eng asosiysi, buyurtmachining ta-
lablari birinchi o'rinda e'tiborga olingan bodib, dastur mohiyati
shunga garatilgan holda tuzilgan bodishi zarur.

Ko‘p hollarda, loyiha uchun, alohida dasturlar tuzishning
hojati bodmaydi. kerakli dasturlarni hisoblash markazlari yoki
hisoblash texnikasi bilan ta’'minlangan maxsus bodimlardan to-
pish imkoni bodadi. Agar yangi dastur tuzish zaruriyati tugdlsa,
bu boshga bodim zimmasiga yuklatiladi, fagat uni bajarilish
muddati va sifatini nazorat qilish kerak bodadi. Bularning bar-
chasi jarayonlar tadgiqoti bo‘yicha mas’ulning rejasi asosida olib
borish kerakligini bildiradi.

7. Ma’lumotlarni to‘plash

Bu bosgichda tadgiqot natijalarini amaliyotga tatbiq etish
va modelni tekshirish uchun, ma’lumotlarni to‘plash va tahlil
gilish amalga oshiriladi. Ta'kidlaymiz, yuqoridagi bosqgich-
larda madumotlarni to‘plash muammoni tavsiflash va model
gurish magsadida olib borilgan edi. Madumotlarni to‘plash
bosgichida keraksiz anigliklarga e’tibor berish natijasida fursatni
boy berib go'yish ham mumkin. Bunda, tuzilgan model gaysi
o'zgaruvchilarga nisbatan sezgirligini aniglab olish muhimdir.
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Shundan so‘ng zarurat bo‘lsa, muhim ma’lumotlar aniqgligini
oshirish mumkin bo‘ladi. Bu esa ma’lumotlar to‘plash vagtini
ham, sarf-xarajatni ham kamaytirishga olib keladi.

8. Modelning adekvatligini tekshirish

Qurilgan ixtiyoriy model real jarayonni taxminiy aks ettirgani
sababli, uni yanada takomillashtirish, yaxshilash vazifasi turadi.
Buni amalga oshirish uchun, quyidagi ikkita masalani amalga

oshirish zarur:
1) modelni tekshirish usulini aniglash;
2) bu usulni go‘llash.
Tajriba usuli yordarnida modelning garam-garshiliksizligi,

turg'unligi, sezgirligi, amaliyligi va ishlash qobiliyati tekshiriladi.
Bularni ro‘yobga chigarish uchun, oldingi bosgichda to'plangan
ma’'lumotlar kerak bo‘ladi. Agar muhim parametrlar (omillar)
ekstremal giymatlariga nisbatan o‘zgartirib ko‘rilganda model
natijalari mantiqiy ziddiyatlarga olib kelmasa, ko‘rilgan model
garama-garshiliksiz bodadi.

Modelning turg‘unligini va sezgirligini tekshirib ko'rish ham
muhim talablardan hisoblanadi. Bunda turg‘unlik va sezgirlik
modelda ishtirok etgan o'zgaruvchilarga nisbatan bodib, ular-
ning giymatlarini o‘zgartirish orqali model natijalari solishti-
rib ko'riladi. Bu bilan modelning har bir o‘zgaruvchiga nis-
batan turg‘unlik va sezgirlik darajasi aniglanadi. Buni yaqqolroq
tasavvur gilish uchun, o‘zgaruvchilar va natija orasidagi bogda-
nishni grafik ko‘rinishda tasvirlash ham mumkin.

Modelning amaliyligini aniglash uchun, haqigiy jarayon bilan
model natijalari orasidagi ayirmani hisoblash talab etiladi. Agar
bu ayirma yod go'yilgan fargdan kichik bodsa, modeldan foyda-
lanish mumkin, aks holda amaliylik yo‘golgan bodadi. Bu holda
model gaytadan tekshirilib, undagi mavjud kamchiliklar bartaraf
etiladi. Buni quyidagi mantigiy chizma orqali ifodalash mumkin
(1.3-rasm).
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1 7- n

Natijani olish muddati va uning . arab, modelning
ishchanlik gobiliyatiga baho borish mumkin. Bundan tashqari,
modeldari foy ialanish vaqgtlari va natijalari yo‘l go‘yilgaO'Chega-
radan chiqib ketmasligi kerak.

Aynigsa, loyiha natijalaridan bir marta foydalanish hjharida.
modelning xossalarini nazorat ma’lumotlari bilan tekshirish ju-
da ham muhimdir. Modelni tekshirishda zarur jihatlardan biri
shundan iborafki, hisoblash tadbirlari tugallanib, natija olingan-
dan so‘ng, uni tanqgidiy nazoratdan o‘tkazish lozim bo'ladi.

Demak, model yordarnida natija olingandan so‘ng ham, ayrim
narsalarni aniglashtirishga va tekshirishga to‘g‘ri keladi. Bu ishlar
amalga oshirUgandan so‘ng, rahbariyatga barcha alternativ vari-
antlarning baholarini hamda xulosa va tavsiyalarni tagfjim etish
mumkin bo'ladi. Bu esa go'yilgan muammoning tub mohiyati-
ga yetib borish, model qurish davomida paydo bo‘lgaiv:shubhali
holatlarni targatishduchun, o'ziga xos yakunlovchi bosc™ichdir.

9. Olingan natijalarni amaliyotga tatbiq etish’
Model yordarnida olingan yechimni amaliyotga tatbiq etish
bosqichi eng muhim bo‘lib, bunda butun olib borilgaL ishlarga
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yakun yasaladi. Lekin shuni unutmaslik kerakki, muammoni hal
gilish davomida bu bosgich nazarda tutilgan bo‘ladi. Chunki
ogibat-natk  *u tatbiq etish va olingan natijalarning afzallik-
lari orga' .~amoyon bo‘ladi. Muammoni yechishga jarayonlar
tajigigotmi qo‘llash muvaffagiyati, ko‘p jihatdan, olingan nati-
jalar va yuqori boshqgaruv rahbariyati orasidagi alogada gancha-
liK™aqg'i iik ta’minlanganligi bilan belgilanadi. Bujarayonda kelib
chigadigan to‘siq, asosan, tushunmovchilik va o‘zgarishga garshi-
lik bilan bog‘ligdir. Shunga o‘xshash to‘siglarni yengib chigish
uchun, buyurtmachilarni fanga ishontira bilish keraklicha vaqt va
gat'iyatlik talab giladi. Yana shuni e’tiborga olish lozimki, agar
tadqigotchilar va rahbariyat jj™*asida hamjihatlik, yaxshi muno-
sabat bo‘lmasa, umumaii ijobiy nafcijalafga erishib bo‘Imaydi.

Bulardan task”iieUfglgigotchi.- olingan natijalarni amaliyot-
ga tatbig gilishdan awal, tekehirishning puxta rejasiga ega
bo‘lish, hagiqiy natijalbilan tajrjba natijalariiftytaqgqoslab be-
radigan usulga, ro‘'y berishi mumkin bo‘lgan qiyinchiliklarni
osorVikahtiruvchi choralarga ega bo'‘lishi va keyinchalik ham, agar
zaruriyat tug'ilsa, amaliy tekshiruvlar o'tkazishga rahbariyat
ruxsatini olish kerak bo'ladi. m

IMOri'.
2-8. Chizigli dasturlash

Chi iqgli dasturlash masalalarini yechish uchun, samarali
hisoblangan simpleks usul go‘llaniladi.

Simpleks usul. Agar atg > 0, i = 1,2,....,ra bo'lsa, jadval
to‘g‘rinoiz, agar ogj > 0, j = 1,2,.... n bo'lsa, jadval ikkilanma
joiz del/iladi. Jadval bir paytda ham to‘g‘ri joiz, ham ikkilanma
joiz bo isa, mos reja optimal bo‘ladj*va’Ti magsad funksiyaga
maksimum giymat beruvchi bo‘ladi.

(2.2), (2.4) sistema x0,x1i,..., xnHm noma’lumlarga nisbatan
diagonal ko‘rinishda deb ataladi.

33



Agar €o > 0,i = 1,2,...,m bo'lsa: X\ = %2 = mm= xn = 0,
Xn+i = aio, ..., xntm = anpo (2.1)—2.3) masalaning boshlang‘ich
tayanch rejasini tashkil giladi. Bunda xn+i, xm%,..., xnHm—
bazis, xi, X2, ...,xn— nobazis o'zgaruvchilar bo'ladi.

Chiziqli dasturlashning quyidagi kanonik shakldagi masalasi
berilgan bo'lsin:

n
xQ= aoco+ N a0j(~xj) == max. (2.1

i'=i

n
N NX + Xnd = IO, T = 1,2, ., T (2-2)
j=1
Xj>0j=12,..,n+m (2.3)
(2.2) tenglamalar sistemasidan quyidagiga ega bo‘lamiz:

n

XN+ —®i0 i 1,2,...,.7mM (2-4)

(2.1)—2.3) masalani jadval ko‘rinishda ifodalash qulay, bunda
jadval elementlari tenglamalar sistemasining koeffitsiyentlari va
ozod hadlaridan iborat bo'lib, jadvalning ko'rinishi 2.1- jadvalda
keltirilgan.

Endi chizigli dasturlash masalasini yechishda asosiy hisoblan-
gan simpleks usulning algoritmini ko‘rib chigamiz.

1. Boshlang'ich jadval to‘g‘ri joiz, ya'nidm>0, i = 1,2,..., m
bo'lsin.

2. Agar aN >0, j = 1,2,...,n bo'lsa hisob to‘xtatiladi, topil-
gan reja optimal. Aks holda:

A= 1legn QQ
shartni ganoatlantiruvchi aos element topiladi. Bunda s ustun
hal giluvchi ustun bo‘ladi;



2.1-jadval

1 X\ —X2 (TT] -Xj Xn
Xo = 00 01 002 a0j L48)]
X1 = 0 -1 0 0 0
X<i = 0 0 -1 0 0
XxXn — 0 0 0 0 1
<Efi+l ~ am ai l ai2 s aij ®Ln
5
J'n+m ~ am0 am2 Qmj &mn
3. Quyidagi
~O * NO
— = mm —
&rs

shartdan r — satr aniglanadi. Bu satr hal giluvchi satr, aTS ele-

ment esa hal giluvchi element deyiladi.
4. Quyidagi

4.=akj~aaks, K~r, j £ s\
S

aks = ;arj=0,j£s;,0<k<n+m, 0<j<n
ars

formulalar yordarnida keyingi jadvalga o'tiladi. Nobazis
o‘zgaruvchi bo‘lgan xs xr ga almashtiriladi, keyin 2-qadamga
o‘tiladi.

Bu jarayon 1-gadamda O-satr elementlari nomanfiy sonlardan
iborat bo'lguncha davom ettiriladi. Shundan so'ng jadvalning
chap tarafidagi bazis o‘zgaruvchilarning giymatlarini ato ga teng
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gilib olish bilan optimal reja topiladi. al o‘rnida magsad funk-
siyaning mos giymati hosil bodadi.

I-misol. Quyidagi chizigli dasturlash masalasi berilgan
bodsin:

z = X\ —AX2 + 5"3 + N4 —325 —>max,

Xi~ X2~ xa~ 2z5= —1,
xi + X2+ 2x3+ 3x4 =5,
Xj>0j=12,5.
Murakkab bodmagan almashtirishlardan so‘'ng ushbu masala
guyidagi ko'rinishga keladi:
ao= —I14 + 10"3 + 180:4 — max,
Xi = 2 —X3—X4+ x$,
X2 = 3- x3—2x4 —x5,
Xj>0;j =12 5.

Oxirgi masalani 2.2-jadval ko‘rinishda yozib olamiz. Ush-
bu jadval ikkilamchi joiz emas, shu sababli mos reja optimal
bodmaydi. 0O-satr elementlaridan 1-ustundan (z—14) tashqgari
manfiy bodganining eng kichigi tanlab olinadi, u —18 ga teng.
Shu element joylashgan —x4 ustun hal giluvchi ustun hisoblana-
di. min™> 2) ~ | bodganligi sababli x2—satr hal giluvchi satr
bodadi. Shunday gilib 2 soni hal giluvchi element bodadi. Sim-
pleks usulning 4-gadamidagi formulalarga asosan, keyingi, 2.3-
jadvalga o'tiladi.

2.3-jadval yana ikkilamchi joiz bodmaganligi sababli, topilgan
reja optimal emas. Bu jadvalda x3— ustun hal giluvchi ustun

bodib, min~8 : § : 5) = 1 bodganligi sababli x~— satr hal

giluvchi satr, bu satrdagi | soni hal giluvchi element sifatida oli-
nadi. Simpleks jadvalning 4-gadamiga asosan, keyingi 4-jadvalga
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o'tiladi. Bu jadval ham to‘g‘ri, ham ikkilamchi joiz bo‘lganligi
sababli, mos reja: X\ = 0, X2 = 0, £3 = 1, xX\ — 1 optimal bo'lib,
magsad funksiya(z) maksimal giymat 14 ga erishadi.

2.2-jadval 2.3-jadval
1 3 -x4-x5 1 -X3-X4-x5
Xqg —-14 -10 -18 0 Xg= 13 -1 0 9
Xi= 2 1 1 -1 xi= 5 3 o 3
%2 = 3 1 2x 1 x4---‘;’ 51 %
2.4 -jadval
1~X3 X-.75

X 14 0 0 6

=1 -1 0 -3

xx+~1 0 -1 2

Simpleks usulning chekli ekanligini ko‘rsatamiz. Simpleks usul,
bu ketma-ket tayanch rejalarni ko!rib chiqgish bo'lib, magsad
funksiyaning qiymatini "yaxshilashdan" iboratdir. Ma’'lumki,
bunda magsad funksiyaning (:ro) gator elementlari tayanch re-
jalar orgali yagona usulda aniglanadi. Bunda, fagat bir jad-
valdan ikkinchisiga o‘tilganda magsad funksiyaning giymati
o‘zgarmasdan qolishi mumkin. Tushunarliki, bunday hoi ro‘y be-
radi, agar tayanch reja xos bo'‘lsa, bu bilan min”~ = 0 bo'ladi.
Ya’'ni, masalan, ma’'lum gadamdan so‘ng yana awalgi tayanch
rejaga qayta kelish mumkin. Shuning uchun, simpleks usulning
chekliligini ko'rsatish awalgi tayanch rejaga qayta kelmaslik
sharti bilan ekvivalentdir. Chunki tayanch rejalar soni chekli
bo‘lib, ko'pi bilan ("J taga teng bo'ladi.
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l-ta’rif. cti, @Qj G Rn, at ~aj bo'lsin. at vektor a3 vektordan
leksikografik ma’'noda kichik deyiladi (belgilanadi ctt < aj), agar
¢ = Qi —otj vektorning noldan fargli birinchi elementi manfiy
sondan iborat bo'lsa.

Xuddi shunday ma’noda, leksikografik katta (belgilanadi al >
oij), katta emas (belgilanadi at X a}), kichik emas (belgilanadi
Qi b &j) tushunchalari kiritiladi.

Masalan, = (1,3,—2,2) vektor aj = (1,3,1,0) vektordan
leksikografik ma’'noda kichik. chunki ayirima ¢ = a* —a? =
(0,0, —3,2) vektorning noldan fargli birinchi elementi (-3) manfiy
sondan iborat.

2-ta’rif. Noldan fargli a%€ Rn vektor leksikografik ma’noda
musbat (manfiy) deyiladi (belgilanadi a* > 0(a? 0)), agar
aj vektorning noldan farqgli birinchi elementi musbat (manfiy)
sondan iborat bo'‘lsa.

Boshlang‘ich jadvalda xg— satrdan boshga har bir satr
elementlaridan tuzilgan vektorlarning barchasi leksikografik
ma’'noda musbat bo'lsin. Mabodo, bu shart bajarilmasa ustun-
larning o‘rnilarini va o‘zgaruvchilarni almashtirish yoki sun’iy
o‘zgaruvchilar Kkiritish yordarnida bunday holatni hosil qilish
mumkin. Bunda hal giluvchi elementni tanlash quyidagicha amal-
ga oshiriladi. xqg— satrda ixtiyoriy biror cs < 0 tanlab olinadi va
bu ustun hal giluvchi ustun sifatida ishtirok/qiladi. UShbl{ XS—
ustundagi barcha ais > 0 elementlar uchun, ( A ~ ) vek-

torlar tuziladi va bu vektorlar ichidan leksikografik ma’'noda mi-
nimumi tanlanadi. Keyinchalik ushbu satr hal giluvchi satr sifati-
da olinadi.

Shu qoida bilan simpleks usulni qo‘llash chekli gadamdan so‘ng
masala yechilishligini tasdiglash uchun, quyidagi ikki xossani
ko'rsatish yetarli: 1) har bir jadvalda xq —satrdan boshqa satr —
vektorlari musbat aniglangan; 2) xg — satr har bir iteratsiyadan
so'ng leksikografik ma’noda o'sadi.
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Birinchi xossani isbotlash uchun, har bir ats > 0 shartni gano-

atlantiruvchi i satr vektordan u,g'kOrS, vektorni aé(i—

Ors’ TarsJ

i * * ** _
ramiz. Ammo vektordan (%% %I?gﬂ«.. vek

vaEgSl"’ as ‘ais

tor leksikografik ma'noda kichik bodganligi uchun, hosil bo'lgan
ayirima vektor leksikografik ma'noda musbat Xi — satrni tashkil
giladi.

ais < 0 satrlar uchun, bu ayirima ikkita leksikografik ma’'noda
musbat vektorlarning yig'indisidan iborat. Shu sababli biz yana
leksikografik ma’'noda musbat vektorlarni hosil gilamiz. Shu bilan
1-xossaning to‘g‘riligi ko!rsatildi.

Endi ikkinchi xossaning to‘g‘ri igini ko‘rsatamiz. Iteratsiya da-
vomida x0— satrga xr — satrni c;lé ga ko'paytirish va qo‘shish
orgali u o‘zgartiriladi. xr — satr vektor leksikografik ma'noda
musbat bo‘lganligi sababli xq —satr leksikografik ma’'noda o'sadi.
Bu goida asosida olib borilgan simpleks usul optimal yechimga
olib keladi, chunki hech bir tayanch reja ikki marta ishtirok et-
maydi.

2-misol. Quyidagi 2.5-jadval ko'rinishdagi misolni garaylik.
Agar hal qiluvchi satr sifatida 4-ustun olinsa, u holda hal qi-
luvchi element shu ustunning elementi bo'lgan 2 soni (oxirgi
satrdagi) bo'ladi, chunki bu satr elementlarini 2 soniga bo'lganda
hosil bollgan satr vektor boshga satr elementlarini 4-ustunning
mos musbat soniga bodgandagi satr vektorlardan leksikografik
ma’'noda kichik bodadi.

Xuddi shunga o‘xshash, agar hal giluvchi satr sifatida 5-ustun
olinsa, u holda hal qiluvchi element shu ustunning elementi
bodgan 3 soni bodadi.

Xuddi shunday agar hal giluvchi satr sifatida 6-ustun olinsa,
u holda hal qgiluvchi element shu ustunning elementi bodgan 4
soni bodadi.
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2.5-jadval

0 0 2 0 2 1 -1

Bu hal giluvchi elementlarning barchasi 2.5-jadvaldayulduzcha

bilan belgilangan.

Ikkilamchi masala. Har bir chizigli dasturlash masalasiga
o‘zaro bir giymatli moslik orgali boshga bir chizigli dasturlash
masalasini mos go'yish mumkin. Bu masalalar bir-birlari bi-
lan muhim bog'lanishga ega bo'lib, biri ikkinchisi hagida to‘la
ma’lumot beradi. Shu sababli shartli ravishda birinchi masala
to‘g‘ri masala, ikkinchisi ikkilamchi masala deb ataladi. Quyida

ikkala masalalarning bog'‘ligliklari hagida ma’lumot berilgan.

Standart ko rinishdagi masalalar:

to'g‘'ri masala ikkilamchi masala
N djjXj > bi(i —1,2 r aijvi< Cj(j = 1,2
jlzl i=l
Xj>0(G = 1,2....,n) yt>0(i=1,2,...m)
shartlar ostida shartlar ostida
z — ciXj w
j=1 2=1

z funksiyaning minimumi w funksiyaning maksimumi topilsin.'



Kanonik kofrinishdagi masalalar:

to‘gri masala ikkilamchi masala
d m
41

Xj>0(G=1%1L2 n

shartlar ostida shartlar ostida
n m

w = N2 Dby>
i=l

z funksiyaning maksimumi w funksiyaning minimumi topilsin.

To'g'ri va ikkilamchi masalalar orasidagi bog‘lanish quyidagi
ikkilamchilikning birinchi teoremasi va undan kelib chigadigan
natijalar orgali ifodalanadi.

1-teorema. Ikkilamchi mos masalalarning birining yechimga
ega bo'lishi ikkinchisining ham yechimga ega bo'lishligini ta’-
minlaydi. Bunda magsad funksiyalarning giymatlari mos optimal
yechimlarda bir-biriga teng bo'ladi.

1-natija. Ikkilamchi mos masalalarning birini yechimga ega
bo‘lishi uchun, ularning har biri kamida bitta rejaga ega bo‘lish-
ligi zarur va yetarlidir.

2-natija. Ikkilamchi mos masalalarning biri rejaga ega, ikkin-
chisining rejalar to‘plami bo‘sh bo'‘lishligi uchun, birinchi ma-
salaning magsad funksiyasi rejalar to‘plamida chegaralanmagan
bo‘lishi zarur va yetarlidir.

3-natija. Ikkilamchi mos masalalarning x = (xi, x2, mmxn) va

n

v = (yij 22, bm) rejalari optimal bo'‘lishligi uchun, ~ CjXj =

m

~_biiji tenglikning bajarilishi zarur va yetarlidir.

1=1 '
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Ikkilanma simpleks usul algoritm orgali amalga oshiriladi.

1. Boshlang‘ich 2.1-jadvalda >0, j = 1,2,....n. ya'ni jad-
val ikkilanma joiz bo'‘lsin;

2. Agar aio > 0, i > 1bo'lsa, u holda masala yechilgan bo'ladi.
Aks holda a,0 < 0 shartni ganoatlantiruvchi biror arQ tanlab
olinadi, r —satr hal giluvchi satr deyiladi;

3. Quyidagi

ak] = akj---—-- laksi K™ r, j = s;

aL=-—;drfj=0j 7s;,0<k<n+m, 0<j<n

almashtirishlar yordarnida keyingi jadvalga o'tiladi.

Ta’kidlaymiz, hal giluvchi element har doim manfiydir.

2 va 3 gadamlar larning barchasi manfiymas bo‘lgunga
gadar takrorlanadi.

3-8. Butun sonli chizigli dasturlash

2-paragrafda biz chizigli dasturlash masalasi hagida
ma’'lumotga ega bo‘ldik. Agar o‘zgaruvchilarga yana gqo‘shimcha
shart: barcha o‘zgaruvchilardan yoki ularning ayrimlaridan bu-
tunlilik talab gilinsa, mos ravishda to‘la butun sonli yoki gisman
butun sonli chizigli dasturlash masalasiga kelinadi. Shunday
gilib BSCHD masalasi quyidagicha bo‘ladi. Ushbu

n
Y,I aijxj > aiOi *= 1,2,
3.1
Xj>0,j —1,2,...,n, (3-1)
Xj —butun, j = 1,2,...,ni < n,
shartlar ostida

(3.2)
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funksiyaning ekstremumi topilsin. Biz bundan keyin, aniglik
uchun, (3.2)-funksiyani maksimumga tekshiramiz.
(3.1)-shartlarni ganoatlantiruvchi x = (xi, x%,...,xn) vektor-
lar joiz rejalar deb ataladi. Magsad funksiyaga maksimum giymat
beruvchi joiz reja optimal reja deyiladi.
Yugorida, 2-§8 ga o‘xshab, bu yerda ham (3.1)—(3.2) masalani
kanonik va diagonal shaklga keltirish mumkin:

n
xq = a00 + J2 aoj(~ Xj) max>
J=1
Xji=-(-Xi), j =12,..,7,
n

Xn+i = Oio + _£Iaij{~)x3i A= 1,2,
J:

Xj>0,j=12,..,ti+ m,

Xj—butun, j = 1,2,...ni < n+ 71

Ta'kidlab o‘tamizki, bunda masalaning to‘la yoki gisman bu-
tunlilik sharti o‘garmaydi. Endi BSCHDga doir quyidagi masa-
lalarni ko'raylik.

1-masala. Daryo kemachilik boshgarmasi shuni anigladiki,
n ta marshrut bo'yicha mavsum davomida o'rtacha sondagi
yo'lovchilar yurar ekan. Transport vositasini ishlatilish sama-
radorligi har bir marshrut bo'yicha ishlatilish samaradorliklar
yig'indisidan iborat bo'lib, ularning har biri o'z navbatida mos
marshrutdan keladigan foyda bilan marshrutga ketgan xarajat
ayirmasiga teng. Foyda sotilgan biletlar soni bilan, xizmatchi-
larga ketgan hag va yoqilg'i uchun, ketgan sarflar orgali anig-
lanadi. Qaysi marshrutga gqanday turdagi kemadan nechtadan
ajratilsa, yo'lovchilar to'la tashiladi va keladigan foyda maksimal

bo‘ladi?
Ma’'lumki, o‘zgaruvchi fagat ikkita 0 va 1 giymatlarni gabul

gilsa, bunday o'zgaruvchi bul o ‘zgaruvchisi deyiladi. Shunga aso-
san, bunday o‘zgaruvchisi bo‘lgan masalalar bul masalalari deb
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yuritiladi. Quyida ko‘riladigan 2-masala shunday masalalardan
biridir.

Faraz gilaylik, j —marshrut bo‘yicha mavsum davomida b] ta
yo'‘lovchi gatnasin. Bu marshrutda 1 , 2 , ra turdagi kemalardan
foydalanish mumkin va har bir i —turdagi kema uchun, quyidagi
ko‘rsatkichlar ma’lum:

1) an —yuk ko'tarishlik (o‘rinlar soni);

2) 42— xizmat ko'rsatuvchilar soni;

3) dj3— mavsum davomida sarflanadigan yoqilg'i miqdori;

4) Cj —j — marshrut bo'yicha i turdagi bitta kema ishlatil-
ganda keladigan foyda;

5) mavsum davomida ishlatiladigan yoqilg‘i miqdori & dan,
xizmat ko'rsatuvchilar soni esa 62 dan oshmasin.

Xij— j — marshrutdagi i turdagi kemalar sonini bildirsin. U
holda, shartga ko'‘ra chegaralar quyidagicha bo'ladi:

m
QNG A bj,j 1,2,7
i

i=
n m

-t
n m
i 53 N 63,
J=ii=i
> 0—butun, i=1,2 ,to, j —1,2....,n.

Masalaning go'yilishiga asosan, berilgan sohada shunday x =
(xn, X12, mmxnm) vektorni topish kerakki, u

n 771

7=1 j=i

funksiyaga maksimal giymat bersin.
2-masala. Faraz qgilaylik, n ta turli turdagi samolyotlar bo‘lib,
ularni n ta yofhalishga tagsimlash lozim bo'lsin.
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Agar i — turdagi samolyot j — yo‘nalishga go'yilsa, bundan
keladigan foyda cl3 ga teng. Samolyotlarni yo'nalishlarga shunday
tagsimlash kerakki, natijaviy foyda maksimal bo‘lsin.

Bu masalani yechish uchun, quyidagi o'zgaruvchini kiritamiz:

, agar i —samolyot j —yo'nalishga xizmat qilsa,
0, aks holda.

U holda quyidagi BSCHD masalasiga kelamiz

m

A2 xtj = 1 (har bir yo'nalishga bitta samolyot tayinlanadi);
I-1
n
J2 xij — 1 (har bir samolyot fagat bitta yo‘nalishga tayinlanadi),
j-1
Xj —butun, j = 1,2, n\

shartlar ostida

E E CijXijj
j=1i=1
funksiyaning maksimumini toping.
Kesuvchi tekisliklar usuli
Bu bo‘limda biz 1-guruhga tegishli bo‘lgan siklik, to‘la butun
sonli va to'g'ri algoritmlarni ko'rib chigamiz. Bularning birinchi
ikkitasi Gomori, uchinchisi Yung usullari deb ham ataladi. Bu
algoritmlar asosida simpleks usul yotadi. To‘la butun sonli va
to'g‘ri usullarni siklik usuldan asosiy farqgi shundaki, agar ularda
boshlang‘ich jadval butun elementlardan iborat bo‘lsa, keyingi
jadvallarda ham butunlilik saglanib goladi.
Bu usullarni bayon gilish davomida uchraydigan ayrim bel-
gilashlar, o‘zgarishlar va ta’riflarni keltiraylik. Berilgan masala
diagonal holga keltirilgan deb faraz qilinadi.
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Endi (3.3), (3.4) tengliklar yordarnida 3.1-jadval tuziladi. Unda
xq joylashgan satr O-satr, 1-ustun, ozod hadlar ustuni deb atala-
di. —Xj(j = 1,2,...,n) joylashgan ustun elementlaridan tuzilgan
vektorni cti(i = 1,2,...,n) bilan belgilaymiz,

n
xq = a0+ ™ aoj(-Xj) -> max, (3.3)
j-i
Xj= ( Xj), ] 12 ..., T,
n

Xnti —ali0 ~ 52 aijxji ~= 1,2, ..., 7,
J=i (3-4)

Xj>0,j=12,....,n+m,
Xj —butun, j —1,2,

3.1 -jadval
! A -Xi A XJ -Xn
Xg— «0 0oi 002 Q Gn
= 0 -1 0 0 0
= 0 0 -1 0 0
i
Xn— 0 0 0 0 -1
Xl — do Gil az Qlj On
i
XHm o0 an O anj am

1. Siklik algoritm (Gomorining birinchi usuli)
Bu algoritm to‘la butun sonli masalalar uchun, mo‘ljallangan
bo'lib, bunda asosan, simpleks usuldan foydalaniladi.
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Quyidagi BSCHD masalasi berilgan bo'lsin:

n

Xg= 0oo + 22 “0j(~x]j) m ax (35)
J -1
Xj=-(-xj), j =12
n
(3.6)
XJ>0j=1,2,.., n + to,
Xj —butun, j = 1,2, ...,ra + to.
Bu yerda x3 — —(—Xj) ayniyatlarning qo'shilishi masala re-

jasini aniglashni osonlashtiradi.

Endi, bevosita, algoritmni bayon qilishga o‘tamiz. Buning
uchun, (3.5), (3.6) masalaga mos jadvalni tuzamiz. Uning
ko'rinishi 3.1-jadvaldan farg gilmaydi. Bu yerda, jadval ikkilan-
rma joiz va uning barcha elementlari butun sonlardan iborat deb
faraz qilinadi.

Agar jadval ikkilanma joiz bo‘lmasa, u holda, yangi

Xn+m+ 1 M X\ X2 oee Xn

(bu yerda M —yetarlicha katta son) chegara go‘shilib, shu satr va
leksikografik ma’'noda minimum bo‘lgan ustun yordarnida bitta
iteratsiya amalga oshiriladi. Shundan keyin jadval ikkilanma joiz
bo‘lib goladi. Agar ajo > 0,i = 1,2, ....n -I-to va butun bo'lsa,
masala yechilgan bo'ladi, aks holda jadval tagiga yangi shunday
chegara qo'shiladiki, bu bilan jadval to‘g‘ri joiz bodmay qoladi.
Keyin ikkilanma simpleks usul yordarnida jadval to‘g‘ri joiz ho-
latga keltiriladi. Shundan keyin ham aw (i = 1,2, ...,n + m) lar-
ning birortasi butun sondan iborat bodmasa, yana yangi chegara
go:shiladi va jarayon gqaytariladi.

Ehtimoldan holi emaski, yetarlicha chekli chegara go'shishdan
so‘ng biz uchlari butun koordinatali nugtalardan iborat bodgan
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"kichraytirilgan"” sohaga ega bo‘lamiz. Bu sohada boshlang'ich
masalaning optimal rejasini aniglash giyinchilik tug'dirmaydi.
Lekin bu yerda yangi chegaralarni topish va algoritmning chek-
liligini ko'rsatish giyinchiligi mavjud. Endi yangi chegaralarni to-
pish yo'lini ko'rsatamiz. Faraz gilaylik, xt larni butunlik sharti hi-
sobga olinmay yechilgan masalada biror o'zgaruvchining giymati
butun sondan iborat bo‘lmasin, u holda soddalik uchun, indeksni
tashlab yuborsak, mos tenglama quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:

X = a + " aj—Xj). (3.7)

Bu yerda J jadvalning yuqori satrida yozilgan o'zgaruvchilar-
ning indekslari to‘plami.

Ma’lumki, b sonining butun gismi deb, b dan katta bo‘lmagan
eng katta butun songa aytiladi va [6] orgali belgilanadi. Masalan:
[26] = 2,[—1,3] = —2. Ushbu f = b — [ giymat b sonining
kasr gismi deyiladi. (3.7)-tenglikda ishtirok etayotgan ozod had
va koeffitsiyentlardan quyidagi kasr gismlarni hosil gilamiz:

fo—do H ,fj=d [«ijl,]) £ F

l-teorema. Agar x = (xi,x2,~-,xntm) (3.5), (3.6) ma-
salaning joiz rejasi bo‘lsa, u holda quyidagicha aniglangan
0‘zgaruvchi

s= —F0+ fjXj (3.8)
jed
manfiy emas, hamda butun bo'ladi.
Isbot. Avval biz uni butunligini isbotlaymiz. (3.7) dan

x —[ao] + /o + ~{[Qjj + fjH{—X])

tenglikni hosil gilamiz. Bundan, elementar almashtirishlar yorda-
mida, quyidagi tenglikka kelamiz:
=-x + [ad + /o + 5 Z[Of](-*))-
jed
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Butun gismining aniglanishi va teorema shartiga asosan bu
tenglikni o!ng gismi butun, demak, ¢ ham butun.

Endi ¢ ning manfiy emasligini ko'rsatamiz. Buning uchun, tes-
karisini faraz gilamiz, ya'ni s < 0 bo'lsin. Kasr gismlarning
aniglanishiga asosan 0 < fo, fi < 1lva Xi > 0 bo'lishligini hisob-
ga olsak, unda quyidagi:

-l<fo+"2fixi<O
jed
tengsizlik kelib chigadi. Bundan —1 < s < 0, ya'ni s butun emas.
Bu yuqoridagi tasdiqgqga ziddir, demak, s > 0. Shu bilan teorema
isbot bo'ldi.

Algoritm davomida (3.8)-tcnglamaga mos satr jadval tagiga
yoziladi va u hal qgiluvchi satr sifatida olinadi, chunki u bazis
o'zgaruvchi bo‘lib, manfiy —/o giymatga ega. Keyingi iteratsiya-
da u nobazis o'zgaruvchi bo‘lib, hal giluvchi satr s = —(—s)
ayniyatga aylanib goladi va keyinchalik u tashlab yuboriladi.
(3.8) tenglamadagi ¢ Gomori o ‘zgaruvchisi deb ataladi. Agar joiz
rejalar to‘plami chegaralangan sohadan iborat bo‘lsa, algoritm
chekli bo'ladi. Algoritm quyidagi gadamlardan iborat bo'ladi.

1. Xuddi chizigli dasturlash masalasi kabi (3.5), (3.6) masala
simpleks yoki ikkilanma simpleks usuli bilan yechiladi. Agar ato >
0,i=12,....n+m; aoj > 0, j = 1,2...,n bo'lsa, optimal reja
topilgan bo'ladi (oxirgi jadvaldaa3 > 0, j = 1,2,..., n bo'lishligi
ham talab gilinadi).

2. Agar Ojo* = 1,2,...,n + m) larning barchasi butun bo'lsa
(3.5), (3.6) masala yechilgan bo'ladi, aks holda, kasr songa mos
kelgan satr hosil giladigan satr deb olinib, (3.8)-tenglik tuziladi
va u jadval tagiga yozib go'yiladi. Bu bilan jadval to‘g‘ri nojoiz
bo'lib, ikkilanma joiz bo‘lib golaveradi. Keyin, oxirgi satrni hal
giluvchi satr sifatida, ikkilanma simpleks usul bilan bu masala
yechiladi. 1, 2-gadamlar ozod hadlar ustunida butun sonlar hosil

49



bo'lgunga gadar gaytariladi (agar aco butunmas sondan iborat
bo‘lsa, 0-satr ham hosil giladigan satr sifatida olinishi mumkin).

Endi siklik algoritm yordarnida quyidagi misolni yechaylik.

1-misol. Quyidagi butun sonli chizigli dasturlash masalasi be-
rilgan bo'lsin:

Xq = 7xi + 9x2 — >max,
—x\ + 3x2 < 6,

X\ + X2 < 35,

xi, X2 > 0 —butun.

Tengsizliklarning chap tomoniga mos ravishda x$, X4 > 0 larni
go'shib, diagonal ko'‘rinishga keltiramiz:

xq= -7 (—x{) - 9(-x2),

Xi = —(—a?i),

X2 =

x3= Q- (—dj) + 3(_a:d,

£4 = 35+ 7(—xi) + (—X2),
%, £4 > 0 —butun.

Algoritmga asosan awal xi, x2,,x3, @ laming butunligini ta-
lab gilmasdan simpleks usul bilan yechamiz. Buning uchun, mos
3.2-jadvalni tuzib, unga simpleks usulni go‘llab 3.4-jadvaldagi
X\ = 3/2, 7/2 optimal rejaga ega bo'lamiz.

3.4-jadvalda o‘zgaruvchi x\{= 9/2) kasr son, shuning uchun,
bu satr hosil giladigan satr deb olinadi va bu satr elementlarini
kasr gismi yordarnida yangi satr tuziladi. Bu yangi satr hal qgiluv-
chi satr bo'lib xizmat giladi. Hal giluvchi ustun topilib ikkilan-
ma simpleks usul yordamda keyingi, 3.5-jadvalga o‘tiladi. Bun-
da «q joylashgan satrning birinchi elementi kasr sondan iborat
bo‘lganligi uchun, bu satr hosil giladigan satrdir.
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3.2-jadval 3.3-jadval 3.4-jadval

-Z1 X2 1 -x1 -x3 -Xi —x3
X,= 0 -7 -9 18 -10 3 63 £ B
Xi= 0 -1 0 o -1 o0 I N
| i 7 1 7
x2= 0 0 -1 2 Yoo 7%
x3= 6 -1 3 o o -1 0 0 -1
- 22¢ 1
Xi= 35 7 1 B3 F 3 0 -1 0
_ 1 3 2w
5.5-jadval 2 2
—Xi —S
_ 15 1 8 3.6-jadval
Xq 3 3 1 .55 "-s3
- & 7 i Xa= 85 3 2
._ 10 0 1 _
Xl - 3 3 ><\— 4 1 '1
1
g= a7 2 xe= 3 ; 1
Xi= 0 -1 0 x3= 1 g -4
s2- 3 0 g Xio 4 5 3

Yana yangi satr qo‘shilib, u hal qgiluvchi satr bo'lib xizmat
giladi va hokazo. Bu jarayon ozod hadlar ustunida butun sonlar
paydo bo‘lgunga qadar davom ettiriladi yoki bunday reja yo‘qgligi
ko‘rsatiladi. Bu masalada, 3.6-jadvalda xX\ —4, x2 = 3 optimal
rejaga ega bodamiz. magsad funksiyaning giymati esa xq = 55
tcng bo'ladi.

2. To'la butun sonli algoritm

Bu algoritmning to'la butun sonli deb atalishiga sabab, agar
boshlang‘ich jadval elementlari butun sonlardan iborat bo'lsa,
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keyingi iteratsiya jadvali elementlari ham butun sonlardan ibo-
rat bo'ladi. Boshlang‘ich jadval ikkilanma joiz bo'lsa, keyincha-
lik ham bu xossa saqglanib qoladi. Agar a,oz = 1,2,...,n + m)
larning barchasi nomanfiy bo‘lsa, masala yechilgan bo‘ladi. Aks
holda, hal giluvchi element —1 bo‘lgan yangi hal giluvchi satr
tuziladi va ikkilanma simpleks usul yordarnida yangi jadvalga
o‘tiladi. Bu yerda hosil giladigan satr sifatida eng kichik indeksli
aw < 0(i = 1,2,..., n + m) olinadi.

Bizga (3.5), (3.6) BSCHD masalasi berilgan bo'lsin.

Faraz qilaylik,

(3.9)
>eJ
biror satrga mos indekssiz yozilgan tenglama bo‘lsin (bu yerda J
bazismas o‘zgaruvchilarning indekslar to‘plami).
2-teorema. Faraz gilaylik, A biror musbat son bo'‘lib (3.9)-
tenglamadagi x, x3(j £ J) lar nomanfiy, butun bo'lishsin. U
holda

(3.10)
jed
tenglik bilan aniglangan s manfiymas va butun bo‘ladi.

Isbot. s ning butunligi sonning butun gismini aniglanishi va
Xj(G G J) larning butunligidan kelib chigadi. Manfiy emasligini
ko'rsatish uchun, teskarisini faraz gilaylik, ya’'ni s< 0, u holda s
ning butunligidan s < —1 ekanligi kelib chigadi.

Shuningdek, (3.9)-tenglamadan ushbuga ega bo‘lamiz:

(3.11)
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bu yerda
fi=%~ [[\ «Je {°>UJ (3-12)

(3.11) va (3.12)-tengliklardan quyidagi tengsizlikni hosil gilamiz:

j o+ f'’xJ- /lo- 1< °-
3&J
Lekin bunday bo'lishi mumkin emas, chunki chap tomondagi bi-
rinchi ifoda musbat. Bu ziddiyat teoremani isbotlaydi.
Boshlang"ich jadval ikkilanma joiz bo'lishi kerak, agar bu shart
bajarilmasa, yangi

eAn+m+1 M X\ — X2 ~ mm ~ %n

satr qo‘shish bilan xuddi siklik algoritmdagi kabi ikkilanma joiz
jadvalga o'tishimiz mumkin (bu yerda M —yetarlicha katta son).

Endi algoritmni bevosita bayon gilishga o‘tamiz:

1. boshlang‘ich jadval elementlari butun sonlardan iborat va
ikkilanma joiz jadval bo'‘lsin;

2.ajo < 0(* = 1,2,...,n + m) shartni ganoatlantiruvchi eng
kichik indeksli v — satr tanlab olinsin, bu satr hosil gilinadigan
satr bo'ladi, agar ajo > 0(? = 1,2,...,n + m) bo'lsa, u holda
masala yechilgan bo‘ladi;

3. musbat A soni tanlab olinsin (uni tanlash sharti quyida kel-
tirilgan) vajadval tagiga (3.10)-tenglamaga mos satr yozilsin. Bu
satr hal giluvchi satr bo'‘lib xizmat giladi;

4. likkilanma simpleks usul bilan keyingi jadvalga o ‘tilsin, oxir-
gi golshimcha satr o‘chirilsin va 2-gadamga qaytib o‘tilsin.

Endi A sonini tanlash shartini keltiramiz:

a) hal giluvchi element —1 ga teng bo'lishi kerak, ya'ni



b) ao ustun leksikografik ma'’noda mumkin gadar kamaysin.
Ushbu ustun keyingi o‘tilgan jadvalda
ao + &0 at
LAJ
gateng bo‘lib goladi ((. —hal giluvchi ustun). Demak, A ganchalik
kichik bo'lsa, bu ao ustunning leksikografik ma’'noda tez kamayi-
shi ta’minlanadi.

a), b) shartlarni ganoatlantiruvchi A sonini tanlash qoidasi
guyidagicha bo'ladi:

1) Faraz qgilaylik, v hosil giladigan satr bo'lsin;

2) a\j < 0 ga mos kelgan aj vektorlar ichida leksikografik
ma’noda minimum bo‘lgan vektor ae bo‘lsin (a\M] > 0 barcha j
larda bo‘lsa, u holda masalaning rejasi yo‘q);

3) 4jsoni ayj < 0gamos aj -<” shartlarni ganoatlantiruvchi
eng katta, butun musbat son bo'lsin;

4) Hj larga mos Xj lar quyidagi:

N oM
3 Vij
tenglik bilan aniglansin;
5) Asoni Xj larning eng kattasiga teng qilib olinsin, ya'ni
A= max AN
i .
2-misol. Quyidagi BSCHD masalasi garalayotgan bo'lsin:

Xq ——2Xi —5x2 — >max,
3xi + 4x2 + £3 > 5,
7Xi + 2x2 + 5x3 > 18, ; )
10xi 4- 5x2 + 12x3 © 26,
xi, X2, X3 > 0 —butun.
(3.13) tengsizliklarning o‘ng tomoniga X4, X5, x§8 > 0 larni mos
ravishda qo‘shib diagonal ko'rinishga keltiramiz:
x0= 2(—xi) + 5(—x2) + (—x3) — >max,
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Xi= -(-Xi), 1 =1, 2, 3,
a-4 = -5 - 3(—atri) - 4 (-x2)- (—ar3),
xh= -18 - 7(-xi) - 2(-x2)- 5(-x3),

x6= -26 - 10(—xi) - 5(—x2)- 12(—x3),
Xi > 0 —butun, i = 1,2, 6.

Boshlang‘ich jadval quyidagi ko'rinishda bo‘ladi (3.7-jadval).

3.7-jadval 3.8-jadval
1 -Xi =X, -z 3 1 o-X i =X -si
Zo = 0 2 5 1 Xq 2 1 3 1
Xi= o 2 5 1 Xi= o -1 0 0
Xo = o o -1 0 X2 = o o -1 0
w3 = O 0 0 1 vy = 2 1 2 1
Xi— -s 3 4 1 < w T o3 2 2 1
Xa= -13 7 -2 5 X5 — -8 2 8 5
Xq 26 -10 -5 12 16 = -2 2 19 -12
Ssi = 2 1 2 1* S = 2 1* -1 1

Bu jadval ikkilanma joiz jadval bo'lib, X4joylashgan satr birin-
chi elementi (x4 giymati) manfiy, shuning uchun, u hosil giladigan
satr bo'ladi. Bu satrning barcha elementlari manfiy sonlardan
iborat bo‘lganligi uchun, ai, o2, 013 vektorlarning leksikografik
minimumini topamiz, bu 0.3 vektordir.

Quyidagi

£)3'<m,J = 1,2,3

shartlardan eng katta musbat, butun jij sonlarni aniglaymiz:
Hi = 1, ™2 = 4, 13 = 1 3hah Xj — —" tenglik yordarnida
Xj lar topiladi: Ai = 3, X2= 1, A3= 1, demak, A= 3.
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Shu A = 3 yordarnida yangi chegara:
= —2+ X\ + 2X2+ ~3

hosil qilib jadval tagiga yozib go'yiladi. Bu yangi satr hal giluv-
chi satr bo‘lib xizmat giladi, 03 ustun esa hal giluvchi ustun,
ularning kesishgan joydagi element —L1 hal giluvchi elementdir.
Bu hal giluvchi element yordarnida keyingi 3.8-jadvalga o‘tiladi.
3.8-jadvalda ham x4 satr hosil giladigan satrdir. Bu satrning bar-
cha elementlari manfiy, shuning uchun, «i, a2, «3 vektorlardan
leksikografik ma’'noda minimumi topiladi, u ai vektordir

ai "<—_,j = 1,2,3
Hj

shartdan AB lar aniglanadi: jui = 1,/i2= 3,33 = 1, A
lar Ay = _/f\lj tenglikdan topiladi: Ai = 2, A2 = B, A3 = 1 kelib
chigadi, demak, A = 2. By A = 2 yordarnida s2 hal qiluvchi
satr tuziladi. Keyingi jadvallarda ham oldingi jarayonni davom
ettirib, 6-iteratsiyadan so‘ng to‘g‘ri joiz jadvalga ega bo‘linadi.
Ya'ni, berilgan masalaning optimal rejasi: X\ —2, x2 —0, £3 =1
magsad funksiyaning giymati esa xq = —5 bo‘ladi (3.9-jadval).
3.9-jadval
1 75 ~X2 ~Si
x0= —5 1 3 0
Xi= 2 -2 2 1

x2= 0 0o -1 o0



3. To‘gfi algoritm

Bu algoritmning "to'g‘ri" deyilishiga sabab, biz har bir ite-
ratsiyada to‘g'ri joiz jadvalga ega bo‘lamiz. Ya'ni, hisoblash da-
vomida har vaqt masalaning tagribiy rejasini olishimiz mumkin
bo‘ladi.

To'la butun sonli algoritmda asosan, ikkilanma simpleks usul
ishlatilib, hal giluvchi element —1 ga teng bo‘lgan bo‘lsa, bu al-
goritmda simpleks usul ishlatilgach, hal giluvchi element +1 ga
teng bo‘ladi. Quyidagi BSCHD masalasini ko'raylik:

n
Xo = Qoo + 3;':_121 aonj(~xj) max>

n

xn+i = ai0+ 52 aij(-Xj), i= 1,2,

j=i (3.14)
Xj= - (-Xj), j =1,2,....n,
Xj > 0,j = 1,2,...N0+ ra,

Xj —butun, j = 1,2, ..,711 <71 + 771

bu yerda: aoj, a,j a® lar butun, nomanfiy bo'lgan sonlardir.
Faraz gilaylik, simpleks jadvalda v hal giluvchi satr, i hal qi-
luvchi ustun bo‘lsin, ya'ni

Qe it
tengsizlik barcha musbat Ojj lar uchun, o'rinli. Quyidagi
go‘shimcha:

S=

tenglama tuzilsin, agar A = a\£ deb, undan hal giluvchi satr
sifatida foydalanilsa, hal giluvchi element +1 ga teng bo'ladi.
Bu esa keyingi jadval elementlarining butunliligini saglab goladi.
Agar ~ =0 bo'lsa, ravshanki, magsad funksiyaning giymati
ham, reja ham o'zgarmaydi.
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Ammo bu algoritmning chegaralanganligini ta’'minlamasligi
mumkin. Bu xuddi chizigli dasturlashdagi cheksiz gadamli ma-
salalarga olib keladi. Lekin chizigli dasturlashda o'zgaruvchilar,
chegaralar soni chekli ekanligidan foydalanib, cheksiz gadam bo'-
la olmaslik ko'rsatiladi. BSCHD da esa har safar yangi chegara
go‘shilib borilaveradi, shuning uchun, gadamlar soni chegaralan-
ganligini boshgacha yo'l bilan ko'rsatish kerak bo'ladi.

Bir jadvaldan keyingisiga o'tish o ‘tish sikli deb yuritiladi, o‘tish
sikli statsionar sikl deb aytiladi, agar 0 < aM < aw bo'lsa,
o ‘tuvchi sikl deb aytiladi, agar 0 < awy < awo bo'lsa. Agar sikl
o‘tuvchi bo‘lsa, u holda a@ < —1 bo‘lganligi uchun, magsad
funksiyaning giymati kamida bir birlikka oshadi. Demak, che-
garalangan magsad funksiyada, chekli gadamdan keyin optimal
rejaga kelinadi.

Shunday qilib, asosiy muammo statsionar sikllar soni chega-
ralangan ekanligida bo‘lib, buni ko'rsatish uchun, oltish va sta-
tsionar sikllarni farglamasdan ko‘ramiz. Algoritmning chegara-
langanligini ta’minlash uchun, quyidagi uch o‘zgarishni kiritish
kerak bo‘ladi:

1) boshlang‘ich jadvalga qo'shimcha satr qo‘shib yoziladi;

2) hal giluvchi ustun yangi goida asosida tanlab olinadi;

3) hosil giladigan satr ham quyida berilgan goida bo'yicha oli-
nadi.

Jadvalga qo'shib yoziladigan yangi satr

n
XL = auo+ N2(-X]j) (3-15)
i=1
ko'rinishda bo'lib, aio butun son shunday tanlab olinadiki, (3.14)
shartlarni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy joiz rejaning nobazis Xi (i =
1,2,...,n) larning giymatida xi manfiymas, butun bo'‘lib qolishi
kerak. Bu L — satr hal giluvchi ustunni tanlashda muhim rol
o‘ynaydi. a\i (3.15)-tenglamadagi biror iteratsiyadan keyin j —
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ustunga mos kelgan koeffitsiyentni bildirsin. Har bir ctj vektor
uchun, yangi r3 vektor quyidagicha aniglanadi:

®n+lj ®n+mj \
P = (U alj aLj J

Musbat ajij larga mos r - vektorlarning leksikografik minimumi
re bo'lsin, unda t hal giluvchi ustun bo'lib xizmat giladi.

Endi hosil giladigan satrni aniglaymiz. Buning uchun, uni tan-
lash usulini keltiramiz, u algoritmning chekliligini ta’minlaydi.

Tanlash usuli. Biror satr keltiriladigan satr sifatida olinishi
mumkin, agar u tanlangan satr i uchun, biror chekli iteratsiyadan
keyin am < a® tengsizlik bajarilsa (bu tengsizliklarning barchasi
bitta jadvalda bajarilishi shart emas).

Bu usulni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy qoida joiz goida deb ata-
ladi. Bunday joiz qoidalar ko'p bo'lib, quyida shulardan bittasi
keltirilgan.

Faraz qgilaylik, ushbu

s= Vi) (3,16)

oi TE o
yangi chegara hosil gilingan bo'‘lsin. Jadvalning to‘g‘ri joizligi-
ni saglab golish uchun, hosil giladigan satr quyidagicha tanlab
olinishi kerak:

0< Qo <et (3.17)
ave
bu yerda
a _ s 00
aie>0 dtf

Biz V{£) orqgali (3.17) — shartni ganoatlantiradigan satrlar
to'plamini belgilaymiz.

Endi V(t) dan hosil giladigan satrni tanlab olishni ko‘rib chi-
gamiz. Anigki, agar o'‘tish siklli bo‘lsa > 1, ya'ni ay < ai0
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barcha i lar uchun, bajariladi. Shuning uchun, statsionar sikiIni
ko‘ramiz, unda < 1 bo'ladi.

Quyidagi

belgilashni kiritamiz.
Algoritmni bevosita keltirishdan avval joiz qoidani keltiraylik.
Qoida. a) Faraz qgilaylik, W(£). p —iteratsiyada hosil bodgan
to‘plamni bildirsin va uni elementlar soni bittadan ortiq bodsin:

Vp(E) = {ui, v2,...,vk+2}

u holda v G Vp(£) satr hosil giladigan satr sifatida olinadi, agar
v—satr Vi (£), W(£) to'plamlarda bodgan vj elementlarga nis-
batan avval paydo bodib va keyingi to‘plamlarning barchasida
ishtirok etib kelgan bodsa;

b) avval a) da olingan v —satr, v G V(£) bodgunga gadal
olinaveradi, agar vev (£) bodsa a) ga o'tiladi.

Endi to‘g‘ri usulning algoritmini keltiramiz.

1. Boshlangdch jadvalga (3.15) ga mos satr go'shilsin. Bu yerda
aio butun musbat son shunday tanlab olinadiki, (3.14) ni gano-
atlantiruvchi ixtiyoriy joiz rejaning nobazis x\, x2- --xn giymat-
larida xi > 0— butun bodishi kerak.

2. Optimallik sharti tekshirilsin: agar tiu, > 0 barchaj G J
lar uchun, o'rinli bodsa, masala yechilgan bodadi, aks holda 3 ga
o'tilsin.

3. ag > 0 ga mos keluvchi r3 vektorlarning leksikografik mini-
mumi re topilsin, bu ustun hal giluvchi ustun bodadi.

4. Quyidagi

to‘plamdan joiz qoida asosida hal giluvchi satr tanlab olinsin.
5. (3.16)-tenglamaga mos satr jadval tagiga yozilsin.
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6. at hal giluvchi ustun va oxirgi satr hal giluvchi satr deb
olinib, keyingi jadvalga o ‘tilsin.

7. Oxirgi satr tashlab yuborilsin va 2 ga o'tilsin.

Yugorida aytilganga asosan, boshlang'ich jadval to ‘g‘ri joiz bo*
lishi kerak. Bundan kelib chigadiki, algoritm samarador ishla-
shi uchun, mumkin gadar "yaxshi" bazis rejani aniglash kerak

bo‘ladi. Ko'pgina, tatbiqiy masalalarda bu "yaxshi" reja ma’lum
bo‘ladi yoki uni aniglash mumkin bo'ladi.

Endi to‘g‘ri algoritm uchun, sonli misol ko‘ramiz.

3-misol. Quyidagi BSCHD masalasi, odatdagidek, diagonal
holga keltirilgan bo'lsin:

Xq = x\ + x2 + £3 — >makx,

Xa = 22 + 2(—Xi) —(—X2) + 22(—£3),
X5 =6+ 2(-xt) - (~x2)+ 6(-x23),
2+ 2(—Xi) —5(—x2) + 2(—%),

£6

Xi = -(-£1),
X2 = -(-Xx2),
XS=  ( x3),

Xi, X2,...,X7> 0,
Xi, x2, ..., X7 - butun.

Qo‘shimcha chegarani quyidagicha kiritamiz:

xl = 10- £1 - x2- x3.

Boshlang'ich jadval quyidagi ko'rinishda bo‘ladi (3.10-jadval):
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3.10-jadval 3.11-jadval

1 - x1-x2 - Xs 1-5si ~x2-x3
xXq— 0 -1 -1 -1 xa= 1 1 -4 0
xa= 22 2 1 22 X4« 20 -2 13 20
I5= 6 2 -1 6 xr— 4 -2 5 4
Xq= 2 2 -5 2 xa 0 -2 1 0
17= 1 -4 1 1 x7= 5 4 -11 5
xi= 0 -1 0 0O xy= 1 1 -3 1
x2= 0 0 -1 -1 x2= 0 0 -1 O
zZ3= 0 0 0 -1 ws= 0 0 0 -1
xL = 10 1 1 xL = 0 -1 4 0
s1= 1 1 -3 1 Si= 0 -2 1* O

ol\ vektor leksikografik ma’noda minimum, demak, 1-ustun hal
giluvchi ustun bo'lib xizmat giladi.

(TW [an > 0)

nisbatning eng kichigiga x6- satrda erishiladi, u hosil giladigan
satr bo‘ladi V'o(l) = {6} hosil giladigan satr yordarnida (xqg satr
elementlarini 2 soniga bo‘lish orgali) hal giluvchi satrni topamiz.
Hal giluvchi element 1 ga teng, simpleks usul bilan keyingi jad-
valga o‘tamiz. Bu jalvalda a2 ustun hal giluvchi ustun bo‘lib,
V\(2) = {5, 6}. lekin x@—satr oldingi V'o(l) da ham ishtirok et-
ganligi uchun, uni yana hosil giladigan satr sifatida olamiz. Bu
joiz qoidadan kelib chigadi (3.11-jadval).

Bu jarayonni davom ettirsak 3.12-jadvalda quyidagi optimal
rejaga ega bo'lamiz: xi = 4, x2= 2, x3=0
QD



3.12-jadval

1 57 —s6 =%
3_- 6 1 0 5
xn - 0 7 -37 0
xz3 = 0 1 -1 0
Xq- 4 5 -7 4
x7= 15 -1 b 15
xi= 4 0 1 4
x2 = 2 6 -1 2
w3= 0 0 O 1
xL = 4 -1 0 5

Kombinatorik usullar

Kombinatorik usullarning asosiy g'oyasi ko‘p imkoniyatlar (re-
jalar) to'plamidan istigbolli, ya’ni optimal rejani o‘z ichiga olgan
to'plamni ajratib olishdir. Ayrim kombinatorik usullarda chizigli
dasturlashning usullari ishlatilmaydi. Bundan tashqari, ularning
chegaralanganligini isbotlash shart emas, bu ko‘p hollarda usul-
ning o‘zidan kelib chigadi.

Usullardan eng ko‘p ishlatiladigani va muhim ahamiyatga ega
bo:lgani tarmoglar va chegaralar usulidir. Bu usulni 1960-yilda
Lend va Doyglar taklif etgan bo‘lib, keyinchalik uning ko‘pgina
maxsus BSCHD masalalarini yechishda modifikatsiyalari topil-
gan. Xususan, tarmoglar va chegaralar usuli gisman BSCHD ma-
salasini yechish uchun, ham ishlatilishi mumkin.

Bu guruhga tegishli usullardan yana biri additiv algoritmdir. U
bul o‘zgaruvchili masalalarini yechishda ishlatiladi. Bu algoritm
ham ketma-ket ko'rib chigishlar sonini kamaytirish bilan xarak-
terlanadi.

Tarmoglar va chegaralar usuli

Bu algoritm gisman va tolla butun sonli masalalarni yechishda
ishlatiladi. Uning g'oyasi har safar masalani ikkita chizigli das-
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turlash masalasiga keltirish, ya’ni tarmogqlashdir. Shundan ke-
yin har bir tarmoqdagi chizigli masalani yechish bilan magsad
funksiyaning ekstremum qiymatiga quyi chegara topiladi. Bun-
day tarmoqlash jarayoni butun sonli optimal reja topilishiga
gadar davom ettiriladi. Bizga quyidagi BSCHD masalasi beril-

gan bo‘lsin:
n

L(x) = A aojXj —» max,
j-1
n

jHanXj i =1, 2, (O.IO)

0<X,<aj,j=12,..n,
Xj-butun, j=21,2. . . , n (319

Bunday masalani yechish uchun, tarmoqlar va chegaralar usuli
quyidagi gadamlardan iborat bo‘ladi:

1. Faraz qilaylik, (3.18), (3.19)-shartlar bilan n o‘Ichovli fazoda
chegaralangan, yopiq va gavariq Go soha aniglangan bo‘lsin;

2. Go sohada L(x) magsad funksiyaga maksimum giymat be-
ruvchi xo optimal reja topiladi. Agar xo (3.19), shartni gano-
atlantirsa, berilgan masala yechilgan bo‘ladi, aks holda keyingi
gadamga otilsin;

3. L(x0) ni £(Go) deb belgilansin va keyingi iteratsiyaga
o'tilsin;

Birinchi iteratsiya.

1 Optimal reja xq ni butunmas komjDonenti X, = X2
aniglansin. Go ni quyidagi usul bilan Gj1,, G~ to'plamlarga
ajratilsin:

G™ = {xGGO0:Xi < [xiO]},
G = {x GGOo:Xi> [xi( + *}

2. L{x) magsad funksiyaning G * to‘plamda optimal rejasi x »
topilsin. L(x) funksiyaning G ? to‘plamda optimal rejasi xY* to-
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pilsin. Quyidagi belgilashlar Kiritilsin:
{(G") = Lfx'®), f(G<2) = Lixf).

3. Optimallik sharti tekshirilsin: agar xf* (3.19) shartni
ganoatlantirib

f(G®) = mam G ?), f(G<2))
bo‘lsa, u holda masalaning optimal rejasi, aks holda keyingi ite-
ratsiyaga o'tilsin;

k+l-iteratsiya.

Faraz qilaylik, k ta iteratsiya bajarilgan bo'lib, Gk\ i =
1,2, to ‘plamlar hosil gilingan bo'lsin.

Lekin masalaning optimal rejasi topilmagan bo‘lsin. U holda,
quyidagi usul bilan £(Gj®), i = 1,2, rklaryordarnida istigbolli
toplam Gk aniglanadi.

1. to'plamni tarmogqlash uchun, rejadan butun bo‘l-
inagan komponenta tanlab olinib, quyidagi to'plamlar tuziladi:

<?$={* e Gi,): < W), € G ix, > M + 1}

2. Magsad funksiya L(x) ning GNJ, i = 1, 2 to‘lamda maksi-
mal giymati va optimal rejasi topilsin:
A6<) = L(xtf), f(Gjg) = £(xg),  Xx*D, Xs.

3. Optimallik sharti tekshirilsin: agar (3.19)-shartni gano-

atlantirsa, G\ to‘lam keyinchalik tarmoglanmaydi va u fiksirlab
go'yiladi. Bundan tashqari

J t

tenglik barcha oxirgi G~ to‘plamlar uchun, bajarilsa, X~ opti-
mal reja bo‘ladi, ya’ni masala yechilgan bo‘ladi. Aks holda, tar-
mogqlash iteratsiyasi davom ettiriladi.
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Algoritmning chekliligini (3.19)-shart ta’minlaydi. Shu bilan
birga algoritmdan ko‘rinib turibdiki, n\ soni ganchalik Kichik
bo‘lsa, iteratsiyalar soni ham shunchalik kam bo‘ladi. Yana, shuni
ta’kidlash lozimki Xi < xI0, yoki xt > [*0] + 1 chegaralar yan-
gi chegaralar bo‘lib, sohani "kichraytiradi” va shu bilan birga
hosil bo‘lgan yangi masalalarni yechish uchun, awalgi jadvallar-
dan foydalanish mumkin. Buning uchun, yangi chegaraga mos
satr jadval oxiriga go'shib yoziladi.

Tarmogqlar va chegaralar usuli aynigsa, butun sonli chizigli das-
turlash masalalarini yechishda samarador usullardan hisoblana-
di. Chunki bu holda tarmoglanish soni kam bo‘lib, optimal re-
jaga tezroq kelinadi. (3.19)-ko‘rinishdagi chegaralarni quyidagi
go‘shimcha masalalarni yechish orgali topish mumkin:

Xj — makx, (3.20)
n
NL&IN <, i —1; 2, .., T,
3=1
Xj>0,j=1,2,

Bunda dj — [Xjl.] = 1,2 bo'ladi, bu yerda
xNjpoo= 1,2, (3.20) magsad funksiyasining maksimal
giymatidir.

4-8. Transport masalasi

Transport masalasining umumiy qo‘yilishi quyidagicha A\,
A2, ....Ai,.., Am Dbir xil turdagi mahsulot bilan savdo giluv-
chi ta’minot punktlari bo‘lib, Ai — punktdagi mahsulot mig-
dorining hajmi at birlikka teng bo'lsin. Shu mahsulotlarni B\,
B2, B j,.., Bn iste'mol punktlariga targatish talab qilinsin.
Bunda Bj —iste’mol punktiga olib kelinishi kerak bo‘lgan mah-
sulot migdori hajmi bj birlikka teng bo‘lsin.
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Ai —ta’minotchidan Bj —iste’molchiga birlik mahsulotni olib
borish xarajati rlyso‘mga teng bo‘lsin. Ta’minot punktdagi mah-
sulotlarni iste’molchilarga eng kam xarajat bilan tagsimlash ta-
lab etilsin. Berilgan masalani yechish uchun, Xis bilan A*—
ta’minotchidan Bj —iste’molchiga tashib ketilishi mo'ljallangan
mahsulot miqdori belgilanib, masalaning matematik modeli tuzi-
ladi, ya’ni:

m n
-* min, (4.2)
i=i j=1
n
ANXI) = ai, 1= 1,2, 4.2)
3=1
m
N oA = bji j = 1j2,.., T, (4-3)
1=1
Xij> 0, i=1,2, j =12, ..,N. 4.4

liu yerda (4.2) har bir ta’minotchidan olib ketiladigan mahsulot
miqdoriga, (4.3) esa har bir iste’molchiga olib kelinadigan mah-
sulot migdori hajmiga bo‘lgan chegarani bildiradi, (4.1)-maqsad
funksiya deb atalib, u mahsulotlarni tashib ketilishining umumiy
xarajatini aniglaydi. Demak, (4.1), shu umumiy xarajatni mini-
mum qilish kerakligini bildiradi.

(4.2), (4.3) va (4.4)-shartlarni qganoatlantiruvchi vektorlar
t.o'plami mos transport masalasining rejalar toplami deb ata-
ladi. Rejalar to'plamiga tegishli bo‘lgan har bir x13 vektor mos
transport masalasining rejasi deb ataladi.

Shunday qilib transport masalasining qo‘yilishi quyidagidan
iborat: rejalar to'plamidan shunday rejani aniglash kerakki, u

(4.1) magsad funksiyaga minimal giymat bersin.
n

m
I-ta’rif. Agar _521a| =52 tenglik bajarilsa, mos transport
1= i=1
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masala yopik transport masalasi, aks holda ochiq transport ma-
sala deb ataladi.
1-teorema. Ixtiyoriy yopiq transport masalasi yechimga ega.
Isbot. Teorema shartiga ko‘ra,

=1 j=I
m m
Quyidagi belgilashni kiritaylik: ~aj = ~ft; =p>0.U holda
i— j—+
xfi —"™2.i —1-2 ,m, j = 1,2,...,n reja bo‘ladi, hagigatan,
Xij > 0 tengsizlik ixtiyoriy i = 1,2, j = 1,2,...,n larda
o‘rinli bo'lishliligi tushunarli, bundan tashqari
n e n m m . L. m
fljoj \ A atbj Q
? 7N j~a" x'j ~
i=1 3=1 F roj=1 *= i=1 ~ K i=1

demak, (4.2), (4.3) va (4.4) shartlarning barchasi bajariladi.
Ko‘rsatamizki, rejalar to‘plamida

2= 2 2> CiiXij

i=1 3=1
maqsad funksiya ham yuqoridan, ham quyidan chegaralangan.
Quyidagi belgilashlarni kiritaylik: d = min c' = maxA, u

mn a1l a

holda bir tomondan z = 52 52 cijxij » ¢"52 52 xij = ¢"52 a%-~
1=1j=I 1 jF=l i=

m n m n
c¢"p, ikkinchi tomondan z = 52 52 cijxij > 1-52 52 Xij —
i—j— i—lj=1
d52ai — demak, dp < z < d'p. Shunday qilib, bo‘sh

2=1
bo‘lmagan rejalar tolplamida maqsad funksiya chegaralangan

ekan, bundan kelib chigadiki, masala yechimga ega. Teorema is-
bot bo‘ldi.
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Ochiqg transport masalasida ikkita hoi bo'lishi mumkin: a)
m n m n
52, ai > 52 bj - ta’minot iste’moldan ortig; b) 52|ai < 527j~
1= J:1 1= j:l
iste’mol ta’minotdan ortig. Ikkala holda ham maqgsad funksiya

ko'rinishi o‘zgarmaydi. Birinchi a) holda soxta B n+\ —iste’molchi
m n

punkt, uning talab mahsulot migdori~bny — 52 ai 52 by,
i=1 j=1
ikkinchi b) holda soxta Am+\ —ta’minotchi punkt Kiritilib, uning
m n
mavjud mahsulot migdori-am+i = 52 k —52 aj Sa deb olinadi.

*=j J =l
4-1-jadval
‘minot- Iste’molchilar Mavjud
Tacrr?illggt inahsulotlar
Bx b2 Bj Bn  migdori
Cli c12 Clj
Ai ) Cln ax
(ol 2 -.. ~on
A2 G ©
n
Cn a2 o]
A ] Gn di
z
Am m Qry om
labl m it
Talablar h * bi n E G= bi
' =197 AN

Soxta istemolchi Bn+\ bo‘lgan a) holda, barcha ta’minotchilar-
dan bu iste’molchiga mahsulotni olib borish xarajatlari nol deb
olinadi, ya’ni: cin+1 = 0, i = 1,2, Aslida, bu yo'nalishlar
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bo‘yicha mahsulot tashilmaydi. Soxta ta’minotchi Am+i bo‘lgan
b) holda ham, undan barcha istemolchilarga mahsulot tashish
xarajati nol deb olinadi, ya’ni: cm+\j = 0,j = 1 , 2 Bu
holatlarda optimal rejada eng kam xarajatga ega bo‘lgan yechim
to‘gri keladi.

Bu mulohazalardan kelib chigadiki, har vaqt ochiq transport
masalasini yopig transport masalasiga keltirish mumkin ekan.
Shuning uchun, umumiylikka zarar keltirmagan holda, masala-
ning yechish usullari fagat yopiq (4.1)—(4.4) ko'rinishdagi trans-
port masalasi uchun, berilishi yetarli bo‘ladi. (4.1)—(4.4) trans-
port masalasini quyidagi jadval ko‘rinishda berish, berilgan ma-
salaning yechish usullarni bayon gilishda qulaylik tug'diradi.
Bunda xarajatni bildiruvchi <} sonlari kataklarning o‘ng yuqori
burchagiga yoziladi. Oxirgi ustun va satrlarga mos ravishda
ta’minot punktlarida mavjud bo‘lgan va iste’molchilarga zarur
bo‘lgan talab —mahsulot migdorlari yoziladi.

1. Boshlang‘ich rejani aniqglash usullari

Shimoliy — g‘arb burchak usuli. Bu usul b\ — iste’mol-
chining talabini A\ — ta’minotchining mavjud mahsuloti bilan
gondirishdan boshlanadi. Agar talab to‘la qondirilsa (buning
uchun, ai > b\ bo‘lishi kerak), unda A\ ta’minotchining ortib qgol-
gan mahsuloti bilan B2 iste’molchining talabi qondirishga o'tiladi
va hokazo. Mabodo, A\ ta’minotchi B\ iste’molchining talabini
to‘la gondira olmasa, u holda A2 ta’minotchining mahsulotidan
foydalanishga o‘tiladi va uning yordarnida B\ iste’molchining ta-
labi, yoki to‘la, yoki gisman gondiriladi. Yopiq transport masala-
si garalayotganligi sababli, bu jarayon ta’minotchilarning barcha
mavjud mahsulotlarini iste’molchilarga to‘la targatib bo'lgunga
gadar davom ettiriladi. Bu jarayonning har bir gadamida, yoKki
mos ta’minotchi mahsuloti to‘la targatib bo'linadi, yoki mos
iste’molchi talabi to‘la gondiriladi.
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4-2jadval

‘minot- Iste’molchilar Mavjud
T?:r?iqllanrOt ; . mahsulotlar
Si b2 S3 Bi b5 miqdori
’ ° ? ; : 100
80 20
A2 ° 4 3 4 S
40 110 0 150
’ ! ’ ’ ° 200
N\
3 180 20
3 4 5 4 8
150
150
Talablar 80 60 110 180 170 600

Mabodo, ikkala hoi bir paytda ro‘y bersa, ya’ni bir nech-
ta ta’minotchilarning mavjud barcha mahsulotlari to‘la tagsim-
lanib, mos iste’molchilarning talablari to‘la qondirilsa, bunda
rrios 0‘ng katakka, yoki pastdagi katakka nol soni yozib go‘yiladi.
Ayrim kataklarga bunday nollarni yozish bilan xosmas (bu hag-
da quyida aytilgan) boshlang‘ich reja hosil gilinadi. Bu usulni
guyidagi misolda bayon etamiz. A\, A2. As, A4 ta’minotchilar
bo‘lib, ularning mahsulot migdorlari mos ravishda a\ = 100,a2 —
150, a3 = 200, a4 = 150 ra teng bo‘lsin. Shu mahsulotlarga ehtiyo-
ji bo'lgan B\,B2,B3,B4,Bs iste’molchilar bo‘lib, ularning mah-
sulotga bo‘lgan talablari mos ravishda b\ = 80,b2 — 60,63 =
110,& = 180,65 = 170 ga teng bo'lsin. Ai ta’minotchidan
Bj — iste’molchiga birlik mahsulot tashish xarajati ct) quyidagi:
(‘n=50C2=6,03=9,c4=8,C5=3 Q=9 c2=4c23=3
C4 = 4,c5 = 5 @1 =8,c2=7,383=9,c34=2,c3 = 541 =
3,G: = 4,¢43 = 5,¢c#4 = 4,Gs = 8 sonlar bilan aniglangan
bodsin. Bu masalani 4.1-jadval kabi, quyidagi ko‘rinishda yoza-
miz:
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A\ ta’minotchining mavjud mahsuloti 100 ga teng. Bu hajm-
dagi mahsulot yordarnida eng kichik tartib ragamli iste’molchi
bo‘lgan B\ ning talabini gondirishdan boshlaymiz: 100 ning 80
birligi B\ ga ajratiladi, golgan 100-80=20 birlik mahsulot B2
iste’molchiga beriladi, undan so‘ng bu iste’molchiga yetishma-
gan 60-20=40 mahsulot migdori A2 ta’minotchi mahsuloti bi-
lan todiriladi. A2 ta’minotchining golgan 150-40=110 mahsulo-
ti Bs iste’molchining talabi bo‘lgan 110 uchun, yetarli. Shunday
gilib, bu gadamda Ai, A2 ta’minotchilarning mahsulotlari to‘la
tagsimlanib bo'lindi va Bi, B2. B3 iste’molchilarning talablari
to'la gondirildi. Shuning uchun, o‘ng tarafdagi katakka nol soni
yozib qo'yilgan (4.2-jadval).

Endi A3 ta’minotchining mavjud mahsulot miqdori va Ba is-
te’molchining talab mahsulot miqdorlari garaladi. 4.2-jadvaldan
ko'rinib turibdiki, ta’minotchining mavjud mahsulot migdori
(200) iste’molchining talab mahsulot migdori (180) dan katta,
shu sababli A3z ta’minotchining mahsuloti bilan B4 iste’molchi
talabi to‘la qondiriladi. Mos katakka 180 soni yozilgandan so‘ng,
o‘ng katakka o'tiladi, bu bilan As ta’minotchida golgan 20 bir-
lik mahsulot migdori B& iste’molchiga beriladi. Shundan so‘ng
A3z ta’minotchining mahsulot migdori tugaydi, shu sababli past-
ki katakka o‘tiladi, hamda Az ta’minotchining mavjud mahsu-
lot migdori (150) bilan B$ iste’molchining golgan talabi (150)
tola gondiriladi. Bu jarayon asosida boshlang‘ich reja tagsimoti-
ga ega bo‘lamiz: xu = 80, x\2 = 20, X13 = Xu = Xi15 =
0, x2i = 0, x22 = 40, x23 = 110, x24 = X25
£33 = 0, X34 = 180, Xs5 = 20, Xa1 = X42 = Xa3 = Xaa =
0, £45 = 150. Bu boshlang‘ich rejaga mos kelgan umumiy xara-
jatni aniglash uchun, ikkita son yozilgan kataklardagi sonlarni
0°‘zaro ko‘paytirib yig‘indisini topish kerak bo'ladi. Ko'rilayotgan
misol uchun, topilgan boshlang'ich rejaga mos umumiy xarajat

1
o
X
w
=
1
X
w
N

|
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580+ 620+ 440+ 3 w110+ 2ml180 + 520+ 8 «150 = 2670

birlikka teng bo‘ladi.
Minimal baholi usul. Bu usulning mohiyati shundan iborat-

ki, awal eng kichik son yozilgan katak tanlab olinib (agar bun-
day kataklar soni bittadan ko‘p bo‘lsa, ularning ixtiyoriy bittasi
tanlab olinadi), bu orqali iloji boricha ko‘p mahsulot jo'natiladi.
Anigrog‘, shu katakka mos ta’minotchi va iste’molchi mahsu-
lot miqdorlarining eng Kkichigi yoziladi. Bunda, albatta, yoki
iste’molchi talabi to‘la qondirilgan bo‘ladi, yoki ta’minotchining
mabhsuloti to‘la sarf bo‘ladi, yoki ikkalasi ham bajariladi. Shun-
dan so‘ng yoki mos ustun, yoki mos satr, yoki mos ustun,
satr katak elementlari keyingi hisoblashlarda ishtirok etishmay-
di. Bundan keyin, qolgan katak elementlaridan eng kam xarajatli
bo‘lgani tanlab olinib, shu katakka mos tagsimlanish yuqoridagi
kabi amalga oshiriladi. Shundan so'ng oldingi jarayon takrorlana-
di va bu jarayon barcha ta’minotchilarning mahsulot miqgdorlari
to‘la tagsimlanib, talablar to‘la gondirilguncha davom ettiriladi.
Bu usulni yugorida ko'rilgan misolda bayon gilamiz.

4-3-jadval
Ti;?w“g}ot- _ Iste ’molcr-ﬂlar mai':/sli\llggli i
Bi b2 b3 Bi BS miqdori
. 5 6 9 8 3
Al 100 100
9 4 3 4 5
Az 40 110 150
8 7 9 2 5
" 180 20 200
3 4 5 4 8
a4 80 20 50 150
Talablar 80 60 110 180 170 600
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4.3-jadvaldan ko‘rinib turibdiki, eng kam xarajat 2 ga teng
bodib, u A3B4 katakda joylashgan. Unga mos kelgan talab 180,
berish mumkin bodgan mahsulot esa 200 ga teng. Shuning uchun,
bu katakka 180 yozilgan. Shundan so‘ng iste’molchi talabi toda
gondirilgani uchun, keyingi hisoblashlarda B4 ustun katagida joy-
lashgan xarajat sonlari ishtirok etishmaydi. Qolgan kataklardagi
eng kichik element 3 bodib, u A\B§, A2B3, A4B1 kataklarida joy-
lashgan. Shu kataklardan birortasi, masalan, A1Bs tanlab olin-
gan bodsin. U katakka mos kelgan talab bilan, mavjud mahsu-
lot migdorining eng Kichigi 100, demak, bu katakka 100 yozilgan
bodishi kerak. Shundan song Ai ta’minotchining mahsuloti tu-
gaydi. Shu sababli keyingi hisoblashlarda A\ satr katak element-
lari ishtirok etishmaydi. Qolgan katak elementlarining eng Kichigi
3 bodib, u 263, AsB1 kataklarda joylashgan. Ulardan birortasi,
masalan, As4B1 tanlab olingan bodsin. Bu katakka mos kelgan
mavjud mahsulot miqgdori 150, talab esa 80 ga teng. Shuning
uchun, ushbu katakka 80 yozilgan. Shundan so‘ng iste’molchining
talabi toda qondirilgan bodadi. Bundan keyingi hisoblashlarda
B\ ustun katak elementlari ishtirok etishmaydi. Qolgan katak-
lar elementlarining eng kichigi 3 bodib, u A2B3 katakda joy-
lashgan. Ushbu katakka mos kelgan iste’molchining talabi 110,
ta’minotchining mavjud mahsulot miqdori 150. Demak, A2B3
katakka 110 soni yoziladi va bu bilan keyingi hisoblashlarda B?:
ustun katak elementlari ishtirok etishmaydi. Qolgan katak ele-
mentlarining eng kichigi 4 bodib, u A2B2, A2B4, A4B2 va A41B4
kataklarida joylashgan, bunda B4 ustuniga to‘g‘ri kelgan A2B4
va As4Ba4 kataklari hisobga olinmaydi, chunki B4 iste’molchi ta-
labi toda gondirilgan. Shuning uchun, A2B2 katakka 40 (chunki
A2 ta’minotchida 40 mahsulot migdori qolgan edi), A4B2 ga 20
sonlari (chunki B2 iste’'molchiga yana 20 mahsulot migdori kerak
edi) yozilgan. Mahsulotlari tugagan ta’minotchilarga va talablari
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to‘la gondirilgan iste’molchilarga mos kclgarsatr va ustunlardagi
kataklar elementlari hisobga olinmagan holda, eng kichik xara-
jatni topamiz, u 5 ga teng. Bu son AsBs katakda joylashgan.
Ushbu katakka A3z ta’minotchida golgan 20mahsulot miqgdorini
yozamiz. Oxirgi A4.B5 katak goldi, unga 50 soni yozilish kerak.

Shunday qilib 4.3-jadvalda boshlang‘idi tagsimotni hosil
gildik, unga asosan: x15 = 100, X22 = 40 £23 = HO; —
180, £35 = 20, X41 = 80, X42 = 20, £45 = 50. Bu boshlang‘ich
rejaga mos kelgan xarajat 3100+ 4 40 +3 «110+ 2180+ 5
20+ 3+80 + 4 W20 + 8 50 = 1970 ga teng boladi.

Demak, ushbu usul yordarnida topilgan boshlang‘ich rejaga
mos xarajat, shimoliy-g‘arb usulida topilgan boshlang‘ich reja
xarajatiga garaganda kichik, bunga sabab, oxirgi usulda aniglan-
gan boshlang'ich reja berilgan xarajatlarni hisobga olgan holda
tuzildi.

Ikki karra afzalroq usul. Bu usulning mohiyati quyidagicha:
avval har bir satrda eng kichik elementli latak (kataklar) tan-
lab olinib yj bilan belgilanadi, keyin har bir ustunda eng kichik
elementli katak (kataklar) ham vy/ bilan belgilanadi. Shundan
so‘ng ayrim kataklar y/y/ belgili, ayrim kataklar yf belgiga ega
bo‘lishadi. Ikki belgili y/y/ kataklarning har biriga mos ravishda
talab va mavjud mahsulotlarning eng kichigi yoziladi. Agar bu ja-
rayon davomida mavjud mahsulotlar migdorini iste’molchilarga
to‘la tagsimlashga erishilsa, unda boshlang‘ich reja aniglangan
bo‘ladi. Aks holda bir belgili yj kataklarga o'tiladi va ularning
har biri uchun, mos ravishda mavjud mahsulotlar talab asosida
tagsimlanib chigiladi.

Mabodo, bu jarayon davomida barcha mavjud mahsulotlar
miqdori iste’molchilarga to'la tagsimlanib chigilsa, mos bosh-
lang‘ich reja aniglanadi. Aks holda, ortib golgan mahsulot mig-
dori ikkinchi —minimal baholi usul yordarnida iste’molchilarga
to'la tagsimlanadi va mos boshlang'ich reja aniglanadi.
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4-4~jadval

"mMinot. Iste’molchilar Mavjud
Ta mnot mahsulotlar
chilar By b2 b3 B4 b5 miqdori
5 6 9 8 3
v 100
100
. 9 VvV 4 vv3 4 5
Ai 150
40 110
8 7 9 yvA 5
3 200
180 20
vV3 V 4 5 4 8
Ak 150
80 20 50
Talablar 80 60 110 180 170 600
Yugorida ko‘rilgan misolga uchinchi usul —ikki karra afzalroq
usulini go'llaymiz. 4.4-jadvaldan ko'rinib turibdiki, birinchi A\
satrda eng kichik element 3 ga teng va u beshinchi ustunda

joylashgan, shu sababli bu katakka y/ belgi go‘yiladi. Ikkinchi
A2 satrda eng kichik element 3 ga teng va u uchinchi B3 ustunda
joylashgan, shu sababli bu katakka y/ belgi go‘yiladi. Uchinchi A%
satrda eng kichik element 2 ga teng va u to‘rtinchi B4 ustunda
joylashgan, shu sababli bu katakka yj belgi go'yiladi. To‘rtinchi
A4 satrda eng kichik element 3 ga teng va u birinchi B\ ustunda
joylashgan, shu sababli bu katakka ham y/ belgi go'yiladi.

Xuddi shu jarayon ustunlar bo‘yicha ham go'llanilsa, AiBS5,
A2B3, AsB4, A4sB1 kataklar y/y/ belgini oladi, A2B2 A4B:2
kataklari esa bir marta y/ belgini oladi. Avval y/y/ belgili katak-
larning har biriga mos talab va mavjud mahsulot migdorlarni
hisobga olgan holda tagsimotni aniglaymiz. A\B$ katakka mos
kelgan talab 170 bo‘lgan holda, mavjud mahsulot migdori 100,
shu sababli ushbu katakka ularning eng kichigi bo‘lgan 100 soni
yoziladi. Endi ikki belgili A2-B3 katakni garaymiz, unga mos kel-
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gan talab 110 bo‘lib, mavjud mahsulot migdori 150, demak, ular-
ning eng kichigi bo‘lgan 110 soni ushbu katakka yoziladi. Keyin-
gi ikki belgili katak A3.B4, unga mos kelgan talab 180, mavjud
mahsulot miqdori esa 200, shu sababli bu katakka 180 soni yozil-
gan. Oxirgi ikki belgili katak A4B Xbo'lib, unga mos kelgan talab
miqgdori 80 va mavjud mahsulot 150, demak, ushbu katakka 80
yozilgan. Endi bir belgili kataklarga o'tamiz. Bir belgili A2B2
katakka mos kelgan talab 60, ammo A2 ta’minotchining qolgan
mahsulot migdori 40 ga teng, shu sababli ushbu katakka 40 so-
ni yozilgan. Navbattagi bir belgili katak A4B2 bo'lib, unga mos
kelgan talab 20 ga teng, A4 ta’minotchida ham 20 migdorida
mahsulot golgan, shu sababli ushbu katakka 20 soni yozilgan.
Natijada A3 va A1ta’minotchilarda mos ravishda 20 va 50 miq-
dorida mahsulot migdorlari goldi, hamda Bs iste’molchining ta-
labi gondirilmadi. Shu ikki katakka nisbatan minimal baholi usul
go'llanilsa, A3Bs katakka 20 mahsulot miqdori, A4Bs katakka 50
mahsulot miqdori yoziladi. Bu bilan barcha ta’minotchilarning
mavjud mahsulot miqgdorlari iste’molchilarga to‘la tagsimlandi.
4.4-jadvalga asosan, boshlang‘ich tagsimot hosil gilindi, demak:
£15 = 100, x22 = 40, x23 = 110, x34 = 180, x35 = 20, x41 =
80, x42 = 20, £45 = 50. Bu boshlang‘ich rejaga mos kelgan xara-
jat 3mL00+4-40+3 ¢110+2180+5 @ 0+3+80+4-20+8 «50 = 1970
ga teng bo'ladi.

Bu yerda ham, awalgi usuldagidek magsad funksiyaning qiy-
mati 1970 chigadi (lekin bu, umuman har vaqt ham teng chigadi,
degani emas). Endi boshlang’ich reja yordarnida optimal rejani
topish usullaridan bo‘lgan potensiallar usulini ko‘rib chigamiz.

2. Potensiallar usuli

Bu usul bilan, avval aniglangan boshlang‘ich reja yordarnida,
ketma-ket mavjud mahsulotlarni gayta tagsimlash orgali opti-
mal reja topiladi. Bu jarayon xarajat jadvali yordarnida amalga
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oshiriladi. Bunda, eng e’tiborlisi, agar reja buzilmagan bo‘lsa,
har bir gadamdan so'ng magsad funksiyaning gqiymati kamida
bir birlikka kichiklashib boradi. Bu bildiradiki, ushbu usul, chek-
li iteratsiyadan so‘ng, albatta, optimal rejaga olib keladi. Shu
bilan birga ma’lum kriteriya yordarnida optimal reja topilgani,
yoki topilmagani, har bir gadamda, kuzatib boriladi.

Bundan keyin x = (in, £12, e xmn) vektor bilan biror reja
belgilanadi. Ya’ni ushbu vektorning komponentalari (4.2)—4.4)
shartlarni gqanoatlantiradi.

Demak, ta’rifga asosan:

n
min E E CijXij —
j | :|j |

x>0 i=12 ..m,j=12,

bu yerda yig‘indining minimumi barcha rejalar bo'yicha olinyap-
ti.

2-ta’rif. (4.1)—4.4) masalaning yechimini ifodalovchi x* =
(en, x4M2, ....x*mn) reja optimal reja deb ataladi.

3-ta’rif. Agar x —(in, £12, ...,£m) rejaning musbat kompo-
nentalari soni n + m — 1 dan ko‘p bo'Imasa, bunday reja tayanch
reja deb ataladi.

4-ta’rif. Agar x = (in, £12, » xmn) tayanch rejaning musbat
komponentalari soni, aynan n + m —1 ga teng bo'lsa, bunday
reja buzilmagan tayanch reja, aks holda buzilgan tayanch reja
deb ataladi.

78



2-teorema. Biror x* = (rc”, tayanch reja beril-
gan transport masalasining optimal rejasi bo‘lishligi uchun:

U* + V* = Cij, agar x* > 0,
U* + V* < dj, &gar x*j = 0,
i=1,2,..m, j=12, n

shartlarni ganoatlantiruvchi n + m ta U* V* i =
1,2, j = 1,2,...,n sonlarining mavjud bolishiligi yetarli
va agar x* = (rr®, x*2,...,2;™) buzilmagan reja bo‘lsa zarur
hamdir. Bunda U¥ Ba Vi* lar mos ravishda taminotchi va
iste molchilaming potensiallari deb ataladi.

Isbot.  Yetarliligi.  Chizigli  dasturlash  nazariyasida
ko‘rsatiladiki; to‘g‘ri va unga ikkilamchi bo‘lgan masalalarning
magsad funksiyalarining optimal rejadagi giymatlari bir-biriga
teng bo'ladi. Shu bilan birga quyidagi teorema o‘rinli bo'ladi
(uning isboti keltirilmaydi).

3-teorema. Agar to‘g‘ri masalaning i — sharti optimal reja-
da tengsizlik ko‘rinishda bo‘lsa, unga mos ikkilamchi masalaning
optimal rejasining i — komponentasi nolga teng bo‘ladi. Agar
ikkilamchi masalaning optimal rejasi i — komponentasi musbat
bo‘lsa, unga mos to ‘g‘ri masalaning i —chegarasi optimal rejada
tenglik holda bo‘ladi.

Bu teoremadan kelib chigadiki: a) mahsulot soni (xtJ > 0)
yozilgan kataklar uchun, potensiallar yig'indisi shu katakka mos
kelgan xarajatga teng bo'lishi kerak, ya’ni

4“Vj — Ciji

b) mahsulot soni yozilmagan {xtJ = 0) kataklar uchun, potensial-
lar yig‘indisi shu katakka mos kelgan xarajatdan kichik yoki teng
bo‘lishi kerak, ya’ni

Ui + Vj< Cij. (4-5)
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Endi, bevosita topilgan boshlang‘ich rejalarni "yaxshilash",
ya’ni optimal rejani aniglash ko‘rib chigiladi.

Agar biror band bo‘lmagan katak uchun, (4.5)-shart o‘rinli
bo‘lmasa, topilgan reja optimal emas, uni "yaxshilash" kerak
bo‘ladi. Potensiallar usuli bir nechta bosgichdan iborat.

Potensiallarni aniglash. Uu Vj potensiallar har bir berilgan
reja uchun, tuziladi va bunda

Ui+ Vj = aj (4.6)
tenglamalar sistemasidan foydalaniladi. Berilgan rejaning band
kataklari soni n + m —1 ta bo'lganligi sababli, ularga mos ra-
vishda tuzilgan (4.6) —tenglamalar sistemasi ham n+ m —1ta,
o'zgaruvchilar soni esan+m ta. 0 ‘zgaruvchilar soni tenglamalar
sonidan bittaga ko‘p bo‘lganligi sababli, biror o‘zgaruvchiga aniq
giymat beriladi, odatda, buning uchun, band kataklari nisbatan
ko‘p bo‘lgan At satr tanlanib, Ui — 0 deb olinadi. Shundan
keyin, golgan potensiallarning giymatlari (4.6)-tenglamalar sis-
temasidan bir giymatli aniglanadi. Masalan, 4.4-jadvalda keltiril-
gan boshlang‘ich rejaga mos potensiallarning giymatlarini topish
kerak bo‘lsin. Buning uchun, 4.4-jadvalga shu potensiallar giy-
matlarini ko‘rsatadigan go'shimcha ustun va satr kiritiladi. Band
kataklar AiB8, A2B2, A2B3, A3B4, A3Bb5, A4B1. A4B2, A4BDb
bo‘lib, ularning soni n + m —1 — 8 ga teng bo‘lganligi uchun,
berilgan boshlang'ich reja buzilmagan rejadir. Shu band kataklar
uchun, mos (4.6)-tenglamalar sistemasini tuzamiz:

Ul\+ Vb= 3, U2+ V2=4, U2+ V3= 3, t3+ W4a=2, .

U3+ y5= -5 U4+ V1l=3 U4+ v2=14 U4+ v5=8 1 m)

Bu tenglamalar sistemasi 8 ta tenglamadan va 9 ta no-
ma’lumdan iborat.

A4 —satrda band kataklar soni ko‘p bo‘lganligi sababli Us —0
deb olinadi. U holda J\= —5, U2 =0, t/3= —3, W\ =3, V2=
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4, V3 = 3, = 5, V5 = 8 giymatlar (4.7)-tenglamalar sis-
temasidan topiladi. Ular go‘shimcha ustun va satr kataklariga
mos ravishda yozib qo'yiladi. Bular boshlang'ich rejaning poten-
siallari bo‘lib xizmat giladi. Band bo‘Imagan kataklar uchun, op-
timallik sharti — (4.5) tekshiriladi, agar (4.5)-tengsizlik barcha
kataklar uchun, o‘rinli bo‘lsa, mos reja optimal bo‘lib, masala
yechilgan hisoblanadi, aks holda (4.5)-shart bajarilmagan katak-
ka mos ravishda musbat Ul+ VJ—clJ —soni katakningyuqorisiga
gavs ichiga plyus belgisi bilan yozib go'yiladi.

4-5-jadval
Wmlnot- Istc’molchilar Mavjud
chllur . mahsulotlar
U\ lh Bi b5 migdori
w3 4 3 5 8
/ 5 ° ° ? | 3 100
It -
100
9 4 3 (+ +3) 5
A2 0 (+D 4 () -
4 110 N
8 7 9 2 5
A3 -3 200
180 20
3 4 5+ 4 8
ad 0 + +3 150
80 20 50
Talablar 80 60 110 180 170 600

Ko‘rilayotgan sonli misolda A\ —satr kataklari uchun: —5 +
3—5= <4, b+4—6=—, 5-h3—9=—11, -5 +5-8 =
—8, A2 —satr kataklari uchun:5 —2 —9 = —6, 5+ 0 —4 =
1, 5+ 3—5 = 3. Demak, A2B4 Ba A2Bs kataklarda optimallik
sharti buzilar ekan. Shuning uchun, ularga mos ravishda Uz +
V2 — = +1, U2+ V6 — (5 = +3 sonlari yozilgan; A% — satr
kataklari uchun: 2 —2—8= —8,2—1—7= —6, 2—2 —9 =
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—9; A* —satr kataklari uchun: 0+ 3—5= —2, 04-5—4 = +1,
Demak, A4B4 katakda ham optimallik sharti buziladi, shuning
uchun, u katakka [/4 + V4—c44 = +1 soni yozilgan. Shunday qilib,
uchta A2Ba, A%Br, Ba A+B+ kataklarda (4.5)-optimallik sharti
bajarilmaydi.

3. Yopiq zanjir tuzish va mahsulotlarni gayta tagsim-
lash

1-bosgichda gavs ichida plyus sonlari bilan aniglangan katak-
lardan eng katta son yozilgan katak ajratib olinadi(mabodo bun-
day kataklar bir nechta bo‘lsa, ularning ixtiyoriy bittasi tanlab
olinadi) va keyinchalik bu katak band katakka aylantiriladi (bu
bilan yangi bitta band katak paydo bo'ladi).

Biz ko‘rayotgan misolda bunday katak AzB~+Z) dir. Bir
uchi shu katakda, qolgan uchlari boshga band kataklarda
yotgan, tomonlari gorizontal yoki vertikal ko‘rinishda bo‘lgan
ko‘pburchak yasaladi. Ko‘rsatiladiki, bunday ko‘pburchak har
vaqt yagona aniglanadi. Bu ko‘pburchakning boshlang‘ich uchi
A2Bs ni <C + 3> bilan belgilanib, golgan uchlarini ketma-ket
<£. — va<C+ ™ bilan belgilanadi. Shundan so'ng <C — ">
uchlarga mos kelgan mahsulot miqgdorlarining eng kichigi aniqla-
nadi.

Ko'rilayotgan sonli misolda (4.5-jadval) ko‘pburchak uchlari
A2B8. A2B2, AsB2 va A4B5 kataklardan iborat bo'lib, <C —
uchlardagi minimal mahsulot migdori 40 A2B2 katakda joylash-
gan. Shu minimal mahsulot migdori ko‘pburchakning <g + 3>
bilan belgilangan boshlang‘ich A2Bs uchiga o'tkaziladi va boshga
<C + 2>bilan belgilangan uchlardagi mos mahsulot miqdorlari-

ga go‘shiladi, -C —  bilan belgilangan uchlarga mos mahsulot
migdorlaridan ayiriladi. Bunda minimal mahsulot migdori joy-
lashgan » uchdagi katakka mahsulot migdori yozilmaydi.

Agar eng kam mahsulotli kataklar soni bir nechta bo‘lib golsa,
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u holda bu kataklarda, ayrilgandan keyin hosil bo‘lgan nol soni
saglab qgolinishi kerak, chunki band kataklar soni m + n —1 ta
bo’lishi shart.

4-6-jadval
Ta’minot- Iste’molchilar Mavjud
chilax . . mahsulotlar
Bi b2 b3 Bi b5 miqdori
1Y| 3 4 6 5 8
5 6 9 8 3
Ax -5 100 100
A 3 9 4 3 4 5
b 150
110 40
e 3 8 7 9 2 5
180 20 200
3 4 (+)5 (+)H4 8
0 (+15 (+) 5
80 60 10
Talablar 80 60 110 180 170 600

Ko‘rilayotgan misolda A2B2 katakda eng kam mahsulot mig-
dori 40 ga tengdir, bu mahsulot migdori A2-B5 katakka o‘tkaziladi
va A4B2 katak <C + 3> belgili bo‘lganligi uchun, undagi 20 mah-
sulot miqdoriga 40 soni qo‘shiladi va hosil bo‘lgan 60 soni yozi-
ladi, A4B5 katak <C — S> belgili bo‘lgani uchun, undagi mos
mahsulot migdori 50 dan 40 soni ayiriladi va hosil bo‘lgan 10
soni yozib go‘yiladi, bu bilan quyidagi 4.6-jadval hosil bo‘ladi.

A2-Bs katak band boilib goldi, shuning uchun, potensiallar giy-
matlari ham mos ravishda o‘zgarishi kerak. Bu quyidagi poten-
siallarni o'zgartirish bosqgichida amalga oshiriladi.

4. Potensiallarni o‘zgartirish

Yuqoridagi jarayon natijasida yangi band katak hosil bo‘lib go-
ladi, demak, bu katak uchun, optimallik sharti (4.6) —tenglik ba-
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jarilishi kerak. Bu esa potensiallarning giymatlarini o'zgartirishga
olib keladi. Bunda, shunga harakat gilish kerakki, natijada giy-
mati o'zgaradigan potensiallar soni iloji boricha eng kam bo'lsin
(aslida, bu yerda ikkita yo‘l bor, yoki ta’minotchi potensiali
giymatini, yoki iste’molchi potensiali giymatini o'zgartirish).
Ko'rilayotgan misolda, yangi band katak ” 2-65 uchun, U2 + \k =
s tenglik bajarilgan bo'lishi kerak, demak, yoki Uz ni, yoki V5 ni
0°‘zgartirish kerak bo‘ladi.

4.6-jadvaldan ko‘rinib turibdiki, buning uchun, U2 ning qiy-
matini kamaytirish magsadga muvofiq, chunki bu holda, fagat
U2 ning giymati o‘zgartiriladi. Aksincha agar Vs ning qiy-
mati kamaytirilsa, unda Ui, Us, Us larning ham gqiymatlarini
o'zgartirishga to‘g‘ri kelar edi.

U2+Vs = U2+8 = 5, bundan U2 ——3 ekanligi, U2+V3 = —3+
V3 = 3 dan esa, V3 = 6 ekanligi kelib chigadi. 4.6-jadvalda, yangi
rejaga mos hisoblangan potensiallarning giymatlari ko‘rsatilgan.

Shundan so‘ng 2-bosgichga o‘tiladi. Band bo'Imagan katak-
lar uchun, optimallik sharti (4.5) ni fagat potensial giymat-
lari o‘zgargan satr va ustunlar uchun, olib borish yetarli.
Ko'rilayotgan misolda bu A2 satr va B3 ustunlardir. Optimallik
sharti esa A4B3 va A4B4 kataklarda buzilgan, ya’ni mos ravishda
0+ 6>5val + 5>4. Bu kataklarga mos ravishda gavs ichida
C + » belgisi bilan Us+V3—css = 0+6 —5H = 1, Us+Va—cus =
0+ 5—4 = 1sonlari yozib qo#ilgan.

Bu sonlar bir-biriga teng bo‘lganligi sababli, ulardan biror-
tasi, masalan AsB3 tanlab olingan bo‘lsin. Bir uchi shu katakda,
golgan uchlari band kataklarda bo‘lgan ko‘pburchak (xususan
to'rtburchak) 4.6-jadvalda ko‘rsatilgan. Ko*pburchakning bosh-
lang'ich katakda joylashgan uchini -C + belgi, golgan uchlar
ketma-ket <C — ~> va -C + » belgilar bilan belgilab chigi-
ladi. Shundan so‘ng <€ — belgili uchlarga mos kelgan eng
kam mahsulot miqdori aniglanadi. Ko‘rilayotgan sonli misolda
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bu mahsulot migdori 10 ga teng bo'lib, u A4B5 katakda joy-
lashgan. Bu mahsulot migdori 10 A4Bs katakdan A4Bs3 katakka
olib otiladi. Shundan so‘ng 10 soni ko‘pburchakning <C + 3>
belgili uchlari joylashgan mos mahsulot migdorlariga go‘shiladi,

» belgili uchlari joylashgan mos mahsulot migdorlaridan
ayriladi. Natijada, yangi mahsulot tagsimotiga ega bo'linadi, u
4.7-jadvalda keltirilgan.

/m7-jadval
‘minot- Iste’molchilar Mavjud
Tacmllg(()t . . mabhsulotlar
By Bl b3 Bi b5 miqdori
iy 5 6 5 8
° ¥ ° ? ° 3 100
A' -
I 100
3 9 4 3 4 5
WMo - 150
100 50
8 7 9 2 5
A3 -3 200
180 20
4 -1 ’ ) ° ) ° 150
a -
80 60 10
Talablar 80 60 110 180 170 600

Bu yerda, yangi A2B3 band katagi hosil bo'ldi, shuning uchun,
mos potensiallarning giymatlarini aniglash talab etiladi. Bu-
ning uchun, G4 potensialning giymati o'zgartiriladi Q4 + V3 =
fl4 + 6 = 5 bo‘lishlik shartidan 04 = —1 kelib chigadi. Bun-
dan kelib chigadiki, A2B1 va As4B2 band kataklari uchun, mos
ravishda G4 + B\ = 3, G4+ V2 = 4 tengliklari bajarilishligi
kerak, bu esa V\ = 4 va V2 = 5 bo'lganda o‘rinli bo‘ladi. Bu
o‘zgarishlardan so‘ng, potensiallarning yangi giymatlari uchun,
tekshirish mumkinki (4.5)-shart bajariladi. Demak, 4.7-jadval
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yordarnida topilgan x15 = 100, £23 = 100, £25 = 50, 234 =
180, X35 = 20, X41 = 80, Xa2 = 60, X43 = 10 reja optimal reja
ekan.

Ushbu rejaga mos kelgan minimal xarajat: 3 x 100+ 3 x 100 +
5x 50+ 2x 180+ 5x 20+ 3x 80+ 4x 60+ 5x 10 = 1840. Shu
bilan berilgan sonli misol to‘la yechildi.

Bunda shunga e’tibor berish lozimki, har bir tuzilgan jad-
valda satrdagi band kataklarda joylashgan mahsulot migdorlari

yig'indisi mos zaxira mahsulot migdoriga teng bo'ladi.
Xuddi shunday har bir ustundagi band kataklarda joylashgan

mahsulot migdorlari yig'indisi mos talab miqdoriga teng bo‘ladi.
Bu faktni har bir yangi tuzilgan jadvalda tekshirib borish
magsadga muvofig.

Nazorat uchun savollar
Jarayonlar tadgigotining asosiy masalalarini sanab o‘ting.
Zaxirani boshgarish masalasida boshgaruv parametri.
Jihozlarni ta’mirlash va almashtirish masalasi haqida.
Zaxiralarni tagsimlash modelining mohiyati nima?
Ommaviy xizmat ko'rsatish nima? Misollar keltiring.
. Marshrut tanlash masalasi uchun amaliy misollar keltiring.

7. 0 ‘yinlar nazariyasi ganday holatlarni o‘rganadi va nimani
hal giladi?

8. Qanday holatlar Markov jarayonini tashkil giladi?

9. Markov jarayonini tadqiq qilish nima?

10. Yechim qgabul gilish nazariyasining qo‘llanish sohalari ni-
malardan iborat?

11. Jarayonllar tadgigoti fanining kelib chigishiga turtki
bo‘lgan omillarni ayting.

12. Jarayonlar tadgiqotining muhim tomonlari nima?

13. Masalaning matematik modeli nimani anglatadi?

14. Jarayonlar tadgiqotining asosiy bosqichlari nechta?

ook wN P
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15. Jarayonlar tadgigotining asosiy bosqgichlari nimalar? Sanab
o'ting.

16. Jarayonlar tadgiqotining asosiy bosqichlari nimadan bosh-
lanadi?

17. Modellarning bir-biriga mos kelishligi ganday kriteriya bi-
lan aniglanadi?

18. Chizigli dasturlash masalasida boshlang‘ich reja ganday
aniglanadi?

19. Chiziqli dasturlash masalasida rejani optimallika tekshirish
kriteriyasi nimadan iborat?

20. Nobazis o‘zgaruvchi bilan almashtirilishi lozim bo‘lgan
o'zgaruvchi ganday aniglanadi?

21. Qanday element hal giluvchi bo‘ladi?

22. To‘g‘ri va ikkilanma joiz jadvallar nima?

23. Chizigli dasturlash masalasining standart va kanonik
ko‘rinishlari ganday bo‘ladi?

24. To:g‘ri va ikkilamchi masalalar bir-biri bilan ganday
bog‘langan?

25. Transport masalasining matematik modeli tuzilsin.

26. Asosiy chegaralar va o'zgaruvchilar soni aniglansin.

27. Asosiy chegarani aniglagan jadvalning rangi topilsin.

28. Trasport masalasining rejalar to‘plami ta’rifini bering.

29. Ochig va vyopig transport masalasi orasidagi farq
aniglansin.

30. Ochig transport masalasi yopiq transport masalasiga kel-
tirilsin.

31. Yopiq transport masalasi doim yechimga ega ekanligi
ko‘rsatilsin.

32. Yopiq transport masalasining xarajat jadvali tuzilsin.

33. Buzilgan va buzilmagan rejalarga ta’rif berilsin.
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34.

Boshlang'ich rejalarni aniglashning qanday usullari

mavjud?

35.
36.
37.
38.
39.
40.
41.
42.

Potensial nima?

Potensiallar giymatlarini topish algoritmini tushuntiring.
Potensiallar giymatlarini o‘zgartirish usulini tushuntiring.
Optimal reja nima?

Optimal rejani aniglash kriteriyasini (mezonini) keltiring.
Qayta tagsimlashda ko‘pburchak tuzishni tushuntiring.
Potensialning boshlang'ich giymati ganday aniqlanadi?
Band kataklar uchun Potensiallar giymatlari qganday

bo‘ladi?

43.

Bandmas kataklar uchun Potensiallar ganday bo'ladi?



Mustaqil yechish uchun misol va masalalar

1.2. Chiziqli dasturlash mavzusiga doir
1 Quyidagi chizigli dasturlash misoliga simpleks usulni
go'llash orgali optimal rejani va magsad funksiyaning mos qiy-
inatini toping:
x\ + £3 —E£4 + 2x5 —2,
X2- £3+ 2x4-z25=1
>0j=12,..5
shartlar ostida

£0 = 11 —"3 ~ X+~ x5 -=p»min

topilsin.

2. Quyidagi chizigli dasturlash misolini kanonik ko‘rinishga
keltirib, so‘ng simpleks usulni go‘llash orgali optimal rejani va
magqgsad funksiyaning mos giymatini toping:

2£i - £2 4+ 73 < ],
4Xi —2£2+ £3> 2
3xi+ £3 < 5Xj > 0,j = 1,2,3

shartlar ostida
X0 —Xi —x 2 —3£3 —min

topilsin.

3. Quyidagi chizigli dasturlash misoliga simpleks usulni
go‘llash orgali optimal rejani va magsad funksiyaning mos qiy-
matini toping:

2£i —£2 + 3£3 —2£4= 3,
—£1 + 2£2 —4£3 + 4£4 = 1
Xj>0j=12..4

shartlar ostida
X0 = 6XI + 3X2+ x3+ 7£4 + 8£5 —min
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topilsin. Shunday uchta vektor topilsinki, ular mos ravishda: a)
reja yechim; b) tayanch reja; c) optimal reja bo'lsin.

4. Quyidagi chizigli dasturlash misoliga simpleks usulni
go‘llash orgali optimal rejani va maqgsad funksiyaning mos qiy-
matini toping:

Xi + 2x2 4-7x3 = 9,
6X2+ 3X3+ x4 —X5=9
Xj>0,j =1,2,.5

shartlar ostida
Xo= Xi+ x2+ 2x3+ 8Xx4 —min

topilsin.

5. Quyidagi vektorlarni bir-biri bilan leksikografik ma’noda so-
lishtiring. Ular ichidan leksikografik ma’noda minimum va mak-
simum bo‘lganlarini ajrating

Q=(2,1,-2,-1), B= (2,1,2,0),

7=(1,-1,0,1),~=(-1,0,-2,3)-

6. Quyidagi chizigli dasturlash misoli kanonik ko'rinishga
keltirilsin:
Xi + £2 > 5,
0 < x3< 4,
+ "3 < 1,
Xi>0

1.3. Butun sonli chizigli dasturlash mavzusiga doir
(n, masalan, talabaning ro'yxatdagi tartib ragami bo‘lishi
mumkin).
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1. Siklik algoritm yordarnida yeching.

Dxo = 4x\ + 5X2 + *3 —max, 2)xq = nxl4-nx24-£3 —>max,

3xj + 2x2 S 10, nNXi 4- 7x2 4- 2273 < 22 + n,
Xi + 4x2 < 11, 2Xi —nx2+ 6X3 < 6,

3xi + 3x2+ x3 < 13, 2Xi —5x2+ nx3 < 8n,

Xi, X2 > 0 —butun. —X1+ X2+ x3< 1,

Xi, X2, £3 > 0 —butun.

2. To'la butun sonli algoritm yordarnida yeching.

1) xo = xi 4- 2x2 max, 2) X0 = —2nxi —X2—nx3 —>makx,

5xi + 7x2 < 21, Xi 4-nx2 + 3x3 > 8,
-X1 4 3x2< 8, —Xi 4-nx24-nx3 < 14n,
Xi, X2 > 0 —butun. nxi 4-x2+ X3 > 15,

i, £2, 73> 0 —butun.
3. To‘g;ri algoritm yordarnida yeching.

1) X0 = Xi 4-x2—=max, 2)xg = n-\- x\ + nx24- 2nx3 —¥ max,

2xi + X2 < 2, —Xx14-6X2+ X3< 6,
x\ 4- 2x2 < 2, —3xi 4 (10 4- n)x2 < 10,
Xi, x2 > 0 —butun. —5xx—3x2+ (74-n)x3 < 7,

3Xi —6X24 X2 < 12,
Xi, X2, x3> 0 —butun.

4. Tarmoglar va chegaralar algoritmi yordarnida yeching.

1)X0= 1 —Xi 4-X24-2x3 —>max, 2)Xo = X\ 4-nNX2— max,

Xi 4 X24-3X3< 4, —nNX14-2X2< 4n,
Xi —2x2+ X3 < 2, 4nxi 4-3X2 < 32n.
Xi, X2, X3 >0 —butun. 0 < Xi <6,

0 < x2 < 54,

Xi, x2 —butun.

5. Ikki A va B turdagi mahsulot ishlab chigarish uchun, uch
xil xomashyo ishlatiladi. Maksimal daromad keltiruvchi ishlab
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chiqarish rejasini tuzish talab etiladi. Zarur ma’lumotlar quyida
berilgan:

Xomashyo  Xarajatmigdori  Xomashyo

xillari A B zaxirasi
1 12 4 300
2 4 4 120
3 3 12 252
Bitta mahsu-
lotdan 30 40

kelganfoyda

6. 6 x 13m2 o‘lchamdagi temir-tunukadan kamida 800 ta
4 x 5m2 o‘lchamli va kamida 2530 ta 2 x 3m2 o‘lchamli
buyumlar yasash kerak bo‘lsin. Bunda har bir temir-tunukadan
buyumlar olishning 4 ta usuli bor:

Har bir temir-tunukadan
buyumlar olish usullari

2 3 4
4x5 3dona 2dona ldona —

2x3 1ldona 6dona 9 dona 13 dona

Buyumlar

Chigindini kamaytirish talab etiladi. Nechta temir-tunuka
zarur va ulardan ganday foydalanish kerak.

7. lmiy-ishlab chigarish birlashmasi korxonalar uchun, kom-
plekt buyumlarni tayyorlash bilan shug'ullanadi. A va B buyum-
larni tayyorlashda po'lat va rangli metallardan foydalaniladi.
Texnologik jarayon buyumlarga tokar va frezer uskanalarida
ishlov berishni ham o‘z ichiga oladi. Barcha sonli ma’lumotlar
guyida berilgan. Optimal ishlab chigarish rejasi tuzilsin.
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Xomashyo dastgoh/soat

Narx
Rangli . Tokar Frezer
metall ishlari ishlari $0'Mda
A 10 25 41 90 100
B 30 25 90 50 250

Zaxira 4500 6250 14100 1800

8. Korxona 4 turdagi mahsulot ishlab chigaradi. Birinchi turda-
gi mahsulotdan bir birlik ishlab chigarish uchun, 3 kg xomashyo,
22 soat vaqt birligi, 10 soat-jihoz; ikkinchi turdagi mahsulotga,
mos ravishda 5, 14 va 4; uchinchi uchun —2, 18 va 8; to'rtinchi
uchun —4, 30, 16. Zaxirada 60 kg xomashyo, 400 soat, 130 soat-
jihoz mavjud. Birinchi turdagi mahsulotning bir birligidan — 30,
ikkinchisidan —25, uchinchisidan —586, to'rtinchisidan —48 foy-
da tushadi. Agar birinchi turdagi mahsulotdan ko‘pi bilan 5 ta,
ikkinchisidan kamida 8 ta ishlab chigarish zarur bo'lsa daromad
maksimumlashtirilsin.

9. Mebel ishlab chigarish korxonasida fanera taxtasidan uch
xildagi yarim tayyor mahsulot tayyorlanadi. Ularning soni mos
ravishda 24, 31 va 18 dan kam bo'lImasligi kerak. Bunda ikKi
usul mavjud: 2+5+2 (chigindi 12 sm) va 6+4+3 (chiginda 16
sm). Umumiy chigindi migdorini minimum qilish uchun, nechta
fanera kerak va ulardan ganday foydalanish zarur?

10. Korxona stol va shkaflar ishlab chiqaradi. Har bir stoldan
keladigan foyda 6 ga, har bir shkafdan esa 10 ga teng. Bitta stol
yasash uchun, 0,2m2 birinchi nav, 0,1 m2 ikkinchi nav yog‘ochdan
va 1,2 soat ishchi vaqgti sarflanadi; bitta shkaf uchun, mos ra-
vishda 0,1m2, 0,3m2va 1,5 soat. Birinchi nav yog‘och zaxirasi
38to 2, ikkinchi nav yog'och zaxirasi 40ra2 va ishchi vaqti zaxirasi
55 soatni tashkil etadi. Maksimal foyda olish uchun, nechtadan
stol va shkaf ishlab chigarish kerak?
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11. 0 ‘rtacha kunlik ovgatda ikkita Ava, B ozuqa zarur bo‘lit
birinchisi 200 birlikdan kam bo‘Imasligi kerak. A ning birligi ba-
hosi 2 ga, B niki 4 ga teng. Eng arzon bo'lgan ozuga tayyorlash
talab etiladi.

o Bir birlikdagi

ToYyimlilik  Minimal migdor

moddalari me'yor A B
1 120 01 0,6

2 160 0,4 0,2

12. Uch turdagi gazlama ishlab chigarish uchun, ikki xildac
jihozdan foydalaniladi. Bunda yigirilgan ip va bo'yoqlar ishlati-
ladi. Gazlamalarning shunday optimal aralashmasi aniglansinki,
natijada daromad maksimal bo‘lsin.

Unumdorlik va
xarajat mezoni

1 2 3
1-jihoz  30j/s 20m/s 10m/ss 25mis

2-jihoz 45 8 20 10
Yigirilganip 30 120 180 210
Bo'yoglar 100 10 5 8
Baho — 15 15 20

Resurslar

turi Soni

13. A va B turdagi detallarga ishlov berish ketma-ket ucht
dastgohda amalga oshiriladi. Bitta A turdagi detaldan kelgan
foyda 10 ga, bitta B dan kelgani 16 ga teng. A detaldan kamida
300 ta, B dan ko‘pi bilan 200 ta ishlab chigarish zarur. Maksimal
daromad keltiruvchi ishlab chiqgarish rejasi tuzilsin.
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Daatgohlar Bittaga ishlov Vagtzaxirasi

berishvagqti

A B
1 0,2 0,1 100
2 0,2 0,5 180
3 0,1 0,2 100

1.4. Transport masalasi mavzusiga doir

L To‘rtta paxta saglash punktlarida mos ravishda 200, 250,
100 va 400 tonna paxtalar zaxirasi mavjud bo‘lib, ularni uchta
paxta tozalash zavodlariga tarqatish kerak. Bunda, har bir punkt
barcha zavodlar bilan yo‘l orgali bog‘langan. Zavodlarning beril-
gan vagt oralig‘ida ishlash quvvatlari chegaralangan bo'lib, ular
mos ravishda 450, 300, 200 tonna paxtani tozalay oladi. Agar
Cij, i —punktdan j —zavodga 1tonna paxtani olib borish xara-
jatini bildirsin. Xarajat jadvali quyidagicha berilgan bo‘lsin:

(7 4 9
s 5 2
193
~2 8 6/

Punktlardagi barcha paxtalarni zavodlarga shunday tagsim-
lash lozimki, natijada ketgan umumiy xarajat eng kam bo‘lsin.

2. Paxta tolasini ishlab chigaruvchi uchta zavodda mos ravish-

da 150, 180, 220 tonna paxta tolalari bo‘lib, ularni paxta tolasi-
dan ip yigiruvchi to'rtta fabrikaga tarqatish kerak. Fabrikalarni
ishlab chigarish quvvatlari mos ravishda 100, 150, 200, 100 tonna
bilan chegaralangan. i —zavoddan j — fabrikaga 1 tonna paxta.
tolasini tashish uchun, ci3 — xarajat ketadi deb, ularning sonli
giymati quyidagi jadval ko‘rinishda berilgan:
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/10 5 7 19\
C=17 15 10 21 ]
\'8 20 12 25/

Paxta tolalarini zavodlardan fabrikalarga targatishning shun-
day usuli ko'rsatilsinki, natijada ketgan umumiy xarajat eng kam
bo‘Isin.

3. Shahar atrofida joylashgan uchta xo'jalik mos ravishda
120, 180, 150 tonna mahsulot miqdori yetishtirishni mo‘ljallagan
bo‘lsin. Bu mahsulotlarni shahar ichida joylashgan beshta so-
tuv shoxobchasiga targatish kerak. Lekin savdo shoxobchalari-
ning mahsulot gabul gilishi (sotish quvvati) mos ravishda 90, 120,
80, 100, 60 tonnaga teng. Xofaliklardan sotuv shoxobchalariga 1
tonna mahsulotni olib kelish xarajatlari quyidagicha bo‘lsin:

/10 25 40 50 80\
C= 145 10 70 85 30 |
\60 20 20 45 35,/

Mahsulotlarni savdo shoxobchalariga shunday tarqgatish kerak-
ki, natijada ketgan xarajat eng kam bo‘lsin.

4. Uchta tegirmonda kuniga mos ravishda 110, 190 va 90 tonna
un ishlab chigariladi. To‘rtta non ishlab chigaruvchi zavodlar ku-
niga mos ravishda 80, 60, 170 va 80 tonna un ishlatishadi. 1 ton-
na unni tegirmonlardan non zavodlariga olib borish xarajatlari
quyidagi jadval orgali berilgan bo‘lsin:

/8 18 7\
C=1462 12]
\3 58 9/

Tashishning eng kam xarajatli rejasi tuzilsin.
5. To‘rtta qurilish inshootiga uchta zavoddan g‘isht tashib
keltiriladi. Har bir zavod kuniga mos ravishda 100, 150, 50 shartli
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dona g'isht ishlab chigara oladi. 0 ‘z navbatida har bir qurilish in-
shootida kuniga mos ravishda 75, 80, 60 va 85 shartli dona g‘isht
ishlatiladi. Bir dona g‘ishtni zavoddan qurilish inshootiga tashish
xarajati quyidagi jadval orqali berilgan:

7 3 5\
12 5 6
10 20 1/

G ‘ishtlarni tashishning shunday rejasi tuzilsinki, natijada umu-
miy ketgan xarajat eng kam bo‘lsin.

6. Tuprogning tarkibiga ko‘ra ekish maydonlari uch qism-
ga bo‘lingan. Ularning maydonlari mos ravishda 400, 150, 250
ga ni tashkil giladi. Bu maydonga 5 turdagi mahsulot ekish
mo‘ljallangan bo‘lib, bular aytaylik: govun, tarvuz, piyoz, sabzi
va kartoshka. Tayyorlangan urug‘lar migdori mos ravishda 200,
140, 180, 100 va 180 ga maydonga yetadi. Har bir gismdagi may-
dondan mahsulotlarni olish hosildorligi turlicha va u quyidagi
jadval orgali berilgan bo‘lsin:

/60 70 10 15 40\ '
C= 12530 35 50 45 |
\15 25 40 45 60/

Bo'lingan uchta maydonning har birini mahsulot ekish uchun,
shunday ajratish kerakki, natijada umumiy olinadigan mahsulot
miqdori eng ko‘p bo‘lsin.

7. Bir xil gazlama ishlatuvchi to‘rtta tikuv fabrikalari mam-
lakat turli shaharlarida joylashgan bo‘lib, ularni bu gazlamaga
bo‘lgan ehtiyojlari mos ravishda shartli 90, 40, 70 va 140 km
dan iborat. Ularni gazlama bilan ta’minlab beruvchi uchta ishlab
chigaruv fabrikalari bo‘lib, ularning bir xil km gazlamani tikuv
fabrikalariga tashish xarajati qgyidagi jadval orgali berilgan:



15 12 4\
C=16273]
\9 8 1 4/

Ishlab chigaruv fabrikalarining quvvati mos ravishda 150, 100
va 90 km dan iborat. Gazlamalar tashishning shunday usuli to-
pilsinki, natijada ketadigan umumiy xarajat eng kam bo'lsin.

8. To‘rtta bug'doy yetishtirish  bilan shug‘ullanuvchi
xo'jaliklarning kombaynga bo'lgan ehtiyojlari mos ravishda
15, 10, 20 va 5 ta bo'lib, ularga kombaynlar uchta punktdan
jo‘natiladi. Bu punktdagi kombaynlar migdori mos ravishda 8,
14, 28 ga teng. Har bir punktdan bitta kombaynni xo'jalikka
borishlik xarajati quyidagi jadval bilan berilgan:

Punktdagi kombaynlarni xojaliklarga shunday tagsimlash ke-
rakki, natijada umumiy ketgan xarajat eng kam bo'lsin.

9. Ekish maydoni, kerak bo‘lgan mahsulotlar turiga ko‘ra, to ‘rt
gismga bo‘lingan bo'lib, ularga mos ravishda 15, 7, 10, 8 ta trak-
tor zarur. Traktorlar uchta bazada joylashgan bo‘lib. ularning
sonlari mos ravishda 16, 10, 14 ga teng. Har bir bazadagi trak-
torni ekin maydonlarida ishlatish xarajatlari quyidagi jadval bi-
lan berilgan:

Traktorlarni ekin maydon bo‘laklariga shunday tagsimlash ke-
rakki, natijada umumiy ketgan xarajat eng kam bo‘Isin.

98



10.  Detallarni gayta ishlashda beshta dastgohda beshta ope-
ratsiya bajarilishi kerak. Bunda har bir operatsiya fagat bitta
dastgohda bajariladi. Har bir operatsiyani dastgohlarda bajari-
lish vaqti quyidagi jadval ko'rinishda berilgan:

(2
1

6 8 37
276
458
91346
U 14 $)
Har bir operatsiya uchun, dastgohni shunday tanlash lozimki,
natijada umumiy ketgan vaqt minimal bo‘lsin.

N =~ N W =



Il BOB.
0 YINLAR NAZARIYASI

Tabiat va jamiyatda ro‘y berayotgan jarayonlarning deyarli
barchasida ziddiyatli holatlar mavjuddir. Shu sababli, bunday
ziddiyatli jarayonlarning qanday tarzda davom etishi, so'zsiz,
ushbu ziddiyat holatlarini aniglab beruvchi ishtirokchilarning
xatti-harakatiga butunlay bog'liq bo‘ladi. Ziddiyatli holatlarni
boshqarish esa, ko‘p hollarda, inson tomonidan amalga oshiriladi.
Demak, bu bilan, ziddiyatli jarayonlarning ganday davom etishini
o0°‘zgartirish, natijani 0z foydasiga, gandaydir ma’noda, hal etish
imkoni paydo bo'ladi. Masalan, mahsulot ishlab chigaruvchi kor-
xonalar faoliyat kolrsatish jarayonida, turli boshqaruv, ishlab chi-
garish, mahsulot sifatini nazorat gilish, moliyaviy —reja, sotish,
xizmat ko‘rsatish va boshga bollimlardan tashkil topgan bo'ladi.
Bunda, nafaqgat bo'linmalar ichida, balki bo‘linmalar orasida ham
garama-garshilik mavjud bo'lishi mumkin. Reja-moliyaviy bo'lim
kam mablag® sarflab ko:p mahsulot ishlab chigarishga harakat
gilsa, ishlab chigarish bollimi mahsulot sifatini nazorat qilish,
xizmat ko‘rsatish bo‘limlari, aksincha, zaxirada ko‘proq mablag1
bo'lishligini talab etishadi. Yoki sotish bo‘limi mahsulot zaxirasi-
ni va xilma-xilligini (assortimentini) ko'paytirishga harakat qgilsa,
ishlab chigarish va reja-moliya bo‘limlari uchun, bu ma’qul emas,
chunki zaxira mahsulotini saglash va mahsulot turini ko‘paytirish
uchun, go'shimcha xarajatlar va kuchlar talab etiladi.
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Shu kabi ziddiyatli holatlarni o‘rganish va unda maqgbul re-
ja (yechim) gabul gilish korxonaning boshgaruv bo‘limi tomo-
nidan amalga oshiriladi. Bundan, tushunarliki, reja gabul gilish
ixtiyoriy ravishda emas, balki korxonaning umumiy magsadini
ko‘zlagan holda olib borilishi lozim.

Endi tabiat bilan bog'lig bo‘lgan misolni keltiraylik. Qishloq
xojaligida ekin turlarini ekish ob-havoning gqanday bo‘lishligiga
bog‘lig. Shu sababli, ekin turini ob-havoga moslashtirib tan-
lanmasa foyda o‘rniga zarar ham ko'rish mumkin. Ammo ob-
havoning ganday kelishligini oldindan to ‘lig aytib berishning iloji
bo‘Imaganligi sababli, ekin turini aniglab ekish, umuman olgan-
da, tavakkaliga olib boriladi. Bunda, ziddiyat shundan iboratki,
bir tomondan tabiat 0‘z hukmini o‘tkazib ob-havoni o‘zgartirishi
mumkin, ikkinchi tomondan inson esa ob-havo "injigliklarini"
oldindan hisobga olgan holda, ko‘proq foyda olish magsadida ekin
turini aniglaydi.

Bu misollarda shunga e'tibor beriladiki birinchi korxona mi-
solida, ziddiyat ongli insonlar o'rtasida bo‘lsa, ikkinchi misolda
tabiat bilan insonlar orasida bo'ladi. Birinchi misolga o‘xshash
ziddiyatli holatlarni tadqgig gilish bilan o‘yinlar nazariyasi,
ikkinchi misolga o‘xshash ziddiyatli holatlarni tadqgiq qilish bi-
lan tabiat bilan o‘yin deb ataladigan bo‘lim shug‘ullanadi.

0 ‘yinlar nazariyasi matematikaning bir bo'limi hisoblanib, zid-
diyatli jarayonlarda eng magbul (optimal) yechim qgabul gilish-
ning tahlili va uni aniqlash usullarini yaratish bilan shug‘ullanadi.
Bu nazariya nisbatan yangi yo‘nalish bo‘lib, uning asosiy
g‘oyalari va amaliy tatbiqglari oldingi asrning 70-yillaridan bosh-
lab amalga osha boshladi. Ammo avvalroq matematik Fon Ney-
man 1928—1935-yillar davomida o‘yinlar nazariyasiga doir bir
nechta maqgolalar chop ettirgan, shundan solng fransuz matem-
atigi E. Borel o'yinlar nazariyasiga taallugli bolgan masalalarni
tadqig gila boshlagan. Ziddiyatli jarayonlarda yechim gabul qi-
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lishning statistik usullarini yaratish uchun, yangi fundamental
g‘oyalar bilan asos solgan olimlardan biri A. Vald hisoblanadi.

0 ‘yinlar nazariyasi hozirgi paytda iqgtisodiyot, jamiyat va bosh-
ga jarayon modellarini tadqgiq etishning samarali nazariy, amaliy
manbayi sifatida foydalanib kelinmoqda.

0 ‘yinning matematik nuqtayi nazardan tushunchasi juda keng
bo‘lib, u nafagat shaxmat, shashka, karta, domino, go va boshqa
o'yinlarni, balki bir-biri bilan raqobatda bo'lgan, masalan: so-
tuvchi va xaridor, ishlab chigarish jarayonidagi ishlab chigarish
va sotish bo‘limlari, hatto davlatlar orasida gegemonlik uchun,
kurash va boshgalarni ham tadqiq etishni 0‘z ichiga oladi.

0 ‘yinning matematik nuqtayi nazardan qat’iy ta’rifiga muro-
jaat gilmasdan aytish mumkinki, o‘yin shunday jarayonki, unda
bir yoki bir nechta ishtirokchilar o‘zlariga tegishli bo‘lgan vosi-
talar yordarnida vaziyatni o'zgartirishlari (bunda, albatta, ular-
ning yakuniy oladigan yutuqglari boshgalarning xatti-harakatiga
ham bog‘lig bo'ladi) va bu bilan o'zlarining yakuniy yutuqglarini
ko‘paytirishga harakat qgiladilar.

0 ‘yinning davom etish jarayonida ayrim yechimlarni gabul
gilish tasodifiy bo‘lishi ham mumkin. Masalan, kartaning pok-
yer o‘yinida boshlang‘ich chiylangan kartalarning ketma-ket joy-
lashishi tasodifiydir.

0 ‘yin oxirida har bir ishtirokchiga tegishli bo‘lgan sonli mig-
dorlar aniglangan bo‘ladi, agar bu son musbat bo‘lsa ishtirokchi-
ning yutug‘ini, manfiy bo‘lsa yutqizig'ini ifodalaydi. Albatta, bu
sonli miqgdor Kkattaligi ishtirokchilarning gabul gilgan yechimlari-
ga, hamda tasodifiy yechimlarga ham bog‘liq bo'ladi. 0 ‘yindagi
ishtirokchilarning har biri, o‘zining yutug‘ini kattalashtirishga
(maksimumlashtirishga) harakat giladi.

Ishtirokchilarning yutuglariga nisbatan ular tomonidan qa-
bul gilingan eng maqgbul yechimlar majmuasi o yinning yechi-
mi deb ataladi. 0 ‘yinlar nazariyasining asosiy masalasi:

102



ma’lum gonun-qoidaga amal giluvchi, ziddiyatni tashkil etuv-
chi shart-sharoitlar bilan ishtirokchilarning yechimlari orasida-
gi bog‘liglikni aniglashdir. Shundan so‘ng go‘yiladigan asosiy
savollar quyidagilardan iborat: "0 ‘yinning yechimi mavjudmi?",
"0 ‘yinning yechimi ganday, uni qaysi usul bilan topish mum-
kin?" Hozirga gadar ishtirokchilar soni ikkita bo‘lgan o'yinlar
to‘la tadqiq etilgan, ya’ni yechim tushunchasi, optimal yechimni
aniqglash usullari hal etilgan. Ishtirokchilar soni ikkitadan ko‘p
bo'lgan o'yinlar uchun, bir gancha mezonlar (kriteriyalar) tak-
lif otilgan bo'lib, ularga mos optimal yechimlar ham aniglangan,
lekin ularning hech birini o'yinlarga qo'yiladigan talablarni to ‘la-
to'kis ganoatlantiradi, deb ta’kidlash mumkin emas.

0 ‘yinning berilish aloinatlariga ko‘ra sinflarga ajratish mum-
kin. Koalitsiyasiz (birlashish mumkin bo'lImagan) o‘yinlarda har
bir ishtirokchi alohida gatnashadi va ularning birgalashib harakat
gilishlariga ruxsat etilmaydi. Demak, bunday o‘yinda har bir
ishtirokchi fagat yakka holda o‘zining maqgsadini ko‘zlab ish yu-
ritishiga to‘g‘ri keladi.

Kooperativ o‘yinlar nazariyasida ishtirok etuvchilar maksi-
mal yutuqqa erishish va keyinchalik uni bo‘lib (tagsimlab)
olish magsadida vaqtincha birlashib harakat gilishadi. Bunday
o‘yinlarda asosiy inuammo, olingan yutugni adolatli ravish-
da tagsimlashdir. Bu yo‘nalishda ham bir gancha kriteriyalar
mavjud bo'lib, ularning hech biri go'yilgan muammoni to ‘la-
to'kis hal etib bera olmaydi.

Koalitsion o‘yinda esa, aksincha, ishtirok etuvchilarning bir-
lashib, koalitsiya tuzib harakat qgilishlariga ruxsat etiladi. Bun-
da bir koalitsiyadagi ishtirokchilar o‘zaro ma’lumot almashishlari
va bainaslahat (kelishib) yechim gabul qgilishlari mumkin. Bun-
da ham asosiy muammo, koalitsiyalar bir-biri to‘g‘risida to‘la
ma’lumotga ega bo‘Imaslik va bu esa 0‘z navbatida yechimni ehti-
mollik bilan gabul gilishga olib keladi.
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O'yinda ishtirok etuvchilarning oladigan yutuqglariga garab an-
tagonistic yoki yutuq yig‘indilari o‘zgaruvchi bo‘lgan o'yinlarga
ajratiladi. Bu ikki o‘yinning farqi shundan iboratki, birinchi
o‘ymda ishtirokchilar soni ikkita va ularning oladigan yutuqlari
yig'indisi har vaqt nol bo'lsa, ikkinchi o'yinda ularning oladigan
yutuglari yig'indisi o'zgaruvchan bo'ladi.

Ishtirokchilar ega bo'lishi mumkin ma’lumotlarga ko'ra, o'yin
to'la ma’lumotli, yoki to'lamas ma’lumotli, ishtirokchilarning ga-
bul gilishi mumkin bo'lgan yechimlari soniga garab o'yin chekli,
yoki cheksiz bo'ladi.

Ziddiyatli jarayonlarning ko'pchiligida yechim gabul gilishning
joiz alternativalari mavjud bo'lib, ular bir nechta, hatto cheksiz
ko'p bo'lishi ham mumkin, bu esa ular ichidan gaysidir ma’noda
eng yaxshisini tanlab olishni talab etadi.

I-§. Tavakkalchilik va anigmaslik sharoitida
yechim qgabul gilish

Ixtiyoriy jarayonni tadqiq etish davomida yechim (garor) gabul
gilishga to'g'ri keladi. Bunda, yechim gabul gilish ganday vazi-
yatda: ma’lumotlar to'la yoki to'la emas bo'lishligi muhim bo'lib,
ular ikki garama-garshi holatlarni ifodalaydi. Bularning o'rtasida
bo'lgan yana bir holat borki, u tavakkalchilik deb ataladi. Bunda
ro‘y berishi mumkin bo'lgan holatlarning ehtimolligi, yoki ular-
ning tagsimot funksiyalari berilgan bo'lishi ham mumkin.

Masalan, bozorda biror mahsulotga bo'lgan narx aniglik
sharoitida o'zgarmasdan turadi, tavakkalchilik sharoitida esa u
tasodifiy migdor bo'lib, o'zgarish gonuni tagsimot funksiya orga-
li berilgan bo'ladi, anigmaslik sharoitida esa u tasodifiy migdor
bo'lib, uning o'zgarish gonuniyati yoki berilmagan, yoki umu-
man aniglab bo'Imaydi. Lekin anigmaslik sharoitida ma’llumot
yo‘q degani, bu fagat tasodifiy migdorning berilish gonuniy-
atiga nisbatan aytilgan bo'lib, uning gabul giladigan giymat-
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lari (holatlar majmuasi, holatlar to'plami) oldindan ma’lum
bo‘ladi. Ma’lumotlarning berilish darajasiga garab, berilgan ma-
sala ham turlicha formallashtiriladi. Masalan, yuqoridagi mis-
olda: aniq sharoitda, gabul gilingan yechimning sifatini ket-
gan xarajat orqali (kriteriya) ifodalash mumkin, tavakkalchi-
lik sharoitida esa narx tasodifiy migdor bo'lib, uni hisobga ol-
gan holda kriteriya tuzish kerak bo‘ladi, anigmaslik sharoitida
esa, narx hagida ma’llumot mutlago noma’lum bo'lib, yuqoridagi
aniq kriteriyalarni, umuman, qo'llab bo‘lmaydi. Bu mulohazalar
ko'rsatadiki, ma’lumotlarning anigmasligi ortib borishi kriteriya
tanlashni ham, yechim qgabul gilish masalasini ham giyinlashtirib,
umuman, gat’iy ishonchli natijalarga olib kelmaydi. Shunday
qilib, aniglik sharoitida kriteriyani tuzish hech ganday giyinchilik
tug'dirmaydi, ammo tavakkalchilik va anigmaslik sharoitlarida
esa turli kriteriyalar ishlatiladi. Ularning hech biri bekami-ko‘st,
kamchiliksiz hisoblanmasdan, faqgat turli ko'rinishda bo‘lgan ta-
lablarni ganoatlantirishi bilan cheklanadi.

Ko‘rilayotgan masala ikki ishtirokchili o‘yinga Kkeltirilgan
bo'lib, ikkinchi ishtirokchi "ongsiz" raqib sifatida gabul gilinsa,
bunday o'yin tabiat bilan o‘yin deb ataladi. Bunday o'yinning
eng muhim tomoni: tabiat turli holatlarni keltirib chigarish
bilan, u bu holatlarning gaysi biri ro'y berishidan manfaat-
dor emas. Tabiat bilan o'yin masalasidagi asosiy muammo —
maqgsadga yo'naltirilgan kriteriyani aniglash va unga nisbhatan op-
timal yechimni topishdir. Agar ko'rilayotgan masalada ikkinchi
ishtirokchi ongli ragib, deb faraz gilinsa, mazkur holat ziddiyatli
bo'lib, u bilan o'yinlar nazariyasi shug'ullanadi.
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Tabiat bilan o‘yin masalasi

Biz bu punktda tabiat bilan o‘yin masalasida uchraydigan
turli kriteriyalar bilan tanishib chigamiz. Bular: yutugning ma-
tematik kutilmasi kriteriyasi, Laplas kriteriyasi, Valdning mi-
nimaks (maksimin) Kkriteriyasi, Sevidj kriteriyasi, Gurvits Kri-
teriyasi va Hodja-Leman kriteriyasi. Yechim gabul qgilishda gaysi
kriteriyaning tanlanishi, ko‘proq yechim gabul giluvchining ixti-
yorida bo‘lgan ma’lumot va uning xulg-atvoriga bog‘lig bo'ladi.
Masalan, tavakkalchilikni yoqtirmaydigan (umidsiz)lar uchun,
minimaks (jadval elementlari xarajatni bildirsa) va maksimin
(jadval elementlari foydani bildirsa) kriteriyalari to‘g‘ri kelsa,
ko‘prog tavakkalchilikni yoqtiradiganlar uchun, Laplas va Sevidj
kriteriyalari ma’quldir. Gurvits kriteriyasi parametrga bogiq.
Bu parametrga turli giymatlar berish bilan "pessimist” (umidsiz)
bilan "optimist" (nekbinlarning) aralashmasi hosil gilinadi.

Afsuski, bu kriteriyalarning birortasini afzalligini ifodalab be-
ruvchi umumiy qoida yo‘q, u yoki bu kriteriyani tanlash yechim
gabul giluvchining o'ziga tamoman bog'liqdir. Bu kriteriyalarni
go'llashda yechim gqabul qiluvchiga garshi "ongli dushman"
emas aksincha, tabiat, ya’ni maqgsadi yo‘q bo‘lgan kuch turib-
di, deb faraz etiladi. Mabodo, yechim gabul giluvchiga garshi
"ongli dushman" turgan bo'lib, uning ham o‘z maqgsadlari bo'lsa,
hosil bo'lgan bunday masalalar bilan yuqorida ta kidlanganidek,
o'yinlar nazariyasi shug'ullanadi.

Agar tabiatning holatlari va yechim gabul giluvchining strate-
giyalari (yechimlari, garorlari) chekli sonda bo'lib, ular mos ra-
vishda n vam ta bo'lsa, ularni jadval ko'rinishida ifodalash qulay
bo'lib, uning ustunlari tabiat holatlariga, satrlari esa yechim ga-
bul giluvchining strategiyalariga mos keltiriladi.

Tabiat holatlari s\, @, ...,on bilan, yechim gabul giluvchining
strategiyalari esa ati, «2, ..., am bilan belgilansin. Yechim gabul
giluvchi at strategiyasini tanlaganda tabiat sj holatni vujudga
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keltirgan bo'lsa, yechim gabul qiluvchining foydasi (zarari)
tufa, Oj) son bilan ifodalansin. Bunda mos jadvalning ko'rinishi
qguyidagicha: bo'ladi

1.1-jadval
a Q e}
Cl w(a\,8)) w(a1,02 w(ai,sn)
02 w(az,di) w(otz,62) w(az,6n)
z
w(am,dl) w(am,s2) )
1.2-jadval
O 62 on
ai Un W2 Win
anr ™1 W22 We2n
Oo'm Wwml Wm2 Wmn

Murakkab yozishlardan qutilish magsadida Wij = w(ai,sj),
i=1 , 2 j =12, ..,n belgilashni kiritamiz. U holda 1.1-
jadval ham mos ravishda o‘zgartirib yoziladi (1.2-jadval).

Bundan keyin W = (wjj) jadvalning elementlari yechim gabul
giluvchining yutug‘ini(foydasini) bildirsin.

Yutugning matematik kutilmasini
maksimum/lashtirish usuli

Agar tabiat keltirib chiqaradigan s1,62,—,6n holatlarning ro‘y
berish ehtimolliklari ma’lum bo'lsa, u holda yutugni o'rtacha ma-
lematik kutilmasini aniglash imkoni bo'ladi.-Tabiat tomonidan
O holatni keltirib chigarish ehtimoli pj —aniglangan bo'lsin. U
holda
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(i.i)
j=i

soni yechim qgabul qiluvchi tomonidan at strategiyani
go'llagandagi, uning o‘rtacha yutug‘ini bildiradi. Ravshanki
(1.1) soni, albatta, yechim gabul giluvchi tomonidan tanlangan

strategiyaga bog‘lig. Shu sababli, yechim gabul giluvchi
shunday a,— strategiyani tanlaydiki, natijada (1.1) soni eng
katta bo'lsin. Albatta, bunda (1.1) sonini eng kattasini aniglab
beruvchi strategiya yechim gabul giluvchi tomonidan tanlab oli-
nadi. Bu strategiya yutugning matematik kutilmasi Kkriteriyasiga
nisbatan optimal hisoblanadi.

Demak, bu kriteriyani go'llashda di, o2,..., 6n holatlarning ro‘y
berish ehtimolliklari Pi,P2, mmPn laming berilishi muhimdir.

1-masala. Ishlab chigarish jarayonida mahsulotlarning nug-
sonliklari 8, 10, 12 va 14 foiz bo‘lib, ularning ro‘y berish ehtimol-
liklari mos ravishda 0,4; 0,3; 0,25 va 0,05 ga teng. Ishlab chiqa-
ruvchi A, B va C iste’molchilar bilan aloga qilib, shartnomada
ko‘rsatib o'tilgan nugsonlar mos ravishda 8, 12 va 14 foizdan osh-
masligi shart ekanligi ta’kidlab o‘tilgan. Mabodo, nugsonlar foizi
ortib ketsa, har bir foiz uchun, 1 million so‘m jarima to'lanadi.
Ammo nugsonlarning foizini 1 birlikka kamaytirish uchun, ish-
lab chigaruvchi go'shimcha 500000 so‘m sarflashi zarur. Qaysi
iste'molchining boshgalarga nisbatan mahsulot olish imkoniyati
katta?

Ushbu masalada uchta turli yechimlar bor: mahsulotlarni A,
B va C iste’molchilarga jo‘natish, bular mos ravishda a:i,a:2ja 3
yechimlarga mos keladi. Xuddi shunday to‘rtta holat bor: 9\ =
8,62 = 10,$3 = 12 Ba &4 = 14 foiz nugsonli mahsulotlar ishlab
chigarish. Endi xarajat jadvalini tuzamiz.

o112 yechimni gabul qilish 8 foizli nugson bilan iste’molchiga
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mahsulotni jo'natishni bildiradi. Shu sababli, agar mahsulot nug-
soni ham 8 foizni tashkil etsa (0i holat), unda zarar (8 —8) x
1000000 = 0 so‘mga teng. Agar mahsulot nugsoni 10 foizni tash-
kil etsa (62 holat), unda zarar (10 —8) X 1000000 = 2000000
so‘mga teng. Agar mahsulot nugsoni 12 foizni tashkil etsa (#3
holat), unda zarar (12 —8) x 1000000 = 4000000 so'mga teng.
Agar mahsulot nuqgsoni 14 foizni tashkil etsa (04 holat), unda
zarar (14 —8) x 1000000 = 6000000 so‘mga teng.

a.2 yechimni gabul qilish 12 foizli nugson bilan iste’molchiga
mahsulotni jo‘natishni bildiradi. Shu sababli, agar mahsulot nug-
soni 8 foizni tashkil etsa {o\ holat), unda zarar (12—8) x 500000 =
2000000 so‘mga teng. Agar mahsulot nugsoni 10 foizni tash-
kil etsa (s2 holat), unda zarar (12 —10) x 500000 = 1000000
so‘mga teng. Agar mahsulot nugsoni 12 foizni tashkil etsa (03 ho-
lat), unda zarar (12 —12) x 1000000 = 0 so'mga teng. Agar
mahsulot nugsoni 14 foizni tashkil etsa (04 holat), unda zarar
(14 - 12) x 1000000 = 2000000 so‘mga teng.

Xuddi shunday Q3 yechimni gabul gilish 14 foizli nugson bilan
iste’molchiga mahsulotni jo‘natishni bildiradi. Shu sababli, agar
mahsulot nugsoni 8 foizni tashkil etsa (6\ holat), unda zarar (14—
8) x 500000 = 3000000 so‘mga teng. Agar mahsulot nugsoni 10
foizni tashkil etsa (02 holat), unda zarar (14 —10) x 500000 =
2000000 so‘mga teng. Agar mahsulot nugsoni 12 foizni tashkil
etsa (03 holat), unda zarar (14 —12) x 500000 = 1000000 so‘mga
teng. Agar mahsulot nugsoni 14 foizni tashkil etsa (04 holat),
unda zarar (14 —14) x 1000000 = 0 so‘mga teng.

Bu sonlar yordamida quyida xarajat jadvali tuzilgan. Ammo
0i, $21 03,04 holatlar mos ravishda 0,4; 0,3; 0,25 va 0,05 ehtimollik-
lar bilan roly berishligi sababli o‘rtacha xarajat c*i, #2,a 3 yechim-
larni gabul qilinishiga garab mos ravishda 0 0,4 + 2000000
0,3 + 4000000 =0,25 + 6000000 «0,05 = 0+ 600000 + 1000000 +
300000 = 1900000, 2000000 =0,4 + 1000000 0,3 + 0 *0,25 +
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2000000 -0,05 = 800000 + 300000 + O + 100000 = 1200000,
3000000 « 0,4 + 2000000 « 0,3 + 1000000 -0,25 + 0-0,05 =
120000 + 600000 + 250000 + 0 = 2050000, sonlariga teng bo‘ladi.
Demak, eng kam xarajat (1200000) B iste’molchiga mahsulotni
jo'natish orqgali erishilar ekan.

01 62 03 04
ol 0 2000000 4000000 6000000

2000000 1000000 O 2000000
<3 3000000 2000000 1000000 0

Quyida ko'riladigan kriteriyalarda bunday imkoniyat (pj ehti-
molliklarni aniglash) yo‘q deb faraz gilinadi. Bu esa kriteriyalar
tuzishdagi aniglikning yo‘qolishiga olib keladi. Shu sababli, bun-
day vaziyatlar uchun, turli kriteriyalar taklif etilgan bo'lib, ular-
ning qaysi birini go‘llash, butunlay yechim gabul giluvchining
ixtiyorida bo'ladi.

Laplas usuli

Yechim gabul qgilish jarayoni anigmaslik sharoitida ro‘y bera-
yotganligi sababli, tabiatning holatlarini bildiruvchi o tasodifiy
miqdor bo‘lib, u ro‘y berishi mumkin bo‘lgan 61,62, on holat-
larning qaysi biri ro'y berishi haqgida hech ganday ma’lumot yo‘q.
Xususan, & tasodifiy migdor 0\, d2, mmOn holatlarni ganday ehti-
mollik bilan ro‘y berishi ham butunlay noma’lum.

Demak, s tasodifiy migdor s1,82,...,6n holatlarni turlicha
ehtimolliklar bilan sodir giladi degan ma’llumot yo‘g. Shu
sababli, to‘la asoslanmagan tamoyilga ko‘ra, s tasodifiy migdor
8i, 02, — onholatlarni teng ehtimollik bilan sodir giladi deb faraz
etish murr]nkin. U holda yechim gabul giluvchining a* strategiyasi,

unga £ 52 wij o'rtacha yutugni beradi. Demak, u bu o'rtacha yu-



tugni maksimum giluvchi c* strategiyasini tanlaydi, ya’ni

j n \' 'n
max — WKj
4 n. | n —J
I=i i=1
Bu optimal strategiyani Laplas kriteriyasi yordamida tanlash
deb ataladi.
2-masala. Firma uch turdagi 0:1,02,03 mahsulot ishlab
chigarish imkoniyatiga ega bo‘lib, ularni sotishdan keladigan
foyda, ularga nisbatan bo'lgan talab miqgdoriga bog'liq. Talab
esa tasodifiy migdor bo‘lib, u Q\, 62,83 holatlardan birida bo'lishi
mumkin. Bu holatlarga mos ravishda ishlab chigarilgan mahsu-
lotlarni sotishdan keladigan foyda quyidagi jadval ko'rinishida
berilgan.

1.3-jadval

6l 62 h

10 5 3

01 2 6 1

g3 4 3 8

U holda Laplas usuliga asosan
1 SN 1
max - V wn = max-(18,9,15) =
ai N 3 3

31
max(6,3,5) = 6.
Demak, firma keyinchalik talab ganday bo'lishidan gat’i nazar
Laplas kriteriyasiga asosan a\ mahsulot ishlab chigarish strate-
giyasini goilashi lozim ekan. Shunda eng katta foyda 6 ga teng

bo‘ladi. Boshga strategiyalar —a”, 03 da esa foyda mos ravishda
3 va 5 gateng, ya’ni kam bo‘ladi.
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Maksimin usuli

Bu o‘ta pessimistik kriteriya hisoblanib, juda ham ehtiyotkor
(pessimist, umidsiz) shaxslar uchun, mo'ljallangan. Ushbu Kri-
teriyada ro‘y berishi mumkin bodgan noqulay holatlar ichidan,
0z imkoniyatidan kelib chiggan holda, eng magbul bodgani
tanlanadi. Bu kriteriyaning tub ma’nosini anglash uchun, 1.1-
jadvalni ko‘raylik.

Yuqorida aytilganlarga asosan, agar yechim gabul giluvchi ai
strategiyasini qodlasa va tabiat tomonidan noqulay holat ro‘y
bersa, uning yutugd

Wi = min Wijj
)

ga teng bodadi. Demak, u shunday at strategiyani qodlashga
harakat giladiki, natijada minimal yutuglarning eng kattasi anig-

lanadi, ya'ni

w* = mlaxtUj = miaxmjin wi3 (1.2)

(1.2) ning maksimal giymatini ta’minlovchi ajt yechim gabul
giluvchining maksimin optimal strategiyasi deb ataladi.

Yuqorida aytilganlarga asosan ak strategiyani qodlash bilan,
yechim gabul giluvchi kamida w*— kafolatlangan yutuqqga eri-
shadi.

1-misol. Quyidagi

0% 03 07}
«1 5 9 2 5
«2 6 8 9 1
G 7 4 7 3

jadval elementlari bilan yechim gabul giluvchining yutugd beril-
gan bodsin.
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Har bir i = 1,2,3 uchun, minu;* ni aniqglavlik:
3

minwij = min(5,9,2,5) = 2, minu” = min(6,8,9,1) = 1,

minwzj —min(7,4,7,3) = 3.
3

Bundan

Wk = max min Wij —max(min w<]: msgn Wej, minu”®,) —
) J ' !

max(2,1,3) = 3

ckanligi kelib chigadi. Demak, yechim qgabul giluvchining optimal
maksimin strategiyasi a?, bo‘lib, uning kafolatlangan yutug‘i 3 ga
teng ekan.

Izoh. Mabodo, W = (Wij) jadvalning elementlari yechim
gabul giluvchining xarajati (ziyoni, mag‘lubiyati)ni bildirsa,
vugoridagi mulohazalar yordamida, kafolatlangan xarajat

. N N . Aoy
mjlnmellxu>17— mm(m%lL/u,m%(u,lz)mfax 3) =

min(7,9,9,5) = 5

ga teng bo‘ladi. Bunda ham tanlanishi lozim bo‘lgan strategiya
£:3 boadi, ammo minmaxw;,j A max mgin wtJ.
j i i
Sevidj usuli
Ma’lumki, max min to,., soni yechim gabul giluvchining kafolat-
* 3
langan yutug‘i bo‘ladi.

Bu kriteriya —mezon yechim gabul giluvchi uchun, shunchalik
pessimistki, u ayrim hollarda mantigsiz yo‘l tutishga olib kelishi
inumkin. Bunday holat ro‘y berish mumkinligini quyidagi sonli
misol orqali ko‘rsatamiz:
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14 -jadval

o 02
ai 500 10 B
« 12 15

Bu 1.4-jadval bilan berilgan 0‘ymda, aniglash mumkinki, mak-
simin Kriteriyasi yordarnida yechim qabul giluvchi a2 strate-
giyasini tanlash hisobiga oladigan, kafolatlangan yutug‘i 12 ga
teng bo‘ladi. Bunda, yechim gabul giluvchi ai strategiyasini tan-
laganda, tabiat tomonidan o X holatlarning tanlanishiga garab,
mos ravishda, yoki 500, yQki 10 yutugga ega bo‘lar edi. Shu
sababli, yechim gabul giluvchilarning aksariyati ichki sezgi (intu-
itsiya) orqgali a\ strategiyani ma’qul ko'rishadi. Bunday "mantiq-
siz" vaziyatdan chigishda Sevidj kriteriyasi yordam beradi. Bu-
ning uchun, quyidagicha yangi jadval tuziladi:

rij :mﬁxwkj ~ Wij,

ya’ni R = (ry-) jadvalning elementlari mos ravishda W =
jadvalning har bir ustun elementi shu ustundagi eng katta ele-
mentdan ayirib tashlashdan hosil gilinadi. Bunda, hosil bo‘lgan
farqg Ty. tabiat tomonidan Q*holat tanlangandagi eng katta yu-
tugdan ganchaga kam ekanligini ko‘rsatib, yechim qgabul giluvchi
uchun, afsuslanishni bildiradi (eng katta yutugga olib keluvchi

strategiyani tanlamaganiga nisbatan). Shu sababli R = (rTl) jad-
val "afsuslanish" jadvali deb ham ataladi.

Yuqorida keltirilgan sonli 2-misol uchun, "afsuslanish" jadvali
R quyidagi ko‘rinishda bo ‘ladi:

Ox 62
ax 0 5
G2 488 0
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Oxirgi jadvalga minimaks kriteriyasini qo'llab (*i strategiya
optimal strategiya ekanligiga ishonch hosil gilamiz.

Mabodo, W jadval elementlari yechim qabul giluvchining
xarajatini bildirsa "afsuslanish” jadvali R ning elementlari
guyidagicha quriladi:

Tij = - minwkj,
J L J

ya’ni, ustunning eng kichik elementi shu ustun elementlaridan
ayirib tashlanadi. Shundan so‘ng "afsuslanish” jadvali —R ga
minimaks kriteriyasini qo‘llash orgali yechim gabul giluvchining
optimal strategiyasi aniglanadi.

Bunda, shunga e’tiborni qaratamizki W jadvalning element-
lari yutugni yoki xarajatni bildirishidan qat’i nazar, ularning
"afsuslanish” jadvaliga bir xil —minimaks kriteriyasi go‘llaniladi
va bu bilan Sevidj kriteriyasi asosida yechim gabul giluvchining
optimal strategiyasi aniglanadi.

Gurvits usuli

Maksimin va maksimaks kriteriyalari mos ravishda eng pes-
simistik va eng optimistik kriteriyalar hisoblanadi. Bu ikkala,
hamda "oralig" kriteriyalarni o‘zida ifodalagan kriteriya Gurvits
kriteriyasidir. Gurvits kriteriyasi quyidagi ko‘rinishga ega

Wb= m:l;\x{/3 mﬁx wtk + (I —j3) mli(n wtk}, (1.3)

bunda 0 < 8 < 1 Bu Kkriteriyada ishtirok etayotgan j3
parametrning giymati orqali ganday darajada optimist, yoki pes-
simist bo‘lish aniglanadi.

Demak, (1.3) dan 0 = 0 maksimin (pessimist), /5 —1 da mak-
simaks (optimist) kriteriyalari hosil gilinadi. Yechim gabul giluv-
chining ganchalik darajada optimist yoki pessimist bo'lishligiga
garab /3(0 < & < 1) parametrning giymati hisoblanadi, keyin
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unga mos optimal strategiya — (1.3) munosabatdan aniglanadi.
Agar, yechim gabul giluvchining pessimist yoki optimist ekanligi-
ni aniglashning ilo ji bo'lImasa, (3 — " deb olish magsadga muvofiqg
bo‘ladi.

2-misol.
Oi w 03 o min max
al o0 -20 40 50 -20 50
o 30 40 20 0 0 40
03 -30 50 51 30 -30 51
Bundan kelib chigadiki, maxmax = 51, maxminu;® = 0.

I J ' I
Mabodo, yechim gabul giluvchining optimistik darajasi 75
foizni tashkil etsa, u holda f3 = \ deb olish kerak bo‘ladi. Un-

da Gurvits kriteriyasiga ko‘ra,

maxj~(50,40,51) + ~(-20,0, -30) j= max”"~,30, 321

bundan yechim gabul giluvchi a? strategiyasini tanlashi kelib chi-
gadi.

Qaralayotgan misolda yechim gabul giluvchi optimist bo‘lsa
0:3 strategiyani, pessimist bo‘lsa a2 strategiyani tanlashi kelib
chigadi.

Hodja-Lemann usuli

Biz yuqorida matematik kutilmasi kriteriyasini maksimum-
lashtirish va maksimin (pessimistik) kriteriyalari bilan tanishib
chigdik. Agar birinchi kriteriyani qurishda ishtirok etgan tabi-
atning ej holatlarini ro‘y berish ehtimolliklari —pj lar giymat-
larining aniqglik darajasi shubha ostiga olingan bo'lsa, u holda
Hodja-Lemann kriteriyasidan foydalanish tavsiya etiladi.
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Bu kriteriyaning tuzilishi quyidagi ko'rinishda bo‘ladi:
n
wi =7"'V'wijrj + (1- 7)minwtj (1.4)
j=t ;
bu yerda 0 < 7 < 1 Bunda 7 soni Pj larning aniglik dara-
jasini belgilab beruvchi parametr hisoblanadi. Agar pj larning
aniglik darajasi juda ham past bo‘lsa 7 = 0 deb, aks holda
(yuqori bo'lsa) 7 = 1 deb olinadi. 7 parametrning bu giymat-
lari bilan mos ravishda maksimin va matematik kutilmani mak-
simumlashtirish kriteriyalari kelib chigadi. Mabodo, pj ehtimol-
liklarning aniqlik darajasi 75 foizni tashkil etsa, 7 parametrning
giymati 7 = 3/4 deb olinadi.
Shunday mulohazalar yordamida 7 parametrning sonli giymati
aniglangandan so'ng (1.4) kriteriya yordamida optimal strategiya
ak quyidagi

munosabatdan topiladi.
3-misol. Quyidagi sonli misolni ko‘raylik:

1.5-jadval
81 82 83 04
al 2 9 12 5
02 16 18 9 1
«3 7 4 3

1.5-jadval elementlari yechim qabul giluvchining yutuglarini
bildirsin. Shu bilan birga Oi,s2,03,64 holatlarning ro‘y berish
chtimolliklari mos ravishdap\ =\, P2 = P3 = g, P4=\ bo'lib,
ularning aniqlik darajasi 25 foizni tashkil etsin (yani 7 = |).
(1.4)-kriteriyaga asosan:

16.2 9 12 l5\13 N 1o @1_03



1/16 18 9 1\ 3 ., .9
~4VT + 3"~ 6+ 4)+4mm(16'18; 9" 1} = 416

1/7 4 7 3\ 3 . 1
W3- 4(4 +3+6+4)A4mmI?’4’7°3j = 2
sonli giymatlar topiladi. Demak, maxWi — w2, ya’ni bunda,
|
Hodja-Lemann Kriteriyasiga ko‘ra, strategiya yechim qabul

giluvchi uchun, optimal strategiya bo‘lar ekan.

2-8. Jadvalli o‘yinlar

Yugorida biz tavakkalchilik sharoitida yechim gabul gilishning
bir nechta usullari (kriteriyalari) bilan tanishib chigdik. Bunda,
asosiy xulosa shundan iborat bo‘ldiki, ikkinchi ishtirok etuvchi
—tabiat, yechim gabul giluvchining yutug‘iga gasddan garshilik
ko‘rsatuvchi "dushman” sifatida emas, balki yutuglarga befarq
garovchi, shu bilan birga unga "ongsiz" ravishda ta’sir etuvchi
deb qaraldi.

Ziddiyatli jarayonga o‘yin nuqtayi nazaridan garaladigan
bo'lsa, unda ikkinchi ishtirok etuvchi "ongli" dushman sifatida
garalib, uning ixtiyorida bo'lgan barcha xatti-harakatlari oldin-
dan ma’lum bo‘lib, to‘laligicha hisobga olinadi. Bunda, o‘yinning
gonun-goidasi shuni taqozo etishi mumkinki, ziddiyatda ishtirok
etuvchilarning natijaviy yutuglari yig‘indisi har vaqt o‘zgarmas
songa teng bo‘ladi. Bunday o'yinlar ozgarmas yig‘indili o‘yinlar
deb ataladi.

Bundan keyin, ziddiyatda ishtirok etuvchilarni o ‘yinchilar deb
atash o‘yinlar nazariyasiga mos keladi.

0 ‘zgarmas vyig'indili o'yinda biror o‘yinchining yutug‘ining
oshishi, boshqga o‘yinchilarning yutug‘ining kamayishiga olib ke-
ladi. Agar bundan tashqari, o'ymchilarning Strategiyalari soni
chekli bo‘lsa, bunday o‘yinlar antagonistik o ‘yinlar deyilib, ularni
normal-jadval ko‘rinishda ifodalash mumkin.
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Shuni ta’kidlab o‘tamizki, antagonistik o‘yinlar matematik
nugtayi nazardan to‘la yechilgan. Bu degani o'yinchilarning
optimal strategiyalari va kafolatlangan yutuq va yutgiziglari
oshkor ko‘rinishda ifodalanadi. Bunda to‘la yechim aralash
strategiyalarga nisbatan amalga oshirilgan bo‘lib, u minimaks
hagidagi teorema bilan tasdiglanadi. Bu teorema quyida isboti
bilan keltirilgan.

n ishtirokchili o‘yinning daraxt ko‘rinishda ifodalanishi

Bizning tasavvurimizda o'yin quyidagi uchta asosiy element-
ni 0‘z ichiga oladi: 1) o‘yinchilar tomonidan shaxsiy yoki ularga
bog‘lig bo'Imagan tasodifiy bo‘lgan yurishlar ketma-ketligining
inavjudligi; 2) o‘yinchilar ixtiyoriga beriladigan ma’lumotlarning
to‘laligi; 3) o‘yin oxirida o'yinchilarning oladigan yutuqglari.

1-ta’rif. Uchlar deb ataluvchi nuqtalar va ularni birlashtiruv-
chi yoylar to‘plamidan iborat bo‘lgan sikllarsiz bog‘liq figuraga
topologik daraxt deb ataladi.

Bu ta’rifdan kelib chigadiki, topologik daraxtning ixtiyoriy ik-
kita uchini yoylar va uchlar ketma-ketligidan tuzilgan yagona yoll
bilan tutashtirish mumkin bo'ladi (chunki, aks holda sikl paydo
bo‘lib golgan bo‘lar edi).

Topologik daraxtning biror uchi A q bilan belgilanadi.

2-ta’rif. Topologik daraxt G ning C uchi bilan Aqg uchini bir-
lashtiruvchi yagona yo‘l B uch orqgali o‘tsa, C uch B uchdan
keyin keladi deyiladi. Mabodo, C uch B uchdan keyin kelib, C
bilan B ni birlashtiruvchi yoy bo‘lsa, C uch B uchdan bevosita
keyin keladi deyiladi.

3-ta’rif. G topologik daraxtning keyin keladigan uchlari yo‘q
uchlari oxirgi uchlari deb ataladi.

4-ta’rif. G pozitsion o‘yin deb quyidagiga aytiladi:

1. Topologik daraxt G berilgan bo‘lsin, uning biror ajratilgan
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«puchi mos pozitsion o'yinning asosi yoki o yinning boshlang‘ich
pozitsiyasi deb ataladi;

2. G topologik daraxtning barcha oxirgi uchlariga o‘yinchi-
larning mos yutuglarini ifodalovchi n — o‘lchovli vektor mos
go‘yiladi;

3. G topologik daraxtning oxiri bo‘lmagan barcha uchlari
Yi, V2,  Yn,Yo to‘plamlarga ajratilgan bo‘lib, ular mos ravish-
da 1,2,...,n o'yinchilarning yurish toplamlari deb ataladi, Yq —
boshlang'ich pozitsiya Ao ni bildirib, agar undan keyingi pozit-
siyalarni tanlash tasodifiy bo‘lsa, u holda undan chiggan har bir
yoyga mos ehtimolliklar berilgan bo'ladi;

4. Har bir Yi, i = 1,2, ...,n yurish to'plamlari mos ravishda
o‘yinchilarning axborot to plamlari deb ataluvchi Y? to ‘plamlarga
ajratilgan bo‘lib, ularning har biri quyidagi shartlarni ganoatlan-
tirishi kerak:

a) har bir Y/ ni tashkil etuvchi uchlarning hech ganday ikkitasi
bir-biri bilan yoy orgali tutashtirilmagan;

b) har bir Y? ni tashkil etgan uchlardan chiggan yoylar soni
bir xil;

c) har bir Y/ ga // indekslar to‘plami mos qo‘yilgan. Bun-
da I\ to‘plamni tashkil etgan indekslar soni Yf tegishli uchdan
chiggan yoylar soniga teng va ular orasida o‘zaro bir giymatli
moslik o‘rnatilgan.

5-ta’rif. Agar G pozitsion o‘yinda i — o‘yinchining har bir
Y? axborot to‘plami fagat bitta elementdan iborat bo‘lsa, u hol-
da bunday o‘ym i —o'yinchi uchun, to‘la axborotli oyin deyila-
di. Agar G pozitsion o‘yin barcha ishtirok etayotgan oVinchilar
uchun, to‘la axborotli o'yin bo‘lsa, bunday o‘yin to‘la axborotli
o'yin deb ataladi. Masalan, shaxmat, shashka, futbol, tennis —
to‘la axborotli, gimor o‘yini hisoblangan bridj, pokyer, ruletka,
oshiq tashlash va domino o‘yinlari to‘la axborotli o‘yin emas.
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O-ta’rif. Har bir Y? axborot to‘plamiga If indekslar
t.o'plamining biror elementini mos qo‘yuvchi ixtiyoriy funksiyaga
i — o'yinchining strategiyasi deb ataladi.

7-ta’rif. Topologik daraxti chekli sondagi uchlardan iborat
bo'lgan o‘yin chekli o‘yin deb ataladi.

Albatta, chekli o‘yinda o‘yinchilar chekli sondagi strategiyaga
cga bo‘lishadi.

Ko‘rilayotgan o‘yinda i —o'yinchining strategiyalar to'plamini
Si bilan, uning elementini (strategiyasini) cti bilan belgilaymiz.

Demak, i —o‘yinchining strategiyasi deganda Y7 larning bar-
diasida aniqlangan va giymati mos ravishda If larda yotgan
funksiyani tushunar ekanmiz. Yoki boshqgacha gilib aytganda
ai strategiya bu shunday /(e) funksiyaki, uning argumenti Y}
t,o‘plamlardan iborat bo‘lib. giymati If ning elementidan iborat,
ya’ni har birj da f(Y7) G I\

0 lyinchilarning a, strategiyalaridan tuzilgan

a = (ai,a2,..., on)

vektor funksiya o yinning holati deb ataladi. Har bir holat o‘yin
tamom bo‘lganligini bildirib, bu bilan o‘yinchilarning yutug‘ini
aniglash mumkin:

Wi(a) = wi(a1,a2,-..an),

bu son i —o'yinchining yutug'ini bildiradi.
Biror a = (a1,Q2, .mm,an) holatda o'yinchilarning oladigan yu-
tuglaridan tuzilgan vektor funksiya quyidagi ko'rinishda bo'ladi:

w(a) = (wi(a),wz(a), ...,wn(a)).

Shunday qilib, barcha o'yinchilarning strategiyalari ma’lum
bo'lsa, bu o'yin tamom bo'ldi, o'yinchilarning yutuglari aniq
bo'ldi degani. Chunki strategiya o'yinchilarning gaysi holatda
ganday yechim gabul qgilish kerakligini aniglab beradi. Demak,
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har bir oyin holati o'yin boshlangandan to oxirigacha har bir
uchragan vaziyat uchun, ganday yo‘ltutishlikni aniglab beradi.
0 ‘*yinchilar tomonidan, shu ma’lum strategiyalarni go'llash nati-
jasida, o'yinning oxiriga yetib boriladi va o'yinchilarning yutuq
vektori w(a) aniq bo'ladi.

Har bir o'yinda o'yinchilar o'zlarining yutuglarini katta-
lashtirishga (maksimumlashtirishga) harakat gilishadi. Bu maksi-
mumlashtirish uchragan vaziyatlarda gabul gilinadigan yechim-
lardan tashkil topgan strategiyalar hisobiga amalga oshiriladi.
Agar, o'yin tasodifiy yurishlar orgali boshlansa, har bir a =
((*1,02, ....an) o'yin holati uchun, ehtimolliklar berilgan bo'ladi;
demak, w(a) yutuqga ega bo'lish ehtimolliklari berilgan bo'lib,
ularning o'rtacha matematik kutilma giymatini aniglash mumkin
bo'ladi.

Shunday qilib tu(ai, a2>mme «) —n — o'lchovli vektorlar, a,
lar chekli giymatlar gabul gilganda n o'lchovli jadval ko'rinishda
ifodalanishi mumkin. Bunday ko'rinish o Yyinning normal shakli
deb ataladi.

Masalan, tanga tashlash o'yinida ikki o'yinchi ishtirok etib,
ular bir-biriga bildirmagan holda tangani u, yoki bu tomonini
yashiradilar. O'yin goidasiga asosan, agar ikkalasi ham tanganing
bir xil tomonini yashirsalar ikkinchi o'yinchi birinchisiga bir bir-
lik, turli tomonini yashirsalar, aksincha, birinchi o'yinchi ikkin-
chisiga bir birlik beradi. Bu yerda umumiylikka zarar keltirmagan
holda, tanga yashirishni birinchi o'yinchi boshlaydi deb gabul gi-
lish mumkin. U holda, bu o'yinni pozitsion o'yin sifatida garalsa,
uning topologik daraxti quyidagi ko'rinishda bo'ladi (2.1-rasm).

Demak, bu o'yinda >0 = Y\ bo'lib, u birinchi o'yinchining
yurish to'plamini bildiradi. Y? esa Y\ dan chiquvchi yoylar-
ning oxirgi uchlarini bildirib, u ikkinchi o'yinchining yurish
to'plamini, shu bilan birga axborot to'plamini ham bildiradi.
Ikkinchi o'yinchida ham ikki imkoniyat (tanganing T —tamg'a,
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R —ragam tomonini yashirish) bo‘lganligi sababli, uning yurish
to‘plami Yi ning har bir uchidan ikkita yoy chiggan.

2.1-jadval
(1-1) (+M) (-1.1) (-1.1) T R
T\ A. T\ /R T 1 -1
R -1 1

|
2.1-rasm

Demak, har bir Imto‘plam ikki elementdan iborat bo‘lib, u
tanganing T yoki R tomonlarini aniglaydi.

Har bir yoyning yoniga o‘yinchilar tomonidan tanganing gaysi
tarafi (T, R) yashirgani mos ravishda yozib go'yilgan.

Daraxtning oxirgi uchlariga mos keltirilgan vektor komponen-
talari o‘yinchilarning yutuqlarini ifodalaydi. Bu olyinning normal
shakli 2.1-jadval ko‘rinishda bo‘ladi.

Jadvaldan ko‘rinib turibdiki, har bir o'yinchining ikkitadan (T
va R) strategiyalari bo‘lib, ularga mos kelgan yutuglar jadval ele-
menti sifatida berilgan. Jadval elementlari birinchi o'yinchining
yutug‘ini (ikkinchi o‘yinchining yutqizig‘ini) bildiradi.

Ikkinchi misol sifatida karta o'yinidagi soddalashtirilgan pok-
yer o'yinini keltiramiz. Faraz gilaylik, m ta rasmli va n ta rasm-
siz karta dastasi bo‘lsin. Ushbu o‘yinda ikki o'yinchi ishtirok etib,
ular karta dastasi hagida ma’lumotga ega bo‘lishgan holda, bosh-
lang‘ich stavka uchun, bir birlikdan "kon™ tikishadi. Shundan
so‘ng karta dastasi chiylanadi va birinchi o‘yinchiga bitta karta
beriladi. Birinchi o‘yinchi berilgan kartani bilgan holda yoki pas
deyishi, yoki a birlik go'shish orgali stavkani kotarishi mumkin.
Oxirgi holda 0'ymdavom etadi.

Birinchi (pas) holda, agar o‘yinchida rasmli karta bo‘lgan bo‘l-
sa tikilgan stavkani yutadi, rasmsiz bo‘lsa uni yutgazadi. Mabo-
do, birinchi o'yinchi stavkani a birlikka orttirsa, u holda ikkinchi
o'yinchiga yurish navbati keladi.
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Ikkinchi o‘yinchida ham ilckita imkoniyat bo‘lib yoki pas deyi-
shi, yoki stavkani a birlikka lco‘tarishi mumkin. Mabodo, ikkinchi
o'yinchi 1-holat pasni gabul qilsa, birinchi o‘yinchi bor stavkani
yutadi. Ikkinchi holatda biriiichi oyinchidagi karta ko'rsatiladi.

Ko'rsatilgan karta rasmli bo'lsa, birinchi o‘inchi, rasmsiz
bo‘sa ikkinchi o‘yinchi tikilgan umumiy stavkani yutadi.

Bu o‘yinning topologik daraxt shakli quyidagi ko'rinishda
bo'ladi (2.2-rasm):

n (+1,-1) h {+i,-1)

C (-1.+1) K(—1—a 1+ a)

2.2-rasm

Bu yerda A — tasodifiy Yo holat bo'lib, karta chiylanishini
bildiradi. B va C holatlar birinchi o'yinchining yurish to'plami
Y\ bo'lib, u rasmli, yoki rasmsiz kartaga ega bo'lishlikka mos ke-
ladi. Demak, bu yurishda birinchi o'yinchining ikkita ma’lumot
to'plami: VY,} = {5} va Y2 = {C} bor ekan. E va F holat-
lar ikkinchi o'yinchining yurish to'plami Yi ni bildirib, uning
ma’lumot to'plami = {E,F} dan iborat, chunki ikkinchi
o'yinchi birinchi o'yinchida ganday karta borligini bilmaydi, shu
sababli o'yin B va C holatlarning gaysi birida ekanligini, u fagat
taxmin qilishi mumkin.
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Bu holatlarning sodir bo‘lish ehtimolliklari mos ravishda
rn/{n + m) va n/{n + m) sonlariga tengdir. Demak, birinchi
olyinchida ikkita holat va har bir holatda ikkitadan yechim ga-
bul gilish (pas va stavkani ko'tarish) bo‘lar ekan. Bundan kelib
chigadiki, birinchi o‘yinchining to'rtta strategiyasi P — doimo
pas, K —doimo stavkani ko‘tarish, L K —rasmli stavkani ko*-
tarish (rasmsiz pas) va SK —rasmsiz stavkani ko‘tarish (rasmli
pas) bor.

Ikkinchi o‘yinchining ma’lumot to‘plami E va F holatlaridan
iborat bo‘lib, har bir holatda ikkitadan yechim gabul gilish mum-
kin. Shu sababli ikkinchi o‘yinchining ikkita strategiyasi (P —
pas, K —stavkani ko‘tarish) bor.

Agarp —m j(n+m) belgilashni kiritsak. Birinchi o'yinchining
P strategiyasi, unga o'rtacha 1-p+ (—1)(1 —p) —2p—1 yutugni
beradi (etibor beramiz, bunda ikkinchi o‘yinchining strategiyasi
hech ganday rol o'ynamaydi). Xuddi shunday (K,K) holatda
yutugp(a+ 1) + (I—p)(——a) = (ep —1)(a+1) ga teng bo‘ladi.
Shunga o*%shash hisoblashlarni bajarib, quyidagi: (K,P) = p m
1+ (1- p)ml= 1 {LK,K) = p{l+a)+ (1- p)(-I) = 2 -
1+ pa: (LK,P) = pel+ (1- p)(-) = 2p- 1L {SK,K) =
p-1+(1-p)(—2-a) = 2p-1+(p-1)a; (SK,P) = p-1+(1—p)-l =
1 yutuglarga ega bo‘linadi. Bu giymatlar yordamida 2.2-jadval
tuzilgan. 2 .2 -jadval

K p 2.3-jadval
P 2p-1 -1 K P
K (2p-DHa+1 1 K (2p-)(a +1) 1
LK 2p—1+pa -1 LK 2% —1+pa 2p—1

SK 2p+ (p—Na 1

Ko‘rsatish osonki 2p—+(p—)a < {2p—)(a+l) va2p—1< 1
tengsizliklar o'rinli. Demak, birinchi o‘yinchi tomonidan P va
SK strategiyalarni tanlash magsadga muvofig emas. Shu sababli
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mos satrlarni tashlab, 2.3-jadval shakldagi o'yinni hosil gilamiz.
Bu yerda, yana shuni ta’kidlash lozimki, agar p < 1 bo‘lsa
20 —(a +1) < 2p —1+ pa bo'ladi. Ya’ni, umuman olgan-
da, bu o‘yinda sof strategiyalarga nisbatan muvozanat holat yo‘g.

0 ‘yinning muvozanat holati va o‘yin bahosi

O'yinlar nazariyasida, o'yinchilarning optimal strategiyalari-
ni aniglash muhim hisoblanadi. Bu masalani yechishda quyidagi
tushuncha alohida ahamiyat kasb etadi.

8-ta’rif. Agar biror G o'yinda

Wi(al, a2, a*_i, aj,a*+l,...,0f) <

* * * *

*
</o1i? i @H>e i@n)
tengsizlik barcha™= 1,2,...,n va dx £ Si larda o'rinli bo'lsa,

a* = (aj, g” ..., aE) holat o'yinning muvozanat holati deb atala-
di. a* esa i — o‘yinchining optimal strategiyasi deyiladi.

Demak, har bir o'yinchi muvozanat holatni tashkil etgan
strategiyasini tanlashga harakat qiladi, chunki, aks holda u
0'zining yutug'ini fagat kamaytirishi mumkin. Muvozanat holat-
ga mos kelgan w* = w(a*) vektor o'yin bahosi deb ataladi. S bi-
lan Si larning dekart ko'paytmasini belgilaylik, ya’ni S —II" {St.
U holda a £ S —biror a = (ai, o12,..., an) holatni aniglaydi.

O'yinlar nazariyasida o'yinning muvozanat holatlarini (0'yin-
chilarning optimal strategiyalarini) va o'yin bahosini aniglash
asosiy masala hisoblanadi.

9-ta’rif. G topologik daraxt bilan berilgan pozitsion o'yindan
boshlang'ich Ag pozitsiyani tashlab yuborishdan hosil bo'lgan
o'yinlar gisqartirilgan o‘yinlar deb ataladi.

Quyidagi pozitsion o'yinni ko'raylik:
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2.3-rasm

Bu cyyinda boshlang‘ich Ao pozitsiya hisobga olinmasa quyi-
dagi qgisqartirilgan uchta pozitsion o‘yin hosil bo‘ladi:

113 *12 *0  Is I« 1? tb U ti i

Bunda har bir qisqartirilgan o‘yindagi yutuq vektor bosh-
lang‘ich 0 ymdagi yutuq vektor bilan aniglanadi. Masalan, 4, 5va
2,6-rasmlarda ifodalangan gisgartirilgan o‘yinlardagi mos yutug
vektorlar 2.3-rasmda ifodalangan o‘yindagi yutuq vektorlari bilan
aniglangan. Bundan kelib chigadiki, gisqartirilgan o‘yinlardagi
yutuq vektorlari boshlang‘ich o‘yindagi yutuq vektorlari orgali
beriladi.

Agar pozitsion o‘yin to‘la axborotli o'ym bo'lsa, o'yinchilar
tomonidan strategiya tanlash, bu yurish to‘plamidagi har bir po-
zitsiyadan chiggan yoylardan aniq bittasini tanlash bilan ekviva-
lent. Shu sababli gisqartirilgan o'yinlardagi har bir strategiyani
boshlang‘ich o'yindagi strategiya orqgali hosil gilish mumkin.
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Aksinchasi ham o'rinli, ya’ni gisqartirilgan o'yinlardagi strate-
giyalardan boshlang'ich o'yinning mos strategiyalarini tuzish
mumkin.

Ikki Kkishili pozitsion o‘yin garalayotgan bo'lsin. 5'i,S2 mos
ravishda Pi — birinchi va P2— ikkinchi o'yinchilarning strate-
giyalari to'plamini bildirsin. Quyidagi teorema o'rinli:

1-teorema. To'la axborotli chekli o;yin muvozanat holatga
ega bo'ladi.

Isbot. Faraz qgilaylik, Pi o'yinchi ol\ 6 S\, P20'yinchi ct2 G S2
strategiyalarini go'llashgan bo'lsin, u holda ularning mos yu-
tuglari wi(ai,a2) va u'2(ai, g;2) bo'ladi.

Berilgan pozitsion o'yinning uzunligi deb, mos topologik
daraxtning boshlang'ich va oxirgi uchlarini birlashtiruvchi yoylar
va uchlar ketma-ketligining har biridagi uchlar sonining eng kat-
tasiga aytiladi. Teorema isboti o'yinning uzunligiga nisbatan in-
duksiya usuli yordarnida keltiriladi. Nol uzunlikdagi o'yin uchun.
teorema isbot talab etmaydi, chunki bunda o'yinchilar hech gan-
day harakat gilishmaydi va ularning strategiyalari yagona bo'lib,
ular muvozanat holatni tashkil etadi.

Faraz qilaylik, uzunliklari k dan kichik bo'lgan barcha pozi-
tsion o'yinlar uchun, teorema o'rinli bo'lsin. G bilan uzunligi k
bo'lgan pozitsion o'yin belgilangan bo'lsin. Boshlang'ich Yo po-
zitsiyadan chiggan yoylar soni p ta bo'lib, I'o boshlang'ich pozi-
tsiyani tashlab yuborishdan hosil bo'lgan gisgartirilgan o'yinlar
mos ravishda Gi, G2, ..., G lar bilan belgilansin.

va S® lar bilan mos ravishda birinchi —Pi va ikkinchi —P2
o'yinchilarning Gj o'yindagi strategiyalar to'plami belgilangan
bo'lsin.

Qisqartirilgan Gi,G2,...,G o'yinlarning uzunliklari k dan
kichik bo'lganligi uchun, induksiya shartiga asosan, ularda mu-
vozanat holat mavjud, ular (a®*, ct2  bilan belgilangan bo'lsin.
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U holda muvozanat holatining ta’rifiga asosan:

>wSVnoS'y)

(2.1)
bu yerda G ¢ S~ ixtiyoriy bo‘lib, BN (o®,4")
va lar Gt o'yinning (af,a”) muvozanatiga mos

kelgan P\,Pi o'yinchilarning yutuglarini bildiradi.

Ko‘rilayotgan G o'yinda quyidagi 3 ta hoi bo'lishi mumkin:
1) o‘yin boshlanishi tasodifiy; 2) o‘yin birinchi o'yinchining yuri-
shi bilan boshlanadi; 3) o'yin ikkinchi o‘yinchining yurishi bilan
boshlanadi.

Birinchi hoi bajarilgan bo'lsin. Agar k birorta gisgartirilgan
Gi o'yinning uchi bo‘lib, unda birinchi o‘yinchi Pi ning yurish
navbatiga to'g'ri kelsa,

ai(q) =" (q)
yoki, agar k birorta gisqartirilgan Gi o‘yinning uchi bo‘lib, unda
ikkinchi o‘yinchi P2 ning yurish navbatiga to‘g‘ri kelsa,

«2(9) = af*(q)

deb olinadi. O'yinning boshlanishi tasodifiy bo‘lib, unda birinchi
o‘yirichi P\ ham, ikkinchi o'yinchi P2 ham ishtirok etishmaydi.
Shu sababli o'yinchilarning ctj va ol\ strategiyalari G o'vin uchun,
aniglangan bo'lib a\ ¢ Siva a2z ¢ S2 bo'ladi. Ko'rsatamizki,
(alj,a'2) holat G o'yinning muvozanat holatini tashkil giladi.
Faraz gilaylik, G o'yinning birinchi yurishidagi alternativ yoy-
larning hosil bo'lish ehtimolliklari mos ravishda 71,72,  7r(7i +
72 + eee+ 7, = 1) bo'lsin. Agar a\ ¢ S'i,a2 ¢ Sz lar mos ravish-
da Pi va P2 o'yinchilarning G o'yindagi ixtiyoriy strategiyalari
bo'lib, QI va a® ularning Gi o'yindagi gisqartirilgan strate-
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giyalari bo‘lsa, u holda:

Wi, az2)=Y~ liwl\a'l x$), «2)=y"7i"2 Na? »a?)
i=1 i—1
bo‘ladi. Xususan, agar ..., aP* strategiyalar a*

strategiyaning gisgartirilgani a™*, o $* mee>Q2* strategiyalar
strategiyaning gisgartirilgani bo‘sa, u holda:

wi(ai,ab) =
(2.2)
AN L 02) =
) t=1
i=l
bo'ladi.
71,72, . 7r sonlarning  manfiy  emasligidan (2.2):
tengsizliklardan quyidagilarni hosil: gilamiz.
AN 7 teh)(ad)*,41)," > E 7 Wwil)(“i,),«2)%).
i=l =1 (2_4)

F:ri«4,)(a|,)*,«2)") A IS:?t«"Z,(ai,)*«a 2>-
(2.2) va (2.3) larni (2.4) ga qo‘yib quyidagilarni hosil gilamiz:

wi{a{,ot2) > wi(ai,«2)> w2(«t,«2) > wz(a{,a2)

bulardan kelib chigadiki (a*, a) muvozanat G o'yin uchun, mu-
vozanat holat ekan.

Ikkinchi hoi bajarilgan bo'lsin. m shunday sonki, uning uchun,
quyidagi tenglik bajarilgan bo'lsin:

wh\an* N gn*) = mlaxw5(a’\',a2’\)- (2.5
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Birinchi o'yinchi Pi ning boshlang‘ich pozitsiya Yo dagi yechi-
nii sifatida a* (Vo) = m olinadi. Agar q birorta gisqgartirilgan Gi
o'yinning uchi bo‘lib, unda birinchi o‘yinchi i ning yurish nav-
batiga to‘g‘ri kelsa,

a\{q) = af\q)

deb olinadi. Ikkinchi o'yinchi P2 uchun, ham aj xuddi shun-
day, ya'ni k birorta gisgartirilgan Gt o'yinning uchi bo‘lib, unda
ikkinchi o‘yinchi P2 ning yurish navbatiga to‘gri kelsa,

<4(q) =
deb olinadi. Shunday qilib qurilgan c**,* lar G o‘yinda birinchi
va ikkinchi o‘yinchilarning mos strategiyalarini tashkil etishadi.
Ko‘rsatamizki, (c?, a?) holat G o'yinda muvozanat holatni tash-
kil giladi.

(2.5) dan kelib chigadiki, agar a2 ikkinchi o yinchi P2 ning G
o'yindagi ixtiyoriy strategiyasi bo‘lib, a " bu strategiyaning Gm
o'yindagi qgisqartirilgani bo‘lsa, u holda

iwi(a:J, @a2) = t*m)(«Sm)*, a~m)), (2.6)
wz(a\,a2) = wm)(a[m)* a"m)) 2.7

bo'ladi. a~* strategiya a2 strategiyaning Gmo‘yindagi gisqart-
masi bo‘lganligi uchun, (2.6) va (2.7) dan

WI(OII, *2) = w[m)@Qim)*, a @n)*), (2.8)

A" 2) = «2m)(«im)*. 4 m)*) (2-9)
ckanligi kelib chigadi.

Shunday qilib, agar ikkinchi o'yinchi P2 ning G o'ymdagi ix-
tiyoriy strategiyasi a2z bo'lib, ajj™’ bu strategiyaning Gm o'yindagi
gisqartirilgani bo'lsa, u holda (2.9), (2.1) ning ikkinchi tengsizligi
va (2.7) dan

w2(«l, °2)=um,@aim*™>« r ) » m)(a )*.4 m)="(ai,a?2
(2.10)
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kelib chigadi. Birinchi o'yinehi Pi boshlang'ieh pozitsiya Yqdai -

yurishni tanlagan ixtiyoriy strategiyasi ai bo‘lsin, ya’ni ai(Y0) =

i. Bu strategiyaning GLgisqartirilgan o'yindagi gisgartmasi

bo'lsin, u holda ikkinchi o'yinehi ning G o'yindagi ixtiyoriy

a2 strategiyasi va uning Gi gisgartirilgan o'yindagi gisgartmasi
uchun, quyidagi tenglik o'rinli:

t01(ai,012) = )

va xususan,
wi{ai,a2) = Ws7)(Si),qJ¥)
(2.5) ifodadan quyidagi hosil bo'ladi:
S RLAP LA S S

bundan (2.8), (2.1) va (2.11) lardan quyidagi kelib chigadi:

wilal, a2 = wiM{a(™*,a2 ) > w4 a ") >

(2-12)

(2.12)
> Wila$\c$) = wi(ai,a%))

(2.10) va (2.12) lardan fa*I' tto ) holat G o'yinning muvozanat
holati ekanligi kelib chigadi. Uchinchi hoi ham ikkinchi holdagi
mulohazalar yordamida isbotlanadi. Teorema isbot bo'ldi.

Bu teoremadan kelib chigadiki, to'la axborotli nol yig'indili
ixtiyoriy pozitsion o'yinning jadval ko'rinishdagi normal shakli
muvozanat holatga ega. Bu teorema ixtiyoriy n o'yinchili pozi-
tsion o'yin uchun, o'rinli.

Bundan tashqari ixtiyoriy n o'yinchili pozitsion o'yinda aralash
strategiyalarga nisbatan muvozanat holat mavjudligini isbotlash
mumekin.

Izoh. Teorema isbotidan berilgan o'yinning muvozanat hola-
tini topishning konstruktiv usuli ham kelib chigadi.

132



0 ‘yinni normal shaklga keltirish. Antagonistik o‘yin

Biz yuqorida ko‘rdikki, agar n ishtirokchili oYyinda i—
o'yinchining strategiyalari to‘plami Sl bilan belgilangan bo‘lsa,
a = (ai,02, an), a* ¢ St oYyining holatini, wt(a) soni i —
o‘yinchining yutug‘ini bildiradi.

O'yinchilar soni ikkita bo'lib, ixtiyoriy a ¢ Si x 722 da
lui(@) + w2(a) = 0 shartni ganoatlantiruvchi o'yinlar alohida
o'rganilib, ular antagonistik o yinlardeb ataladi. Mabodo, Si, S2
strategiyalar to'plamining elementlari soni chekli bo'lsa, bunday
o'yinlarni jadval ko'rinishida ifodalash qulaylik tug'diradi va bu
ko'rinish oyinning normal shakli deb ataladi.

Antagonistik o'yinlarda We(ot) = —w\{a) tenglik o'rinli
bo'lganligi  sababli  jadval elementlari sifatida birinchi
o'yinchining wi(a) yutug'ini aniglash yetarli. Bu bilan ikkinchi
o'yinchining yutug'i 102(a) esa birinchi o'yinchining yutug'i
bo'lgan wi(a) soniga garama-garshi ishorali son bilan aniglana-
di.

Muvozanat holat ta’rifini antagonistik o'yinlarga qo'llasak,
quyidagi munosabatlarga ega bo'lamiz:

iui(ai, a2) < wi(qJ, a2) < iwi(al,a?2) (2.13)

10-ta’rif. Barcha ai G 5i, g2 £ S2 lar uchun, (2.13) go'sh
tengsizlik o'rinli bo'lsa, (a*, a% juftlik a2, ai ¢ Si, a2£
Sz funksiyaning egar nugqtasi deb ataladi.

Yugoridagi mulohazalardan quyidagi teorema kelib chigadi:

2-teorema. juftlik berilgan o'yinning muvozanat ho-
latini tashkil etishligi uchun, u u)l(ai,a2), ai ¢ Si, a2 ¢ S2
funksiyaning egar nuqtasi bo'lishligi zarur va yetarlidir.

(2.13)  qo'sh tengsizligidan kelib chigadiki, agar (a”a”) mu-
vozanat holatni tashkil etgan bo'lsa, lu®a”a?;) soni jadvalning
mos ustunini eng katta, mos satrning eng kichik elementi bo'ladi.
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3-teorema. Agar (a\, a2 va (a™*, a™) lar o'yinning mu-
vozanat holatlari bo'lsa, u holda:

1) (a\,a2*) va (a”a;) lar ham muvozanat holatlari bo'ladi;

2) wi(aj,af) = = WI(«!*«£) = wx{a\,a*2¥)
tengliklar o'rinli.

Isboti. Awal 2)-munosabatlarni isbotlaylik. (a”a”j va
(ai,o:2) A@r ~(aijc ~), ai 6 S\, o2z ¢ S2 funksiyaning egar nug-
talari (1-teorema) bo'lganligi sababli,

w”alaz) < wi(al,aT) < wi(a?,af) (2.14)

xuddi shunga o'xshash

iVi(at*,Q2*) < wi(ar>a2) < tui(aj,ab). (2.15)

(2.14) va (2.15) tengsizliklardan wi(al,a2) = wi(a"*,a2% =

Wi(aJ*,Q!2) = 11(01,«2*) tengliklar kelib chigadi, bundan 2)-

munosabatlar isbot bo'ldi. Endi I)-da’voni ishbotlaymiz.
Ixtiyoriy ai € S\ uchun,

Wi(Q'i,Q:D < wi(ar>a2*) = (2.16)
munosabatlar va ixtiyoriy a2 ¢ S2 uchun,
101(04,a2) > wi(al, 03) = Wi(al, ag). (2.17)

munosabatlar o'rinli.

(2.16) va (2.17)-munosabatlardan toi(oi, Qo*) < toi(c?, a2) <
w\(a*,a2) qo'sh tengsizlik ixtiyoriy ai ¢ Si va az ¢ S2
lar uchun, o'rinli ekanligi kelib chigadi. Demak, (a\.ai2*) holat
wi(a\, a2), o1 € Si, a2 ¢ S2 funksiyaning egar nuqtasi bo'lar
ekan, bundan uning muvozanat holat ekanligi kelib chigadi. Xud-
di shu yo1 bilan ko'rsatish mumkinki, (a”a”) ham o'yinning
muvozanat holatini tashkil giladi. Teorema isbot bo'ldi.

Agar Sh Sz to'plamlarning elementlari soni chekli bo'lsa,
birinchi o'yinchining strategiyalarini 1,2,...,m bilan, ikkinchi
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o'yinchinikini 1,2, ...,m bilan belgilab chigish mumkin boadi.
Quyidagi:
wtl = Wi(ai,atj), » G Si, aj G S2
bclgilash orgali,
2.4~jadval

( Wu W12 ... Win)\
Wor Woo mmm \\bn

\Uml IR eee ¥m)

hosil gilinadi. Yuqorida ta’kidlanganidek, bu jadval o‘inning
normal shakli deb ataladi.

Demak, jadvalning satrlari birinchi o‘yinchining, ustun-
lari ikkinchi o'yinchining strategiyalarini ifodalaydi. Agar bi-
rinchi o'yinchi i(a.i) — strategiyasini, ikkinchi o'yinchi j(aj)
strategiyasini go'llashsa, birinchi (ikkinchi) o'yinchining yutug'i
Wij(-Wij) soniga teng bo'ladi.

1-misol. Quyidagi normal shakldagi o'yin berilgan bo'lsin:

Demak, bu jadvalli o'yinda birinchi o'yinchining ikkita, ikkinchi
o'yinchining uchta strategiyalari bor. Jadvalning elementlari
mos tanlangan strategiyalarda birinchi o'yinchining yutug'ini,
ikkinchi o'yinchining yutgizig'ini bildiradi.

Masalan, birinchi o'yinchi ikkinchi strategiyasini, ikkinchi
o'yinchi birinchi strategiyasini go'llagan bo'lishsin, u holda bi-
rinchi o'yinchining yutug'i 3 birlik bo'lib, ikkinchi o'yinchining
yutug'i —3 birlik bo'ladi.

Mabodo, ikkinchi o'yinchi ham ikkinchi strategiyasini qo'llasa,
birinchi o'yinchining yutug'i —4 (yoki yutqizig'i 4) birlik bo'lib,
ikkinchi o'yinchining yutqgizig'i —4 (yutug'i 4) birlik bo'ladi.
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Umuman, bunday ko'rinishdagi o‘yinlar 2 x n deb ataladi va biz
keyinchalik ular bilan to‘la tanishib chigamiz.

Yugoridagi ta’rif va tasdiglarni W = (wtJ) jadvalli o'yinga
nisbatan go‘llash mumkin. Fagat bunda ai,o0;2 holatlarni mos
ravishda i,j kolrinishdagi holatlarga almashtirish kerak bo‘ladi.

Biror (i*,j*) holat uchun,

W < WPj* < W

tengsizliklar ixtiyoriy i —1,2,..., mvaj —1,2,..., n larda o'rinli
bo'lsa, (i*,j* holat muvozanat holat deyiladi.
11-ta’rif. Agar W —(wy) jadvalli o'yin uchun, (i*,j*) holat
muvozanat holatni tashkil etsa to*-,- soni o ‘yin bahosi deb ataladi.
Yugoridagi mulohazalardan kelib chigadiki, W = (w”) jadvalli
0'yin bahosini va muvozanat holatlarini topish uchun, quyidagi
munosabatlardan foydalanish mumkin:

maxmin'UJj, = max(minwi,, mintt;22,m inw m,) -
i 3 j "3 3 ]

= max(min(wn, wl2, ..., win),min(w2i,w 22, s " 2n),
min(wm, uin?,..., wmm)),
va min7max, w\ = min(max* wti, max* W&,..., maxj win) —
mu”~max”n, w2U..., wnx), max(wi2, w22, ...,wni),

max (wln,w2n, mn))-
Agar mfalx rr}in wy = rr}in mfa\xiu,, tengligi o'rinli bo'lsa,

maxminwZ  minmaxwt] = Wi*j*
i 3 3 i

bo'lib, (i*,j*) —muvozanat holatni tashkil qgiladi.
2-misol. Bizga quyidagi jadvalli o'yin berilgan bo'lsin:
/3 -1 -4 3\
W=14 5 34)
\1. 4 11/
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Bu o'yinda birinchi o'yinchining 3 ta, ikkinchi 0'yinchining 4
ta strategiyasi bor. Yuqoridagi m?x mJin ] va rr}in mlaxwip larni

hisoblaymiz:

max min Wy = max(min(3, —, —4,3),

min(4,5,3,4), min(l, 4,1,1)) = max(—4,3,1) = 3

va

max(—4,3,1), max(3,4,1)) = min(4, 5,3,4) = 3.
Demak, yuqoridagi jadvalli 0'yinda max min = min m{ax o=
3 bo'ladi. . .

Hosil bo‘lgan 3 soni jadvalning 2-satri va 3-ustuni kesish-
gan joydagi elementdir. Shu sababli muvozanat holat —2,3)
ekanligi kelib chigadi. 0 *ym bahosi esa w = 3 soniga teng bo'ladi.

Aralash strategiya

Birinchi o'yinchining i = 1,2, ...,m strategiyalari uning sof
strategiyalari deb ataladi. Xuddi shunday ikkinchi o'yinchining
j = 1 2,..., n strategiyalari uning sof strategiyalari deb ataladi.

Quyidagi:

jadvalli o'yinda egar nugta yo‘g. Hagigatan, mgxm_inwt,, =
—, rr}in mlax = 1 yani miaxrr}inW,JA rr}inmzlix?i;,,.

Shu munosabat bilan quyidagi tarifni kiritamiz:

12-ta’rif. W = (wtJ) jadvalli o‘yin berilgan bo'lsin:

Ww* = max min w\J
(I
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soni quyi yutuq,

soni yuqori yutuq deb ataladi. Umuman olganda, w* < w* bo*“
ladi. Mabodo, w* = w* bo'lsa, o0'yin yechilgan hisoblanadi va
bunda hech ganday muammo yo‘q. w* < w* bo‘lgan o'yinlarda
ragib to‘g‘risida axborotga ega bo‘lish juda ham muhimdir.
Chunki, u holda o'yinehi o'zining strategiyasini tanlash hisobiga
eng katta yutuqqga ega bo‘la oladi. Agar raqgib to'g'risida axborot-
ga ega bo'lishning iloji bo'lmasa, u holda tavakkaliga, ammo
gaysidir ma’noda matematik nuqtayi nazardan asoslangan hol-
da strategiyalarni ehtimollik bilan gabul qilishga to‘g‘ri keladi.
Shu ma’noda o‘yinchilarning strategiyalari to'plami kengaytirila-
di. Bunda, albatta, o'yinchilarning oladigan yutuglari matematik
kutilma orqali aniglanadi.

13-ta’rif. W = () jadvalli o'yin berilgan bo'lsin. U holda
birinchi (ikkinchi) o'yinchining aralash strategiyasi deb quyidagi:

T

Sm=|(®ila2,-, xmTGRm: >0,i=1,2,....m, '}Txi=1}
i—

simpleksning elementlariga aytiladi. Bunda x = [x\,xz2,...,xm)
G Smaralash strategiyaning xt —komponentasi birinchi o'yinehi
tomonidan i — sof strategiyani gabul gilish ehtimolini beradi.
Xuddi shunday y = {y\,y2,—yn) € Sn aralash strategiyaning
yj — komponentasi ikkinchi o'yinehi tomonidan j —sof strate-
giyani gabul gilish ehtimolini beradi. Shu sababli 13-ta’rifdan
unga ekvivalent bo'lgan quyidagi ta’rif kelib chigadi.

14-ta’rif. Sof strategiyalar (z = 1,2,.... rn) ustida tagsimlan-
gan to'la ehtimollik aralash strategiya deb ataladi.
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Bunda, o'yinchining sof strategiyasi aralash strategiyalar
to‘plamiga tegishlidir. Masalan, birinchi o'yinchining 2-sof strate-
giyasix = (0,1,0,.0f G Smaralash strategiya orqali aniglana-
di. Xuddi shunday, ikkinchi o'yinchining, masalan, 3-strategiyasi
y = (0,0,1,0,..., 0) £ Sn orgali aniglanadi.

Quyidagi:

jadvalli o'yinni qaraylik. Faraz qilaylik, birinchi va ikkinchi
o'yinchilar birinchi sof strategiyalarini mos ravishda x\,y\ ehti-
mollik bilan gabul qilsinlar. U holda anigki, o'yinchilarning
ikkinchi sof strategiyalari mos ravishda x2 = 1 —xi, 22 = 1 —yi
chtimollik bilan tanlanadi.

Demak, bunday holda birinchi o'yinchining o'rtacha (matema-
tik kutilma) yutug'i

W(X, y) = 2xwi + 3x2yi + 5xiy2 + 2x2y2 (2.18)
soniga teng bo'ladi. (2.18) ni soddalashtirib quyidagi

funksiyaga ega bo'lamiz.

Birinchi o'yinchi x\ = | ehtimollikni tanlash hisobiga o'rtacha
kafolatlangan 2| yutugni oladi. Chunki, u ikkinchi o'yinchi
tomonidan y\ sonini ganday tanlashi hagida axborotga ega
bo'lImaganligi sababli, x\ ning boshga giymati, ya’ni x\ ~ | ni
tanlash bilan o'zining kafolatlangan yutug'i 2| ni kamaytirib yu-
borishi mumkin.

Xuddi shunga o'xshash, ikkinchi o'yinchi ham y\ —| ehti-
mollikni tanlash bilan o'rtacha kafolatlangan 2| yutgizigga ega
bo'ladi. Boshga ehtimollikni tanlash orgali o'zining o'rtacha
yutqizig'i bo'lgan 2| ni kattalashtirib yuborishi mumkin. Bu mu-
lohazalardan kelib chigadiki, birinchi o'yinchi uchun, eng magbul
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aralash strategiya x* = ikkinchi o‘yinchi uchun, y* =

(J) 4J aralash strategiya bo‘lib, shunda birinchi o'yinchining
kafolatlangan o'rtacha yutug‘i va ikkinchi o'yinchining kafolat-
langan o'rtacha yutqizig'i 2| bo'lar ekan.

Agar W = (wij) jadvalli o'yin berilgan bo'lib, birinchi va
ikkinchi o'yinchilar x ¢ Sm, y ¢ Sn aralash strategiyalarni mos
ravishda go'llasalar, birinchi o'yinchining o'rtacha (matematik
kutilma) yutug'i

m n

i=l j=1
soniga teng bo'ladi.

15-ta’rif. W = (u\j) jadvalli o'yinda o'yinchilarning mos ra-
vishda biror x ¢ Sm, y ¢ Sn aralash strategiyalari uchun,

W(X,y*) < w(x*y*) < w(x*y)

go'sh tengsizlik ixtiyoriy x ¢ Sm, y ¢ Snvektorlar uchun, o'rinli
bo'lsa, u holda (x*,y*) juftlik W = (wij) jadvalli o'yinning mu-
vozanat holati, w(x*,y*) soni o‘yin bahosi deb ataladi.

O'yinlar nazariyasida muvozanat holatlarni aniglash muhim
hisoblanib, ularni aniglash bilan o'yin to'la hal etiladi.

Faraz qgilaylik, birinchi o'yinehi x ¢ Smaralash strategiyasini,
ikkinchi o'yinehi esa j —sof strategiyasini go'llashgan bo'lsin. U
holda, birinchi o'yinchining o'rtacha matematik kutilma yutug'i

m

(2.19)
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tengsizlik barcha j = 1,2,...,n larda bajarilib j ning birorta
giymatida gat’iy bo‘lsa, x strategiya x' strategiyadan afzal deb
ataladi va x  x' ko'rinishda yoziladi.

Faraz qilaylik, ikkinchi o'yinchi y G Sn aralash strategiyasini,
birinchi o'yinchi esa i —sof strategiyasini qo'llashgan bo'lsin. U
holda, birinchi o'yinchining o'rtacha matematik kutilma yutug'i

n

tengsizlik barcha i = 1,2,...,m larda bajarilib, i ning birorta
giymatida qat’iy bo'lsa, y strategiya y' strategiyadan afzal deb
ataladi vay >my' ko'rinishda yoziladi.

Izoh. Agar 16-tarifda x birinchi o'yinchining i —sof strate-
giyasini bildirib, x* —k —sof strategiyasini bildirsa, u holda x
strategiya x' strategiyadan afzal degani quyidagiga ekvivalent:

Wij > WK
tengsizlik barcha j = 1,2,...,n lar uchun, o'rinli bo'lib, j ning
biror giymatida gat’iy bo'lishi kerak.

Xuddi shunga o'xshash, agar y ikkinchi o'yinchining j — sof

strategiyasini bildirib, y* —I —sof strategiyasini bildirsa, u holda
y strategiya yi strategiyadan afzal degani quyidagiga ekvivalent:

tengsizlik barcha i = 1,2....m lar uchun, o'rinli bo'lib, i ning
biror giymatida gat’iy bo'lishi kerak.
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Demak, bu hollarda, ya’ni sof strategiyalarning afzalini anig-
lash uchun, bevosita W = (itfy) jadvalning satrlari yoki ustun-
lari elementlarini mos ravishda solishtirish orgali topish mumkin
ekan.

Bir strategiyaning ikkinchi strategiyadan afzalligining ma’nosi
shuki, o'yinchi afzal strategiyani tanlash bilan o'z yutug'ini ka-
maytirmaydi, hatto kamida bir holatda qat’iy ko'paytiradi. Quyi-
dagi sonli misolni garaylik:

bu jadvalli o'yinda birinchi o'yinchining ikkinchi sof strategiyasi
birinchi sof strategiyasidan afzal, chunki: 4>3, 1> —,3 >
—4, 3 > 3. Shu sababli birinchi o'yinchi hech gachon birinchi sof
strategiyasini tanlamaydi. Demak, ushbu jadvalli o'yinda birinchi
satr hisobga olinmasa ham bo'ladi, bunda quyidagi jadval hosil
bo'ladi:

Oxirgi jadvalda ikkinchi o'yinchining 2-sof strategiyasi birinchi
sof strategiyasidan afzal: 2 < 4, 4 < 1,2 < 3, 1<3. Demak,
quyidagi jadval hosil gilinadi:

Yugoridagi mulohazalarni gaytarish bilan ko'rsatiladiki,
ikkinchi o'yinchining 1-sof strategiyasi 3 va 4 —sof strategiyalar-
idan afzal, bundan

jadval hosil gilinadi. Endi oxirgi jadvalda birinchi o'yinchining 1-
sof strategiyasi 2-sof strategiyasidan afzal. Shu sababli quyidagi
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bir elementli jadval hosil gilinadi:
Wv=(1).

Bu oxirgi jadval bir elementli bo'lganligi uchun, boshlang'ich
W = (iUij) jadvalli o'yinning muvozanat holati mavjud bo'lib, u
(2,2) dan iborat, chunki boshlang'ich jadvalda We2 = 1. Bu 1
soni ko‘rilayotgan jadvalli o'yinning o'yin bahosini tashkil giladi.

Endi quyidagi jadvalli o'yinni garaylik:

/| 3 -1 -4 2\
W= (12 1 30
\' 0 3 24

Ushbu jadvalli o'yinda birinchi o'yinchining x = 70,

aralash strategiyasi x' = (1,0,0)T aralash (sof) strategiyasidan

afzal. Hagigatan:
3" 1 3

)j = 1da  wuXi=3m0+ 12¢- +0m = 3;

1340+ 1-24 e = 2k

1]
N
o
5}
<
=
11

2]

1 3 1
‘0+3'4+2'4 =

3N 1 3
4)j = 4da WuXi = 2-0+0°- +4--=3
j=i 4 4
ga ega bo'lamiz. Xuddi shu usul bilan x* = (1,0,0)7,
uchun, hisoblansa mos ravishda quyidagi sonlarni hosil qila-
miz: 3,-1,-4,2, bundan 3 = 3,20 > 4 || > —4,3 > 2
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ya’ni (2.19) tengsizliklarning barchasi bajariladi. Shu sababli
W = (w”) jadvalli oyin o'rniga gisqgartirilgan

wrEGR s

jadvalli o'yinni yechish yetarli. Chunki bunda quyidagi tasdiq
o'rinli bo'ladi:

4-teorema. Biror W = (u”) jadvalli o'yinda i —komponen-
tasi noldan iborat bo'lgan aralash x G Sm strategiya i —kom-
ponentasi 1 (demak, qolganlari noldan iborat) bo'lgan x' aralash
strategiyadan afzal bo'lsin. U holda i —satri tashlab yuborilgan

W’ = jadvalli o'yinning muvozanat holatidan boshlang'ich
W = (u\j) jadvalli o'yinning muvozanat holati quyidagicha hosil
gilinadi: birinchi o'yinchining w' = (wij) o'yindagi optimal

strategiyasida i —komponentadan boshlab o'ngga bir birlik suri-
ladi, bo'shab golgan i —komponentasi o'rniga nol soni yoziladi,
ikkinchi o'yinchining optimal strategiyasi o'zgarmasdan qoldiri-
ladi. O'yin bahosi vi ham o'zgarmasdan goladi.

Quyidagi misolni garaylik:

| 3 -1 -4 2\
W=[12 1 301.
\ 0 3 24/

Bizga ma’lumki, bunda 1-satr tashlab yuboriladi va quyidagi
gisqartirilgan o'yinga kelamiz:

v edS M

Bu oxirgi o'yinda muvozanat holatni x = j) vay =

70,|,|,0" aralash strategiyalar tashkil giladi. O'yin bahosi 2*
ga teng. 4-teoremaga asosan boshlang'ich W = {wl3) jadvalli
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o'yinning muvozanat holati (x*, y*) va o‘yin bahosi \(* mos ravish-
da quyidagiga teng x* = 0, T, y* = (o, Q] vav* = 2|.

Izoh. Ikkinchi o‘yinchiga nisbatan ham 4-teorema tasdig‘iga
o'xshash tasdigni aytish mumkin.

Shu sababli ayrim jadvalli o'yinlarga 16 va 17-ta’riflarni
go‘llash orgali ularning o‘lchamini kamaytirish va 4-teorema yor-
damida boshlang'ich jadvalli o'yinning yechimini aniglash mum-
kin bo‘adi.

Bu yerda shuni takidlash lozimki, W = () jadvalli
o‘yinlarga 16 va 17-tariflarni go'llash orgali jadval o‘lchamini
kamaytirish ketma-ketligining fargi yo‘q.

Minimaks haqgidagi teorema

Quyidagi teorema o‘yinlar nazariyasida muhim teoremalardan
biri hisoblanadi.

5-teorema. (Minimaks hagidagi teorema) Quyidagi:

W] = max mlnwx wu —min max w(X,
J X€Sm y&Sn ( y) yESnxeSm ( y)

sonlari uchun,
wi = wn
tenglik o'rinli.

Bu teorema ko'p usullar bilan isbot gilingan bo'lib, biz
Fon Neymanga tegishli bo'lgan isbot usulini keltiramiz. Buning
uchun, bizga quyidagi ikkita lemma kerak bo'ladi.

1-lemma.(Gipertekislik hagidagi teorema). B m —o'lchamli
evklid fazosining gavariq yopiq to'plam ostisi bo'lib, unga tegishli
bo'lmagan 2 = (zi, 2, z m) nugta berilgan bo'lsin. U holda,
shunday pi,p2. — pmtl haqigiy sonlar mavjudki, ular uchun,

m
N Pi%i = Pm+l (2.20)
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tenglik va ixtiyoriy y G B uchun,
m
N yPiVi ‘wPmtl (2-21)
t=I

tengsizlik o‘rinli bo'ladi.

Bu lemmaning so'z bilan talgini: B to'plamga tegishli bo'lma-
gan 2 nugtadan shunday gipertekislik o'tadiki, B to'plam to'la-
ligicha gipertekislikning fagat bitta tomonida yotadi.

Isbot. B to'plamning yopigligiga asosan, uning z ga eng yagin
bo'lgan x = (xi, X2, ..., xm) nuqtasi mavjuddir. B to'plamning
gavariq ekanligidan, uning x chegaraviy nugtasidan o'tuvchi
shunday gipertekislik L, ya’ni shunday Pi,P2, m-PmiP sonlari
mavjudki, ixtiyoriy y G L uchun,

m
XIMi =P
i-1
tenglik o'rinli bo'lib, ixtiyoriy y G B uchun, esa quyidagi:
m
YI Mi>P (2-22)

J=1
tengsizlik o'rinli bo'ladi.
L gipertekislikni antigradiyent (—pi,p2, mmPm)) bo'yicha z
nuqtadan o'tgunga qadar parallel ko'chiramiz. Bu bilan shunday
pm+i < p soni aniglanadiki, natijada L gipertekislikka parallel
va z nugtadan o'tuvchi gipertekislik
m
AN tPVi ~ Pmtl
i=1

tenglik bilan aniglanadi. Ya’ni
m
AN PiY% = Pl
i=l
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bu bilan (2.20) tenglik o'rinli. (2.22) va pm+i < p tengsizliklardan

kelib chigadiki: ixtiyoriy y £ B uchun,
m

»3
tengsizlik bajariladi, bu bilan (2.21) tengsizlik bajarilishi ham
ko'rsatildi. Shu bilan 1-lemma isbot bo'ldi.

2-lemma. Biror m x n o'lchamli V = (v jadval berilgan
bo'lsin, u holda, quyidagi tasdiglardan faqgat biri o'rinli bo'ladi:
1) Smda shunday t = (ti,i2>=>"n) element borki, uning uchun,
vijti + \Bjt2 + ... + vmitm > O tengsizlik barchaj = 1,2,...,n lar
uchun, bajariladi; 2) Sn da shunday q = (q\, 2, :.,qn) element
borki, uning uchun, vaqi + vkgz + + vingn > 0 tengsizlik
barcha i = 1,2,..., m lar uchun, bajariladi.

Isbot. m —o'lchamli Rm evklid fazosida quyidagi:

VI — (1) A2 = (M2i — Vm2)mmmmh — (Mru =S

ei= (1,0,...,0), e2= (0,1,0,..., 0), em=(0,0,.... 1
nugtalarning gavarig qobig'ini C bilan belgilaymiz. Bir paytda
bajarilmaydigan ikki holatni ko'ramiz: 0 £ C va O£ C, bu yerda
0 Rm fazoning nol nugtasi.

Awal birinchi holni ko'raylik. Unda Sn+m dan shunday element
(Al, X2,...,Xn, Pi, P2,-,Mm) topiladiki, uning uchun,

AN+ Xav2 + ..+ Awn+ Piti+ peez + ...+ fimem= 0 (2.24)
tenglik o'rinli bo'ladi. (2.24) tenglikni koordinata bo'yicha
yozsak,

AW + XoM2 + ..., +Xnvin+ A —0 (2.25)
tengliklarga ega bo'lamiz, ammo p? i = 1,2,..., m lar manfiymas
sonlar bo'lganligi uchun, (2.25) dan

Alvil + Moviz + )+ \jum+ Pi < 0 (2.26)
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tengsizliklar sistemasiga ega bo'lamiz. Lekin Ai+A2+-..+A,, > 0,
chunki aks holda Ai > 0, A2 > 0,...An > 0 bo'lganligi uchun,
Al=A=.=A,=0va(225 dan =p2= = = 0hosil
bo'ladi. Bu esa (AT} A2, A ,,, p,2, *, I*m) € Sn+m ekanligiga
ziddir. Shuning uchun, gz = Xg/ 521=I J=1,2,...,ndebolish
mumkin, u holda q = (qi,g2, «s,qn) € Sn va (2.26) larga asosan
vtiQi + vizge + mmm+vingn < 0 tengsizlik ixtiyoriy i = 1,2,...,m
uchun, o'rinli. Bu bilan 2-lemmaning 2)-da*vosi isbotlandi.
Endi faraz etaylik 0GC,. U holda, 1-lemmaga ko'ra, shunday
Pi,P2, mmmm, Pm+i sonlari mavjudki, ular uchun,
m
A0 wPi —Pme (2.27)
i=1
va ixtiyoriy y EC uchun,
m
~2 PM> /Wi (2-28)
i—1
munosabatlari o'rinli bo'ladi.
(2.27) dan kelib chigadiki, pm+i = 0. (2.28)-tengsizlik, xusu-
san, (2.23) dagi nugtalar uchun, ham bajariladi. Shuning uchun, y

o'rniga birin- ketin et, i =, 2,..., m nugtalarni qo'yib vapm+\ = 0

ekanligini hisobga olsak, pi >m 0,i = 1,2,....,m ekanligi ke-

lib chigadi. Demak, ti = pt/ k52Pk| i=12,..mvat G Sm.
—1

Agar (2.28) day o'miga (2.23) dagi Vj, j = 1,2,..., n nugtalarni
go'ysak, quyidagi 521Pivij > 0,J —1,2,...,n tengsizliklar sis-

m
temasiga kelamiz. Buning ikkala tomonini musbat 52Pi soniga

bo'lish orgali,

Y Mg > 3=12 ...n
i—1
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tengsizliklar sistemasini hosil gilamiz. Bu esa 2-lemmaning 1)-
da’vosini isbotlaydi. Lemma isbot bo‘ldi.

Endi 5-teoremani isbotlaymiz. Berilgan m x n o‘lchamli
V jadvalli o'yinda 2-leinmaning I)-da’vosi o‘rinli bo'lsin, u hol-
da shunday t E Sm topiladiki. uning uchun, v\jt\ + vojt2 + ... +
vmitm > 0, j —1.2,.... 7 tengsizliklar sistemasi o‘rinli yoki ix-
tiyoriy y G Sn uchun,

n
v(x,y) =y > b*i +v3x2+ ... + vmjxm)yj > 0 (2.29)

7=1
tengsizlik hosil bo'ladi, bu yerda x = t deb olingan. (2.29)-
tengsizlik ixtiyoriy y € Sn uchun o‘rinli bo‘lganligi sababli:

gglsrrl]v[x y) > 0,

yoki

ve = max minv(x,y) = max min xv.j > 0. (2.30)

Xx€.Sm yfzSn X~ Sjn

Bu yerda v.j belgi V jadvalning j —ustuniga mos kelgan vektorni
bildiradi.

Xuddi shunday mulohazalar bilan, agar 2-lemmaning 2-da'vosi
bajarilsa,

va = mmmaxv(ry) = min maxvj. <0 (2-31)
y€Sn x&Sm 1<j<nx&Sm

tengsizlikka kelamiz, bu yerda vz belgi V jadvalning z-satriga mos
kelgan satr vektorni bildiradi.

Ammo 2-lemmaning da’vosiga asosan, yoki l)-shart, yoki 2)-
shart bajariladi. Demak, (2.30), (2.31) lar bir paytda bajarilmay-
di, xuddi shunga o*shash

Vi < 0 < vjj (2.32)
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shartlar ham bajarilmaydi. x — ixtiyoriy haqgiqiy son bo‘lsin.
Quyidagicha:

Wij=WVij- hyi=1,2,mj =12 ..n
yangi m xn o'lchamli W jadvalni tuzamiz. Ko‘rsatish mumkinki:
w(x,y) = u(x,y) —i,

bu yerdav(x, y), w(x, y) lar birinchi o'yinchining V va W jadval-
li o'yinlardagi mos yutuqglarining o'rtacha matematik kutilmasini
bildiradi.

W jadvalga yuqoridagi mulohazalarni go'llasak, uning uchun,
(2.32) o'rinli emasligi kelib chigadi, ya’niwj —h < 0 < wn - h
yoki wt < h < wu tengsizliklar hech bir x sonida bajarilishi
mumkin emas. Demak, wj > wu, ammo ma’lumki wi < wjj, bu

oxirgi tengsizliklardan wj = wn ekanligi kelib chigadi. Teorema
isbot bo'ldi.

Bu teoremadan kelib chigadiki, ixtiyoriy jadvalli o'yinda

o'yinchilarning optimal strategiyalari mavjud va o'yin bahosi
aniglangan.

Jadvalli o‘yinlarga chizigli dasturlash usulini go‘llash

6-teorema. w bahoga ega bo'lgan W = (wtj) jadvalli o'yinda
birinchi o'yinchining x aralash strategiyasi optimal bo'lishligi
uchun, ikkinchi o'yinchining ixtiyoriy y aralash strategiyasida

w < w(X, Y) (2.33)
tengsizlikning bajarilishligi zarur va yetarli.

Ikkinchi o'yinchiga nisbatan ham bu narsa o'rinli: ikkinchi
o'yinchining y aralash strategiyasi optimal bo'lishligi uchun, bi-
rinchi o'yinchining ixtiyoriy x aralash strategiyasida

w > w(X, Yy) (2.34)
tengsizlikning bajarilishligi zarur va yetarli.
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Isbot. Teorcmaning birinchi gismini ishotlash yetarli. Ikkinchi
gismining isboti shunga o'xshash amalga oshiriladi.

Zarurligi. £ — birinchi o'yinchining optimal aralash strate-
giyasi bo'lsin. U holda minimaks teoremasiga asosan, ikkinchi
o'yinchining shunday aralash strategiyasi y mavjudki, quyidagi
munosabatlar o'rinli bo'ladi:

w = w(x, y) < w(x, )

bu yerda y —ikkinchi o'yinchining ixtiyoriy aralash strategiyasi.

Shu bilan (2.33) zaruriy shart ekanligi isbotlandi.

Yetarliligi. Faraz qilaylik, x (2.33) tengsizlikni ixtiyoriy y
da ganoatlantirsin. Minimaks teoremasiga asosan, birinchi va
ikkinchi o'yinchilarning mos ravishda shunday x°, y° optimal
strategiyalari mavjudki, ixtiyoriy x, y lar uchun, quyidagi teng-
sizliklar o'rinlidir:

w(x, y°) < w(x®, y°) < w(x®y) (2.35)

Ammo teorema shartiga asosan o'yin bahosi w bo'lganligi
uchun,:

w = w(x°, y°). (2.36)
(2.33) va (2.35) lardan
w(x°, y°) < w(x°, y) (2.37)

kelib chigadi.
(2.37)-tengsizlikda y ni y° ga va (2.34) ning o‘ng tarafidagi x
ni x ga almashtirish orgali (2.34) dan quyidagi:

™X, ¥°) < w(x®, y°) < ux(x y°)
hosil gilinadi, ya'ni

y°) = w(x, y°).
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(2.35), (2.36) va (2.37) dan w(x, y) funksiyaning egar nuqtasi
(x, y°) ekanligi kelib chigadi, ya’ni birinchi o'yinchining aralash
optimal strategiyasi x bo‘lar ekan. Shu bilan yetarli shart va teo-
remaning birinchi gismi isbotlandi.

Bu teoremadan bevosita quyidagi natija kelib chigadi.

Natija. Bahosi w bo'lgan W — (wtJ) jadvalli o'yinda birin-
chi o'yinchining aralash strategiyasi x = (xy, x2, mmxm) optimal
bo'lishligi uchun, quyidagi tengsizliklarning:

m
w< E aipi,  j=12..n (2.38)
i=1
bajarilishligi zarur va yetarli.

Ikkinchi o'yinchiga nisbatan ham bu narsa o'rinli: bahosi w
bo'lgan W = (wv) jadvalli o'yinda ikkinchi o'yinchining aralash
strategiyasi y = (yi, fo, ...,yn) optimal bo'lishligi uchun, quyida-
gi tengsizliklarning:

n
w> E dijvj,  i=1.2..m (2.39)
j=i
bajarilishligi zarur va yetarli.

Bu tasdiglardan kelib chigadiki, W = (wis) jadvalli o'yinning
yechimini aniglash uchun, (2.38) va (2.39) tengsizliklar sis-
temasining manfiymas hamda

m n
5>f =1 JnVi=1 (2.40)
i=1 i=1
tengliklarni ganoatlantiruvchi (x. y) juftlik va w ni aniglash ke-
rak bo'ladi.

Ushbu xulosadan foydalanib masalani chizigli dasturlash usuli
yordarnida yechish mumkin bo'ladi. Umumiylikka zarar keltirma-
gan holdaw > 0 deb olish mumkin. Bu narsa quyidagi mulohaza-
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dan kelib chigadi. Ya’ni W = (wtj) jadvalli o'yinning har bir ele-
incntiga biror o'zgarmas K sonini go'shish bilan o'yinchilarning
optimal strategiyalari o'zgarmaydi. Fagat o'yin bahosi K ga or-
tadi. Hagiqgatan, ko'rsatish osonki ixtiyoriy (x, y) aralash strate-
giyalar juftligi uchun, xWyT = xWyT + K ayniyat o'rinlidir,
bundan kelib chigadiki: wij = wtJ + K.

Quyidagi belgilashlarni

kiritish bilan (2.38)—2.40) lar yordamida chizigli dasturlashning
to'g'ri va ikkilanma masalalariga kelinadi: ikkilanma masala:
m
1< YMaijXi: J=1.2, T,
i=1
>0i=12,...m

shartlar ostida

i=1
funksiyaning minimumini toping.
To'g'ri masala:
n

E at]vj M 1L *= 1,2,
Vf>0.j=12..ra

shartlar ostida n

funksiyaning maksimumini toping.
Bu o'zaro ikkilanma masalalar yechilgandan so'ng teskari al-
mashtirish yordamida boshlang'ich o'yinning yechimi aniglanadi.
Biz buni quyidagi sonli misolda ko'rib chigamiz:
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/1 2 -1\
W= 10 1 3) (2.41)
\3-2 1/

Ushbu jadvalli o'yinning har bir elementiga, masalan, K = 3
sonini go‘shish orgali musbat baholi jadval o‘yinga keltirish mum-
kin. Unda, biz quyidagi jadvalli o'yinga kelamiz:

(2.42)

Oxirgi jadvalli o'yinga mos keluvchi to‘g‘ri va ikkilamchi chizigli
dasturlash masalalarini tuzamiz: ikkilamchi masala,

Xi + X2 + X3 — >min,
4Xi + 3x2 + 6Xx3> 1
5Xi + 4x2+ x3> 1
2Xi d6x2+ 43 > 1
x\ >0, X2> 0, X3> 0.

Tog‘ri masala:

21H 32+ 23 — w»max,

4yi + Sy2 + 2y3< 1

3yi + 4y2+ 6y3< 1 (2.43)
Byi + V2+ %3 < 1

yi > 0,y2> 0, y3> 0.

Demak, ikkilamchi masalani yechish bilan birinchi o‘yinchining
optimal strategiyasi topiladi. Masalani X4 > 0, x5 > 0, x6 > 0
0zgaruvchilar yordarnida kanonik shaklga keltiramiz:
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25 =

X6 =

-20

—Xg= —X\ — X2 - X3

£4 = —1 + 4XI + 3X2 + 673
Xs= —1+ 531+ 4x2+ £3
Xg= —1+ 2x\ + 6x2 + 4X3
Xi > o0, X2> o0, 23> o,
X4 >o0,£5 >0,Xd>o0.

-Xi

2.5-jadval
X2 -X3 1
1
1 1 so = 5
1
3 —6 X4 = :
-4 Xi= &
_ B 3
-6 4 X6 = 5
£ 7-jadval
-X2-%x3 1
6 15
% 0 -Xo = g
1 5
% "1 X3 = 118
21 .13
% 0 Xi = g3
118* _ 6
% 0 Xi = 59

yo = VN + V2 + V3 -> max
y4= 1- 4yi - hy2- 2y3
25=1—3yi —4y2- 6y3
ye =1- %1- V2—%3
171 >0,Yy2>0,y3> o0,
24> 0,y5> 0, y6 > 0.
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2.6-jadval
~ X\ X2 -Z3
1 4
0 5 5
1 26%
0 5 5
4 1
-1 5 5
2 18
0 5 5
2.8-jadval
~X\ =X2-x3
0 0 0
0 0o -1
-1 0 0
0O -1 0



Ushbu masalani ikkilamchi simpleks usul bilan yechish
yugoridagi (2.5)—2.8) jadvallar ko‘rinishda bo'ladi.

Bundan quyidagilarga ega bo‘lamiz: xo = If, £2 =
ft, £3 — Teskari almashtirish: w = j-, X\ = xjuxi, x» =
WXz, £3 = wx3, orgali (2.42) o'yinning o'yin bahosi va birin-
chi o'yinchining optimal strategiyasini aniglaymiz. Bunda quyi-
dagilar kelib chigadi: w = j|, x = (*, @ .Ammo K =3
bo'lganligi sababli boshlang'ich (2.41) o'yinning o'yin bahosi
quyidagiga teng bo'ladi: w* = w —3 =

Endi to'g'ri (2.43)-masalani yechish orgali ikkinchi o'yinchi-
ning optimal strategiyasini topamiz. Buning uchun. (2.43)—ma-
salani ya > 0,25 > 0.ye > 0 kuchsiz o'zgaruvchilar yorda-
mida kanonik shaklga keltirib olamiz. Ushbu masalani ikkilam-
chi simpleks usul bilan yechish quyidagi (2.9)—2.11) jadvallar
ko'rinishda bo'ladi:

Bundan quyidagilarga ega bo'lamiz: yo = ¢§ vyi = ft, y2 =
ft, 23 = ft- Teskari almashtirish w = YyX = uuyuyz2 =
WAL, \6 = wys, orgali (2.42)- o'yinning o'yin bahosi v*a ikkinchi
o'yinchining optimal strategiyasini aniglaymiz. Bundan quyida-
gilarga ega bo'lamiz: w = y'= (*, 7). Ammo K = 3
bo'lganligi sababli boshlang'ich (2.41) o'yinning o'yin bahosi
yugoriga o'xshash quyidagiga teng bo'ladi: w* = w —3 =\|.

2.9-jadval 2.10-jadval

1 -yi ~22 -213 1 w22 -23

1 1 3

yO: 0 -1 -1 -1 yo: 5 5 0 -5
o= 1 4 5 2 w= &t & -1 2
r»= | 3 4 6 x» = % 1 0 22*
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2.11-jadval 2.12-jadval

1 ~Vi ~2/2 -2/3 1 -y\ 22 23
202 = fl 191-1 0 202 = 559 0 -1 0
W=z p O -1 Viz g 0 0 -1
26 = Zl 51_?* 0 0 o = 579 1 0 0

2x 2,2xnvamx 2o‘yinlari va ularni yechish usullari
Bizga 2 x 2 jadvalli o'yin:

W =(wn m2
VW21 W22 J

berilgan bo'lsin. Ma’lumki, satrda kichigi, ustunda kattasi bo'l-
gan element o'yinning egar nuqtasini tashkil etib, bunday jad-
valli o'yin to'la yechilgan hisoblanadi. Ya’ni, optimal sof strate-
giyalar mavjud bo'lib, o'yin bahosi ham aniglangan bo'ladi. Shu
sababli W jadvalli o'vinda o'yinchilarning optimal sof strate-
giyalari yo'q deb faraz etib, ularning optimal aralash strate-
giyalarni aniglaymiz. Demak, x = (xi,x2)r birinchi o'yinchining,
y = (yi,V2) ikkinchi o'yinchining optimal aralash strategiyalari
bo'lsin. Farazga asosan x vay vektorlarning komponentalari mus-
bat sonlardan iborat bo'ladi. Agar b bilan o'yin bahosini belgi-
lasak, u holda

vV =wnXxiyi + wxXiy2+ w2ixayi + w2x2y2
yoki
v = {wuVi + wl2y2)xi + {w2m + w22y2)x2 (2.44)

tenglikni hosil gilamiz.
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y = (yl,y2) —ikkinchi o'yinehi uchun, optimal aralash strate-
giya bo'lganligi sababli (2.44) dan

mm +mm) <, 4q.
WoiVi + We2\e) < v '
tengsizliklar o‘rinli ekanligi kelib chigadi.
Hagigatan, faraz etaylik (2.45) dagi ikkala tengsizlik ham
o‘rinli bo'Imasin, ya’ni
mm + wi2\k) >v, 2 4gx
wam + w22y2) >V '

bo'lsin. U holda (2.46) dagi birinchi tengsizlikni x\ > 0, ikkin-
chisini x2 > 0 ga ko‘paytirib, hosil bo‘lgan tengsizliklarni
go‘shsak quyidagi:

(mm + ifc)*i + (mm + ~222)~2 > v(xi + x2) (2.47)

tengsizlikni hosil gilamiz.

xi+x2 = 1bo‘lganligi sababli (2.47) tengsizlik (2.44) tenglikka
ziddir.

Endi faraz etaylik (2.46) tengsizliklardan biri gat’iy, ikkinchisi
tenglik korinishda bo‘lsin. Bu holda ham xuddi yuqoriga o%-
shash (2.47) garama-garshilikka kelamiz.

Oxirgi, yani

mm + m2\Ve > v,

W2m + W2\2 < V
bo‘lgan hoi goldi. Bunda, tushunarliki, shunday 0 < e < 1 sonini
topish mumkinki, quyidagi tengsizlik

£
mm + W2\ > 1 —Eb - (mwi + wa2y2\ + v (2.48)

o‘rinli bo'ladi. 1- e > 0 bo'lganligi sababli (2.48) dan
(I-£)(wnyi +wizy2) > ev+ (I-£)v-£ (w 21yl + wa2y2) (2.49)
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tengsizlik hosil bo'ladi. Yoki x\ = 1—e, x2= e belgilash orqgali
(2.49) dan
[wiiyi + 10122/2)~1 + (W2iyi + Wa2lb)X2 > V

ni hosil gilamiz. Oxirgi tengsizlik y = (21,j/2) ni optimal ekan-
ligiga zid boib, natijada bu mulohazalar (2.46) tengsizliklar sis-
temasining o‘rinli ekanligini ko'rsatadi.

Faraz gilaylik, (2.45) tengsizliklarning kamida bittasi qat’y
bo‘sin. U holda ularni mos ravishda 0 < x\ < 1,0 < x2 < 1
sonlariga ko‘paytirib, keyin go‘shish orgali

(mm + WI2V2)xi + (W2wl + W22v2)x2 < V
tengsizlikni hosil gilamiz, bu esa (2.44) tenglikka zid. Demak,
optimal y = (j/i, 22) strategiya uchun,

wuyi twi2v2z v

VeW: + We2\k = v (2.50)

tengliklar sistemasi o‘rinli ekan. (2.50) sistema va yi + y2 = 1
tenglikdan yi,y2,v larni aniglaymiz:

W2 —wi2

b= W e T W W 2T
(251)
AL - Wi L WnWez - wnel
A1 Fw22 — w2 - w2t wn FwW22 - WA2 — w2t

Endi, xi, X2 larni aniglash uchun, (2.51) tenglikni quyidagicha
yozib olamiz:

V= (wnxi + WeIX2)yi + (wnXI + We2X2)y2-

Yugoridagiga o'xshash mulohazalarni go‘llab, quyidagi teng-
liklar sistemasiga ega bo'lamiz:

wnxi + WoiXo = v,
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WnX\ + Wa2Xo =V,
X\+X2 = 1.
Bu sistemani yechish orgali x\, x2 larni aniglaymiz:

Xi = W22- W 21 X2z WuU-W 12 . (2'52)
Wil+ W22-W 12—W2lI Wn+W22~Wi2-W 2\
Shunday qilib 2 x 2 o‘inida o'yinchilarning optimal aralash
strategiyalari va o'yin bahosi (2.51) va (2.52)-formulalar yorda-
mida topilar ekan.

3-misol.

~o(-13)
jadvalli o'yin berilgan bo'lsin. Bu o'yinda optimal sof strategiya
yo'q bo'lganligi sababli, optimal aralash strategiyalarni va o'yin
bahosini (2.51) va (2.52)-formulalar orgali aniglaymiz:

_ 3- (-1) 4 1 5-1 41

Xl~b +3- (-1)- 1_8_2"X2 5+3—(—1)—1 8 27
3-1 2 1 5—(—1) _6_3

VI~5 +3- (-1) - 1- 8- 4"~ 5+3-(-1) —1_8_4’

5¢3—(—)ml _ 16 2
543—(—)—1 8
Demak, berilgan o'yinda birinchi o'yinchining optimal aralash
strategiyasi x = ikkinchi o'yinchiniki —y = (|,8) va
0'yin bahosi b = 2 ga teng bo'lar ekan.

2 x n—jadvalli o‘yin
Bizga
w = (wn Wiz ... winA
y Wor We2 Wen J
jadvalli o'yin berilgan bo'lsin. Ya’ni birinchi o'yinchining 2 ta, ik-
kinchisining n ta sof strategiyalari bo'lsin (bunda n > 3). Bunday
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ko‘rinishdagi o'yinlarda o'yinchilarning optimal strategiyalarini
va o0'yin bahosini topishda grafik usuldan foydalanish qulaylik
tug‘diradi.

Ma’lumki, o'yinning bahosi

vV —max .min (wuj(i 4-W2iX2)
Xes2 i<I<n -

ga teng. Lekin x\ + X2 = 1, xX\ > 0, X2 > 0 bo'lganligi sababli

V= max min (wm + (sz —wi Ax0) m
0<X2<1l I<j<nV J' ]

Demak. shunday x% G [0,1] ni topish lozimki, unda funksiya

min (w\j + (w2j — wij)x2)

maksimum qiymatga erishsin. Qavs ichidagi ifoda X2 ga nis-
batan chizigli funksiya bo'lib, uning grafigi to'g'ri chizig-
dan iborat bo'ladi. Shu sababli har bir j = 1,2,...,n da
b = w\j + (Wj —Wij)x2,0 < X2 < 1 funksiyaning grafi-
gini quramiz va ularning eng pastki gismini galin chiziq bilan
ajratamiz. Bunda bir necha hollar bo'lishi mumkin, ular barchasi
quyidagi rasmlarda sxematik tasvirlangan (2.7—2.14-rasmlar).

0 Xax\™M 1 *

2.8-rasm

2.10-rasm 2 \f-rasm 2.12-rasm



Bu yerda shuni ta’kidlash lozimki, bu o'yinda optimal strate-
giyalarni aniglashda pastki gismning ko'rinishi muhim rol
o'ynaydi. Bular rasmlarda qgalin chiziglar orgali ko'rsatilgan.

Vv \%

Z |
0 x2x21 *2 0 xz2 | x2

2.13-rasm 2 .14 -rasm

Rasmdagi har bir kesma yuqorida etirof etilgan to'g'ri chiziq
larning gismi bo'lib, ularga W jadvalning biror ustunidagi sonlar
jufti mos keladi:

1-hol (2.7-rasm). Rasmda ko'rsatilgan kesishish nuqtasiga ega
bo'lgan to'g'ri chiziglar tenglamalari v —w\n + (w2jx —wIn)x2
va v = w\j2 + (w22 —wij2)x2,0 < x2 < 1 bo'lsin. Bu
tenglamalarni birgalikda yechish yordamida v —o'yin bahosi va
x* = (1 —2,xT —birinchi o'yinchining optimal strategiyasini
aniglaymiz. Ikkinchi o'yinchining optimal strategiyasini

wiji - wij2
W2ji Wzh
2 x 2 jadval yordamida topamiz. Ya'ni
w\ny\ + wihy2 = w2jlyi + w2hy2
yi+ Vo= |

tenglamalar sistemasining manfiy bo'Imagan y*v yn yechimlari-
dan tuzilgan y* = (0, ...,0,y*}, 0, ...,0,y”?,0, ...,0) vektor ikkinchi
o'yinchining optimal strategiyasini beradi. Bunda yh, y= lar y*
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vektorning mos j\ vaj2 komponentalaridir. Ko‘rsatish mumkinki,
_wa2n ~ win x wiji - w2jl

Wik 4 wajz - Wiz - 2217 27 \wan + Wejz ~ Wih - waj
bo‘ladi;

2-hol (2.8-rasm). Birinchi o'yinchining optimal strategiyasi
(l—x2,x2)t 1 X" < x2 < x2 vektorlardan iborat, gorizontal to‘g‘ri
chizigga W jadvalning ji ustunidagi wijl va w2]l sonlari mos
kelgan bo'lsin. U holda v = w\jx = w2jx 0'yin bahosi bo'lib,
y* = (0,...0,1,...,, 0) ikkinchi o'yinchining optimal sof strate-
giyasi bo'ladi;

3-hol (2.9-rasm). Rasmda ko'rsatilgan nuqtada kesishgan
to'g'ri chiziglarga mos keluvchi W jadvalning ustunlari ragamlari

v -

ji,j2,.., < nbo'lsin. U holda, quyidagi
p p p

a = =1
fcd k=1 K=I

shartlarni ganoatlantiruvchiy = (0,..., 0,y3l, ..., y3,...) vektorlar
ikkinchi o'yinchining optimal strategiyasini beradi;

4-hol (2.10-rasm). Bunda birinchi o'yinchining optimal strate-
giyasi sof strategiya bo'lib —1,0) ko'rinishga ega. Agar chap
tarafdagi nugtadan o'tuvchi to'g'ri chiziglarga mos keluvchi W

jadvalning ustun elementlari (wi”®, wzjl), ,  (W\J}wzjp) bo'lsa
v = Wiji = wij2= ... = bo'lib, ikkinchi o'yinchining optimal
strategiyasi
p p
v=Y2 =1
k=1 k=1

l.engliklarni ganoatlantiruvchi manfiymas yn,yj2, ..., yJ sonla-
ridan tuzilgan y* = (0,....0, y~,vyjk ..) vektordan iborat
bo'ladi;

5-hoi (2.11-rasm) 4-holga o'xshash hal etiladi;



6-hol (2.12-rasm). Bunda, birinchi o‘yinchining optimal strate-
giyalari (1 —X2,X2)t, 0 < x2 < x2 ko'rinishdagi vektor-
lardan iborat. Pastki gorizontal to‘gri chizigga W jadvalning
(wiji,w2j2) ustun elementlari mos kelsa, ikkinchi o'yinehi y* =
(0,..,0,1,...,0) ko'rinishdagi yagona optimal strategiyaga ega,
bunda 1 soni y* vektorning j\ —komponentasida bo'ladi. O'yin
bahosi esa v = wja ga tengdir;

7-hol (2.13-rasm) 6-holga o'xshash hal etiladi;

8-hol (2.14-rasm). Bunda birinchi o'yinchining optimal strate-
giyasi x = (x1,X2)t, xi + X2 = 1, x\ > 0, X2 > 0 ko'rinishdagi
barcha vektorlardan iborat bo'lib, o'yin bahosi gorizontal chizig-
ga mos keluvchi W jadvalning ustun elementidan iborat bo'ladi.
Ikkinchi o'yinchining optimal strategiyasi mos ravishda y* =
(0,..,0,1,0) ko'rinishdagi yagona vektordan iboratdir.

4-misol. Bizga

jadvalli o'yin berilgan bo'lsin. Ikki parallel vertikal to'g'ri chizig-
larda mos ravishda jadvalning satrlari va ustunlaridagi sonlarni

aniglab, ularni mos ravishda birlashtirib chigamiz (2.15-rasm).
vV,
4 -4

2.15-rasm

VvV = ]__Xj - - L
V= 2450 - bu sistemaning yechimi: xX\ — b —  Demak

{12 va 0'yin bahosi b topish uchun, quyidagi sistemani tuzamiz:
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birinchi o'yinchining optimal strategiyasi x* = |j o'yinning
bahosi esa b= Ikkinchi o'yinchining optimal strategiyasini to-
pish uchun, nugtadan o'tuvchi uchta to'g'ri chizigga mos

kcluvchi jadvalning (o) ’(~2) ! (i) ustunlari yordamida quyi-
dagi

l-yi + (—2%2+ Om/4= Omyi + 3y2+ Loya
Vit \Ve+ =1

yoki | Myi+y+yiyi® tenglamalar sistemasining manfiymas
yechimlarini aniglaymiz:
* /2* 51 5*, a , * 1

Demak, ikkinchi o'yinchining optimal strategiyasi cheksiz ko'p
ekan.

(m x 2) —jadvalli o‘yin
Bunday jadvalli o'yinda birinchi o'yinchining m ta, ikkinchi

o'yinchining 2 ta sof strategiyalari bo'lib, o'yin bahosi
vV = )Wé'zl I<tem (WNYi + Wi2\2)
yoki
V= Ucjya<i B (Wil + ~ Wil)y*)
tengliklar orgali aniglanadi. Bu o'yinda ham, yugorida (2 x

n) o'yin uchun, ko'rilgan hollarni ajratib ko'rib chigish loziin.
Bunda, fagat qgalin chiziq bilan eng yuqori gism olinadi.
3-8. Kooperativ o‘yinlar
Yuqorida ko'rib o'tilgan ikki ishtirokchi bo'lgan o'yinlar
l.o'la tahlil gilingan deb hisoblash mumkin. Chunki bunda,
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o'yinchilarning optimal strategiyalari va o'yin bahosi o'yinning
mazmun-mohiyatidan kelib chiggan holda hal etilgan. Ammo
ishtirok etuvchilarning soni ikkitadan ko'p bo'lganda bunday
fikrni aytib bo'lmaydi. ya’ni barcha tabiiy talablarni to'la-to'kis
o'zida aks ettirgan nazariya yaratilmagan. Bu yo'nalishda, ilk
bor, muhim natijalarga erishgan Fon Neyman va Morgenshtern
monografiyasidagi tadgiqotlar diggatga sazovordir. Bu mono-
grafiyada keltirilgan nazariyaning asosiy g'oyasi o'yinchilarni ik-
ki guruhga (koalitsiyaga) bo'lish va o'yinni ikki ishtirokchi nol
yig'indili o'yinga keltirishdan iborat.

Bunda o'yinchilarning kelishib birlashishlariga (kooperatsiya)
ruxsat berilib, bu bilan ular oz yutuglari miqgdorini oshirish
imkoniyatiga egadirlar. Har bir o'yinchining yutug'i, nafagat u
tanlagan stjategiyaga, balki boshga gatnashuvchilar tanlagan
strategiyaga ham bog'ligdir. Shu sababli birlashib, kelishgan hol-
da strategiya tanlash, albatta, o'yinchiga kattaroq yutuq olib ke-
lish imkoniyatini tug'diradi (ayrim trivial hollardan tashqgari).

Shundan so'ng umumlashgan aralash strategiya kiritish yor-
damida guruh (koalitsiya) kafolatlangan o'rtacha yutuglarini
aniglashdan iborat.

Keyinchalik, shu yo'l bilan hosil gilingan guruhlar yutug'i yor-
damida o'yinchilarga adolatli, haggoniy yutugni aniglab berish
kerak bo'ladi.

Ko'p ishtirokchili o'yinda oxirgi yutugni aniglab, so'ng
o'yinchilarga taqsimlab berish asosiy muammo bo'lib, bunda
bir gancha usullar mavjud. Bular, masalan: C —yadro, NM —

yechim, n —yadro, Shepli vektori va hokazo.

Ammo bularning har birining o'z kamchilik va afzalliklari bor.
C —yadro va NM yechimlar, odatda, ko'p elementli bo'lib, ular
ichidan barcha o'yinchilar uchun, yagona magbul yechimni tanlab
olish muammosi kelib chigadi.

Shepli vektori va n - yadro bitta yechimni aniglab berish-
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lari bilan bir gatorda, ular ayrim o'yinchilarning koalitsiyalarda
ishtirok etishiga nisbatan turg‘un emas.

Nol yig‘indili n —ishtirokchili o‘yin. Xarakteristik
funksiyani qurish

Biz yugorida n — ishtirokchi bo'lgan o'yinning daraxt
ko'rinishda ifodalanishini ko'rib chiggan edik. Endi shu o'yinni
boshga nugtayi nazardan garab chigamiz:

1. O'yinehi ganday yechim (qgaror) gabul gilgani boshgalarga
noma’lum;

2. O'yin oxirida o'yinchilarning olgan yutuglari yig'indisi nolga
teng;

3. O'yinchilar birlashib (koalitsiya) tuzishlari mumkin. De-
mak, agar §(G A*), i —o'yinchining strategiyasi (garori, yechi-
mi) bo'lib 5 = (5i,52, 5n) holatga mos kelgan yutug'i Vi(s)
bo'lsa, 2-shartga asosan

n

%A
bo'ladi.
Endi, faraz etaylik, bir gancha ii, i2, i k o'yinchilar birlashib
S(d N) koalitsiya tuzgan bo'lsinlar. As bilan A*(i € S) larning
Dekart ko'paytmasi belgilangan bo'lsin, ya’ni

As = n”esAi

Demak, 5s = (5,52, ...,5iK)(G As) —S koalitsiyaning holatini,
xuddi shunday 58—S(S = N\S) koalitsiyaning holatini bildiradi.
Bulardan o'yinning 5 = 5s U 5g holatiga koalitsiyaning

vs(S) = J > (1)
ieS
yutug'i mos keladi. Ammo o'yin nol yig'indili bo'lganligi sababli
AViiS) = ya’ni vs(S) = -vg(S) bo'ladi.

ieS ieS
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Shunday qilib, aytish mumkinki, berilgan o‘yin nol yig'indili ik-
ki ishtirokchili o'yinga ajraladi: birinchi o'yinchi sifatida —S koa-
litsiya, ikkinchi o'yinchi sifatida —S = N\S koalitsiya ishtirok
etadi.

1-o'ymchining har bir strategiyasi 5s 2-0‘inchining har bir
strategiyasi ¢8 vektorlar bilan mos ravishda ifodalanadi. Bu &s
va 68§ vektorlar o'yinchilarning sof strategiyalarini tashkil giladi.

Agar va rjss lar bilan birinchi va ikkinchi o'yinchilarning
mos ravishda s, ¢$ sof strategiyalarini tanlash ehtimolliklarini
belgilasak, ya’ni:

Ci% — 0) ~ ~ 17 46§ ~ 0) ~ A 1-

U holda S koalitsiyaning (birinchi o'yinchining) o'rtacha ma-
tematik kutilma yutug'i

vs(Z, rj)= N2 vs(es Ue8)Z¥sris§

ga teng bo'ladi, bu yerda £ = (ES),6s G As va 1/ =
(W8)] ™ " 5. Xuddi shunday S koalitsiyaning yutug'i (ikkinchi
o'yinchining yutqizig'i)

VS(E, V) = VS(Ss u Ss)tesmg
5seAs,58€S
ga teng bo'ladi. Ammo o'yin nol yig'indili bo'lganligi sababli
= - vs(Ni7)-

Demak, S koalitsiyaning (birinchi o'yinchining) kafolatlangan
o'rtacha matematik yutug'i

v(S) = maxminus(£, 7))
£ n
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ga teng bo‘lar ekan. Bundan kelib chigadiki, S'(ikkinchi o'yinchi-
ning) koalitsiyaning yutug'i

v(S) = -v(S)

ga teng bo‘lar ekan. Bu mulohazani boshga barcha S (C N)
koalitsiyalar uchun, ham go‘llab, argument! S to'plamdan iborat
bodgan v(S) funksiyani qurish mumkin. Bu v(S), S C N beril-
gan o'yinning xarakteristik funksiyasi deb ataladi.

Xarakteristik funksiyaning xossalari. Muhim ofyin

Yuqorida ta’kidlab o'tilgandek, ishtirokchilar soni ikkitadan
kop bo'lgan o‘yinlarda asosiy masala koalitsiyalar tuzish va yu-
tugni haqgoniy tagsimlab berishdan iboratdir. Shu sababli bun-
day o‘yinlar uchun, koalitsiyalarning kafolatlangan yutuglarini
ifodalovchi —o'yinning xarakteristik funksiyasi kiritildi.

Shu yerda ta’kidlab o'tamizki, N = {1,2,.... rzZ} to'plamning
to'plam ostilari aniglanish sohasi bo'lgan ixtiyoriy funksiya n
ishtirokli o'yinning xarakteristik funksiyasi deyiladi. Bundan ke-
yin o'yinni uning berilgan xarakteristik funksiyasi orgali tahlil qi-
lamiz. v(S), S(C N) xarakteristik funksiyaning quyidagi asosiy
xossalari o'rinli:

1) u@©) =0

(2 «(S) = -«(8)

(3 v(S) + v(T) < v(SUT)

bu yerda S, T(C N), S fIT = 0. (1) va (2) xossalar trivi-
al ravishda ko'rsatiladi. 3-xossa bildiradiki, koalitsiyalar alohida
oladigan yutugqlari yig'indisi, ular birlashib oladigan yutug'idan
katta emas.

(3)-xossadan quyidagi natija kelib chigadi: agar S\, S2, Sk
o'zaro kesishmaydigan koalitsiyalar ketma-ketligi bo'lsa, u holda
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quyidagi tengsizlik o‘rinli:
v(Si) + v(S2) + ... + v(Sk) < v(Si US2U ... U Sk) (3.1
(1) va (2)-xossalardan kelib chigadiki, nol yig‘indili o'yin uchun,
v(N) = 0 bo'ladi, ya’ni o‘yinchilar barchasi birlashib nol yutugga
ega bo‘ladilar. Oxirgi (3.1) da Si = {1}, S2 = {2}, ...,Sn= {n}
deb olinsa, quyidagi tengsizlikni hosil gilamiz:
v(l) +v(2) + ..+ v(n) <Vv(N) =0 (3.2

bu yerda v{i) = v(Si) deb olingan.

1-ta’rif. Agar (3.2) tengsizlik gat’iy bo'lsa, mos o‘yin muhim,
aks holda, ya'ni tenglik bo'lsa, o'yin nomuhim deb ataladi.

Ko'rsatish mumkinki, nomuhim o'yinda o'yinchilarning koa-
litsiya tuzishlarining foydasi yo‘q, bu bilan ular yutuglarini
kattalashtira olishmaydi. O'yinchilar oladigan yutuglar mos ra-
vishda v(i), i GN dan katta bo'lishi mumkin emas. Shu sababli
bunday o'yinlar hech ganday gizigish uyg'otmaydi. Demak, biz
fagat muhim o'yinlarni tahlil gilish bilan shug'ullanamiz.

Tagsimot. Afzallik tushunchasi. 0 ‘yinning C —yadrosi

O'yin qay tarzda kechganligidan gat’i nazar, o'yinchilar o'zaro
kelishgan holda umumiy yutuq v(N) ni ganday tagsimlab olish-
lari kerak degan masalani ko'raylik. Bu o'yinlar nazariyasining
eng zarur va muhim masalasidir. Tagsimot biror usul yordarnida
amalga oshirilgan bo'lsa, bunda barcha o'yinchilar rozi bo'lishlari
shart emas, chunki ularning, masalan, ayrimlari boshqalarga
nisbatan "kuchlirog" yoki imtiyozga ega bo'lishi mumkin. Shu
sababli haggoniy, adolatli tagsimotni amalga oshirish lozim
bodadi.

2-ta’rif. Quyidagi:

v(i) < @, *=12,..n,  Qj= v(N)
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shartlarni ganoatlantiruvchi a = (g;i,q;2,...,an) vektor tagsimot |
deb ataladi.

Barcha tagsimotlar to‘plamini E bilan belgilaymiz. E to‘plam
n o‘lchovli fazoda simpleksni aniglashiga etiborni garatamiz: n =
3 da E uchburchak; n = 4 da tetraedr va hokazo.

Izoh. Mabodo, oyin nomuhim bo‘lsa E yagona = v(i), i = .
1,2, ...,n elementdan iborat bo‘ladi.

Demak, asosiy masala, haggoniy tagsimotni aniglash, E dan
biror elementni ajratish ekan.

3-ta’rif. Agar biror S C N uchun,

Pi < ait i GS (3.3)

(3.4)

shartlar orinli bo‘lsa, u holda a tagsimot f3 tagsimotdan S koa-
litsiya bo‘yicha afzal deb ataladi va a >=s o ko‘rinishda yoziladi.
(3.3)-shart bildiradiki, S koalitsiyani tashkil etgan o'yinchilar
a tagsimotda p tagsimotga ko‘ra ko‘proq yutugqga ega bo‘lishadi;
(3.4)-shart esa S koalitsiya a tagsimotni, hagigatan ham,
amalga oshirishi mumkinligini ko‘rsatadi. Chuaki bu S koalitsiya
v(S) dan ko‘p yutuqqa erisha olmasligi mumkin, bunga S koali-
tsiya xalagit beradi.
Izoh. Bitta elementli yoki butun N elementli koalitsiyalar
bo‘yicha tagsimotlarning afzalliklarini amalga oshirib bo‘lmaydi.
Quyidagi misolni ko‘raylik:

u) =t =u@) = v(4) =v(2,3) =v(3,4) =v(2,4 = -1
u(l,2) = v(1,2,3) = v(l,2,4) = 1, u(l,2,3,4 =0
v(l,3) = u(l,3,4) =1, v(l,4) =1, v(2,3,4) =1

Bu misol uchun, E = {(ai,a2,¢3,a4) :at> - 1, ai + az+ a™\-

sA= 0}.
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Quyidagi tagsimotlarni ko‘raylik:

S = {1,2} koalitsiya bo‘yicha ft > 7, S = {1,3} koalitsiya
boyicha a > ft va S = {2,3,4} koalitsiya bo'yicha 7 > a.
Demak, bu yerda nafaqat tranzitivlik xossasi buziladi, hatto sikl
bo'lib qoladi: ay ft >7 >a .

4-ta’rif. Afzal tagsimoti yo‘gq bo'lgan tagsimotlar to'plami
o'yinning C —yadrosi deb ataladi.

Qiyinchiliksiz isbotlanuvchi quyidagi teoremani keltiramiz:

1-teorema. O'yinning C —yadrosi fagat quyidagi shartlarni
ganoatlantiruvchi tagsimotlardan iborat:

ai > v(S), barcha S(C N) koalicialar uchun.
ieS

Demak, 1 —teoremaga asosan,

C=|q e E: > v(S), VS C jv}.
ieS
Ammo C — yadroni doim ham yechim sifatida qgabul qilib
bo'Imaydi, chunki aksariyat o'yinlarning C — yadrosi bo'sh
to'plam. Shu sababli boshga yechim tushunchalari kiritilgan
(NM yechim, n —yadro, Shepli vektori).

NM yechim tushunchasi

5-ta’rif. E tagsimotlar to'plamining H to'plam ostiga tegishli
bo'lgan hech bir ikki tagsimot bir-biridan afzal bo'Imasa, bunday
H to'plam ichki turg‘un deb ataladi.

6-ta’rif. E tagsimotlar to'plamining H to'plam ostiga tegish-
li bo'Imagan ixtiyoriy tagsimotdan afzal bo'lgan. H ga tegishli,
tagsimot mavjud bo'lsa, bunday H to'plam tashgi turgun deb
ataladi.
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7-ta’rif. Ham ichki, ham tashqi turgain bo'lgan H tagsimotlar
to'plami o'yinning NM ma'hosidagi yechimi deb ataladi.

Demak, NM yechimni tashkil etuvchi tagsimotlar to'plamiga
tegishli tagsimotlarning hech birini ikkinchisidan afzal deb
biluvchi koalitsiya topilmaydi. Aksincha, bu to'plamga tegish-
li bo'lmagan tagsimot uchun, shunday koalitsiya borki, u
to‘plamdagi biror tagsimotni afzal ko'radi.

Biz bilamizki, C —yadroni tashkil etgan tagsimotlarning hech
biridan afzal tagsimot yo‘q, shu sababli C —yadro NM yechim-
ning ichida to‘plam ma’nosida yotadi. Misol sifatida n = 3
bo4gan o‘yinni garaylik. Bunda v(i) = —,i = 1,2,3,v(l,2) =
v(l, 3) = v(2,3) = 1, v(l, 2,3) —0 bo‘lsin.

H = {(I'i -1)"(i-1"1)"(—2"2’2)} ~ NM yechimini
tashkil giladi. Uning ichki turg‘un ekanligi osongina ko‘rsatiladi.
Shuning uchun, tashgi turg‘unligini ko‘rsataylik. yEH tagsimot
berilgan bo'lsin.

Albatta, bu vektorning birorta komponentasi | dan Kkichik
bo'ladi, aks holda 21 > y2> 52/3 > \ va 2/1+2/2+2/3 > §shart-
gaegabo'lib, u 2/1+2/2+2/3 = 0 tenglikka ziddir. Shu sababli Faraz
gilaylik, y\ < \ bo'lsin. U holda y2 > 23 > 5 tengsizliklar
sistemasi o'rinli emas. Chunki, agar ularning ikkalasida tenglik
bo'lsa y € H bo'lib qoladi. Agar ularning birortasida tengsizlik
gat’iy bo'lsa 2/2+2/3 > 1 bo'lib, bundan 23 < —1, ya’ni y£E hosil
bo'ladi. Demak, tengsizliklarning kamida bittasi o'rinli emas,
masalan, 22 < | bo'lsin, u holday = (yuy2, 23 < (5,!,-!
bo'ladi. Bundan kelib chigadiki N tashqi turg'un, demak, u NM
yechimni tashkil etar ekan.

Shunisi gizigki, n = 3 da NM yechim faqgat yugpridagi N dan
iborat bo'lmay, yana boshgalari ham mavjud ekan. Shulardan
biri Hzc = {a £E : = c} bo'lib, bundac £ [, ).

Awal H~c ni ichki turg'unligini ko'rsataylik.
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Teskarisini faraz etaylik, ya’ni shunday x, y G H3c tagsimotlar
borki x ys V bo'lsin. x3 = j/3 = ¢ bo'lganligi sababli {3}gC.
demak, S = {1,2} bo'ladi, ammo Xi + X2 = yi + yi = 1 —
c bo'lganligi sababli xi > yi, x2 > y2 tengsizliklar sistemasi
birgalikda emas.

Endi H3C ni tashqi turg'unligini ko'rsataylik. Faraz qilaylik,
yG#3,c bo'lsin, bu degani ys ~ c.

Ikki holni garaymiz: 1) y3 < ¢; 2) yc> c. |)-holdayi+y2> —
bo'ladi. i?3.c ga tegishli va y tagsimotdan afzal bo'lgan a; tagsi-
motni quyidagicha quramiz: yi + y2 < 1 (chunki ys > 1 va
Vi + 22+ 23 = 0) bo'lganligi sababli, yoki yy < j, yoki y2 < \
bo'ladi. Faraz gilaylik, yi < |(y2 < | xuddi shunga o'xshash
ko'rsatiladi) bo'lsin, u holda x € H3Csifatida quyidagi tagsimot-
ni olamiz x = (1 —c¢, —,c). Tekshirish osonkiy <x, S = 1,3
koalitsiya bo'yicha.

2-holda ys = ¢+ e, e > 0 bo'lsin, x tagsimotni quyidagicha
aniglaymiz: x\ = y\ + § X2 = y2+ § X3 = c. Demak, x G H:if.
vay <X, 5 = {1,2} koalitsiya bo'yicha. Xuddi shu usul bilan
ko'rsatish mumkinki iJAC= {a E E :a2= c}, HiiC= {a G
E :a\ = c}, ¢ G [1,5) tagsimotlar to'plamining har biri NM
yechimni tashkil giladi. Bu yechimlarda o'yinchilarning bittasi
har vagt o'zgarmas c¢ yutuqgqga ega bo'ladi.

Strategik ekvivalent o‘yinlar. (0,1) shakldagi o‘yin

8-ta’rif. v(S) va w(S), S C N xarakteristik funksiyali n
ishtirokchili o'yinlar berilgan bo'lsin. Agar shunday r > 0 va
71,72, —tin haqiqiy sonlari mavjud bo'lsaki, ular uchun, ixtiyo-
riy S(C N) koalitsiyada

w(S) = rv(S) + y~7i
ieS
tenglik o'rinli bo'lsa, bu o'yinlar strategik ekvivalent deb ataladi.
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9-ta’rif. v(S), S C N —xarakteristik funksiyaga ega bo'lgan
muhim o‘yin uchun,

v(i) = 0,i = 1,2,...,n . (3.5)

V(N) = 1 (3.6)

shartlar o‘rinli bo'lsa, u (0,1) shakldagi o‘yin deb ataladi.

Ko‘rsatish murnkinki, strategik ekvivalent bo'lgan o'yinlarda
ynchimlar tarkibi to‘la saglanib goladi. Shu sababli, strategik
ekvivalent o'yinlardan bitta vakil tanlab, uni tahlil etish yetar-
lidir. Bunday vakil sifatida (0,1) shakldagi o'yinni olish qulaylik
tug'diradi. Shu sababli quyidagi teoremani isbotlaymiz.

2-teorema. Ixtiyoriy muhim o'yin faqgat bitta (0,1) shakldagi
o'yinga strategik ekvivalent bo'ladi.

Isbot. Bizga n — ishtirokli v(S), S C N xarakteristik
funksiyaga ega bo'lgan muhim o'yin berilgan bo'lsin. Biz shun-
day r > 0 va 71,72,*e,7n haqiqgiy sonlarni topishimiz kerakki,
natijada ixtiyoriy ~(C N) da

w(S) = rv(S)+ y " 7i
ieS

bo'llib w(i) = 0,i = 1,2,...,n va w(N) = 1 bo'lsin. Buning
uchun, r > 0 va 7i,72,---,7n noma’lumlarga nisbatan quyidagi
n+ 1ta tenglamalar sistemasini ko'ramiz:

n

rv(N) + A77:1=1, rv(i)4-71=0,i=1,2 ,n.
i—1

Bundan r ni topamiz:



o'yin muhim bo'lganligi sababli v(N) > demak, r > 0.
i=i
Endi 7, larni topish hech ganday qiyinchilik tug ‘dirmaydi:
v(i N
= M ,*= 12, n
MN) ~ -X|M @)
1=

Shunday qilib, berilgan v(S), S C Al muhim o'yinga strategik
ekvivalent bo'lgan va (0, I)-shakldagi w(S), S Q N o'yin qurildi
(3.5), (3.6). '

10-ta’rif. (0, I)-shakldagi o'yin uchun, ixtiyoriy S C N da,
yoki v(S) = o, yoki v(S) = 1 bo'lsa, bunday o'yin sodda oYyin
deb ataladi.

Demak, sodda o'yinlarda ixtiyoriy S koalitsiya, yoki yutadi-
gan (v(S) = 1), yoki yutgazadigan (v(S) = o) bo'ladi. Shu-
ning uchun, sodda o'yinlar "ha" yoki "yo'q" javobli masalalarni
yechishda qo'l keladi. Masalan, siyosiy masalalarni ovoz berish
yo'li bilan hal etishda sodda o'yinlar natijalaridan foydalanish
mumkin.

11-ta’rif. v(S), S C N xarakteristik funksiyali o'yinda v(S)
ning giymati fagat S ning elementlari soniga bog'liq bo'lsa, bun-
day o'yin simmetrik o‘yin deb ataladi.

1-misol. Bizga quyidagi uch ishtirokchili simmetrik o'yin be-
rilgan bo'lsin: v(l) = v(2) = w3 = —2, v(l,2) = ~1,3) =
v(2,3) = 2,v(1,2,3) = 0. Agarr = 71 =72 = 73 = | sonlari
olinsa va (0, I)-shaklga keltirilsa, u sodda o'yinga aylanib goladi.

12-ta’rif. Agar ixtiyoriy S C N koalitsiya uchun, v(S) +
V(N \ S) = v(N) tenglik bajarilsa, u ozgarmas yig‘indili o‘yin
deb ataladi.

3-teorema. Agar v(S), S C N — xarakteristik funksiyali
muhim o'yin o'zgarmas yig'indili bo'lsa, uning C —yadrosi bo'sh
to'plam bo'ladi.
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Isbot. Faraz qgilaylik, C ~ 0 va x e C bo'lsin. 1-teoremaga
asosan ixtiyoriy %e N uchun,

Y1 xi- V(N X
JEN\{i}

bo'ladi. O'yin o‘zgarmas yig'indili ekanligidan
V(N) - V(i) = v(N\ {i}h) < ~2 xi>
jeN\{i}
n
yoki A Xt —v(i) < x.v Bundan xL< v(i), i=1,2,n
Bu tengsizliklarni i bo'yicha yig'ib, quyidagi tengsizlikni hosil

gilamiz:
n

>

i— i=1
n
Jyoki i:fA") < ~2v(i), bu esa o'yinning muhim ekanligiga ziddir.
1=

Teorema isbot bo'ldi.

Shepli vektori

Odatda o'yinning C —yadrosi ham, NM yechimi ham yagona
elementdan iborat bo'lmasdan, cheksiz ko'p elementlidir. Ular-
dan yagona bittasini ajratib olish, umuman aytganda, murakkab
masaladir. Neyman Margenshtern ta’biri bilan aytganda, bu C —
yadro, NM yechimlar o'yinchilarning xatti-harakati me:yorlarini
aniqlab beradi, xolos.

Bundan fargli o'laroq, Shepli vektori yagona tagsimotni ajratib
beradi. Bu tagsimotni anigash uchun, Shepli aksiomatik yo'l bilan
borgan, ya’ni avval to'la va garama-garshi bo'lmagan aksiomalar
qurib, ularni ganoatlantiruvchi tagsimotni ko'rsatib bergan.

Faraz qilaylik, v(S), S ¢ N - xarakteristik funksiyali o'yin



uchun, v(S)+ v(T) < v(SUT),SnT =0,S, T CN munosa-
batlar o‘rinli bo'lsin.

Har bir v(S) o'yinga $(t>) = ($i(w), 23  $n(")), n —
o'lchovli vektor mos qo'yiladi.

13-ta’rif. v(S), S C N — xarakteristik funksiyali o'yinda
v(T) = v(T U {z}) tenglik ixtiyoriy i £ N uchun, bajarilsa,
T(c N ) koalitsiya ahamiyatli koalitsiya deb ataladi.

Endi Shepli aksiomalarini sanab o'tamiz:

I.  Agar o'yinchilarning tartib ragamlarini o'zgartirishda i -
ragamli o'yinchi 7r(i) —ragamga ega bo'lsa, yangi v'(S), S C N
o'yinda Shepli vektorining komponentasi quyidagicha aniglanadi:

F()(«) =
ya’ni, yangi v'(S), S C N o'yinda i — o'yinchiga mos yutuq
o'zgarmaydi, fagat o'rni almashadi;

Il. Agar T ahamiyatli koalitsiya bo'lsa, 52 ~i(v) = W(T) teng-
lik o'rinli bo'ladi;

[1. Agar o'yinchilarning barchasi  birdaniga ikkit
v(S),w(S), S C N —xarakteristik funksiyali o'yinda ishtirok
etishsa,

P+ w) = $(w) + Etf)
tenglik bajarilishi kerak.

Har bir K —Kkoalitsiya uchun, quyidagicha Vk(S), S C N —
xarakteristik funksiyali o'yinni quramiz:

1-lemma. Agar k = \K\ —K koalitsiyaning elementlari soni
bo'lsa, u holda
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Isbot. vk{S), S C N xarakteristik funksiyali o'yinda K va
uni o'z ichiga oluvchi barcha R koalitsiyalar ahamiyatlidir. Shu
sababli Il aksiomaga ko'ra,

53

ieR
xususan R — K uchun, ham. Demak, $i(vx) —0, i£K. Agarn —
o'rin almashtirishda i £ K lar uchun, n(i) £ K bo'lsa, wk = vk
bo'ladi, demak, % ~ (w K) = $v{i){vK), YOKI <&j{vK) = $i(vK)
tenglik bajariladi va yugoridagi tengliklarga asosan:

ieK
yoki
8i{vK) = - i £ K.

Vektorlarning additivligidan 111 aksiomaning bajarilishi ham
kelib chigadi.

2-lemma. Ixtiyoriy v(S): S C N xarakteristik funksiyali
o'yin berilgan bo'lsin. U holda hagiqiy, yagona 2n —1ta cr =

(—Dr~kv(Q) sonlari uchun,
QCR

v(S) = E Crvr(9) 3.7)
RCN

tenglik o'rinli bo'ladi, bu yerda r, g lar mos ravishda R va Q
to'plamlarning elementlari soni.
Isbot. S C N —ixtiyoriy koalitsiya bo'lsin, u holda:

53 CrVWr(S) = Cr=
RCN RCS

= E (E <-irMO)) =E ( E (-ir s)t(Q)
RCS QCR QCS QCRCS
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r ta elementga ega bo‘lgan va Q C R C S shartni ganoatlanti-
ruvchi R to'plamlar soni Cgz*(yoki CEI®) ta bo‘ladi. Shu sababli

S
1 —_ - an
E (I, =E ¢r(-¥
bu esas > g da (1 —I)s~q ning binom yoyilmasiga teng. Shu
sababli nolga teng, agar s > q\ birga teng, agar s = q(S=R =
Q) bo'lsa. Shunday qilib,

E (E (-2#")" W=).

QCS RCS
RDQ

Shu bilan (3.7) yoyilma isbotlandi.

Endi (3.7)-tasvirlash yagona ekanligini ko‘rsataylik. Teskarisini
faraz etaylik, ya’ni shunday CR, CRsonlari mavjud bo‘lsinki, ular
uchun, (3.7) tasvir o‘rinli bo'lsin. Ularning biridan ikkinchisini
ayirish orqali,

- CB)V\R(S) =0, Sc Ar
RCN
tenglikka ega bo'lamiz.

Matematik induksiya yordarnida koeffitsiyentlarning nolga
tengligini ko'rsatamiz:

1 S = {*} bo'lsin, u holda

0= =C; - a;-
RCN
2. Faraz qilaylik, biror S C N — koalitsiya uchun, ixtiyoriy

R C S daCR- Ch= 0bo'lsin.
3. Ko'rsatamizki, Cs —Cg = 0 bo'ladi. Hagiqgatan,

£(C'«-C>*(S) =0
RQN
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tenglik o‘rinli. Farazga asosan R C S daCr—C*=0vaR <£S
da vr(S) = 0. Demak, fagat R = S qoladi, u holda CR—C# =
0 tenglik kelib chigadi. Bunday tenglik har bir S C N uchun,
bajarilganligi sababli yoyilmaning yagonaligi isbot bo'ldi.

4-teorema. Ixtiyoriy o‘yin uchun, I, 11 va Il aksiomalarni
ganoatlantiruvchi yagona ($j(w)) vektor mavjud (u Shepli vektori
deb ataladi).
Isbot.
53 CrVr = v
RCN
tenglikdan
$(u) = $(53 crvr\ = cr®(vr)
RCN RCN

v(S), S C N xarakteristik funksiyali o'yin uchun, Shepli vektori-
ni hosil gilamiz. vr(S), S C N —xarakteristik funksiyali sodda
o'yinlar uchun, Shepli vektori yagona va (3.7) yoyilma yagona
ekanligidan $(u) ning yagonaligi kelib chigadi. Teorema isbot-
landi.

Endi, berilgan o'yinda Shepli vektorini hisoblash usulini
ko'rsatamiz. Bilamizki,

v=253 CrVr.

rcn

Demak,

$i(v) = 53 CR®I(VR) = E ~ 7 -
RCN RCN
ieR

Bunga c r ning ifodasini qoyamiz

£3(> M



E( E (or.owy (39)

QCR ' RCNQU{i}CR

quyidagi belgilashni kiritaylik:

Ti(«= $3 (-irb-. (3.9)
fICV r
QN(i}CR
Agar i£Q' bo'lib Q = Q' U {i} deb olinsa, fagat 5 = 5' + 1
dan tashgari hollarda (3.9) tenglikning o'ng tomoni bir xil
go‘shiluvchilardan iborat bo‘ladi, bundan

7™Q) = -7* (0"

ekanligi kelib chigadi. Endi (3.8)-yig'indidagi qo‘shiluvchilarni Q'
va Q = Q'sup{i} lar bo‘yicha juft-juft gilib ajratilsa,

®i(v) = JCZI\I (fiiQMQ) + 7i(Q \ {ihHv(Q \{*}) =
ieQ

= Y1 7i(Q)MQ) - v(Q  {i}))
QCN
i1eQ
tenglik o'rinli bo'ladi. Agar i E Q bo'lsa,
(«)-E (-1H:
RCN
QQR

yig'indida elementlari soni r ga teng va Q C R C N shartni
ganoatlantiruvchi R to'plam soni C™Zq ga teng bo'ladi. Demak,

7.(0) = .
r-Q



ammo

Bu oxirgi integral Eylerning birinchi jins integrali deb ataladi va
uning giymati

n\
ga teng. Bundan kelib chiqadiki,

Q<ZN
ieQ
Shepli vektorining kamchiliklaridan biri, uning C — yadro-
ga tegishli emasligidir. Agar (3.10)-formula yordamida ko'rilgan
o'yvinga mos Shepli vektori hisoblab chigilsa, u quyidagi
ko'rinishda bo'ladi:

Quyidagi Mashler — Peleg nomi bilan ataluvchi misol uchun,
xarakteristik funksiyani quraylik. Berilgan ishni bajarish uchun,
to'rtta mutaxassis jalb gilingan bo'lib, bunda ularning barchasi
ishtirok etishi shart emas. Ammo olinadigan yutugni mutaxas-
sislarning barchasiga tagsimlab berish kerak. Buni o'yin sifati-
da garab, uning xarakteristik funksiyasini quradigan bo'lsak, u
quyidagicha bo'ladi: v(i) = 0,i = 1,2,3,4, v(2,3) = Vv(3,4) =
v(2,4) = 0, v{1,2) = v(1,2,3) = v(I,2,4) = u(l,2,3,4) =
1, u(l,.3) = u(,3,4) =i;(1,4) = u(2,34) = L
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Bu yerda ishni uddalay oladigan koalitsiyalarga mos yutuq 1.
aksincha uddalay olmaydiganlarga 0 yutug mos keltirilgan.

O ‘yinning n —yadro yechimi

1969-yili belgiyalik matematik D. Shmaydler tomonidan koo-
perativ o'yinlar uchun, n —yadro yechim tushunchasi Kiritilgan.
n —yadro yechim shunday x e E tagsimotki, unda x(S) = 52 xi
ieS
soni mumkin gadar v(S), S C N soniga yaqgin bo‘ladi. Bunda
e(S,x) = v(S) —52 xi son” ekscess deb ataladi.
ies
n —yadroni aniglash quyidagicha amalga oshirilishi mumkin:
min maxefsS, x).
xaE SQN
Faraz gilaylik, ichki maksimum Si, S2, Sk larda, tashqi mi-
nimum £i(C E) da erishsin. U holda

min  max  e(S,x)
xeEi SCN
sNhslis2,...sk
hisoblanadi.
Faraz qilaylik, ichki maksimum Sk+i, Sk+2, mmSe da, tashqi
minimum E2(E{) da erishsin. U holda
min  max  e(S,x)
X&Ey  S<zZN
S~Siig2,...,St
masala ko'riladi va hokazo. Natijada ko‘rsatiladiki. bu jarayon-
ning oxirida yagona .t*(£ E) tagsimot aniglanadi, u n — yadro
deb ataladi. n — yadro topishni chizigli dasturlash masalasiga
keltirib yechish ham mumkin:

Xi >v(i), i=1,2,....,nva *Xi =vVv(N)
ieV
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shartlar ostida y > v(S) - xi} S C N tengsizlikda y ning
ieS
minimum giymati yi bo‘lsin. yi = 32 xi tenglik S —Si.S2, S k
ieS
larda bajarilsin. U holda ikkkinchi masala yechiladi:

y>v(S)~Y,Xi, SCAT, s™sus2...,sk
i€S

yi=v(S)-J2x3 S =ShS2...,Sk,

i€S
N2 X = V(N), (3-11)
ieN

xt>v(i), 1=12,.,n

chekli sondagi shunday masalalarni yechish natijasida yagona x —
n —yadro tagsimotni aniglovchi (3.11) ko'rinishdagi tenglamalar
sistemasiga kelamiz.

Yugorida ko'rilgan to'rt mutaxassisdan iborat bo'lgan Mash-
lcr — Peleg misolini garaylik. Bu o'yin uchun, n — yadro
(f, \, tagsimotdan iborat, Shepli vektori esa i, gj
tagsimotdan iborat edi.

Bunda birinchi tagsimot —n —yadro ikkinchi Shepli vektoriga
garaganda adolatliroq, chunki ikkinchi tagsimotda yutugning
teng yarmi birinchi o'yinchiga berilgan, aslida u uchta mutaxas-
sisni emas, ikkita mutaxassisni almashtira oladi. Shu ma’noda
n —yadro yechim, bizning tasawurimizdagi adolatli tagsimotni
ifodalaydi.

4-8. Cheksiz o‘yin

Biz shu paytgacha ko'rgan o'yinlar antagonistik bo'lib,
o'yinchilarning sof strategiyalari soni chekli edi. Ammo ayrim
amaliy masalalarda o'yinchilarning strategiyalari sonini cheksiz
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ko‘p deb faraz etish bilan, matematik analizning ma’lum usul-
larini go'llash imkoniyati ochiladi. Bu yerda ikkita holni ajra-
tib ko‘rish magsadga muvofiq: 1) o'yinchilarning strategiyalari
sanoqli sonda; 2) strategiyalar to ‘plami kontinuum bo‘lib, ularni
biror kesma orqali ifodalash mumkin.

Birinchi holda "odatda" o'yinchilarning yutuglari yig'indi
ko'rinishda ifodalanib, bu gatorning yaginlashish masalasini
hal etish kerak bo'ladi. Shu bilan birga, kafolatlangan yutuqgni
ta’'minlovchi strategiyalarni aniglash talab etiladi. Ko'rsatish
mumkinki, bu oxirgi ikkala masala har vaqt ham ijobiy hal
etilmaydi. Ikkinchi holda esa ko'rilayotgan o'yinni yechish
ma’nosida katta yutuqlarga erishilgan. Ya’ni, deyarli umumiy
talablar ostida o'yinchilarning optimal strategiyalari aniglangan.

Kvadratda o‘yin. Optimal strategiya va ofyin bahosi

Cheksiz o'yinlar ichida, o'yinchilarning sof strategiyalari to'g'ri
chizigdagi biror kesmaning nugqtalaridan iborat bo'lishi alohi-
da ahamiyat kasb etadi. Ammo bilamizki, bir giymatli akslan-
tirish yordarnida ixtiyoriy kesmani [0,1] kesmaga o'tkazib olish
mumkin. Shu sababli o'yinchilarning sof strategiyalari to'plami
[0,1] kesma nuqtalaridan iborat bo'ladi. U holda (x,y), x,y £
[0,1] juftlik o'yinning holatini aniglaydi. [0,1] x [0,1] kvadrat-
da aniglangan w(x,y) funksiyaning birinchi o'yinchi x £ [0,1],
ikkinchi o'yinchi y £ [0,1] sof strategiyalarini tanlagandagi qiy-
mati birinchi o'yinchining yutug'ini ifodalaydi.

Agar antagonistik o'yin ko'rilayotgan bo'lsa, w(x, y) mos ra-
vishda ikkinchi o'yinchining mag'lubiyatini yoki —w(Xx,y) yu-
tug'ini aniglaydi. Demak, antagonistik o'yinda har bir (x,y) £
[0,1] x [0,1] holatda o'yinchilar oladigan yutuglar yig'indisi nolga
teng bo'lar ekan.

Shu sababli w(x,y), (x,y) £ [0,1] x [0,1] funksiya giyma-
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tini birinchi o'yinehi x 6 [0,1] argument bo'yicha maksimum,
ikkinchi o'yinehi esa y E [0,1] argument bo'yicha minimum qi-
lishga harakat giladi.

Xuddi jadvalli o'yin kabi, bu yerda ham ikkita son aniqlanadi:

(4.1)

va
(4.2)

Bu yerda mos maksimum va minimumlar erishiladi, deb faraz
etiladi. Albatta, bu shartlar (*y) e [0,1] x [0,1]
funksiyaga nisbatan chegaralar go'yishga olib keladi. Masalan,
uzluksizlik, gavariglik, botiglik, yarim uzluksizlik va hokazo.

wi, wji sonlari mos ravishda quyi va yuqgori o'yin baholari
deb ataladi. Bizga ma’lumki, chekli antagonistik o'yinlar uchun,
wl = wjj tenglik aralash strategiyalar tushunchasi kiritilgandan
so'ng har vaqt o'rinli bo'lar edi. Xuddi shunga o'xshash cheksiz
antagonistik o'yinlar uchun, umuman wj * wjj. Ammo tagsi-
mot funksiya tushunchasi kiritilgandan so'ng wj. wjj lar uchun,
wj = wji tenglik o'rinli bo'ladi.

Mabodo, shunday XQ,yGE [0,1] sonlari topilsaki, ular uchun,

w(x0,V0) = «;/ = wn

tengliklar o'rinli bo'lsa, u holda rro, yo sonlari birinchi va ikkinchi
o'yinchilarning mos ravishda sof optimal strategiyalari, w(xq,yQ
soni 0‘yin bahosi deb ataladi.

1-ta’rif. Agar xo,yo G [0,1] sonlari uchun,

w(Xx>0) < m(xo,y0) < tn(xo,y) (4.3)

go'sh tengsizlik ixtiyoriy x,y € [0,1] larda o'rinli bo'lsa,
(:ro,?/0) w(x,y) funksiyaning egar nuqgtasi deb ataladi.
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1-teorema. xq, yo £ [0,1] sonlari o'yinchilarning mos ravishda
sof optimal strategiyalari bo'lishi uchun, (xo,yo) juftlik w(x,y)
funksiyaning egar nuqtasi bo'lishi zarur va yetarlidir.

Bu teoremaning isbotini keltirishdan avval, quyidagi teoremani
keltirib o'tamiz.

2-teorema. (minimaks tengsizligi)

max min w(x,y) < min max w(X,y), (4.4)
xelo,i] i/e[o,i] 1 2/gfo,i] ie[o;i] '

ya’ni Wi < wji tengsizlik o'rinli.
Isbot. Quyidagi tengsizlik:

w(x,y) < max w(x,y)
a;€[0,1]

ixtiyoriy y £ [0,1] da bajariladi. Demak,

min w(X, y) < min max w(Xx, y) (4.5)
»e[o,i] ! ye[o,i] *e[o,i]

tengsizlik o'rinli bo'lib, o'ng tarafda o'zgarmas son turibdi. (4.5)
tengsizlikning chap tarafida ixtiyoriy X G [0,1] soni ishtirok et-
ganligi sababli, undan (4.4) kelib chigadi.

1-teoremaning isboti. Yetarliligi. Faraz gilaylik, (xo,yo) £
[0,1] x [0,1] juftlik w{x,y), (x.y) E [0,2] x [0,1] funksiyaning
egar nuqtasi bo'lsin. U holda, ko'rsatamizki mj = wjj tenglik
o'rinli bo'ladi.

Egar nuqgtaning ta’rifiga asosan (4.3) go'sh tengsizlikning chap
tarafidagi tengsizligidan

max W(X,y°) < w(x°,y°)
ie[o,i]

munosabat kelib chigadi, yoki

min max w(X,y) < w(x°,y°) (4.6)

tengsizlik o'rinli bo'ladi.
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Xuddi shunday mulohazani (4.3) ning o'ng tarafiga go‘llab,

°yQ< i . , 47
w(x°,yQ ig?oa}ﬁ yrg[(l)f}]W(x y)w(x,y) (47)

tcngsizlikka ega bo‘lamiz. (4.6), (4.7)-munosabatlardan

VI ey SR W OOY) < Ay ey OV T 488)

tengsizlik kelib chigadi. (4.4) va (4.8)-tengsizliklar w} = wH =
w(x®, y°) ekanligini keltirib chigaradi.

Zarurligi. Faraz qilaylik, (4.1) va (4.2) da minimum va
maksimumlar erishilsin va w/ = wH tenglik o'rinli bo'lsin.
w{xiy\ (x,y) £ [0, 1] x [0.1] funksiyaga maksimum va minimum
giymat beruvchi sonlar mos ravishda x{ va y{) bo'lsin, ya’ni

w(x°, y°) = Wl = wH. (4.9)

U holda

“ [M J® |W{X' V) = W{XO' \/) - W{XO' **)_
Demak,

max min w(x,y) < w(xn, yn).
*e[o0,i] ye[o,i] Vv vVu’ e

Ikkinchi tomondan

min max w(x,y) = max w(x,y0) > w(xn,yn).

Demak,

i , 0,y0 i Y). 4.10
o) ooy OOY) < WOOY0) < i, e wiey). - (410)

Ammo (4.9) tengliklardan kelib chigadiki,

“duiw(x'v) S w(x°'v)'
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o Jaje " Y) = Wiy (412)

tengsizliklar ixtiyoriy x,y € [0,1] lar uchun, o‘rinli bo'ladi.
(4.10)—(4.12)-munosabatlardan ixtiyoriy x,y G [0,1] lar uchun, '

w(x,y0) < w(xo, y)< w(X0,y)

go‘sh tengsizlikka ega bo'lamiz. Bu esa (x0,yQ juftlik
w(x,y), X,y € [0,1] funksiya uchun, egar nuqta ekanligini tas-
diglaydi. Teorema isbotlandi.

Quyidagi misollarni ko'raylik:

1-misoL w(x,y) = 3x2—y, X,y e [0,1] yutuq funksiyali o‘yin
ko'rilayotgan bo'lsin.

B TV A R R o L
xuddi shunday yo‘l bilan ko'rsatish mumkinki wn = 2.

Demak, bu o'yinda o'yinchilarning optimal sof strategiyalari
mos ravishda x0= 1, yo = 1dan iborat bo'lib, o'yin bahosiw = 2
ga teng. 1l-teoremaga asosan (1,1) juftlik w(x,y), x,y € [0,1]
funksiyaning egar nuqtasini tashkil giladi.

2-misol. O'yinning yutuq funksiyasi

w(x,y) = (x-y)2, x,y € [01]
ko'rinishda bo'lsin. wi, wu larni hisoblaymiz:

Wi = max min (X —y)2,y = X
*  xe[o,i] yelo,i]

deb olish hisobiga 1

wt = 0, wrr = min max [x —y}2 = max fx =V =1

y€[o,i] xe[0,i] zel[o,lI] V 2/ 4

kelib chiqgadi.

Demak, bu o'yin uchun, wj ~ wn, ya’ni o'yinchilarning sof
optimal strategiyalari mavjud emas.
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Uzluksiz yadroli o‘yin

Yugorida ko‘rdikki (2-misol), berilgan o'yinning yechimi sof
strategiyalarga nisbatan doim ham bo'lavermas ekan. Shu sabab-
li, xuddi jadvalli o‘yinlardagi kabi o'yinni kengaytirish (to'g'ri-
rog'i strategiyalar to'plamini kengaytirish) zaruriyati tug‘iladi.
Buning uchun, tasodifiy migdorning tagsimot funksiyasi tushun-
chasini kiritamiz. Agar £ bilan tasodifiy migdorni belgilasak,
uning x dan katta giymat gabul gilmaslik ehtimolini F(x) =
P(€ < x) bilan belgilaymiz.

2-ta’rif. Quyidagi: F(0) = 0, F(1) = 1va

f F(xX) < F{x) agar x' <x
i F(x) =F(x+0) agar x"* 1

shartlarni ganoatlantiruvchi F(x) funksiyaga aralash strategiya
deb ataladi.

Agar birinchi o'yinehi x £ [0,1] sof strategiyasini, ikkinchi
oYyinchi G(y), y £ [0,1] aralash strategiyasini go'llasa, u holda
birinchi o‘yinchining o‘rtacha yutug‘i

I
w(x,G) = \] w(x,y)dG(y) (4-13)
0
Stiltes integrali giymatiga teng bo'ladi.

Xuddi shunday, agar birinchi o‘yinchi F(x). x £ [0,1] aralash
strategiyani, ikkinchi o‘yinchi y £ [0,1] sof strategiyani go'llasa,
birinchi o'yinchining o‘rtacha yutug'i:

1
w(F, y) =} wix,y) dF(x) (4-14)
0
Stiltes integrali giymatiga teng bo'ladi. Agar birinchi o'yinehi
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F{x), x G [0,1], ikkinchi o'yinchi G(y), y G [0,1] aralash strate-
giyalarni go'llasalar, birinchi o'yinchining o'rtacha yutug'i:

o
w{F,G) = J J wixy)dr{xde{y) (4.15)
0o

Stiltes integralining giymatiga teng bo'ladi. Bu vyerda
(4.13)—4.15) integrallarning mavjudligi talab etilgan. Bun-
da quyidagi savollar kelib chigadi:

wi = max minw(F, G), wjj = minmaxw(F, G
FXGl()WJJ G'le()

lar mavjudmi va ular tengmi?

Agar bu savollarga ijobiy javob berilsa, o'yin to'la yechilgan
bo'lib, o'yinchilarning optimal strategiyalari va o'yin bahosini
aniglash lozim bo'ladi.

1-lemma. Agar w(x, y), X, ¥ G [0,1] ikkala argument bo'yicha
uzluksiz funksiya bo'lsa, ixtiyoriy F(x), x G [0, 11(G(y),y G
[0,1]) tagsimot funksiya uchun,

1

wiy) = J w(x,y) dF{x), y G [0.1],
0

|
(w2(x) = J w{x, y) dG(y), x G [0,1])
0
funksiyalaxi uzluksizdir.
Isboti. Isbotni w\(y), y G [0,1] funksiya uchun, ko'rsatamiz
(102(2}), x € [0,1] uchun, xuddi shunga o'xshash isbotlanadi).
Uzluksizlik ta’rifiga asosan ixtiyoriy e > 0 uchun, shunday
$§> 0 Iraryjudki: |[yx—y2| < 6 bo'lsa \w{x,y\) —w(x,y2)\ < £
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kelib chigadi. Demak,
1

w(x, yi) - w(x, il2)] = |IJ{w(x, yi) - w(x, y2)dF(x) <

t 1
<\] \w(x,yi) - w(x,y2)\dF(x) < eJ dF(x)-e.
0
Lemma isbot bo'ldi.
2-lemma. Faraz gilaylik, w(x,y), x,y G [0,1] uzluksiz fun-
ksiya va F(x), x G [0, I{G(y), y G [0,1]) ixtiyoriy tagsimot fun-
ksiya bo‘lsin. U holda ixtiyoriy y G [0, I1(x G [0,1]) sonlari uchun
shunday Go(y), y G [0.1](Fo(a;), x G [0,1]) tagsimot funksiya
mavjudki, uning uchun quyidagi:

1 11
wi(y):\] w(Xx,y)F(x) :\] \] w(Xx,y)dF(x)dGo(y)
0 00

1 1 1
(w2(x) =J w(x,y)dG(y) =J \] w(x,y)dFo(x)dG(y)" (4.16)
0 00
tenglik o'rinli bo'ladi.
Isbot. Biz birinchi tenglikning o'rinli ekanligini ko'rsatamiz
(ikkinchisi shunga o'xshash ko'rsatiladi). Go(y), y G [0,1] tagsi-
mot funksiyani quyidagi ko'rinishda tanlab olamiz:

"0, 0<y<y
om = o YV«
Stiltes integraliga mos kelgan yig'indini tuzamiz. Buning uchun,
[0,1] oraligni 0 = yo < yi < ..yi-1< y< yi < m< )n: 1
nuqtalar bilan bo'lib, integral yig'indini tuzamiz:
n
53 wi(zKk) [Go(yk) - GO(t/fc_i)] * (4.17)
k—t
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Ammo Go(y), y E [0,1] funksiyaning tuzilishiga ko'ra, Go(yk) —
Goivk-i) —0, agar k i v a Go{yk) - Go(gk-i) = 1 bo'lganligi
sababli (4.17) dan

n

Y 2 wi(zk)[Go(yk) - Go(j/*-i)] = w\{zi)
tenglik kelib chigadi, bu yerda zk E [yk-uVk]- wi(y), y G [0,1]
funksiyaning uzluksizligiga asosan ixtiyoriy € > 0 uchun, shunday
5> 0 topiladiki, Ak=yk —y*-i <d k=1, 2, n bo'lganda

jiwi@@) - Uify)\ <

tengsizlik o'rinli bo'ladi. (4.15) va (4.16)-munosabatlardan

E™ (") IGHR- cop-in - V) <

tengsizlik, bundan esa
n

m X WI(z*)[Go(z/0 - GO(j/jfe-i)] = wx{y) (4.18)
A->0 A=l
tenglik o'rinli bo'lishligi kelib chigadi, bu yerda A = <ia<>§] At.

Demak, (4.18) dan kelib chigadiki, har bir berilgan y E [0,1] son
va F(x), x E [0,1] funksiya uchun, shunday GO(y), y E [0,1],
funksiya mavjud ekanki, uning uchun, (4.7) tenglik o'rinli ekan.
Shu bilan 2-lemma isbot bo'ldi.

3-lemma. Agar w(x,y), X,y E [0,1] uzluksiz funksiya bo'lsa,

u holda i

uwr = SLFinréf JIr Jlrw(x,y) dF(x)dG(y), (4.19)
00
L L
wij = infSUp\] \] W{x,y) dF(x) dG(y) (4.20)
00
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sonlari mavjud va ularni quyidagicha

1
r

w/ = maxmin _ w(X,y) dF(x),
f yJ
0

1
wn = me mftx:\] w(x,y) dG(y)
0
aniglash mumkin (ya’ni sup, inf larni max va min larga almash-
tirish mumkin).

Isbot. w(x,y), X,y G [0,1] uzluksiz funksiya bo‘lganligi
sababli, shunday A musbat soni mavjudki \w(x,y)\ < A teng-
sizlik barcha x, y G [0,1] lar uchun. bajariladi. Demak, ixtiyoriy
F(x), x G [0,1], G(y), y G [0,1] tagsimot funksiyalari uchun,

11 11
J J w(x,y)dF(x)dG{y) <J J\w(x,y)dF(x)dG(y)
0 0 0 0

11

ANAY ) dF(X)AG(Y) = A

00
tengsizlik o'rinli. Bundan (4.19) va (4.20) sonlarining mavjudligi
kelib chigadi.

i
Awval w/(y) = f w(x,y)dF(x), x G [0,1] funksiyani ko‘raylik.
0

Bu funksiya ixtiyoriy F(x), x G [0,1] tagsimot funksiya uchun,
uzluksizdir. Faraz qgilaylik, w\(y) = ng[in_]wj(y) bo'lsin. U holda
oi

ity(y) < ?;n[in_]wi(y) tengsizlik ixtiyoriy y G [0,1] uchun o‘rinli
Jefol
bo‘ladi. Ixtiyoriy G(y), y G [0,1] tagsimot funksiya uchun,

| |
Wify) = W\{y)J dG(y) = J Wi{y)) dG{y) <

195



11
< \] \] w(x,y) dF(x) dG(y).

00
Demak, I
|
Wi(y)< infJ ] w(x,y)dF(x)dG(y). (4.21)
00
Ikkinchi tomondan 2-lemmaga asosan:
11 11
infG ff w(x,y) dF(x) dG(y) < J f w(x,y),
00 1 00 (4.22)

dF(x)dGa(y) = J w(x,y)dF(x) = wx(y),
0

bu yerda Go(y), y G [0,1] funksiya yuqorida aniglangan. (4.21)
va (4.22)-munosabatlardan
I 1
wi(y) = inf\] \] w(X, y) dF{x)dG{y)
00

tenglik o'rinli ekanligi kelib chigadi, bundan G(y) = Go(y), y G
[0,1] bo'lib, quyidagi

11 11
»J »J w(x,y) dF(x) dGo(y) = minJ »J w(x,y) dF(x)dG(y) =
1
= Zren[ci)?i] JI w(X, y) dF{x)
0

munosabat kelib chigadi.
I

wi = sup ninr{‘J w(x,y) dF (k) (4.23)
F zle[o,],
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sonni aniglanishiga ko‘ra, yuqori chegaraning ta’rifiga asosan
F\{x), I"(x), ..x £ [0,1] tagsimot funksiyalar ketma-ketligi
mavjudki, ular uchun,
I
- - . r
wi = nI-IJrrnooj,rg[(IJr;]I] JI w(X. y) dFn{x) (4.24)
0
tenglik o‘rinli.

Umumiylikka zarar keltirmasdan {Fn(x)} funksiyalar ketma-
ketligidan nuqtalar bo‘icha biror F*(x), x £ [0,1] tagsimot
funksiyaga yaginlashuvchi gism ketma-ketlik ajratib olish mum-
kin, buni biz yana {Fn(a;)} bilan belgilaymiz. Demak,

fw(x,y*)an(x) = J[W(x,y*)dF*(x),

lim
n—too J
0 0
bu yerda
| |
[W(x,y*) dF*(x) = min fw(x,y) dF*(x), (4.25)
% ve[0,l] J
1 1
\] w(x,y*)dFn(x) > \] w (xiV) dFn{x)
0 ’ 0

tengsizlikdan kelib chigadiki,
| |

r|+i>n30J w(x.y)dFJx)> A'g(rby%rl]% w(x,y)dFn(x) (4.26)

0
(4.25) va (4.26) dan
h h
mm  W(X, y) dF*(x) > lim min_ w(x,y)dFn(x)
ye[a\J n-~ooye[0,i}J
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(4.23), (4.24) larga ko'ra,
1
min | w(x,y) dF*(x) > sup min | w(x,y)dF(x 4.27
veio1]J (y) dF=00 > sup min, f wiy)dR() - (3.27)
ikkinchi tomondan
I

su »rg[iorji]gl w(x,y)dF(x)> »rg|(i3,r=]J| w(x,y)dF*(x)  (4.28)

(4.27) va (4.2£ lardan
w(x,y)dF (x) = s%pj/rg[g,wi]% w(x.y) dF(x)

tenglikni hosil gilamiz. Bundan kelib chigadiki,

2001 J
X
D

w/ = max min w(x,y)dF(x).
7 yelo.p (x,y) g/).
Xuddi shu usul bilan wu ham aniqglanadi.

4-lemma. Agar w(x,y), X,y e [0,1] uzluksiz funksiya bo‘lsa

wi =wu
bo‘ladi.

Isbot. Ixtiyoriy n natural soni uchun, [0,1] segment i =
0,1, n nuqtalar yordarnida n ta oraliglarga bo‘lingan bo'lsin.
Quyidagi:

W|!|: s« nJ 2,...,Nn
belgilashlarni kiritaylik. U holda, ma’lumki (w”) jadvalli o‘yin
yechimga ega. Shuning uchun, o'yinchilarning optimal strate-
giyalari C = (£\"\ ... f£), rf = [rft-rfi, va o'yin baho-
si wn mavjud. w(x,y) funksiya [0,1] x [0,1] kvadratda uzluk-
siz bo'lganligi sababli, u tekis uzluksiz bo'ladi. Shu sababli
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ixtiyoriy e > 0 soni uchun, shunday 5 > 0 soni topiladi-
ki, agar y/(x —x")2+ (y—y")2 < 5 tengsizlik bajarilsa, un-
dan |w(x,y) —w(x",y')\ < e tengsizlik bajarilishi kelib chi-
gadi. n soni shunday tanlab olinadiki » < 6 tengsizlik o'rinli
bo'lsin. Birinchi o'yinchining uzluksiz o'yindagi aralash strate-
giyasi Fn(x), 0 < x < 1 ni quyidagi ko'rinishda qurib olamiz:

[ni]

Fn(x) = J[ Fn(x) = 0, agar 0 < x < I

bu yerda [nX] nx sonining butun gismi. y 6 [0,1] ixtiyoriy son
bo'lsin. j = [ny] belgilashni kiritsak:

ny —1<j <ny

yoki

i
J <

by—p <€

n

tengsizlik kelib chigadi. Demak,

gw(x, y) —w(X, zﬁ' <e

tengsizlik o'rinli bo'lar ekan.
Stiltes integralining ta’rifiga asosan

w(Fn)y) = fI w(x,y)dFn(x) =
0

. n . (4.29)
= Jim i Yw(zi, y){Fn(xi) - Fn(xi_i))j.
Bu yerda Xi-\ < z7 < Xi, Xi = i = 0,1,....n. Ammo
Fn(xi) ~ Fn(xi-1) = shu sababli (4.29) dan
n
VWNIW)=—tm p2w (ziy)Q (4.30)
i=1
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tenglik kelib chigadi. w(x, y), x, y G [0,1] ning tekis uzluksizligi
va (4.30) tenglikdan kelib chigadiki, berilgan e > 0 soni uchun,
shunday 5 > 0 mavjudki, barcha natural n sonlar uchun,

w{Fn,y) - 52w (zi,y)£* (4.31)

_ < 2
i=i

va

_ <5 (4.32)

tengsizliklar bajariladi. (4.31), (4.32) tengsizliklardan
n

- <?2
tengsizlikka ega bo'lamiz. Demak, ixtiyoriy y G [0,1] uchun,
w(Fn,y) >wn- £ (4.33)
tengsizlikni hosil gilamiz. (4.33) dan kelib chigadiki,
wi > wn—£. (4-34)
Xuddi yuqoridagi usul bilan keltirib chigarish mumkinki,
wn < wn+ e, (4.35)
(4.34) va (4.35) tengsizliklardan
wu < wi + 2e
kelib chigadi. Oxirgi munosabatda e ixtiyoriy bo'lganligi sababli
wn < wi (4.36)
kelib chigadi, ammo bilamizki

wn > wi (4.37)
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shuning uchun. (4.36), (4.37) lardan
Wu =W "

tenglik kelib chigadi. Teorema isbotlandi.
Yuqoridagi teorema isbotidan kelib chigadiki,
lim wn = wj
TI—00
va Fn(x), ()< £'< Istrategiya berilgan uzluksiz o‘yinda birinchi
o'yinchining optimal aralash strategiyasini yetarlicha aniglikda
approksimatsiya giladi.

Botig —qgavariq o‘yin

Awalgi punktda ko‘rdikki, cheksiz o'yinlar uchun, optimal
strategiyalarni topishning umumiy analitik usuli hozircha yo‘q.
Shu sababli w(x,y), x,y G [0,1] funksiyaga ayrim shartlar
go'yish yordarnida o'yinning analitik yechimini ko'rsatish mum-
kin bo'ladi.

Bu yerda shunday shartlardan birini keltirib, o'yinning yechish
yo'lini ko'rsatamiz.

3-ta’rif. Bir o'zgaruvchili f(x), a < x < b funksiya gavariq
(botiq) deyiladi, agar ixtiyoriy xi, X2 G [0,1] va ixtiyoriy 0 < A<
1 soni uchun,

[(AM+ (1- Az < Xf(xi) + (1- Af(x2)
(/(Xxt+ (1- \)x2) < Af(x{) + (1 - X)f(x2) (4.38)

tengsizlik o'rinli bo'lsa.

Agar (4.38) tengsizlik 0 < A < 1 soni uchun, gat’iy bo'lsa,
f(x). a < x < bfunksiya qat’iy qavariq (botiq) deyiladi.

4-ta’rif. Ikki o'zgaruvchili w(x,y), a < x < bc<y <d
funksiya botiq — gavariq deyiladi, agar har bir y G [c, d\ uchun,
X bo'yicha botig va har bir x G [a 1] uchun, y bo'yicha gavariq
bo'lsa.
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Q at’iy botig —qgavariq deyiladi, agar u mos ravishda x bo'yicha
gat’iy botiq, y bo'yicha gat’iy gavariq bo'lsa.

3-teorema. Agar uzluksiz w(x,y),x,y € [0,1] funksiya bo-
tig —qavariq bo'lsa, u holda o'yinchilarning sof optimal strate-
giyalari mavjud.

Isbot. w(x,y), x,y E [01] funksiya uzluksiz bo'lganligi
uchun, teorema 2.1 ga asosan o'yinchilarning optimal aralash
strategiyalari mavjud, ular mos ravishda Fqg(x), 0 < x <
1, Go(y), 0 < y < 1 bo'lishsin.

Quyidagi belgilashlarni kiritamiz:

I i
X0 = J xdFo(x), yo= J ydGo(y).
0

Endi xo,yo o'yinchilarning sof optimal strategiyasini tashkil
etishligini ko'rsatamiz.

w(x, y) funksiya x bo'yicha botiq bo'lganligi sababli har bir y
uchun, shunday a soni topiladiki,

wy(x) = w(x,y) —ax

funksiyasi aynan xq da maksimumga erishadi. Demak,
i i
w(Fg,y) = J w(Xx, y) dFo(x) = J(wy(x) + ax) dFo(x) <

I
< I(»,(*,) + ax.) dF«(X) = W,(Xa) + atXQ= w{xa,y).
0
Bundan mlgxw(Fyy) = w(Fo,y) < w(xo,y) tengsizlik ixtiyo-
riy y E [0,1] uchun bajarilganligi sababli, x0birinchi o'yinchining
optimal strategiyasi ekanligi kelib chigadi.
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Xuddi shu usul bilan ko‘rsatish,,mumkinki, mGinw(x;G) =
w(x,Gq) > w(x, yo) tengsizlik ixtiyoriy x G [0,1] uchun, ba-
jariladi. Demak, yo ikkinchi o'yinchining sof optimal strategiyasi
bo'lar ekan. 3-teorema isbot bo'ldi.

3-teorema sof strategiyalarga nisbatan ta’riflangan bo'lsada,
isbotida aralash strategiya ishlatilyapti. Shu ma’noda teorema
isboti ancha murakkablashtirilgan.

Shu sababli quyidagi teoremani keltiramiz.

4-teorema. Agar uzluksiz w(x, y), x, y G[0,1] funksiya qat’iy
botiqg —qavariq bo'lsa, u holda o'yinchilarning sof optimal strate-
giyalari mavjud.

Isbot. Har bir y 6 [0,1] uchun, w(x, y) funksiya x bo'yicha
maksimumga erishadi. Maksimum nugqtasini (p{y) bilan belgilay-
lik. w(x. y) ning uzluksizligidan foydalanib p(y), 0 < y < 1) ham
uzluksiz funksiya ekanligini ko'rsatish mumkin. Demak,

m;aXW(x, y) = w(<p(y),y), 0<y<1

uzluksiz funksiya ekan.
Xuddi shu usul bilan shunday uzluksiz 'ip(x), 0 < x < 1) fun-
ksiya aniglanadiki, uning uchun,

minw(x, y) = w(x, tjj(x)), 0 < x < 1
y

tenglik o'rinli bo'ladi.

Endi tp(y), 0 < y < 1va tp(x), 0 < x < 1 funksiyalarining
superpozitsiyasi (p(ip(x)), 0 < x < 1 ni qaraylik. Bu uzluksiz
funksiya bo'lib [0,1] segrnentni o'ziga akslantiradi. Shu sababli
Kakutani teoremasigi ko'ra qo'zg'almas Xgnuqtaga ega, ya’ni

x0 = (p(ip(x0)).

Agar yo = V'(xo0) belgilashni kiritsak, x0 = ”(yo), yo =
i){xg) inunosabatlarga ega bo'lamiz. Bu degani (xo0,Z/0) juft-
lik w(x,y), x,y G [0,1] funksiyaning egar nugtasi, shu bilan
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o'yinchilarning sof optimal strategiyalari ekanligini bildiradi. Teo-
rema isbotlandi.
3-misol. Quyidagi

W(X,y) ——x2+ 2y2—4xy + 3x —2y, 0< x < 1, 0<y <1

funksiya orgali uzluksiz o‘yin berilgan bo'lsin. vixx = —2, Wyy — 4
bo‘lganligi sababli, berilgan funksiya gat’iy botig-gavariq bo'ladi.
Endi <p(y), 0 < y < 1funksiyani aniglaylik: wx = —2x—4y+3 =
0, bundan

Ammo bu funksiyaning giymati [0,1] oraliqga har vagt ham
tegishli emas. Shuning uchun, uni quyidagicha gayta aniglaymiz:

I, 0<y<]

N 0, I<y<lI.

Xuddi shu usul bilan ip(x), 0 < x < 1 funksiyani aniglaymiz:

Bu yerdan

i
tenglamalar sistemasini yechish bilan: Xq= yw =\ birinchi va
ikkinchi o'yinchilarning mos ravishda sof optimal strategiyalarini
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anigqlaymiz. 0 ‘yin bahosi esa

w{x0,yQ = ~
ga teng bo'ladi.

Vaqtni tanlash o‘yini

Bu o'yinda o'yinchilar birlik vagt oralig davomida bir-biriga
bildirmagan holda, biror harakatni fagat bir marta amalga os-
hirishlari zarur. Bu harakatlarni amalga oshirish tartibi (ketma-
ketligi) juda ham muhim bo'lishi mumkin. Shu bilan birga
harakatni iloji boricha kechroq va ragibga garaganda ertaroq
amalga oshirish magsadga muvofig. w(x,y), X,y e [0,1] fun-
ksiyaning ko'rinishi quyidagicha:

K(x,y), agar x <y,
tp(y), agar x -y,

L(x,y), agar x>y

bo'lsin. Bu yerda K(x,y), 0 < x <y < 1 (p(y), 0 <y < 1,
L(x,y), 0 <y < x < 1uzluksiz funksiyalar bo'lishsin.

Agar Fix), 0 < x < 1—birinchi o'yinchining aralash strate-
giyasi bo'lsa, u holda y e [0,1] uchun,

wWiF,y) = JVK[X, y) dF{x) + <fy) (F{y) - F(y - 0))+
° |
+\] L[x,y)dFix) (4.39)

y
tenglikka ega bo'lamiz. Mabodo, F{x), 0 < x < 1 uzluksiz fun-
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ksiya bo'lsa, (4.39) ning ko'rinishi quyidagicha bo‘adi:

i
w(F,y) = jK(x,y) dF(x) + J L(x,y) dF(x).
0 y
Faraz qgilaylik, F(x), 0 < x < 1va G(y), 0 <y < 1 lar
optimal strategiyalar bo‘lib F'(x), 0< x < 1, G’(y),0<y <1
lar uzluksiz funksiyalar bo'lsin. Unda, ma’lumki, agar yo £ [0,1]
uchun,
G’{yo) > 0 (4.40)
bo'lsa,
w(F, y0) = w
o'yin bahosi bo'ladi. G’(y), 0 < y < 1 ning uzluksizligidan
va (4.40) dan kelib chigadiki, yo nuqtaning biror atrgfida ham
G'(y) > 0tengsizlik bajariladi. Demak, bu atrofdagi y lar uchun,

dw(\F,y)l 0o
oy -

441

tenglik o'rinli bo'ladi.
(4.41) tenglikni quyidagicha yozish mumkin:
y i
(L(y, y}-K(y,¥))F'(y)=J Ky(x,y)F"(x)dx+J Ly(x,y) FXx)dx.
0 y
Bu tenglamani F'(x) funksiyaga nisbatan yechib optimal strate-
giya topiladi.

Faraz qilaylik, F(x), 0 < x < 1, G(y), 0 < y < 1 opti-
mal strategiyalar uzluksiz bo'lib, F'(x), G'(y) lar mos ravishda
(a, &, (c,d) oraliglarda musbat, tashqarisida nol bo'lsin. U hol-
da F(x), 0 < x < 1, G(y), 0 < y < 1 optimal strategiyalarni
aniglash uchun, quyidagi munosabatlarga ega bo'lamiz:

0<a<6<10<c<d< ]
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W(F,y) = W, y g (cd), (4.42)

iy(F,y) >w, Vy, (4.43)
w(x, G) =w, x £ (a, b), (4.44)
w(x,G) < w, Vx (4.45)

Yy
(L{y.y)-K{y.y))F\y) = J Ky(x,y)F'(x) dx+
0
|

+ J Lv(x,y)F'(x)dx, Vy g (c,d), (4.46)

y
X

[K{x,x) - L{x,x))G\x) = J L x(x,y)G'{y)dy+
o
I

+ J Kx(x, y)G'{y)dy, Vx g (a, 6). (4.47)

X

Yana bir o‘yin alohida o'rganiladiki, bunda w(x,y), X,y @
[0,1] funksiya kososimmetrik, ya’ni

L(ar,y) = -K(y, x), tp{X) = 0,0< x < 1, 0< y< 1

ko'rinishda bo'ladi. Bunda, o'yin bahosi nolga teng bo'lib,
o'yinchilarning strategiyalari ham bir xil bo'ladi. Shu sababli:f 1=
G,a=¢b=4d w = 0. U holda yugoridagi (4.42)—(4.47)-
munosabatlar quyidagicha o'zgaradi:

y) =0, Vg (c, d), (4.48)
™F,y) >0, Vy, (4.49)

y
(L{y,y) —K(y,y))F'(y) = J Ky(x, y)F'(x) dx+
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b
+J Ly y)F 0 dx, W £ (6 d), (4.50)
y

Demak, agar o'yinning yuqoridagi talablarni ganoatlantiruv-

chi yechimi mavjud bo‘lsa. u (4.48)—4.50)-munosabatlardan
aniglanadi.

Misollar

Biz bu yerda yuqorida ko‘rilgan o‘yinga taallugli bo'lgan mi-
sollarni keltiramiz.

4-misol. Quyidagi gipotetik holatni ko‘raylik. Ikki duelchi
(o'yinchi) t = 0 vaqtdan boshlab bir-biriga o‘zgarmas tezlik bi-
lan yaginlashib kelmoqda va t = 1 vaqtda ular uchrashadi (biror
narsa xalaqit bermasa). 0 ‘yinchilarning har birida qurol bo‘lib,
ular xohlagan paytlarida ragibga garshi bir marotabagina o‘q
uzishlari mumkin. 0 ‘yin qoidasiga asosan, agar ularning biri ni-
shonga tegib, ikkinchisi tegmasa, nishonga tekkan o'yinehi yut-
gan hisoblanadi. Boshga vaziyatlarda o‘yin durang bilan tugagan
hisoblanadi.

Quyidagi ikki farazni gabul gilamiz.

1. 0 ‘yinchining t vaqtda nishonga tegish ehtimoli t ga teng;

2. 0 yin shovginsiz, ya’ni nishonga tegmagan o'gning ovozi
eshitilmagan hisoblanadi.

Bu o'yinning w(x,y), X,y € [0,1] funksiyasini quraylik. Birin-
chi o‘yinchi otish uchun, x vaqtni tanlasa, ikkinchi o‘yinchiy > x
vaqgtni tanlasin. U holda birinchi o‘yinchida 1 yutugni olish ehti-
moli x ga va —1 yutugni olish ehtimoli y(1—x) ga teng. Demak,

K(x,y) = x —1ley(l—x) = x —y + xy, x,y 6 [0,1].
0 ‘yin simmetrik bo‘lganligi uchun,

L(x,y) =x - y-xy, x,y £ [0]]
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va
P¥)=0,0<x<1
Kyix,y) = -1+ x,
Ly(x,y) =-1- X,
L{y.y) ~ K(y,y) = -2y2
munosabatlarga ega bo'lamiz.

Faraz qilaylik, optimal strategiya F(x), 0 < x < 1 uzluk-
siz bo‘lib, uning hosilasi (a, b) oraligda musbat bo'lsin. U holda
(4.50) ga asosan

y b
—2y2F'(y) = J (—1-1-x)F¥x) dx +J (— —x)F'(x) dx,
a y
bu tenglikni y bo'yicha differensiallab
-AYFR(y)-2y2F"(y) = (y - DF'(y)+(1/+ DF'(y), a<y<b
(4.51)

differensial tenglamaga ega bo'lamiz. (4.51) ni ixchamlab quyi-
dagi tenglarnani hosil gilamiz:

yF"(y) = -3F'(y), a<y<b

uning yechimi quyidagicha bo'ladi:

Fy) =y . a<y<h

Endi a,b va k larning giymatlarini aniqlaymiz. Faraz gilaylik,
quyidagi tengsizlik: b < 1 o'rinli bo'lsin, u holda w(F,y) ni y
bo'yicha uzluksizligidan w(F.b) = 0 yoki
b b
j(x —b+ bx)dF(x) =0, J(x —1+x)dF(x)< 0
a
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bo'lganligi sababli w(F, 1) < 1, bu esa (4.49) ga qarama-qarshi.
Shu sababli 6 = 1, bundan esa

w{F, 1) = 1 (4.52)

tenglik o'rinli ekanligi kelib chigadi. (4.52) dan kelib chigadiki
b

kJ dx = 0. bundan 3a2—4a + 1= 0.

a
Oxirgi tenglamaning ikkita a\ = 1, a2 =\ ildizlari bo'lib a\ =
1 ildiz mumkin emas, demak, a = ~
F(x), 0 < x < 1strategiya bo'lganligi uchun,
I

J kx~3dx =1

|
3

bundan k = | kelib chigadi. Demak, ikkala o'yinchining optimal
strategiyasi

f 0. 1<S
FOO=¢ v

ko'rinishida bo'lar ekan.

5-misol. (Shovqinli duel). Bu o'yinda 0'q ovozi eshitiladi. De-
mak, agar birinchi tomon nishonga tegmagan bo'lsa, ikkinchi
tomon albatta tegadi, chunki u t = 1 vaqtgacha kutib turadi.
Shu sababli birinchi o'yinchi mo'ljal uchun, x <y vaqtni tanla-
gan bo'lsa, u x ehtimollik bilan 1 ni, yoki 1 —x ehtimollik bilan
—1 ni yutadi. Demak,

w(x,y) =2x—, L(x,y) =1—=2y, p(x)=0,0<x <t, 0<y< 1L

Bunga awalgi hisob-kitoblarni go'llasa ham bo'ladi. Lekin o'yin
sodda bo'lganligi uchun, x0 = yo = \ ekanligini topish oson.
Natijada, optimal strategiya sof bo'lib, u \ ga teng.
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5-8. Bijadvalli o‘yin

Yuqorida ko‘rdikki, antagonistik o‘yinlarda o'yinchilarning
oladigan yutuqlari yig'indisi o'zgarmas bo'lib, uni har vaqt nol
yig'indili o'yinga Kkeltirish mumkin. Bunda. demak, biror o'yinchi
yutug'i ortsa, boshga o'yinchiniki, albatta, kamayadi.

Ammo shunday jarayonlar ham borki, bunda o'yinchilarning
yutuglari yig'indisi o'zgaruvchan bo'ladi. Shu bilan birga o'yin-
chining oladigan yutug'i, nafagat o'zining, shu bilan birga boshqa
tomon (ikkinchi o'yinchi)ning gabul gilgan garoriga (strategiyasi-
ga) ham bog'lig bo'ladi.

Agar o'yinda ikki ishtirokchi bo'lib, ularning strategiyalari
chekli bo'lsa, u holda bijadvalli o'yin hosil bo'ladi. Bunda o'yin-
chilarning oladigan mos yutuglarini (at, bj) juftlik orgali ifodalash
mumkin. Demak,

( (ai,6i) .. (<ii,bn) \
(A B) (02,bi) .. (a2,bn)

\ (&m>6]) ... (dmibn))
jadvalning (a*. bj) elementi birinchi o'yinchi i — strategiyasini,
ikkinchi o'yinchi j — strategiyasini tanlagandagi o'yinchilarning
mos yutuglarini bildiradi.

Bu yerda ham, xuddi antagonistik o'yin kabi aralash strategiya
tushunchasini kiritish mumkin.

Anigki. o'yinchilarning birlashib harakat qgilishlari ularning yu-
tuglarini oshirishga katta yordam beradi, Ammo o'yin goidasi
yoki sharoitga ko'ra birlashib harakat gilishning iloji bo'Imasligi
mumkin. Bunda har bir o'yinchi o'z foydasini ko'zlab strategiya
tanlaydi.

Biz bu yerda, aynan, shu holatni, ya’ni koalitsiya tuzish
imimkin bo'lmagan o'yinlarni tadqiq etamiz.
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Afzal strategiyalarga nisbatan muvozanat holat

Bizga A va B jadvallar bilan berilgan (A, B) bijadvalli o'yin
berilgan bo‘lsin. Bunda A jadvalning elementlari birinchi, B jad-
valning elementlari ikkinchi o‘yinchining yutuglarini ifodalaydi.
Ya’ni, masalan, birinchi o'yinehi z, ikkinchisi j strategiyalarini
goilasalar, birinchi va ikkinchi o'yinchining yutuglari mos ra-
vishda a,, bj sonlariga teng bo'ladi.

1-ta’rif. Biror i va k lar uchun,

Qij  afg (5.1)

tengsizlik barchaj = 1,2, n lar uchun, o'rinli bo'lsin. U holda
birinchi o'yinchining i strategiyasi k strategiyasidan gat iy ustun
(afzal) deb ataladi. Agar (5.1) tengsizlik gat’iy bo'lImasa, birin-
chi o'yinehi uchun, i strategiya k strategiyadan gat’iy boimagan
ustun (afzal) deb ataladi.

2-ta’rif. Agar biror i va k lar uchun,

dij ~ Qi (*2)

tengsizliklar barchaj = 1,2,..., n lar uchun, o'rinli bo'lsa, birin-
chi o'yinchining i strategiyasi k strategiyadan tofia ustun (afzal)
deb ataladi.

Xuddi shunga o'xshash tariflarni ikkinchi o'yinehi uchun, ham
kiritish mumkin. Bunda, endi B jadvalga nisbatan so'z yuritiladi.

Demak, mabodo, o'yinchining ustun (afzal) strategiyasi mav-
jud bo'lsa, u har doim shu strategiyani tanlash hisobiga, ikkinchi
o'yinehi nima qilishidan gat’i nazar, kam bo'Imagan yutugqa eri-
shar ekan (qgarang (5.2)). Shu ma’noda ustun keluvchi strate-
giyalarni tanlash magsadga muvofiq bo'ladi.

Ammo ayrim hollarda, masalan, o'yinni bir necha marta

takrorlash imkoni bo'lgan hollarda bunday yo'l tutish hamma
vaqt ham to'g'ri bo'lavermaydi. Bunga misol keltiramiz.
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0 ‘yinchilarda ikkitadan strategiya bo‘lgan quyidagi bijadvalli
o‘yinni ko‘raylik:

(-m = r\/(%%?i?()) (‘io,'(‘)‘))'ﬁ

Demak, bu o'yinda

/ 160 10\ / 0 iO\
\ 150 0 /' B = (120 0)

bo'lib, bunda birinchi o'yinchining 1-strategiyasi 2-strategiya-
sidan ustundir. Shu sababli ikkinchi o'yinchi 2-strategiyasini
gollashi kerak bo'ladi. Bunda, o'yinchilarning har biri 10 yu-
tugqga ega bo'lishadi.

Endi faraz gilaylik, o'yin 10 marta gaytarilib, birinchi o'yinchi
10 tadan 8 tasida birinchi, 2 tada 2-strategiyasini go'llasa, u hol-
da ikkinchi o'yinchi 1-strategiyani go'llashi magsadga muvofiq
bo'ladi. Chunki, bunda birinchi o'yinchining yutug'i 8 «» + 2 -
-7158 ikkinchisiniki 2 - 24 ga teng bo'ladi.

Ammo o'yin bir taktli (fagat bir marta o'ynaladigan) bo'lsa,
yuqgoridagi usulni qo'llab bo'Imaydi, unda albatta, birinchi
o'yinchi 1-strategiyasini go'llashi kerak bo'ladi.

Xulosa shuki, agar biror o'yinchining ustun strategiyasi
mavjud bo'lsa, uning harakati ma’lum bo'lib, ikkinchi o'yinchi
uchun, ma’qul strategiyani aniglash kerak bo'ladi. Agar ikkala
o'yinchining ham ustun strategiyalari mavjud bo'lsa, bu eng ide-
al holat bo'lib, o'yin masalasi to'la yechilgan deb aytish mumkin.

3-ta’rif. Agar 1i,j strategiyalar birinchi va ikkinchi
o'yinchilarning mos ravishda ustun(afzal) strategiyalari bo'lsa,
?,]) afzal strategiyalarga nisbatan muvozanat holat deb ataladi.

Agar o'yinda ustun strategiyalarga nisbatan muvozanat holat
bo'lsa, um o'yinning yechimi sifatida qabul gilish mumkin. Ammo
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quyidagi vaziyatlar ham bo'lib golishi mumkin:

Bu yerda afzal strategiyalarga nisbatan muvozanat holatlar bir
nechta bo‘lib, birinchi o‘yinchi uchun, 1-strategiyani tanlaydimi,
yoki 2-strategiyanimi farqi yo‘q, ammo ikkinchi o‘yinchiga buning
katta ahamiyati bor.

Shunday vaziyatlar bo‘lishi mumkinki, bunda afzal strategiya-
ga nisbatan aniglangan muvozanat holat ikkala o‘yinchiga ham
ma’qul bo‘lib, ko'zlangan yutuqni bermasligi mumkin. Quyidagi
misolni ko‘raylik:

(100,100) (-30,150)

(AB)=( (150, -30)  (10,10)

bu yerda (2,2)-muvozanat holatni tashkil giladi. Unda o'yinchi-
lar 10 yutuqqa ega bo‘ladilar. Agar o'yinchilar bamaslahat garor
gabul qilishib, 1-strategiyalarini tanlasalar, har biri 100 yutugga
erishadi.

Demak, o'yinda o'yinchilar ega bo'ladigan ma’lumotlar muhim
hisoblanar ekan.

Nesh ma’nosida muvozanat holat

O'yinehi qaror (yechim) qgabul gilishidan oldin, ikkinchi o'yin-
chining garorini taxmin gilishga majbur, chunki uning yutug'i
unga bog'lig bo'ladi. Ammo bu taxmin hagigatga ganchalik to'g'-
ri kelishi juda ham muhim hisoblanadi. Shu sababli, birinchi
o'yinehi quyidagicha fikr yuritishi mumkin: men at yechimni ga-
bul gilaman, chunki bunga garshi ikkinchi o'yinehi yechimni
qabul giladi, shu sababli at (3 ga nisbatan optimal bo'lishi kerak.

4-ta’rif. Agar ixtiyoriy i vaj lar uchun.

WO ulio’ (5.3)
214



tengsizliklar o'rinli bo'lsa, (io, jo) Nesh ma’nosida muvozanat ho-
lat deb ataladi.

(5.3) tengsizlikdan ko'rinib turibdiki, biror o'yinchi shu strate-
giyani qo'llab tursa, boshqga o'yinchi uchun, ham shu strategiyani
go'llash magsadga muvofig.

Demak, o'yinchi ikkinchi o'yinchiga nisbatan hech ganday
ma’lumotga ega bo'lImasa, unda u Nesh ma’nosida muvozanat-
ni saglovchi strategiyani tanlashi kerak ekan.

Ammo bunda shunday o'yinlar uchraydiki, ularda bir nech-
ta Nesh ma’nosida muvozanat holatlar mavjud bo'lishi mumkin.
Bunday vaziyatda, ulardan birortasini tanlab olish masalasi tu-
radi.

1-misol.

(100,100)  (0,50)

(A B) - ( (50,0)  (60,60)

Ihinda Nesh ma’nosida muvozanat holatlar: (1,1) va (2, 2) bo'lib
birinchi holatda o'yinchilar 100 birlik, ikkinchi holatda 60 birlik
yutugqga ega bo'ladilar.

Agar birinchi o'yinchi 1-strategiya go'llasada, ikkinchi o'yinchi
2-strategiyani go'llasa, u holda birinchi 0 yutuqgga ega bo'ladi.
Agar birinchi o'yinchi 2-strategiyani qo'llasa, kafolatlangan yu-
l.ugi 50 bo'ladi. Shu sababli bu yerda ikkinchi o'yinchining
mo'ljali hagida ma’lumotga ega bo'lish muhim hisoblanadi.

Hatto, muvozanat holat yagona bo'lgan holda ham, uni tanlash
ikkilanishga olib kelishi mumkin.

2-misol.

(40,50) (50,90) (40, -200)
(60,-200) (70,80) (40,150)
lunula (2,3) yagona yechim ma’nosida muvozanat holat bo'lib,
iiiklh o'yinchilar mos ravishda 40 va 150 yutuqqa ega bo'lishadi.
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Mabodo, birinchi o'yinehi 1-strategiyasini qo'llasa, ikkinchi
o‘yinchi uchun, bu juda ham katta yutuq bo'ladi (200),
shu sababli ikkinchi o'yinehi birinchi o'yinehi tomonidan 2-
strategiyani tanlashiga to'la ishongan bo'lishi lozim. Aks holda,
u (ikkinchi o'yinehi) 2-strategiyani tanlash bilan kamida 80 yu-
tugga ega bo'ladi.

Bu misollardan xulosa shuki: 1) muvozanat holat har vaqt
ham muvaffagiyatga olib kelavermaydi; 2) muvozanat holatlar
bir nechta bo'lishi mumkin.

Endi berilgan bijadvalli o'yinda Nesh ma’nosida muvozanat
holatni topish usullaridan birini ko'rib chigamiz.

A jadvalning har bir ustunida eng katta giymatlar joylashgan
kataklarni belgilab chigamiz. A va B jadvallarda ikki marta bel-
gilashga ega bo'lgan gatorlarga mos kelgan holat Nesh ma’nosida
muvozanat holatni anglatadi.

3-misol.
/ (10,40) (-10,10) (20, -20) \
v > 7 V(50.10) (20,30) (0,20) /
bunda
MO -10 v/20\ , [/ 440 10 -10\

vVbo Vo 0 J- V 10 /30 10 J

ya’ni A va B jadvallarning ikkinchi satri va ikkinchi ustunlari
umumiy belgiga ega. Shu sababli bu bijadvalli o'yinda (2,2) Nesh
ma’nosida muvozanat holatni tashkil giladi.

Aralash stif&tcgiyada muvozanat holat

Yuqoridagi mulohazalarning barchasi fagat sof strategiyalarga
nisbatan olib borildi. Quyidagi 4, 5-misollar ko'rsatadiki,
sof strategiyalarga nisbatan har vaqt ham muvozanat holat
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bo‘lavermas ekan. Shu sababli aralash strategiya tushunehasi ki-
ritiladi. Aralash strategiya Kiritilib, kengaytirilgan o'yinda esa
har vagt muvozanat holat topiladi.
Kengaytirilgan o'yinda o'yinchilar tomonidan sof strate-
giyalarni tanlash ehtimollik orgali olib boriladi. Ya’ni har bir sof
strategiyalar biror ehtimollik bilan tanlanadi.
5-ta’rif. Sof strategiyalar ustida tagsimlangan to'la ehtimollik
aralash strategiya deb ataladi.
Shunga ko'ra birinchi o'yinchining aralash strategiyalari
to'plami quyidagi:
m

Sm= jxX ®m(x\, X2, mmmXm) : 22 xi~ xi>0.i=12,...mj
i~1

simpleksdan iborat bo'ladi.

Agar o'yinchilar mos ravishda x = (xL X2, xm),y —
(yi, y2, y n) aralash strategiyal]arni tanlagan bo'lsa, ularning
o'rtacha yutuglari mos ravishda quyidagi:

m n m n
W=Y2Y2 mWi-y y Xy
i=1 j=I i=1j=1
sonlarga teng bo'ladi.

Demak, birinchi o'yinchi wj ni x = (xi,x2, xm) G
Sm o'zgaruvchilar bo'yicha. ikkinchi o'yinchi wjj ni y =
(2/ij22, un) G Sn o'zgaruvchilar bo'yicha maksimum qilishga
harakat giladi.

Shunga ko'ra quyidagi ta’rif kelib chigadi:

6-ta’rif. Agar biror x* = [x\, ¥2, ..., x*J, y* = O/**, ....,y£)
holatlar uchun,

Y2I Ylaxvy- Yl Y_2I aX?3j-

217



m n m n
5%5_§hij’\iVi A 5:|3 H3hiPiv)
== i=1 =
tengsizliklar barcha x = (£1,"2,mmm) € S™y =
(yi,y2,-,yn) £ larda o'rinli bo‘lsa, (x*,y*) holat Nesh
ma™osida muvozanat holat deb ataladi.
Bijadvalli o‘yinda Nesh ma’nosida muvozanat holatni topish
muhim hisoblanadi.
Shu ma’noda quyidagi teorema diggatga sazovar:
1-teorema. Ixtiyoriy bijadvalli o'yin aralash strategiyalarga
nisbatan Nesh ma’nosida muvozanat holatga ega. 1
Isbot. (A,B) jadvalli o'yinda x = (xi,x2, mmxm) £ Sm, y =
(yi,y2,-,ym) £ Sn, ixtiyoriy aralash strategiyalar bo'lsin. Ular
yordamida

o NE=q Y+ d :
XI = -— . V= — — - (5-4)
i=1 j=l
aralash strategiyalarni quramiz, bu yerda
g = max(Ai.yT —xAyT,0), i = 1,2, ...,m (5.5)
dj = max(x5.j —xByT,0),j = 1,2, ...,n,

Ai. = (aa,ai2, ..., 0j,), B.j = (6™, &y, »e &P)T larni ifodalaydi.

(5.4) ni (x,y) = (x",y'") akslantirish deb garash mumkin. Uni
(x",y) = T(x,y) deb olamiz. Ko'rsatish mumkinki T(x,y), x £
Sm,y £ Sn akslantirish uzluksizdir.

Endi (x,y) = (x\y') tenglik bajarilishi uchun, (x,y) ning mu-
vozanat holat bo'lishligi zarur va yetarli ekanini ko'rsatamiz.

Hagigatan, agar (X,Yy) — muvozanat holat bo'lsa AiyT <
XAyT, i —1,2,..., m tengsizlik o'rinli bo'lib, bundan G =0, i =
1,2, ...,m Kkelib chigadi. Xuddi shunday usul bilan ko'rsatish
mumkinki dj = 0,j = 1,2,..., n. Demak, x = X",y = y'.
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Endi Faraz gilaylik, (X, y) muvozanat holat bo'Imasin. Yani,
yoki shunday x G Sm mavjudki xAyl > xAyT bo'ladi, yoki
shunday y G Sn mavjudki xAyT > xAyT bo'ladi. Birinchi hoi
©rinli bo'lsin (ikkinchi hoi ham xuddi shu yo‘l bilan ko'rsatiladi).

xAyT soni Ai.yT, i = 1 , 2 sonlarning qavariq giymati
bo'lganligi sababli, shunday k G {1,2, indeks topiladi-
ki, uning uchun, Ak.yT > xAyT tengsizlik o'rinli bo'ladi. De-
mak, (5.5) ga asosan ¢t > 0. ¢ i = 1,2,...,m larning bar-
chasi manfiy bo'Imaganligi sababli, albatta, bitta shunday indeks
s G{1,2, topiladiki, uning uchun, As.yT < xAyT tengsiz-
lik o'rinli bo'ladi, bundan cs = 0 ekanligi kelib chigadi. Oxirgi
mulohazalardan

X = ———-=— K<
1+ 5Z

1=1
va undan x' A x ekanligi ma’lum bo'ladi.

Demak, (xLyn = (X, y) bajarilishi uchun, (X,y) ning mu-
vozanat holat bo'lishi zarur va yetarli ekan. T : Sm x Sn —
Sm x Sn akslantirish uzluksiz bo'lib, u kompakt va gavariq
bo'lgan Smx Snto'plamni 0'z-0'ziga akslantiradi. T(x, y) akslan-
tirish uchun, Brauer teoremasining barcha shartlari bajarilganligi
sababli, u go'zg'almas (x, y) nuqtaga ega, yani (X,y) = T(X, y).

Xuddi shu go'zg'almas (X,y) nuqta yuqorida ko'rsatilganga
asosan berilgan bijadvalli o'yinning muvozanat holatini tashkil
giladi. Teorema isbotlandi.

Yugorida (4-8.)dagi (nol yig'indili o'yinda) muvozanat holat-
larining kombinatsiyasi ham muvozanat holat bo'lib, uni ba-
hosi o'zgarmaydi. Ya’ni, agar antagonistik o'yinda (x',y) va
(x",y") lar muvozanat holatlar bo'lsa, quyidagilarning barchasi-
da (x"y)> [x™y") {x",y)i (x",y'0 o'yinchilar oladigan yutuglar
bir xil bo'ladi.
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4-misol. Dam olish kuni marogli o'tishi uchun, oila a’zolari
fagat ikki joyga: teatrga yoki futbolga borishga kelishib olish-
di. Bunda oila a’zolarining bu maskanlarga borishdan oladigan
gonigishlari turlicha bo'lib, masalan, ayollar teatrni, erkaklar fut-
bolni afzal ko'rishadi. Ammo oila birgalikda bo‘lishni rna’qul
ko'radi.

Agar ayollarni birinchi, erkaklarni ikkinchi o'yinchi deb oli-
nadigan bo'lsa, u holda ularning maskanga borib oladigan
gonigishlarini sonli migdorlar bilan ifodalash mumkin bo'ladi.
Aynan, oila birgalikda teatrga yoki futbolga borishlari mos ra-
vishda erkaklarga 4, 5, ayollarga 5,4 gonigish keltirsin. Mabodo,
erkaklar futbolga, ayollar teatrga borishsa, ikkala tomon 1 birlik-
dan qoniqish hosil gilsinlar. Va oxirgi uchinchi holat, ya’ni erkak-
lar teatrga, ayollar futbolga borsalar, hech bir tomon gonigish
olmasin.

Agar F va T bilan mos ravishda futbol, teatr tanlash
strategiyalarini belgilasak; (a*, 6j) juftlikning birinchi soni erkak-
larning, ikkinchi soni ayollarning goniqgish hosil gilish sonlarini
anglatsa, u holda quyidagi jadvalga ega bo'lamiz:

5.1-jadval
F T

F G4 @

T (0,0) (4,5)

5.1-jadvalning satrlari erkaklarning, ustunlari ayollarning
strategiyalarini bildiradi.

Bunda x = (1,0), y = (1,0) va x' = (0,1), y' = (0,1) sof
strategiyalar muvozanat holatlarni tashkil etishadi. Shu bilan bir-
ga ularning kombinatsiyasini tashkil etgan (x, yr). (s', y) holatlar
muvozanat holatni tashkil etishmaydi. Bu ikkita (x,y), (x',y")
holatlarda o'yinchilar oladigan yutuglar turlichadir.
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Yanashuni e'tiborga olamizki, x" = (4, ~), y" = (|, |) aralash
strategiyalardan tuzilgan holat ham muvozanat holatni tashkil
giladi.

Bijadvalli o'yinlarda, hatto muvozanat holat yagona bo'lganda
ham ayrim noanigliklarni hisobga olishga to‘g‘ri keladi.

5-misol. (Jinoyatchilar hagida o'yin). Ikkita jinoyatchi go'lga
tushgan bo'lib, ular dastlabki so'roqlarni berishlari kerak, ularga
nisbatan to'g'ridan-to'g'ri ayb qo'yilmagan, ammo ularning
o'zlari sodir etgan jinoyatlariga igror bo'lishgani aybdor ekani-
ni ochib beradi.

Mabodo, ikkalasi gilgan jinoyatini bo'yniga olishsa, ularga bir-
oz yengillashtirilgan jazo qo'llaniladi, masalan, 8 birlik (ya’ni ular
—38 birlikdan yutadilar), agar ularning har ikkalasi ham jinoyatni
bo'ynilariga olmasalar, ularning jinoyat ishlari to'la ochilmagan-
ligi sababli, ularga nisbatan 1 birlik jazo (ya’ni ularning yutuqlari
—1 bo'ladi). Mabodo, ularning biri bo'yniga olib, ikkinchisi ol-
masa, u holda vogea sodir bo'layotgan mamlakatning gonunlariga
asosan, bo'yniga olganga 0 birlik, bo'yniga olmaganga 10 birlik
mag'lubiyat e’lon gilinadi.

Demak, bu o'yinda ikkita ishtirokchi bo'lib, ularning har bi-
rining ikkitadan strategiyalari (bo'yniga olish va olmaslik) bor
ekan. Agar bo'yniga olishni birinchi, olmaslikni ikkinchi strate-
giya deb olinsa, quyidagi bijadvalli o'yinga kelamiz:

(4 m rt-8-8) 0--10)N

Bu o'yinda birinchi va ikkinchi o'yinchilarning birinchi strate-
giyalari ikkinchi strategiyalaridan ustun. Demak, (l,1)-Nesh
ma’nosida yagona muvozanat holatni tashkil giladi. Bunda
o'yinchilar (jinoyatchilar) —8 dan yutuqqga erishadilar. Lekin
ikkalasi ham noto'g'ri, ya’ni ikkinchi strategiyani tanlasalar,
yutuqglari —1 bo'ladi, hatto biri ikkinchisini "sotib™ qo'ysa ham,
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u hech narsa yutgazmaydi (0 yutuq). Bundan kelib chigadiki,
Nesh ma’nosida muvozanat holatlarning ham muammolari bor.

Pareto va Sleyter ma’nosida muvozanat
holatlar

Bizga (A, B) bijadvalli o'yin berilgan bo‘lsin. Yuqorida bijad-
valli oyin uchun, Nesh ma’nosida muvozanat holat tushunchasini
ko‘rib chigdik. Bu yerda undan fargli bo‘lgan Pareto va Sleyter
ma’nosidagi muvozanat holatlarni ko'rib chigamiz.

7-ta’rif. Agar biror (io,jo) holat uchun,

awo —av >"jo —hij (5-6)

tengsizliklarni ganoatlantiruvchi (i,j) holat mavjud bo‘lmasa,
(*0)Jo)- Pareto mahosida muvozanat holat deb ataladi.

Bunda har bir (i,j) uchun, (5.6) da kamida bitta tengsizlik
gat’iy bo'lishi lozim.

8-ta’rif. Agar biror (i0,jo) holat uchun,

a*go * ay> 7ojo N kj .
tengsizliklarni ganoatlantiruvchi (i,j) holat mavjud bo‘lmasa
(*0)Jo) — Sleyter mahosida muvozanat holat deb ataladi.
Agar P(A,B) va S(A,B) lar bilan mos ravishda Pareto va
Sleyter ma’nosidagi muvozanat holatlar to‘plamini belgilasak,
ko'rsatish osonki quyidagi:

P(A,B) C S(A,B)

munosabat o'rinli bo'ladi.
6-misol.
/ (10,15) (4,15) \
v (ii, io) (io,ii)) '
Bu jadvalli o'yinda (1,1), (2,1) holatlar Pareto ma’nosida, de-
mak, Sleyter ma’nosida ham muvozanat holatlarni tashkil etar

(A.B) =
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ekan. Berilgan bijadvalli o'yinda Pareto va Sleyter ma’nosida mu-
vozanat holatlarni topishning quyidagi grafik usuli taklif etiladi.

Tekislikda a, b— koordinatalar sistemasini kiritib (at,b3) nug-
talarni aniglaymiz. Bu nuqtalarning gavariq chizigli qobig'ini K
bilan belgilaylik. Bu figura A1A2...A7 gavariq ko'pburchakdan
iborat bo'lib, uning o'ng tarafi yoki bitta nuqtadan, yoki
kesmadan iborat bo'ladi. Agar u A1tA4 kesmadan iborat bo'lsa,
uning yuqoridagi A4 uchi Pareto ma’nosida muvozanat holat-
ga mos keladi. Kesmaga tegishli barcha Ai, A2,A3,A4 nuqgtalar
Sleyter ma’nosida muvozanat holatlarni tashkil giladi (5.1-rasm).

b

Ar

5.1-rasm
Demak, K figuraning o'ng tarafi vertikal kesmadan iborat
bo'lsa, Sleyter ma’nosidagi muvozanat holat kamida 2 ta bo'lar
ekan. Endi K figuraning o'ng tarafi bitta uchdan iborat bo'lgan
holni garaymiz. Bu holda o'ng tarafdagi kesmada yotuvchi bar-
cha Ai, A2, As, A4,A3$ nuqtalarga mos holatlar ham Pareto, ham
Sleyter ma’nosida muvozanat holatlarni tashkil giladi (5.2-rasm).

7-misol. Quyidagi bijadvalli o'yin berilgan bo'lsin:

Bunda (2,l)-Pareto ma’nosida (2,1), (1,1) lar Sleyter ma’nosida
muvozanat holatlarni tashkil giladi.
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5.2-rasm

8-misol.
(AB) = (

bu bijadvalli o‘inda (1,1) holat yagona Pareto va Sleyter
ma’nosida muvozanat holatlarni tashkil giladi. Mabodo, K figura
5.3-rasmdagi ko'rinishda bo‘lsa, u holda o‘ng tarafdagi A2 nuqta-
ga mos holat ham Pareto, ham Sleyter ma’nosidagi yagona mu-

vozanat holatni tashkil giladi.
b

A4
5.3-rasm

Pareto va Sleyter ma’nosidagi muvozanat holatlarni aniqlasli-
ning quyidagi umumiy usulini keltirish mumkin.

1-tasdiqg. Bijadvalli o'yinda biror holat Pareto ma’nosida mu-
vozanat holatni tashkil etishligi uchun, shu holatga mos nugtaga
koordinata sistemasi boshi ko‘chirilganda, uning birinchi chora-
gida (chegaralari bilan birga) boshga holatlarga mos nuqtalar
bo‘lmasligi zarur va yetarli.
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2-tasdiq. Bijadvalli o'yinda biror holat Sleyter ma’nosida
muvozanat holatni tashkil etishligi uchun, shu holatga mos
nugtaga koordinata sistemasi boshi ko'chirilganda, uning bi-
rinchi choragida (chegarasiz) boshga holatlarga mos nuqtalar
bo'Imasligi zarur va yetarli.

Nazorat uchun savollar

1. Tavakkalchilik sharoitida yechim gabul gilishda yagona stra-
tcgiya aniglanadiini?

2. Nima uchun tabiat bilan o'yin masalasi deb ataladi?

3. Tabiat bilan o'yin masalalarida kriteriyalarni tanlash gan-
day aniqglanadi?

4. Qaysi holatda ganday kriteriyani tanlash tavsiya etiladi?

5. Kiriteriyalarni muhim yoki ahamiyati bo'yicha tartiblash
mumkinmi?

6. Kriteriyalarni tanlab olish orgali haqiqiy yechimni (strate-
giyani) topish mumkinmi?

7. Tavakkalchilik sharoitida optimal yechimni (strategiyani)
topishda kriteriyalarning roli ganday?

8. Tavakkalchilik sharoitida barcha kriteriyalar aniglanib ber-
gan yechimlar ko'p marta gaytarib qo'llaniladi deb faraz etiladi,
to'g'rimi? Sababi nima?

9. Antagonistik o'yin nima?

10. O'yinning quyi va yugori o'yin bahosi nima?

11. O'yinchilarning sof strategiyalari nima?

12. Sof strategiyaga nisbatan egar nugta nima u ganday anig-
lanadi?

13. Aralash strategiya nima?

14. Minimaks teoremasi nimani tasdiqlaydi?

15. Minimaks teoremasi bilan egar nuqta orasida ganday bog'-
liglik bor?
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16. O'yinchilarning optimal strategiyalari va o‘yin bahosi ni-
ma?

17. 0 ‘yinchilarning optimal strategiyalari ganoatlantiruvchi
chizigli tengsizliklar sistemasini yozing.

18. Bir strategiya ikkinchisidan ustunlik bo'lishlik shartini kel-
tiring.

19. Strategiyalarni ustunlik bo‘lishligi bilan nimaga erishi-
ladi?

20. Birjadvalli o'yin ikkinchisidan biror ko'paytuvchi yoki qo*
shiluvchi bilan farq gilsa, ularning yechimlari orasidagi bog'liglik
ganday bo'ladi?

21. O'yinning asosiy elementlari va ularning ma’nosi nima?

22. O'yinning daraxt ko'rinishida ifodalanishi nima?

23. O'yinchilarning axborot to'plami nima?

24. O'yinchilar yechim (strategiya) gabul gilishlarida axborot
to'plam ganday rol o'ynaydi?

25. O'yinda o'yinchilar bir-biri bilan ganday bog'langan?

26. Muvozanat holat nima?

27. To'la axborotli va chekli o'yin degani nima?

28. O'yinning normal shakli nima?

29. Aralash strategiya nima va gaysi paytda ishlatiladi?

30. 2 x 2—o0'yinni to'la yeching.

31. 2x2 o'yinida Wn+W22—wi2~W2i —0 bo'lishi mumkinmi?
Tenglik bo'lsa, nima bo'ladi?

32. m x 2—o'yinning grafik usulda ycchish yo'lini ko'rsating.

33. Kooperativ o'yinning xarakteristik funksiyasi gqanday quri-
ladi?

34. v(S) + v(T) <v(S UT) tengsizlikning ma’nosi nima?

35. Muhim o'yinning ma’nosi nirnadan iborat?

36. Tagsimotlarning afzallik bo'yicha nega tartiblab bo'lrnay-
di? Agar tartiblab bo'lganda qanday natija olinar edi?
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37. Butun S = N koalitsiya, yoki bitta elementli S = {i}
koalitsiya bo'yicha afzallik bo'lishi mukinmi?

38. NM yechim bilan C —yadro o'rtasida bog'liglik bormi?

39. Strategik ekvivalent o'yinlarni o'yinchilarning yutug'i nug-
tnyi nazardan ganday ifodalash mukin?

40. Shepli vektori bilan NM yechim o'rtasida qanday bog'liglik
bor?

41. n —yadro bilan Shepli vektori o'rtasida ganday bog'liglik
bor?

42.ji —yadro bilan C —yadro o'rtasida ganday bog'liglik bor?

43. Mashler — Peleg nomi bilan ataluvchi o'yinda Shepli vek-
tori qurilsin.

44. Cheksiz o'yin nima?

45. Cheksiz o'yinda quyi va yuqori o'yin baholari ganday anig-
lanadi va ularning ma’nosi nima?

46. Cheksiz o'yinda sof va aralash strategiyalar qanday anig-
lanadi?

47. Botig —aqavarig o'yinning geometrik talginini bering.

48. Nima uchun vagqgtni tanlash o'yini deb ataladi?

49. Nima uchun shovqinli va shovginsiz o'yin deb ataladi? Ular-
ning umumiylik tomoni nimadan iborat?

50. Bozordagi savdo shaxobchalarini egallash uchun, raqobat-
da bo'lgan ikki tomon kurashini shovqinsiz va shovqinli duel mi-
solida tavsiflang.

51. 7-masalani yeching.

52. Bijadvalli o'yin bilan jadvalli o'yinning asosiy fargi ni-
madan iborat?

53. Bijadvalli o'yinni ikkita jadvalli o'yin deb garash mumkin-
mi? Nega?

54. Nesh ma’nosidagi muvozanat holat o'yinchilarning yutug'i
nuqgtayi nazardan nimani anglatadi?
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55. Jadvalli o'yinga o‘xshash bijadvalli o'yinda raqib hagida
ma’lumotlarni bilish ganchalik ahamiyatga ega?

56. Ustun strategiyalarga nisbatan muvozanat holat bilan Nesh
muvozanat holati o'rtasida ganday bog'liglik bor?

57. Aralash strategiyaga nisbatan Nesh ma’nosida muvozanat
holat nima?

58. Pareto va Sleyter ma’nolarida muvozanat holatlarni tu-
shuntiring.

59. Pareto va Sleyter ma’nosidagi muvozanat holatlarni top-
ishning geometrik usulini ko'rsating.

60. Nesh, Pareto va Sleyter ma’nosidagi muvozanat holatlar
o'rtasida bog'liglik nimalardan iborat?

Mustaqil yechish uchun misol va masalalar

2.1. Tavakkalchilik sharoitida yechim qabul qilish

mavzusiga doir 1 Ishlab chigarish jarayonida mahsulotlarn-
ing nugsonliklari 10, 12, 13 va 15 fbiz bo'lib, ularning ro'y

berish ehtimolliklari mos ravishda 0,2; 0,3; 0,4 va 0,1 ga teng.
Ishlab chigaruvchi A, B va C iste’molchilar bilan aloga qilib,
shartnomada ko'rsatib o'tilgan nugsonlar mos ravishda 10, 14
va 15 foizdan oshmasligi shart ekanligi ta’kidlab o'tilgan. Ma-
bodo, nugsonlar foizi ortib ketsa, har bir foiz uchun 1 million
so'm jarima to'lanadi. Ammo nugsonlarning foizini 1 birlikka
kamaytirish uchun, ishlab chigaruvchi go'shimcha 600000 so'm
sarflashi zarur. Qaysi iste’molchining boshgalarga nisbatan mah-

sulot olish imkoniyati katta?
2. 2-masaladagi 1.3-jadval quyidagi:

01 d2
13 7
az
«3 7 5

o~
) 8
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ko'rinishda bo‘lganda yutugning matematik kutilmasi: Laplas,
minimaks (maksimin), Sevidj, Gurvits va Hodja-Lemann

(7 = 0.5) kriteriyalarini go‘llab mos optimal strategiyalarni
aniglang.

2.2. Jadvalli o'yinlar mavzusiga doir

1 Quyidagi jadvalli o'yinlarda quyi va yuqori o‘yin baholarini,
sof optimal strategiyalarni, egar nuqtani (mavjud bo'lsa), optimal
aralash strategiyalarni va o'yin bahosini toping:

( 0 3\ /2 4
15.] -1 -2 ); 16. 14 1
V2 2/ V21

2. Berilgan aralash strategiyalar va son

l = &g-i)T-»=G-0-0"s)-“=14
quyidagi jadvalli o'yinning optimal strategiyalari va o'yin bahosi
bo'ladimi?

1,8 1 1 1
14 16 16 1,4
1 1 118

3. Berilgan aralash strategiyalar va son

qguyidagi jadvalli o'yinning optimal strategiyalari va o'yin bahosi
bo'ladimi?
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/16 —=2 4 \
-2 10 10
6 6 6

V 4 10 4 /

4. Quyidagijadvalli o'yinlar uchun, mos chizigli dasturlash ma-
salasi tuzilsin:

5. Quyidagi jadvalli o'yinda ustun va satrlarning ustun-
ligidan(afzalligidan) foydalanib o'yinchilarning optimal strate-
giyalarini aniglang:

6. Quyidagi 2x 2 o'yinda

o'yvinchilarning optimal strategiyalarini va o'yin bahosini
aniglang.

7. Quyidagi 2 x n va m x 2 o'yinlarni grafik usulda yechib,
o'yinchilarning optimal strategiyalarini va o'yin baholarini top-
ing:

[2 8\
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2.3. Kooperativ o‘yinlar mavzusiga doir
1. Quyidagi o'yinni (0, I)-shaklga keltiring:

«f'(N=1, v(2)=2, v(3)=3, v(ij)=10, {i,j} C {1, 2,3}, u(l, 2, 3)=15.
2. Quyidagi o'yinning Shepli vektori van —yadrosi aniglansin:
Vi) =0,i=1,2,3,4, v(i,j) =2, {i,j} C {1,2, 3,4},
v(i,j,k) =3, {i,j,A} c {1,2,3,4}, u(l, 2,3,4) = 4
3. 1l-da keltirilgan o'yinni (—1,0)-shaklga/ 2-da keltirilgan
o'yinni (0, )-shaklga keltiring.

2.4. Cheksiz o'yin mavzusiga doir

1w(xy) =(x—)2,0< x< 1 0<y< 1l—yutuqli funksiya
uzluksiz. Ushbu o‘inni to'la yeching.

2. Quyidagi botiq —qgavariq o'yinni yeching:

W(X, y) =4y2- x2- 4xy +2x +2y, 0< X< 1, 0<y<1

3. Vaqtni tanlash o'yinida w(x,y), 0 <x <1, 0 <y <
funksiya quyidagicha bo'lgan holda yeehilsin:

X —y —3Xy, X<y
w(x,y) — 0 X =y
kx - y+3xy, x>y

2.5. Bijadvalli o‘yin mavzusiga doir

L Quyidagi bijadvalli o'yinda o'yinchilarning afzal strate
giyalarini aniglang:

(8,1) (7,5) (0,4)

(AB)I=C 24 35) (0.3)
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2. 11-misol uchun Nesh, Pareto, Sleyter ma’nosida muvozanat
holatlarini toping.

3. Quyidagi bijadvalli o‘yinda Pareto, Sleyter ma’nosida mu-
vozanat holatlarini aniglang:

/ (8,8) (5,12) (6,i0n
©1,(0,1) (7,1)  (4,5) /

4. Quyidagi bijadvalli oyinda Pareto, Sleyter ma’nosida mu-
vozanat holatlarini aniglang:

(7,10) (5,5) (7,15)



11l BOB.
DINAMIK DASTURLASH

"Dinamik dasturlash™ so‘z birikmasi 1940-yilda Amerikalik
olim Robert Bellman tomonidan Kiritilgan bo'lib, uning ma’no-
si biror masalaning yechimini aniglash, undan oldin kelgan ma-
salalarni yechish orgali amalga oshirish jarayonini tavsiflashdan
iboratdir. Bellmanning ushbu sohadagi xizmati shundan iborat
bo'ldiki, u tomonidan yaratilgan "Bellman tenglainasi" dinamik
dasturlashning markaziy natijasi bo'lib, u orgali optimallashtirish
masalasini yechish rekursiv holatga keltirildi.

Shu o'rinda aytib o'tish lozimki, "Dinamik dasturlash™ so'z
birikmasidagi "dasturlash™ so'zi haqigiy "an’anaviyldasturlash
(kodni yozish)ga deyarli hech ganday alogasi yo'q, ammo
"optimallash"” so'zining sinonimi bo'lgan "matematik dastur-
lash” da ma’noga ega. Shu sababli berilgan kontekstdagi "das-
turlash™ so'zining anigrog ma’nosi-masalaning yechimini aniglash
uchun, harakatning optimal ketma-ketligini ifodalaydi. Masalan,
televizor ko'rsatuvlari yoki radio eshitirishlari ketma-ketligi ham
dastur deb ataladi. Bu yerda dastur so'zi joiz hodisalar ketma-
ketligi ma’nosida tushuniladi.

Optimallik prinsipi 1953-yili R. Bellman tomonidan to'la shakl-
lantirilgan: jarayon biror holatga ganday usul bilan kelishidan
gat’i nazar, shu va keyingi holatlarda gabul gilinadigan yechimlar
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oxirgi holat uchun, aniglangan optimal strategiyaga mos kelishi
kerak.

Bunda optimallik prinsipi o'rinli bo'lishligining talabi, bu
jarayonda gayta bog'ligsizlik bo'lishidir, ya’ni har bir holatda ga-
bul gilinadigan yechim oldingi holatlardagi yechimlarga bog'lig
bo'Imasligidir.

Demak, optimallik prinsipi tasdiqlaydiki, gayta bog'ligsizlik
jarayonlarida biror holatda gabul qilingan optimal yechim,
shu holatdan boshlangan jarayonning optimal davom etishini
ta’minlaydi. Shu sababli, har bir holat uchun, topilgan optimal
yechimlar yordarnida berilgan masalaning mukammal yechimini
aniglash imkoni bo'ladi. Agar optimal trayektoriyani, geometrik
ravishda, egri chiziq orqali ifodalasak, u holda ushbu egri chizig-
ning ixtiyoriy gismi, unga mos boshlang'ich va oxirgi holatlariga
nisbatan optimal trayektoriya bo'ladi.

Dinamik dastur —ma’luxn zaruriy xususiyatlarga ega bo'lgan
masalalarda optimal yechimni aniglab berish usuli hisoblanadi.

Dinamik dasturlashning asosiy g‘oyasi juda sodda bo'lib, u be-
rilgan masalani ayrim kichikroq masalalarga ajratish va ularning
yechiinlarini birlashtirish orgali bosh masalaning umumiy yechi-
mini topishdan iboratdir. Ko'p hollarda, bu ayrim kichikrog ma-
salalar bir xil xususiyatga ega bo'lishadi. Dinamik dasturlashning
usuli shundan iboratki, har bir kichik masalani bir marta yechish
va shu bilan hisoblashlar sonini kamaytirishdir. Agar gaytariladi-
gan kichik masalalar soni eksponensial ko'rinishda katta bo'lsa,
unda bu usuldan foydalanish magsadga tezroq olib keladi.

Odatda, dinamik dasturlash usuli yordarnida yechiladigan ma-
sala biror funksiyaning qiymatini hisoblashga olib keladi. U hol-
da, unga mos bo'lgan kichikrog masalalarni yechish degani, be-
rilgan funksiyaning giymatini argumentlar soni kam bo'lganda
topishdan iborat bo'ladi.

U holda savol tug'iladi: dinamik dasturlash usuliga asoslan-
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j’Ht liisoblash algoritmi ganday quriladi? Bunda asosiy gadam,
funksiyaning giymatini turli kichikrog masalalarga mos bo'lgan
funksiya qiymatlari bilan bog‘liglikni ta’minlab beruvchi rekur-
rent munosabatni o'rnatishdir. Unda, boshlang'ich — tayanch
holatdagi javobni bilgan holda, kichikrog masalalarni yechish
orgali, asosiy masalaning yechimini aniglash mumkin bo‘ladi.
Masalan, n\ (h > 1) ni hisoblash talab etilsa, bunda boshlang'ich
- tayanch holat 1! = 1 yoki 0! = 1 bo'ladi.

Dinamik dasturlash usuli bilan yechiladigan masalalarning
asosiy belgisi, ularning additivligidir. Additiv bo'Imagan masala-

lar boshga usullar orgali yechiladi.
Dinamik dasturlashning soddalashgan tarifidan kelib chigadi-

ki, uning usuli, albatta, global maksimumga olib keladigan
inagsadli yo'naltirilgan ketma-ket variantlarni ko'rib chigishdan

iboratdir.
Dinamik dasturlash usulini go'llash mumkin bo'lishligi uchun,

masala quyidagi xususiyatlarga ega bo'lishi lozim.

1. Masala n —qadamli yechim gabul qilish jarayonini aks et-
tirishi kerak.

2. Masala ixtiyoriy sondagi qadam uchun, aniglangan va bu
songa bog'lig bo'Imagan tuzilishga ega bo'lishi kerak.

3. k— gadamli masala ko'rilayotganda, jarayonni tavsifiay-
digan omillar to'plami berilgan bo'lishi kerak, ular yordami-
da parametrlarning optimal giymatlari aniqlanadi. Ammo bu
to'plam gadamlar soniga bog'liq bo'lmasligi zarur.

Dinamik dasturlashning klassik masalalari:

1 Eng uzun umumiy ketma-ketlik ostini topish masa-
lasi: ikkita ketma-ketlik berilgan, eng uzun umumiy monoton
ketma-ketlik osti topilsin;

2. Eng uzun o‘suvchi ketma-ketlik ostini qidirish ma-
salasi: berilgan ketma-ketlikdan eng uzun o'suvchi ketma-ketlik
ajratib olinsin;
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3. Tahrir masalasi hagida (Levenshteyn masofasi): be-
rilgan ikki satrning biridan ikkinchisini hosil gilishda belgilarni
o‘chirish, almashtirish va ko‘chishlarning eng kam sonini topish;

4. Fibonachchi sonlarini hisoblash masalasi: Fibonachchi
sonlarini hisoblashning optimal algoritmini aniglash;

5. Matritsalarning ko‘paytirish tartibini aniglash ma-
salasi: A\, A2j... An matritsalarning ko‘paytirish jarayonida-
gi skalyar ko'paytirishlar sonini kamaytiruvchi ketma-ketlikni
aniglang:

6. Trayektoriyalarni tanlash masalasi: ikki punktni bir-
lashtiruvchi va oralig piznktlardan o‘tgan trayektoriyalar be-
rilgan. Biror Kkriteriyaga nisbatan optimal bo‘lgan trayektoriya
aniglansin;

7. Ketma-ket yechim gabul qilish masalasi: ma’lumot-
larni kengayishi va aniglanishiga asosan gabul gilingan yechim
gayta ko‘rib chiqgiladi;

8. Ishchi kuchidan foydalanish masalasi: biror loyihani
amalga oshirish davomida ishchilar soni ularni ishga yollash yoki
ishdan bo‘shatish orgali nazorat gilinadi. Ishga yollash ham, ish-
dan bo‘shatish ham ma’lum miqdordagi qo‘shimcha xarajatlarga
bogig bo'lganligi sababli, loyihani bajarish davomida ishchilar
sonini ganday yo‘l bilan tartibga solish mumkin;

9. Zaxirani boshgarish masalasi: reja davri davomida ish-
lab chigaruvchi korxona mahsulot ishlab chiqgarish rejasini shun-
day tuzish lozimki, natijada mahsulotga bo‘lgan talablar to'la
gondirilib, umumiy ketgan xarajatlar minimal bo‘lsin;

10. Yuklash masalasi haqgida: turli giyrnat va og‘irlikka ega
bo'lgan yetarlicha sondagi predmctlar ichidan shunday tanlashni
amalga oshirish lozimki, natijada ularning umumiy og'irliklari
biror berilgan sonli migdordan oshib ketrnagan holda, umumiy
giymati maksimum bo'lsin;
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11. Floyd — Uorshell algoritmi: yo'nalishga ega bo'lgan
sonli graf tugun nugtalarini birlashtiruvchi eng gisga masofa to-
pilsin;

12. Bellman —Ford algoritmi: yo‘nalishga ega bo'lgan sonli
grafning berilgan ikki tugun nuqtalari orasidagi eng gisga yo'l
topilsin;

13. Daraxt tugun nuqtalarining maksimal bog‘ligsiz
to‘plami: berilgan daraxtda hech gaysi ikkitasi bir-biri bilan
bevosita bog'lanmagan tugun nugqtalaridan iborat bo'lgan mak-
simal to'plam topilsin;

14. Jihozlarni almashtirish masalasi: jihoz ganchalik uzoq
ishlatilsa, ungaxizinat ko'rsatish xarajatlari yuqori bo'lib, uning
unumdorligi past bo'ladi. Shu sababli ma’lum vagtdan so'ng uni
yangisiga almashtirish magsadga muvofiq bo'ladi. Shunday gilib
jihozlarni almashtirish masalasi. ulardan foydalanishning optimal
vaqt davrini aniglashdan iborat bo'lib goladi.

Ko'p hollarda ketma-ket yechim qabul qilishning optimal
strategiyasini tanlash quyidagicha olib boriladi: vaqtga nis-
batan. avval oxirgi yechim aniglab olinadi, so'ng vaqtga teskari
yurish bilan boshqga barcha, xususan, boshlang'ich yechimlar
topiladi. Bu usulni go'llashda, oxirgi yechimni tanlash hisobiga
kelib chigadigan barcha bo'lishi mumkin bo'lgan holatlarni
aniqlashtirish kerak bo'ladi. Odatda, "holat"deb yechim gabul
gilish sharoitiga aytiladi. Ko'rilayotgan tizimning kelgusi haraka-
tini, qabul qgilinadigan yechimni nazarga olgan holda imkon
beruvchi tizimning tavsifiga — tizimning holati deb ataladi.
Bunda, u yoki bu holat ganday ro'y bergani yoki avval ganday
yechimlar gabul gilinganini aniglashtirish shart emas. Bu esa
har bir vagt mobaynida fagat bitta yechim qgabul gilish imkoni-
ni beradi. Ammo bu usulni yechim gabul qgilish jarayonining
barchasiga ham qo'llab bo'lImaydi. Dinamik dasturning usulini
go'llash shartlari: barcha yechimni baholaydigan funksiyaning
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additivligi va natijalarning o'tgan, awalgi holatlarga bog'lig
emasligidir.

Dinamik dasturlash masalasining matematik modelini
gurishdagi asosiy bosqichlari:

1. Masalani gadamlarga (bosgichlarga) ajratish. Bunda or-
tigcha hisob-kitoblarni bajarmaslik uchun, gadam juda ham may-
da, gadamma-gadam optimallashtirish jarayonini murakkablash-
tirmaslik uchun, gadam juda ham vyirik bo‘lmasligi lozim.

2. Har bir gadamdan oldin, matematik modeli tuzilayotgan
jarayonning holatini ifodalaydigan s ta o'zgaruvchini tanlash va
unga nisbatan qo'yiladigan chegara (shart)larni aniglashtirish.
Bunday o'zgaruvchilar sifatida buyurtmachining maqsadini ifo-
dalaydigan omillarni tanlash kerak, masalan, ishlab chigarish-
ni rejalashtirish masalasida, bunday omil sifatida zaxira hajmini
olish mumkin.

3. Har gadamda dhi = 1,2....,m yechimlar to'plami Dt(s)
va ularga qo'yiladigan chegara (shart)lar asosida joiz yechimlar
sohasini.

4. Jarayon i — qgadamning s holatida turganda joiz di yechim
gabul gilinganda keladigan naf Ri(s, di) ni aniglash.

5. Jarayon s holatda bo'lib joiz di yechim qgabul gilinganda,
boshga s' holatga o'tish s' = Ti(s,di) ni aniglash, bu yerda
Tj(s, di) — o'tish funksiyasi.

6. Jarayon oxirgi m — gadamdagi s holatda bo'lganda shartli
optimal nafni aniglash tenglamasi bo'lgan

fm{?) = max {Rm(s, dm)y

ni hisoblash.
7. Dinamik dasturning asosiy funksional tenglamasi bo'lgan,
jarayon i —qadamning s holatida bo'lib, i-1-1 holatdan boshlab

238



jarayonning oxirigacha optimal naf ma’lum bo'lganda, optimal

nafni aniglaydigan (Bellman tenglamasi)

/,(.s)= Jnax {Rl(s di)+fi+ (Ti(s,di))}, (0.2)
diZDiis

munosabat tu2|lsm.

Yugoridagi (0.1) munosabatda i + 1— gadamdan oxirgi
gadamgacha optimal nafni ifodalaydigan fi+i(s) funksiyaning ar-
gument s ning o‘rniga s' = TX(s, d,) go'yiladi, chunki jarayon %—
gadarnda gabul gilingan dLyechimdan so'ng s' holatga o'tadi.

Dinamik usulni go'llash modellarida, chizigli modellarga nis-
batan farqgli ola.roq di o‘zgaruvchilar va bu o‘zgaruvchilar tasiri
ostida s holatlarning o'zgarishini ifodalaydigan munosabatlar
kiritiladi. Shu sababli dinamik modellarning tuzilishi murakkab,
bu tabiiy, chunki bu modellarda vagt omili ham hisobga olingan
bo'ladi.

I-§. Zaxirani boshgarish masalasi

IImiy-texnikaviy rivojlanish boshqgarish sifatini oshirishda
hisoblash texnikalaridan, matematik usullardan, boshqgaruv
nazariyalaridan, boshgarishni avtomatlashtirishdan foydalanish
shart-sharoitlarini yaratib bermoqda. Bularning barchasi av-
tomatik boshgaruv sistemalarida aniq o'z tatbigini topdi.

Bu yerda boshgaruv degani ma’lumotlar yig'ish, uni gayta ish-
lash va boshgaruv ma’lumotlarini aniglash yordamida jarayon
harakatini o'zgartirishdan iboratdir.

Boshqgaruv sifatini oshirishning asosiy yo'llaridan biri, hisob-
lash texnikasi yordamida ishlab chigarishni avtomatlashtirishdir.

Shunday masalalardan biri, biror mahsulot ishlab chigaruvchi
korxona tomonidan, mahsulotga bo'lgan talabni to'la qondirgan
holda ishlab chigarish va mahsulot zaxirasini saglash xarajatlari-
ni minimurnlashtirishni amalga oshiruvchi ishlab chiqgarish rejasi-
ni aniqlashdan iboratdir. Bu masala zaxirani boshqgarish m,asalasi
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deb ataladi. Zaxirani boshgarish nazariyasi inahsulotga bo'lgan
talab asosida zaxira hajmini aniglab beradi.

Zaxirani boshgarish masalalarini yechishda dinamik dasturlash
usuli muhim rol o‘ynaydi. Bunda, zaxirani boshgarish modelini
go‘llash natijasida quyidagi ikki savolga javob berilishi talab eti-
ladi: 1) Qanday miqgdordagi mahsulot ishlab chiqgarilishi lozim?
2) Mahsulotni gaysi vaqtda ishlab chigarish kerak?.

Bu yerda ko‘p narsa talablarning xususiyatlariga bog‘lig. Qay-
siki, ular determinik (mugarrar ma’lum) yoki ehtimollik (tagsi-
mot ehtimolligi berilgan) holda bo‘lishlari mumkin. Bunda de-
terminik talab statistik holda, ya’ni vaqt davomida iste’mol in-
tensivligi o'zgarmaydi yoki dinamik holda, ya’ni talab oldindan
ma’lum, ammo vaqtga bog‘lig ravishda o‘zgarib turadi, bo'lishi
mumkin. O'z navbatida ehtimollik talabi statsionar. ya’ni ta-
labning ehtimollik tagsimoti vaqtga bog'liq emas va statsionar
bo'Imagan, ya’ni talabning ehtimollik tagsimoti vaqtga bog'liq
ravishda o'zgaradi.

Haqigatda, real holatda determinik statistik bo'lgan talab
kam uchraydi va buni eng sodda hoi deb hisoblash mumkin.
Masalan, biror shaharning nonga bo'lgan talabi kundan kunga
o'zgarsa ham, bu o'zgarish sezilarli bo'lrnaganligi sababli, non-
ga bo'lgan talabni determinik statistik deb olish bilan, aslida,
deyarli yo'gotish bo'Imaydi.

Zaxirani boshgarish modelining turini aniglashda talabning
ganday ekanligiga bog'liq bo'lsada, yana boshga faktorlar ham
borki, ularni hisobga olish muhim hisoblanadi. Bular, masalan:

1. Talabni o'z vaqtida gqondirmaslik;

2. Zaxirani ta’'minlash oniy vaqtda yoki ma’lum vaqt davomida
olib borilishi mumkin;

3. Tayyorlanishi lozim bo'lgan mahsulotlarning assortimenti
turlicha bo'lishligi.

Shu sababli universal bo'lgan modelni yaratish o'ta murakkab
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masala bo'lib, bunday model qurilgan tagdirda ham, undan
analitik ko'rinishdagi yechimni ajratib olish, deyarli bajarib
bo'Imaydigan ishdir.

Biz quyida ko radigan "ishonchli ta’minotchi” nomli modelimiz
ayrim zaxirani boshgarish masalalari uchun mos keladi. Ammo
real holatdagi shartlarga mos kelishlik ehtimoli kam bo'lib, fagat

u konkret zaxirani boshgarish masalalarini yechishning usullarini
bayon qilish uchun keltirildi.

Bir xil turdagi mahsulot ishlab chigaruvchi korxonaning reja
davri N ta oraligdan iborat bo'lsin (masalan, reja davr - vyil,
oraliglar —oylar). Lekin biror oraligda ortib gqolgan mahsulot-
dan keyingi oraliglarda ham foydalanishga ruxsat berilgan bo'lib,
fagat ularning saqglash xarajatlarini hisobga olish kerak bo'ladi.
Lckin shu bilan birga har bir oraligda mahsulotga nisbatan ta-
lab (ehtiyoj) mavjud bo'lib, ularning hajmi avvaldan ma’lum
manfiymas butun sonlar bilan ifodalanadi: Eu E2, ..., EN. Har
bir oraliqdagi xarajat ikki gismdan iborat: ishlab chigarish va
saglash xarajatlari.

Shu sababli har bir i(e {1,2,..,7V}) - oraligda xarajat fun-
ksiya X t(Mt,zt) = X t(Mt) + X t(zt) ko'rinishda bo'ladi, bu yerda
Mt - t- oraligda ishlab chigarilgan mahsulot hajmi, zt -t -
oraligning oxirida golgan(keyingi t + 1 oralig uchun, zaxira) mah-
sulot hajmi; Xt(Mt), X t(zt) funksiyalari mos ravishda Mt mah-
sulot miqdorini ishlab chikarish va zt zaxirani saqlash xarajat-
larini bildiradi. U holda tushunarliki, umumiy xarajat miqgdori
quyidagiga teng bo'ladi.

Magsad funksiyaning ko'rinishi quyidagicha:

N
t=1

Ushbu masalada quyidagi farazlar gabul gilingan:
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1. Ishlab chigarish hajmi Mt lar butun sonlardan iborat:
Mt=0,1,.. (t=1,2,iV);

2. Reja davrining oxirida zaxira golmasligi magsadga muvofiq,
ya’ni: zjv = 0;

3. Talab (ehtiyoj) o‘z vaqgtida va to‘la gondirilishi shart:
(t oraligning oxiridagi zaxira)—(t oraligning boshidagi zaxi-
ra) + (ishlab chigarilgan mahsulot hajmi)-(t oraligdagi talab).
Buni yuqorida kiritilgan belgilashlardan foydalanib quyidagi
tenglik ko'rinishda yozish mumkin:

zt = zt-i + Mt —Et (1.1)

yoki
7t-1+ Mt —Zt = Et (t = 1,2,..., N),

bu yerda zqg—reja davrining boshida bo‘lgan zaxira miqdori.

Shu yerda shuni ta’kidlab o‘tamizki, biror oraligning bosh-
lanishidagi mahsulot migdori awalgi oraligdan saqglab golingan
zaxira mahsulot migdoriga tengdir.

Masalaning dinamik qo‘yilishi

Ma’lumki, berilgan masalani dinamik usul bilan yechish ik-
ki gadamdan iborat boTib, birinchi gadam jarayonning oxiri-
dan boshiga kelish orgali o‘zgaruvehilarning mumkin bo'lgan bar-
cha giymatlari ichidan magsad funksiyaga minimum beruvchilari
va ularga mos maqgsad funksiyaning giymati aniqglansa, ikkinchi
gadamda jarayonning boshidan oxiriga qarab yurish orqali, bi-
rinchi gadamda aniqlangan qiymatlar yordarnida optimal yechim
topiladi.

Shu sababli hisoblarni osonlashtirish magsadida zaxirani
boshgarish masalasida quyidagi, yangi belgilashlarni kiritamiz.
n bilan reja. davri oraliglarining teskari ragamlanishini olamiz.
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Masalan, n = 1 oxirgi oraligni , n = N esa birinchi oraligni
bildiradi.

<n- reja davrining oxiridan hisoblaganda n —oraliqdagi talab
miqdorini bildirsin;

Zr.(w,i)_ reja davrining oxiridan hisoblaganda n — oralig-
da m miqgdordagi mahsulot ishlab chigarish va shu oraligning
oxiridagi j miqgdordagi zaxirani saglash bilan bog‘liq bo'lgan
xarajatni bildirsin.

Ushbu belgilashlar va (1.1) tenglik yordarnida ixtiyoriy n -
oraliq uchun, quyidagi munosabatni hosil gilamiz: j = z+m —en,
bu yerda z, n —oraligning boshlanishidagi mahsulot migdorini
bildiradi.

Demak, fagat n —oraligning o'zidagi xarajat xn(m, z+ m —en)
funksiya qiymati bilan aniglanar ekan.

Masalaning go'yilishiga asosan n — oraliqdagi talabni to'la
gondirish uchun, mavjud m + z mahsulot migdori talabdan
kichik bo'Imasligi lozim, ya’ni: m + z > en. Shunga o'xshash
n —oraligdagi mavjud mahsulot migdori m + z qolgan talablar
yig'indisidan oshib ketmasligi kerak, ya’ni: m +z < e\ + .. + en,
aks holda zN = o sharti bajarilmaydi.

Dinamik dasturlash usuli uchun, muhim bo'lgan quyidagi
belgilashlarni kiritamiz:
fn(z) —n-oraligning boshlida zaxira migdori z ga teng bo'lgan-

da, qolgan n ta oraligdagi umumiy minimal xarajat;
mn{z) ~ fn{z) xarajatga ega bo'lishlik uchun n-oraligda ishlab
chigarilgan mahsulat migdori.
Ko'rilayotgan masalada 2-shart (zN = 0) bajarilgan bo'lishi ke-
rak. shu sababli

/o(0) = 0(n = 0),

chunki reja davridan so'ng mahsulot ishlab chigarilmaydi, demak,
lioch ganday xarajat gilinmaydi.
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Keyin n = 1ga o'tiladi. Oxirgi oraligning boshida zaxira mig-
dori z ixtiyoriy manfiymas butun son bo'lib, ev dan oshib ket-
masligi lozim. (1.1) tenglik yordamida, quyidagini hosil gilamiz:

0=2+m —ei

bundan m\(z) yagona ravishda aniglanadi: m\(z) = e\ —z. De-
mak, belgilashga asosan:

fi(z) =xi(ei-z,Q) (1.2)

bu yerda z = 0,1,...,e\ giymatlarini qabul giladi (agar boshqa
chegara bo'lImasa). Shunday qilib (1.2)-yordamida

£i(0), /2(1),..../i(ei) (1.3)

aniglanadi.

n = 2 ga o'tiladi. Agar boshlang'ich zaxira rnigdori z bo'lib,
ikkinchi oraligda m migdorda mahsulot ishlab chigarilgan bo‘lsa,
oxirgi ikki oraligda ketgan umumiy xarajat quyidagi:

x2{m,z+ m - e2)+ fi(z+ m - e2) (1.4

yig'indiga teng bo‘ladi. Bu yerda boshlang'ich zaxira z —
0,1, ...,e\ + e2 giymatlarni gabul giladi. Ammo e2 talabni to‘la
gondirish uchun, ishlab chiqgarish lozim bo'lgan m mahsulot mig-
dori e2 —z dan kam bo‘lmasligi, va zN = 0 bo'lishligi uchun,
ei + e2~ z dan oshib ketmasligi kerak, ya’ni:

e2—z <rn<ei+e2—z. (1.5)

Oxirgi ikki oraligdagi xarajat — (1.4) ni minimallashtiruvchi
ishlab chigarish mahsulot rnigdori m optimal hisoblanadi, demak,
u quyidagi munosabatdan aniqlanadi:

f2(2) = mm[x2(m, z+ m - e2)+ fx(z+ m - e2)\ (1.6)

244



bu yerda 2 —0,1,...,e\ + e2 bo'lib, rn (1.5) qo‘sh tengsizlikni
gmioatlantirishi lozim.

Bundan ”~ (2) ning barcha giymatlarini topish bilan, navbatda-
gi, f:\(z2) uchun, tuzilgan munosabat yordarnida, uning giymatla-
ri aniglanadi: Ushbu jarayon davom ettirilib. oxiri fa{z0) ning
giymati topiladi. Bu hisoblashning umumiy formulasi quyidagi
ko‘rinishdagi rekurrent formuladir:

fn(z) = mm [xrXm,z+mr-"~n}i-fNi(Mnir-en)], ra=1,2, (1.7)

bu yerda 2 = 0,1,..., e\ + ... + en bo'lib, kvadrat gavs ichidagi
ifodaning minimumini topish e,, —z < m < ei + .. + e, —2Z
shartni ganoatlantiruvchi barcha m lar bo'yicha olib boriladi.

Ko‘rilayotgan masala uchun, boshlang'ich holat bo'lgan —za-
xira hajmi z holatni to'la tavsiflagani sababli (1.7)-rekurrent
formulada erkin o‘zgaruvchi sifatida m ishtirok qiladi, chunki
oraligning oxirida goladigan zaxira mahsulot miqgdori z + m —en
ga tengdir.

Yana bir bor ta’kidlab o‘tamizki, (1.2), (1.3) va (1.6) yor-
ilamida /i(0),/i(1),..../i(ei), /2(0),/2(1),..../2(ei + €2) li-
ning barchasini giymatlari osongina aniglanadi. Shundan so'ng
(1.7)-rekurrent formula yordarnida ketma-ket hisoblashlar orqali
IN-2(0)j /jv-i(l), e, /jv-i(ei + ... + ejv-i) lar ning qiymatlari
aniglanadi. Va oxirida f~(zo) ning giymati topiladi.

Shundan so'ng /jv(-Zo) giymatni beruvchi m ning giymati
--tojv(zo) aniglanadi, bu birinchi oraliqda ishlab chigarish zarur
bo'lgan mahsulot hajmini beradi. lkkinchi oraligning boshida
zaxira miqdori 21 = zg+ miv(zo) —e# bo'lganligi sababli fN-i(zi)
giymatni beruvchi mjv-i(~i) ikkinchi oraligda ishlab chiqarilishi
lozim bo'lgan mahsulot hajmini aniglaydi va hokazo davom etti-
rilib barcha oraliglarda ishlab chiqgarilishi zarur bo'lgan mahsulot
liajmlari aniqlanadi. Shu yo'l bilan hosil gilingan ishlab chigarish
rejasi optimal rejani tashkil giladi va bunda eng kam xarajat
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fx(zo) ga teng bo'ladi. Bu yerda keltirilgan hisob-kitoblarni
quyidagi sonli misolda ko'rib chigamiz.

Sonli misol

Bir xil turda mahsulot ishlab chigaruvchi korxonaning reja
davri N = 4 ta oraligdan iborat bo'lsin. Lekin biror oraligda
ishlab chigarilgan mahsulotni keyingi oraliglarda ham foydala-
nish imkoni bor bo‘lib, fagat ularni saglash xarajatlarmi hisobga
olish kerak bo'ladi. Lekin shu bilan birga har bir oraligda mahsu-
lotga nisbatan talab E\ = 2, E2= 3, E~ = 2, E4= 4 bo'lib, ular
avvaldan ma’lum sonlar bo'lsin. Har bir oraligdagi xarajat ik-
ki gismdan iborat: ishlab chigarish va saglash xarajatlari. Uning
ko'rinishi har bir oralig uchun, mos ravishda quyidagicha aniglan-
gan bo'lsin:

= Xi(mi) + zi, X2(m2,z2) = X2(m2) + 222,

A3 (m 3, ~3) = XNrris) + ~3, X4(m4,za) = XA rri) + 2n4,
(1.8)
buyerda”(m,), i = 1,2,3,4-funksiyaning qiymati z-oraligda m|
mahsulot migdorini ishlab chigarish bilan bog'liq bo'lgan xara-
jatni bildiradi. Yana shu narsa ma’lumki, korxonaning quvvati-
dan kelib chiggan holda 1 va 2-oraliglarda ko'pi bilan 3 ta, 3-
oraligda ko'pi bilan 2 ta. 4-oraligda ko'pi bilan 4 ta mahsulot
ishlab chigarish mumkin. Shundan kelib chiqgan holda Xi{mj)

funksiyalarning giymatlari quyidagicha berilgan bo'lsin:

Xi(0) = 0, Xi(l) = 10, Xi(2) = 12, Xi(3) = 15,

X2(0) = 0, X2() = 8, X2{2) = 11, X2(3) = 14,

x 3(0) = 0, X3(l) = 12, X3(2) = 14,

X 4(0) = 0, X4(l) = 7, X4(2) = 9, X4(3) = 10, X4(4) = 12.

Bundan tashqari, faraz etaylik, 3 tadan ortiqg zaxirani saglash
imkoniyati yo'gq, yani 0 < z < 3.
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Bizga ma’lumki, dinamik dasturlash usu-
lining birinchi gadamiga asosan, hisoblash

reja davrining oxiridan boshlanadi. Shu sa- (2) h(z)
12

z
babli et larning giymatlari quyidagichaanig- 0 4
lanadi: ei =4, e2=2, e3=3,e4=2. Am- 1 3 10
mo, £4 = o bo'lganligi uchun z4=z + m— 2 2 9
n —o bo'ladi, bu yerdaz awalgioraliq (n = 3 1 7

2) dan golgan zaxira migdori, m esa oxirgi

(n = 1)oraligdaishlab chiqgarilishi mo'ljallanayotgan mahsulot
hajmi, bunga (1.2) va (1.8) tengliklarga asosan fi(z) =
.ri(m,0) = xifa - 2z), yoki ft(z) = 2~ - 1z), bu yerda
z = 0,1, 2, 3 giymatlarni gabul giladi. Demak, oxirgi oraligda
ishlab chigarish lozim bo‘lgan mahsulot hajmi m yagona ravish-
da aniglanar ekan: mi(z) = 4 —z, z = 0,1,2,3. fi(z) va mi(z)
larning giymatlarini 1.1-jadval ko'rinishda beramiz.

Endi n = 2, uchinchi oraligga o‘tamiz. e2 = 2 bo'lganligi
sababli z + m —2 uchinchi oraligning oxirida golgan mahsu-
lot migdorini bildiradi. Shartga asosan 0 < z+ m —2 < 3
va0 < z+ m —2<4 bo'lishi kerak. Bundan ikkalasi uchun,
ham umumiy bo'lgan 2 -z < m <5 —z qo'sh tengsizlikni hosil
gilamiz. Ammo uchinchi oralig uchun, m = 0,1,2 bo'lganliga
sababli

2—z < m < min(2,5—z) (1.9)
bo'ladi.
f5(z) ni aniglash formulasi (1.6) ga asosan,

f2(z) = mrri]n[Xz(m) + (z+mMm—2)+ fAz+ m —21
kelib chigadi.

2 ning har bir giymatida kvadrat gavs ichidagi ifodaning (1.9)-
shartni ganoatlantiruvchi m bo'yicha giymatini hisoblaymiz. Ke-
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yin ular asosida f2(z) va m2(z) larning giymatlarini aniglaymiz.
Bularning barchasini quyidagi jadval ko'rinishda berish qulaydir.

1.2-jadval
\m 0 1 2 m2(z) n(z)
0 : 14+ 0+ 12% 2 26
1 12+0+ 12 14+ 1+ 10 1 24
2 0+0+ 12 12+1+10 14+2+9 0 12
3 0+1+ 10~ 12+2+9 14+ 3+7 0 11

Endi n = 3, ya’ni ikkinchi oralig ko‘riladi. (1.8) va (1.7) ga
asosan

f${z) = min[xz(m) + 2(z + m —3) 4 f2z + m —3)]  (L10)

bo‘ladi, bu yerda 22= 0,1,2,3,0< 22+ m —3 < 3vam < 3. Bu-
lardan kelib chigadiki, (1.10) ga minimum beruvchi m quyidagi
go‘sh tengsizlikni ganoatlantiradi:

3—z < m < min(3,6 —z). (1-H)

z = 0,1,2,3 ning har bir giyinatida (1.11) shartni ganoat-
lantiruvchi m bo‘yicha (1.10) dagi kvadrat gavs ichidagi ifoda
£3(774) + 2(z+ m - 3) + f2(z + m —3) giymatini hisoblab, so‘ng
undan keyin minimumni aniglaymiz. Bunda quyidagi jadvaldan
foydalanamiz.

1.3-jadval

\m 0 1 2 3 m3(z) h(z)
0 . . 14+ 0 + 26* 3 40

1 . . 1140+ 26* 14+2+ 24 2 37

2 ] 8+0+26 11+2+24 14+ 4+ 12* 3 30

3 0+40+26 8+2+24 1144+ 12 14+6+ 11 0 26

Endi n = 4, ya’ni birinchi oraliq ko‘riladi. (1.8) va (1.7) lardan
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<lItiyi(lagi munosabatni olamiz:
l4(z) = mni]n[x4(m) +(z+m- 2)4fs(z+m- 21, (112)

Rimmo 0<” + m - 2<3vam<3. Bulardan kelib chigadiki
(1.12) ga minimum beruvchi m quyidagi qo‘sh tengsizlikni gano-
atlantiradi:

2—z < m < min(3, 5—2). (1-13)
c = 0,1,2.3 ning har bir giymatida (1.13)-shartni ganoatlan-
tiruvchi m bo‘yicha (1.12) dagi kvadrat gavs ichidagi ifoda
X4(m) + (z + m —2) + f%(z + m —2) giymatini hisoblab, so‘ng
undan keyin minimumni aniglaymiz. Bunda quyidagi jadvaldan

foydalanamiz.
1.Jr'jadval

0 1 2 3 m4(z) hi*)
0 . 12+ 0+ 40 15+ 1+ 37 2 52
1 10+ 0+ 40 12+ 1+ 37 15+ 2+ 30* 3 47
2 0+0+40 10+ 1+37 12+ 2+ 30 15+ 3+ 26 0 40
3 0+1+37" 10+2+30 12+ 3+ 26 0 38

Endi (1.1)—1.4)-jadvallarning oxirgi ikki ustunidan foy-

dalanib, quyidagi natijaviy jadvalni tuzamiz:
1.5-jadval

, n=1 n=2 n—3 n=4
mi(z) h{z) m2@2) /2w mM3@) h(z) 42D n(z)

0 4 12 2 26 3 40 2 52
1 3 10 1 24 2 37 3 47
2 2 9 0 12 3 30 0 40
3 1 7 0 1 0 26 0 38

Demak, dinamik dasturlashning birinchi bosgichi ko'rilayotgan
jarayonni oxiridan boshiga qarab hisob-kitobni amalga oshi-
rish, maqgsad funksiyaning giymatlarini barcha mumkin holatlar
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uchun, aniglab chigish ekan. Bunda ikki element, albatta, yonma-
yon turishi zarur, birinchisi yechim, ikkinchisi esa mos kelgan
magsad funksiyaning giymatini bildiradi. Ikkinchi bosgichda to-
pilgan juftliklar yordarnida optimal reja (yechim) aniglanadi.

Bizning misolda har bir holat, bu zaxira miqgdori, yechim esa
shu oraligda mumkin bo'lgan holatga mos kelgan ishlab chiqar-
ilgan mahsulot miqgdoridir.

Oxirgi natijaviy 1.5-jadvalning birinchi ustunida zaxira mig-
dorlari, boshga ustunlarda har bir oraligdagi optimal yechimlar
va ularga mos kelgan maqsad funksiyaning qiymatlari berilgan.
Yugori satrda oraliglarning tartib ragamlari ko'rsatilgan.

Faraz gilaylik, oldingi reja davridan zq = 0 ta mahsulot golgan
bo'lsin. U holda, n = 4 oxirgi ustundan m4(0) = 2 ekanligini
aniglab, n = 3 ustunda 042 —2 = 0, yana 0-satrni garaymiz,
u 1713(0) = 3 ga teng ekanligini hisobga olib n = 2 ustundan
0+ 3 —3 = 0—satrni garasak m2(0) = 2 ekanligi kelib chi-
gadi, bundan 0+ 2 —2 = 0. Demak, n — 1 ustundan 0-satrda
mi(0) = 4 ekanligi kelib chigadi. Shunday qilib optimal ishlab
chigarish rejasi quyidagicha ekan: 1l-oraligda m = 2, 2-oraliqda
Tn — 3, 3-oraligda m = 2, 4-oraliqgda m = 4. Shunda ketadigan
eng kam xarajat /4(0) = 52 ga teng, hagigatan, 1-oraliq xarajati
—12; 2-oraliq xarajati —14; 3-oraliq xarajati —14; 4-oralig xara-
jati —12. Shunda, bevosita hisoblash mumkinki, ketgan umumiy

xarajat 52 ga teng bo'ladi.
Faraz qilaylik, oldingi reja davridan z0 = 3 ta mahsulot golgan

bo'lsin. U holda, n = 4 oxirgi ustundan m4(0) = 0 ekanligini
aniglab, n = 3 ustunda 3+ 0—2 = 1, yana 1-satrni garaymiz,
u 7713(1) = 2 ga teng ekanligini hisobga olib n = 2 ustundan
1+ 2 —3 = 0-satrni garasak 7712(0) = 2 ekanligi kelib chigadi,
bundan 0+2 —2 = 0. Demak, n = 1ustundan 0-satrda 7771(0) = 4
ekanligi kelib chiqgadi.

Shunday qilib optimal ishlab chiqgarish rejasi quyidagicha
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ekan: 1-oraligda m = 0, 2-oraligda m = 2, 3-oraligda m 2,
4-oraligda m = 4. Shunda ketadigan eng kam xarajat f*{3) = 38
ga teng, hagiqatan, 1-oraliq xarajati —O0; 2-oraliq xarajati — 14,
3-oraliq xarajati — 14; 4-oraliq xarajati — 12. Shunda, bevosita
hisoblash mumkinki, ketgan umumiy xarajat 38 ga teng bo‘ladi.

=1 7n=2 n=3 n=4 min
Z M1 talab m2 talab Mz talab Mi talab xaraj.
0 2 3 2 4 52
1 3 2 3 3 0 2 4 4 a7
2 0 3 2 4 40
3 0 2 2 4 38

Bularning barchasini 1.6-jadval orqgali ko'rsatish mumkin.

Xarajat funksiyasi gavariq bo‘lgandad zaxirani bosh-
garish masalasi

Yuqorida ko‘rib o'tdikki, zaxirani boshgarish masalasida xa-
rajat funksiya (maqsad funksiya) quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:
X t(Mt) + Xt(zt), bu yerda Xt(Mt) > 0, Xt(0) = 0; X L(zt) >
0, .Xi(0) = 0 bo'lib, Xt(Mf) —ishlab chiqgarish, X t(zt) —zaxirani
saqlash xarajatlarini bildiradi.

Bundan tashqari, zt-\ + Mt —zt = Et muvozanat tenglamasi
bajarilib, qo‘shimcha zg — 0 va Et > 0 shartlari barcha t =
1,2,... larda bajarilishi talab etiladi.

Ma’lum bodishicha X t(Mt), X t(zt) lardan go‘shimcha shart-
lar talab qilish hisobiga, masalaning yechimini topish usulini
yengillashtirish mumkin ekan. Bunday shartlardan biri, ularning
qavarig bodishligidir.

Ta’rif: Aniglanish sohasi butun sonlardan iborat bodgan g(x)
funksiya uchun, g(x+1)—g(x) > g(x) —g(x —1) tengsizlik olrinli
bodsa, u gavariq deyiladi.

251



Grafiklari ~ quyidagicha  bo'lgan  funksiyalar  gavariq
funksiyalarga misol bo‘la oladi:

y y

Faraz gilaylik, X t(Mt) —ishlab chiqgarish va Xt(zt) — saqlash
xarajat funksiyalari gavariq bo'lishsin. U holda quyidagi uchta
gadamdan iborat bo'lgan soddaroq algoritm orgali optimal rejani
aniglash mumekin.

1. Talabi gondirilmagan eng kichik ragamli oraliq p bo'lsin.
1,2, ...,p oraliglarning har birida navbat bilan ishlab chigarilgan
mahsulotlarni bittaga oshirib p ta variant hosil gilamiz.

2. Bu p ta variantlar ichidan eng kam xarajatlisini tanlab ola-
miz. Mabodo, bunday variantlar bir nechta bo'lsa, u holda aniglik
uchun, ularning eng so'nggisi olinadi.

3. Bu bilan, har bir variantda, />oraliqdagi talab bittaga
gondiriladi. Agar barcha oraligdagi talablar to'la gondirilsa hi-
soblash to'xtatiladi va masala yechilgan hisoblanadi, aks holda
1-gadamga o'tiladi.

Bu algoritm, albatta, yuqoridagi dinamik dasturlash usuliga
garaganda sodda usuldir.

2-8§. Kuchlanishni tagsimlash modeli

Kuchlanishni tagsimlash modelini o'zida aks ettirgan quyidagi
e’tiborli misolni ko'rib chigamiz. Korxona zaxiradagi (to'planib
golgan) N dona mahsulotini s ta savdo shaxobchasiga tagsim-
lash kerak bo'lsin. Agar j —savdo shaxobchasiga y} dona mah-
sulot jo'natilsa, bundan keladigan foyda Rj{yj) so'mni tashkil
etsin. Yana shu narsa ma’lumki, hamma mahsulotni bitta savdo
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slmxobchasiga jo'natish magsadga rnuvofig emas. Bu masalaning
rriodelini quyidagicha ifodalash mumkin:

E, Rity) ->mex

]i2_vj = Ni
=i
yj = 0,1,... - ixtiyoriy j da.
Dinamik dasturlash usulini go'llash uchun, quyidagi belgilash-

larni Kiritamiz:

gj(n) —n ta mahsulotni 1,2,...,j shaxobchalarga optimal qilib
targatganda kelgan foydani bildirsin.

yj(n) — g.j(n) foyda olish uchun, j — savdo shaxobchaga
jo'natilgan mahsulot miqgdori bo‘lsin. U holda dinamik dastur-
lashning rekurrent formulasi quyidagicha bo‘ladi:

gj(n) = m\éle[RJ'(yj) +g”™n -yp\j=1,s5,
go(n) = 0 n=20,1,..,N, y3<n.

Misollarda hisoblash jarayoni quyidagicha olib bori-
liidi: avval gi(0), g™l),....gx(N) lar hisoblanadi, keyin
Ily(©O),0j(l),...,02(N),- oxirida gs(N), so‘ng boshidan oxiriga
garab hisoblash olib boriladi va y3 larning giymatlari aniglanadi.

Bu ko:rilgan model kuchlanishni tagsimlash inodelining xusu-
siy holi bo‘lib, umumiysi quyidagi ko'rinishda bo‘ladi:

E Rj(yj) max

3=1

E Hjiv)y=N,VI=01,....
3=1

Bu yerda faraz qgilinadiki, Hj(yj) lar kamaymaydigan funksiya-
Isir va Hj(0) = 0. Rekurrent formula quyidagicha bo‘ladi:

4,(n) = mﬁ_x[Rj(yj) +gni{n - HJyjO\:j =1,...,s, gQ@n) = 0

253



n=0,1,N, y3:Hj(y3) < n, y3—butunson.

Ikki chegarali kuchlanishni tagsimlash modeli

Avtomobil ishlab chigaruvchi firma yangi tipdagi mahsulotini
reklama qgilish magsadida N so'm pul ajratgan bo'lsin. Reklama
gilish mintagasida s ta radiostansiya joylashgan bo'lib, j —radio-
stansiyaga y3 so'm jo‘natilgan bo‘lsa, undan keladigan sof foyda
Rj(yj) so‘rnni tashkil giladi. Shu bilan birga umumiy reklamalar
soni M dan oshib ketmasligi kerak. Agar j —radiostansiyaga y3
so‘m jo‘natilgan bo'lsa, reklamalar soni K3(y3) ni tashkil giladi.
Demak, modelning umumiy ko‘rinishi quyidagicha bo'ladi:

S

E max>
J=i

£ V" Ni

J=

1 Kj(vj) < ™,
=1 i(vij)

bu yerda faraz gilinadiki, N, M va K*{y3) lar manfiy bo'lmagan
butun sonlarni gabul qiladi. U holda mos rekurrent formula
quyidagicha ko'rinishga keladi:

gj(n, rn) = m\?X[Rj(yj) +gj-i(n - y3d\m ~ Kjlyi)l, j =1 s,
go(O, m) = g0(n,0) =0, n=0.1,..., N, m =0,1,... M, y3< n,
Kjivj) < m.

Ulkan qurilish firmasi M miqgdordagi kapitalini 5 ta qurilish
obyektlariga sarflamoqchi. j —qurilish obyektiga K3 so'm kerak
bo‘lib, undan keyinchalik keladigan foyda R3 so'mni tashkil gi-

ladi. Har bir qurilish obyekti muhim hisoblanib, uni qurish yoki
qurmaslikni hal etish kerak bo'ladi. Quyidagi belgilashni Kirita-
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miz:
(0, j-obyekt qurilmasin
Vi ~
j-obyekt qurilsin.
U holda go'yilgan masalaning matematik modeli quyidagicha

yoziladi:
S

RjVj -" max,

3=1

t Vi< N,
3=1

E KjVj < M.
i-i
Dinamik dasturlashning rekurrent formulasi esa quyidagicha
ko‘rinishda bo'ladi:

9j(n, m) = max[Rjyj + gy-i{n - m - K*)]
b

bu yerda gj(n,m) —1, 2, j variantlardan n tasi tanlab olin-
gandagi m so'mni sarfiashdan kelgan maksimal foyda.

3-8. Jihozni almashtirish va ta’mirlash modeli

Qimmat turuvchi jihozdan foydalanish reja davri iV —1 ta
oraligga bo‘lingan bo'lib, jihozni har bir oraliq boshida yangisiga
almashtirish yoki ta’mirlash mumkin. Bu ikki yechimning biri-
ni tanlash yordamida eng kam xarajatni ta’minlaydigan strate-
giyani aniglash talab etiladi. Buning uchun, quyidagi belgi-
iashlarni kiritamiz: ¢ — bilan i,i + 1 oraliglarda ketgan
xarajatlar, masalan: ijara haqgqi, ta’mirlash va jihozga xizmat
ko'rsatish, fn—bilan n — oraligning boshida yangi jihoz olin-
gandan,n + 1,..., N —1 oraliglardagi umumiy minimal xarajat
belgilangan bo'lsin. U holda quyidagi rekurrent formulaga ega
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bo'lamiz:

fn= min Jok-1+fk, n=N- L,N- 2,1, fN=0

Quyida ushbu masala TV= 6 da to‘r orgali aks ettirilgan (3.1-
rasm). Har bir tugun nuqta oraligning boshlanishini, yoki oxirini
tasvirlaydi, qaysiki jihozni almashtirish imkoni mavjud. To‘rda
sikl bo‘lmaganligi sababli, u atsiklik tor deb ataladi. Atsiklik
to‘rlarda gisga masofani aniglashning sodda algoritmi ma’lum.

Bu masalaga umumiyroq yondashish ham mumkin. ptn bi-
lan n —oraligning boshida t ta oraliq davomida ishlatilgan ji-
hozni yangisiga almashtirilganda keladigan sof foyda; knt bilan
n — oraligning oxirida t ta oralig davomida ishlatilgan jihozni
n — oraliqdagi ishlatish xarajati; fn(t) bilan esa n — oraligning
boshida t ta oralig davomida ishlatilgan jihoz bo'lgan holda
n,n + 1, N —1 oraliglarda ketadigan minimal xarajat bel-
gilangan bo‘lsin.

n — oraligning boshida t ta oralig davomida ishlatilgan jihoz
almashtirilmagan bo'lsin, u holda fn(t) — knt+1 + fn+i{t + 1)
bo'ladi, almashtirilgan bo'lsa /,,(£) = ptn+ kni + /n+i(l) bo'ladi.
Demak, fn(t) ning aniglanishiga asosan:

fn(t) = minfforat + 1+ fn+i{t + 1), pm+ Ki + /,,+i()],

n=N-1,N-2,..,1 fN@® = 0.

Masala. Reja davri 5yildan iborat bo'lib, uning oxirida jihoz,
albatta sotiladi. Har yilning boshlanishida ikki xil yechim gabul
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gilish mumkin: jihozni yangisiga almashtirish yoki ta’mirlash bi-
lan undan foydalanishni davom ettirish. Yangi jihozning narxi
po = 800 shartli birlikka teng bo'lsin. Uni t(1 < t < 5)
yil ishlatgandan keyingi sotish bahosi k(t) = pQ<2_i ga teng.
Demak, t vyil ishlatilgan jihozni yangisiga almashtirish xarajati
Ptn —po—k(t) = 800—800-2_i gateng bollar ekan. t yil ishlatilgan
jihozni yana bir yil ishlatish uchun, 1002 + 1) —ta’mirlash xara-
jati talab etiladi, demak, ixtiyoriy n da: knt = 100(2 + 1). Jihozni
boshlang'ich sotib olish va reja davri oxirida sotish narxlarini
hisobga olgan holda reja davridagi umumiy xarajatni minimum-
lashtiruvchi optimal strategiya aniglansin. Boshgacha qilib ayt-
ganda umumiy harajatni minimumlashtirish nuqtayi nazardan
cski jihozni yangisiga almashtirish lozim bo'lgan yillarni aniglab
berish talab etiladi.

Yechish. (n—1,t) —bilan t yil ishlatilgan jihoz bo'lganda, n —
vilning boshlanish holati belgilangan bo'lsin. Bunday holatda ikki
yechimdan bittasi gabul gilinadi: yoki ptn+ knQxarajat bilan cski
jihozni yangisiga almashtirish, yoki knt xarajat sarflash bilan eski
jihozni ta’mirlab, undan foydalanishni davom ettirish. Bunday
vaziyat sxematik ko'rinishda quyidagi 3.2-rasmda ko'rsatilgan.

Qo'yilgan masalaning yechimini dinamik dasturlash usulini
gcometrik ko'rinishda tasvirlash orgali aniglaymiz. Abssissa o0'qi
yillarni, ordinata o'qi jihozning ishlatish yilini bildirsin. Dinamik
dasturlashning usuliga asosan avval hisoblash vaqgtga nisbatan
teskaridan olib boriladi. Ya’ni n = 5, bunda, shartga asosan

257



t yil ishlatilgan jihoz, albatta k(t) = 800 e2~( shartli birlikka
sotiladi, ammo bu foydani bildiradi, uni xarajat ko'rinishda ifo-
dalash uchun, teskari "minus" ishora bilan mos aylana ichiga
yozib go'yiladi.

Keyin n = 4 ga o'tiladi. Har bir holatda ikkita yechimdan
biri tanlanadi, ya’ni jihozni yangisiga almashtirish, bunda xarajat
800 + 100 —800 *2_*bilan aniqlanadi. Bunga 3.3-rasmda pastga
garab yo‘naltirilgan vektorlar mos keladi, mos xarajat vektor-
larning ustki gismiga yozib qo‘yilgan, ikkinchi yechim ta’mirlash
orgali jihozni saglab qgolish, bunda ketgan xarajat 100(t + 1) ga
teng bo‘ladi, mos sonlar yuqoriga yo‘nalgan mos vektorlarning
ustki gismiga yozib qo'yilgan.

Endi 4-yilning boshidagi har bir holatga mos kelgan minimal
umumiy xarajat, gabul gilingan yechimlarga mos xarajatlar bi-
lan reja davrining oxirida sotish narxi ayrimasidan hosil bo'lgan
sonlarning eng kichigiga teng bo'ladi. Bu minimal xarajat mos
holatni ifodalaydigan aylana ichiga yozib qo'yilgan. Ushbu xara-
jatni aniglaydigan yechim qo'sh vektor orgali belgilangan.

3-yilning boshlanishini tashkil etuvchi aylanalar ichiga va ular-
dan chiqgan vektorlarning ustiga, xuddi avvalgidek hisoblash bi-
lan topilgan sonlar yozib qo'yilgan. Optimal yechimlarga mos
kelgan vektorlar qo'sh vektorlar orgali berilgan. Bunda, shunga
e’tibor berish lozimki, (2,2) holatda ikkala yechim bir xil minimal
xarajatli natijaga olib keladi.

Shundan so'ng 2-yilning boshlanishini ifodalaydigan aylana
ichiga minimal xarajat va shu xarajatga olib keluvchi yechimga
mos qo'sh vektor ustiga bir yillik xarajat yozib qo'yiladi.

1-yilning boshlanishini ifodalaydigan aylana ichiga yangi ji-
hozni yil davomida ta’'mirlashga ketgan xarajat, sotib olish xara-
jati va 2-yilning boshidan boshlab ketgan minimal xarajatlar
yig'indisi yozib go'yilgan, bu 2200 soniga teng.

Oxirida dinamik dasturlash usulining 2-gadamida — optimal
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strategiya qo‘sh vektorlar ketma-ketligi yordarnida aniglanadi.
Ko'rilayotgan masalada 2200 minimal xarajatni ta’minlaydigan
ikkita optimal strategiya majud: 1) reja davri boshida sotib olin-
gan jihoz 2 vyil ishlatilib yangisiga almashtiriladi, bu jihoz re-
ja davrining oxirigacha almashtirilmaydi; 2) reja davri boshida
sotib olingan jihoz 3 yil ishlatilib keyin yangisiga almashtiriladi,
bu jihoz reja davrining oxirigacha almashtirilmaydi.

4-§. Kommivoyajyor masalasi
1. Kommivoyajyor masalasining go‘yilishi. Kommivoya-

jyor so'zi daydi sotuvchi ma’nosini bildirib, masalaning go'yilishi
juda ham soddadir. Ya’ni kommivoyajyor n ta shaharning har
biriga fagat bir martadan tashrif buyurib, barcha shaharlarni
shunday aylanib chqishi kerakki, natijada umumiy ketadigan xa-
rajat (chigim, vaqgt sarh) minimal bo'lsin. Agar shaharlarning
barchasini bir marta to'la aylanib chigishni marshrut deb atasak,
anigki, bunday marshrutlar soni ko'pi bilan (n-1)! ta bo'ladi. De-
mak, go'yilgan masala yechimining mavjudligi ravshan. Fagat
shu yechimni (optimal marshrutni) aniglab beruvchi “effektiv"
usulni (algoritinni) ko'rsatib berish kerak bo'ladi.
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Ko'pgina sohalarga tegishli bo‘lgan muommali masalalarni
ham kommivoyajyor masalasi kabi ifodalash mumkin. Masalan,
n ta turdagi mahsulot ishlab chigaruvchi korxona, mahsulot ish-
lab chiqgarish tartibini ganday rejalashtirsa, bir turdagi mahsulot
ishlab chigarishdan ikkinchi turdagi mahsulot ishlab chigarish-
ga o‘tish uchun, gayta jihozlash xarajatlari yig‘indisi minimum
bo'ladi?

Albatta, kommivoyajyor masalasini yechish uchun, chizigli
dasturlash usullaridan ham foydalanish mumkin. Ammo kommi-
voyajyor masalasi 0‘ziga xos ayrim maxsusliklarga ega bo'lganligi
sababli, alohida yechish usullari yaratilgan bo‘lib, ulardan tar-
moglar va chegaralar usuli, o'zining afzal tomonlari bilan ajralib
turadi. Bu usul boshga soha masalalarini, xususan, butun sonli
chizigli dasturlash masalalarini yechishda ham samarali usullar-
dan biri hisoblanadi.

2. Tarmoqlar va chegaralar usuli. Biz tarmoglar va
chegaralar usulini kommivoyajyor masalasini yechish uchun,
go‘llanishini ko‘ramiz. Faraz gilaylik, ctJ—sonlari i —shahardan
] —shaharga o‘tish uchun, ketadigan xarajatni bildirsin. Agar i —
shahardan j —shaharga o‘tishning iloji bo‘lmasa, ct ni yetarlicha
katta son deb olamiz (buni oo deb belgilaymiz), i — shahardan
yana i — shaharga o'tildi, deyish ma’nosiz bo‘lganligi sababli
cn = 00 deb olinadi. Shundan so‘ng n x n o'lchamli (c*) jad-
val (matritsa) hosil bo'ladi, u xarajat jadvali deb ataladi. Yana
bir bor takidlab o'tamizki, jadvalning i —satri bilan j —ustuni
kesishgan joydagi Gj element i —shahardan j —shaharga o'tish
uchun, ketgan xarajatni bildiradi.

Endi jadvalni keltirish tushunchasini kiritamiz. Buning uchun,
avval jadval satrlari keltiriladi, ya’ni jadvalning har bir satr ele-
mentlaridan shu satrning kichigi mos ravishda ayirib tashlanadi.
Shundan so'ng jadval ustunlariga nisbatan ham xuddi shu amal
bajarilib, jadval ustunlari keltiriladi.
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Barcha satrlari va ustunlari keltirilgan jadval keltirilgan deb
ataladi. Demak, ravshanki, keltirilgan jadvalning har bir satri va
ustunida kamida bitta nol element ishtirok etgan bo‘ladi. Jad-
val satr va ustunlari eng kichik elementlarining yig'indisi h bilan
belgilanib, u jadvalning keltirish koeffitsiyenti deyiladi.

Misol sifatida quyidagi xarajat jadvalini ko'raylik. 4.1-jadval
satrlarini keltirish uchun, uning o'ng tarafiga mos satrning eng
kichik elementini yozib chigamiz va satr elementlaridan uni ayirib
4.2-jadvalga ega bo'lamiz.

Hosil bo'lgan 4.2-jadvalning ustunlarini keltirish magsadida
jadval ostiga mos ustunning eng kichik elementi yoziladi va u us-
tun elementlaridan ayirib chigiladi, natijada quyidagi 4.3-jadval
hosil bo'ladi.

Bu 4.3-jadval keltirilgan bo'lib, uning har bir satr va ustunida
kamida bittadan nol element bor.

4-1-jadval
gacha satr bolyicha
eng kichik
2 3 4 5 6 element

a 24 15 4 3 17 3

1 G5 3 10 2 9 1

16 5 a 2 10 4 2
dan

3 19 8 a 7 1 1

20 11 4 12 @ 18 4

9 12 21 4 25 @O 4
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4-2-jadval
gacha

1 2 3 4 5 6
1 00 21 12 1 0 14

2 0 oc 2 9 1 8
14 3 00 O 8 2
dan ~
5 16 7 0 8 oo 14

6 5 8 17 0 21 00

ustun bo'yicha
engkichik o 3 0 0 0 0
element

4-3-jadval
gacha

1 2 3 4 5 6
oo 18 12 1 0Q 14

2 0900 2 9 1 8
14 OW o0 O« 8 2

4 2 15 7 o0 6 04

5 16 4 06) 8 o0 14

6 5 5 17 05 21 @
I-lI-rasm,

Ko'rilayotgan 4.1-jadvalning keltirish koeffitsiyenti h quyidagi
songa teng:
i=3+1+2+1+4+4+0+3+0+0+ 0+ 0=18.

Keltirish koeffitsienti h eng kam xarajatli o‘tishlarning umu-
miy xarajatini bildirib, bu xarajatni beruvchi marshrutni har
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vagt ham aniglab bo'Imaydi. Yuqorida ko'rilgan misolda eng
kam xarajatli (h = 18) marshrutni aniglasak, u ikkita bir-biriga
bog‘lanmagan o‘tishlardan (sikllardan) iborat bo'lib qoladi, ya’ni
l1—»5-—>3-=m2 -+~ vad->-6—-4—» . Bu esa qo'yilgan
masalaning yechimini bermaydi. Demak, jadvalni keltirish bilan
har vaqt ham go'yilgan masalaning yechimini olib bo'Imas ekan.
Umuman, tarmoglar va chegaralar usuli ikkita muhim bosgich-
dan iboratdir: 1) tarmoqlash; 2) chegaralarni aniglash.

Masalani yechish davomida ikkala bosgich parallel ravishda
olib boriladi. Bu bosgichlarni amalga oshirish uchun, quyidagi
ishlarni ketma-ket bajarish kerak: A) boshlang'ich jadvalni kelti-
rish; B) keltirish koeffitsyenti h ni aniglash; C) keltirilgan jadval-
ning nol elementlari darajasini aniglash; D) bu darajalar asosida
tarmoglashni amalga oshirish; E) tarmoglanish natijalarini tash-
kil etuvchi marshrutlarning quyi chegaralarini aniglash; F) jadval
o'lchamini bittaga kamaytirish; G) to'la bo'Imagan marshrutlar
(sikllar) hosil bo'lib golishdan saglanish; H) bu jarayonni (2 x 2)-
jadval hosil bo'lgunga gadar davom ettirishi; 1) oxirgi tarmoq
natijasiga mos marshrutni aniglash; J) barcha chegara (baholar-
ni) solishtirish; K) zarurat bo'lsa, eng kam chegaraviy natijaga
mos jadval tiklanib tarmoglashni davom ettirish.

Bu usulni go'llash davomida, barcha hisob-kitoblar berilgan
jadval yordarnida olib borilib, uning natijalari alohida tuzilgan
grafda ko'rsatib boriladi. Bu jarayon oxirida mukammal (eng kam
xarajatli) marshrut aniglanadi.

Bu graf o'zaro birlashtirilgan doirachalardan iborat bo'lib,
ularning har biri ma’llum bir xossali marshrutlar to'plamini
aniglaydi. Bu doirachalar yoniga yozilgan chegara — sonlar
esa shu doiraga tegishli bo'lgan marshrutlarga mos xarajatlar-
ning quyi ehegarasini bildiradi. Grafning boshlang'ich gismi 4.1-
rasm ko'rinishida bo'ladi. Bunda birinchi boshlang'ich doiracha
barcha marshrutlarni o'z ichiga olgan to'plamni aniglab, ix-
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tiyoriy marshrut bo'yicha ketadigan xarajat h sonidan Kkichik
bo'lmasligini bildiradi. Yugorida korgan misolda h = 18 edi,
demak, xarajati 18 dan kichik bo'lgan marshrut yo‘q ekan.

Barcha marshrutlar to'plamini tarmoglash uchun, keltirilgan
4.3-jadvalning nol elementlari darajalari aniqlanadi. Masalan,
4.3-jadvaldagi nol element bo'lgan 1-satr, 5-ustundagi cis = 0
ning darajasini topish uchun, birinchi satrdag i eng kichik element
1 ga, beshinchi ustundagi eng kichik element 1 qo‘shiladi va hosil
bo'lgan 2 soni shu nolning darajasi sifatida yozib qo'yiladi. Xuddi
c® = 0 ning darajasini topish uchun, uchinchi satrdagi eng kichik
0 ga ikkinchi ustundagi eng kichik element 4 qgo'shiladi va hosil
bo'lgan 4 soni ¢32 = 0 ning darajasi sifatida yozib qo'yiladi. Shu
usul yordamida 4.3-jadvalning barcha nol elementlari darajalari
aniglanadi.

Darajasi eng katta bo'lgan nol joylashgan satr i va ustun j
lar topilib, (i,j) bo'yicha tarmoglanadi. Bunda, o'ng tarafdagi
doiracha %—shahardan j —shaharga o'tishni o'z ichiga olgan bar-
cha marshrutlarning to'plamini bildiradi va u (i, j) bilan belgi-
lanadi, chap tarafdagi doiracha esa, aksincha, i —shahardan j —
shaharga o'tishni o'z ichiga olmagan marshrutlarning to'plamini
bildiradi va u (i,j) bilan belgilanadi.

Mabodo, katta darajali nollar bir nechta bo'lsa, ularning ix-
tiyoriy bittasi tanlab olinadi. Yuqoridagi misolda keltirilgan 4.3-

jadvalning nollari darajasini aniglaymiz.
Darajasi eng katta bo'lgan nol element ¢53 = 0 dir, demak, tar-

mogqlanish grafi 4.2-rasm ko'rinishida bo'ladi. Chap doirachaga
mos kelgan eng kam xarajat keltirish koeffitsiyenti h = 18 nol-
ning eng katta darajasi 6 qo'shib topiladi. (/12), bizning misolda
u 24 ga teng. O'ng tarafdagi doirachaga mos keluvchi xarajat-
larning quyi chegarasini aniglash uchun, 4.3-jadvalning eng katta
darajali nol joylashgan satr va ustun olib (o'chirib) tashlanadi.
Demak, jadvalning o'lchami bittaga kamayadi. Bunda, shuni
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alohida ta’kidlash lozimki, shaharlarning tartib ragamlari al-
batta saglanib (yozilib) qolishi shart, aks holda chalkashliklar
kelib chigadi. Shundan so‘ng, to‘la bo'Imagan sikl i -* j —» i
(i — j belgi i — shahardan j — shaharga o‘tishni bildiradi)
yo'qotiladi, buning uchun, clt element oo belgisiga almashtirilib
yozib go‘yiladi. Ya’ni:

4 .44adval
gacha

1 2 4 5 6
@ 18 1 02 14

o3 00 9 1 8
dan 14 0(5) 0« (I) 2
2 15 @6 00 18

5 5 09 21 @
4-2-rnsm

Shundan so'ng, hosil bo'lgan yangi jadval keltirilib, uning kel-
tirish koeffitsiyenti, oldingi keltirish koeffitsiyenti bo'lgan h ga
go'shib yoziladi (hi). Oxirgi 4.4-jadvaldan ko'rinib turibdiki, u
keltirilgan jadval ekan, demak, uning keltirish koeffitsiyenti nolga
teng. Shuning uchun, 4.2-rasmdagi o'ng doirachaga mos keluvchi
chegara o'zgarmagan (18).

18

4.3-rasm
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Tarmoglash uchun, o‘ng doiracha tanlab olinadi (0‘ngga yurish
goidasi bo‘yicha) tarmogqlash juftligini (k, £) aniglash uchun, oxir-
gi keltirilgan jadvalning nollari darajalari hisoblanadi va ulardan
eng katta darajalisi yordamida (k, £) juftlik ajratilib, tarmoglash
amalga oshiriladi (4.3-rasm.) Bunda (k, £) belgini olgan chap doi-
rachaga mos chegara (h") ning giymati hi ga nolning eng katta
darajasi go'shib aniglanadi.

(k,£) belgili o'ng doirachaga mos kelgan chegarani (h3) topish
uchun, oxirgi jadvaldan k —satr va I —ustun chiqarib (o'chirib
tashlanadi) va to‘la bo‘lmagan marshrutlar oo belgisi yordami-
da tagiglanadi. Shundan so‘ng, hosil bo‘lgan jadvalning keltirish
koeffitsiyenti h ga qo‘shilib o'ng doiracha yoniga yozib qo‘yiladi.
Biz ko‘rayotgan sonli misolda bu jarayon 4.4-jadvalda keltirilgan.

(k71) juftlik sifatida (3,2) ni yoki (6,4) ni olish mumkin. Aniglik
uchun, (3,2) ni olaylik. U holda quyidagi grafga ega bo‘lamiz (4.4-
rasm).

Endi oxirgi jadvalning uchinchi satri, ikkinchi ustunini tash-
lab yuborib 2 — 5 o'tishni ham tagiglab go‘yamiz (00 belgi
orgali). Chunki, oxirgi (3,2) belgili doirachada 5 — 3 — 2
o‘tishlarni 0‘z ichiga olgan marshrutlar to‘plangan bo‘lib, to‘la
bo‘lmagan 5 —=3 —2 -> 5 marshrutni tagiqlash kerak edi. Shu
o‘zgarishlardan so‘ng jadvalning ko'rinishi quyidagicha bo‘ladi:

4-5-jadval
gacha
1 4 5 6

1 00 1 00 14
0(i) 9 00 8
dan
4 2 00 6 OW

6 5 06 21 00
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Bn keltirilgan jadval, demak, uning keltirish koeffitsiyenti nol
bo'lib i = 18 bo‘ladi (h+ = 18 + 5= 23).

Shundan so'ng o'ng tarafdagi doirachani tarmoglash uchun,
yangi juftlikni aniglash lozim, xuddi avvalgiday oxirgi jadvalda-
gi nol elementlarning darajalari hisoblanadi, bular 4.5-jadvalda
keltirilgan.

Aniglik uchun, (2.1) juftlikni tanlab olaylik, unda: 4.4-rasm-
Iling davomi sifatida quyidagi grafga ega bo'lamiz (4.5-rasm).

4-6-jadval 4-7~3adval
gacha satr bo'yicha gacha
eng kichik
4 5 6 element 4 5 6
1 o 14 1 1 0 o0 13
oo 6 0 O dan 4 o0 6 O
0 21 o0 O 6 0 21 oo

ustun bolyichaeng 0 6 0
kichik element

(2,1) belgili doirachada 5 -> 3 —2 —>1 o'tishlarni 0'z ichiga
olgan marshrutlar to'plami bo'lib. to'la bo'Imagan 5 —a3 —2 —*
1 —25 siklIni yo'gotish magsadida birinchi satr. beshinchi ustun
kesishgan elementni oo belgiga almashtiramiz va ikkinchi satr
birinchi ustunni o'chirib tashlaymiz. Satr va ustunlarni keltirib
4.6 va 4.7-jadvallarga ega bo'lamiz.

Demak, jadvalning keltirish koeffitsiyenti 1+ 6 = 7 ga teng,
shu sababli o'ng tarafdagi doirachaga mos kelgan chegara hr, =
18 + 7 = 25 bo'ladi.

Endi oxirgi jadval nollarining darajalarini aniglaymiz (bu
4.8-jadvalda keltirilgan) tarmoglash uchun, (6,4) juftlikni tan-
lab olaylik. U holda 4.5-rasmning davomi 4.6-rasm ko'rinishda
bo'ladi.
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4-8-jadval

gacha
5 6

013 oo 13

dan 1y 0(ib) 0(13)

oy 15 oo 4-6-rasm
4_Q-Jadvalsatrbo‘yicha 4-10-jadval
gacha  engkichik gacha
5 6 element 5 6
00 13 13 oo O
dan dan
0 oo O 4 0 o0

iohiic eliment 0 00

Chap tarafdagi doirachaga ((6,4) belgili) mos chegara h§ =
25 + 15 = 40 ga teng bo‘ladi. (6,4) belgili doirachaga mos
to‘plam 5 —=3 —=2 — 1 va 6 ->4 o'tishlarni 0z ichiga ol-
gan marshrutlardan iborat bo‘lib, 6 —4 —=6 to‘la bo'Imagan
sikllarni yo‘qotish uchun, oo belgi orqali 4 —m6 o'tish tagiqlana-
di va oltinchi satr, to‘rtinchi ustun o'chirib tashlanadi. U holda,
natijaviy jadval quyidagi (4.9-jadval) ko'rinishda bo'ladi. Bu jad-
valning satrlari keltiriladi(4.10-jadval).

Demak, o'ng tarafdagi doirachaga mos chegara hj = 25+13 +
0 = 38 bo'lar ekan.

qgilib, biz natijaviy grafga ega bo'ldik (4.7-rasm). Bu grafn-
ing o'ng tarafidagi doirachalar ketma-ketligi va oxirgi (2x2)-
o'lchamli jadval yordamida xarajati 38 ga teng bo'lgan 6 —m4 —*
5 —-3—=2 —1 —6 sikl aniglanadi.

268



4.7-rasm

Ammo chap tarafdan (3,2) belgiga ega bo‘lgan doirachaga mos
chegara 23 ga teng, shuning uchun, gidirilayotgan eng kam xara-
jatli (mukammal) sikl shu to‘plamda bo'lishi mumkin. Demak,
shu doirachaga mos kelgan jadvalni tiklash kerak bo'ladi. Esla-
tib o‘tamizki, bu doirachaga mos kelgan marshrutlarda 3 -> 2
0 tish tagiglangan, 5 —3 o‘tish esa majburiy. Shu sababli bosh-
lang'ich jadvalning c32 va c® elementlarini oo belgisiga almashti-
riladi va beshinchi satr, uchinchi ustunlar o‘chirib tashlanadi va
g = ¢53 = 4 deb olinadi (agar bir necha element o'chirilsa g bi-
lan shu clementlarning giymatlari yig'indisi belgilanadi). Natija-
da (3, 2) belgili doirachaga mos kelgan jadval quyidagi 4.11-jadval
ko'rinishda bo'ladi. Bu 4.11-jadval keltiriladi va keltirish koeffi-
tsiyenti h = 19 aniqglanadi. Natijada 4.12-jadvalga ega bo'lamiz.

Demak, (3,2) belgili doirachaga mos kelgan chegara h + g =
19+ 4 = 23 ga teng ekan.

Endi, shu doirachani tarmoqlash uchun, (i,j) juftlik aniglana-
di, ya’ni nollarning darajalari hisoblanadi. Demak, (6, 2) juftlik
bo'yicha tarmoglanish amalga oshiriladi (4.8-rasm).

Endi, ma’lum o'zgartirishlar (6-satr, 2-ustun o'chiriladi,
@6 = 00) kiritilib, so'ng uni keltirish natijasida 4.13-jadval hosil
bo'ladi. Bunda, keltirish koeffitsiyenti 0 teng, shuning uchun,
(6, 2) belgili doirachaga mos chegara giymati 23 bo'ladi (4.8 va
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4 .9-rasmlar). So‘ng oxirgi jadvalning nollari darajalari topiladi
va (6,2) belgili doirachani tarmoglash uchun, juftlik aniglanadi.

4-11-jadval 4-12-jadval

gacha gacha
1 2 4 5 6 1 2 4 5 6
1 00 24 4 3 17 1 0 13 1 02 14
21 00 10 2 9 203 o0 9 1 8
3 16 00 2 00 4 3 14 00 0 00 2
4 3 19 oc 7 1 4 2 10 00 6 0@
6 9 12 4 25 00 6 5 0 0 21 @

Demak, tarmoglanish juftligi (4,6) ekan (4.9-rasm). Oxirgi
jadval ma’lum qoidalar asosida o‘zgartiriladi. (4-satr, 6-ustun
o‘chiriladi, c24 = 00 belgini oladi).

4-13-jadval
gacha
114 5 6

4 8-rasm

Bu 4.15-jadvalning keltirish koeffitsiyenti nolga teng. shuning
uchun, (4,6) belgili doiracha chegarasi 23 teng bo'ladi. Oxirgi
jadvalning nollari darajalari aniglanadi:
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4-14-jadva|

gacha
1 4 5
3 1 00
0¥ o 1
14 o1y oo 4.9-rasm
4-15-jadval
gacha
4 5
oo O
dan
3 0 00
4.10-rasm

Tarmoglanish (2,1) juftlik orgali amalga oshirilgan bo‘lsin
(4.10-rasm.) Bu esa keltirilgan jadval, demak, (2,1) belgili doi-
rachaga mos chegara 23 bo'lib qoladi. Oxirgi jadval va bu graf
yordarnida eng kam xarajatli (23) siklni aniglaymiz: 2 —» 1 —
5-¥3 ¥4 ¥6—¥2

Grafdagi (4.10-rasm) hech bir doirachani tarmoqglash orgali 23
dan kam bo'lgan xarajatli sikIni topib bo'Imaydi. Bu esa, topil-
gan siklning mukammal (eng kam xarajatli) ekanligini bildira-
di. Ma’lum o'zgartirishlardan (2-satr, 1-ustun o'chiriladi) keyin,
quyidagi so'nggi (2 x 2)—o'lchamli jadval hosil bo'ladi.

qilib, ko'rilgan misolda quyidagi yechimni olamiz: eng kam 23
xarajatli sikl 2 —-1—-5-—3—¥4 —-6—»2 bo'ladi.

Hali borilmagan eng yaqgin shaharni tanlash algoritrai

Eng oddiy tabiiy usullardan biri bu eng yaqin shaharni tan-
lashdir. Ya’ni, bu berilgan xarajat jadvalidagi satrning eng kichik
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elementni tanlash demakdir. Avval biror satr tanlanadi, keyin shu
satrdagi eng kichik element joylashgan ustun ragamiga mos satr-
dan avvalgi ustunlar ishtirok etmagani tanlanadi. Bu jarayoning
oxiri sikl bilan tugashi zarur. Aynan, shu oxirida inajbyran tan-
lash ro‘y beradi. Shuning hisobiga kelib chigadigan sikl uzunligi
ixtiyoriy son bo'lishi mumkin.

Lekin misol ko'rish mumkinki, bu usul har vaqt ham optimal
yechimni beravermaydi. Bunga garamasdan, agar juda ham aniq

yechim talab gilinmasa bu usulni go‘llash qulaydir.
Bu usulda boshlang‘ich shaharni tanlash muhim ahamiyatga

ega. Lekin bu yerda barcha variantlarni ko‘rib chigish orgali, ular-
dan eng yaxshisini tanlab olish mumkin bo'ladi.
Quyidagi misolni garaylik:

4-16-jadval J™l-jadval
Sacha boshlang'ich shahar, unga mos sikl
1 2 3 4 5
19322 y5-p4-A]
10 31 15 19 38 1 “5% 43+ 27+ 5+ 5= 95)
2—>-1->3-+4->5->2
qan D 00 22 o0 27 2 19+ 15+ 53+ 59+ 5= 151)
3—>1->4->2->5-—»3
3 25 43 00 53 00 3 (25 + 19--50 + 27 -k 00 = 00)
4-01->3->2->5-—>4
4 5 50 49 oo 59 4 "G5+ 15+ 43+ 274 5= 95)
5A2-5-1->3->4->-5
5 24 5 0 5 o0 5 (5+19+15+53+59—151)
5 5-»4->-1->3-
(5+5415+43+27_95)

5-8. Ryukzak hagidagi masala

Ryukzak hagidagi masalani go'yilishi quyidagicha: n —turda-
gi predmetlar berilgan bo'lib (faraz etiladi. ularning soni yetar-
licha ko‘p), ] —ragamli predmetning bittasini og'irligi a3 va ba-
hosi G > 0 butun sonlardan iborat bo'lsin. b og'irlikdagi yukni
ko'taruvchi ryukzak ichiga shu predmetlardan joylashtirish ke-
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rakki, natijada olingan predmetlarning umumiy bahosi maksimal
bo'lsin.

Ya’ni, bu yerda masala olinishi kerak bo'lgan predmetlarning
rugamini va sonini aniqlashga keladi. Bu masalaning matematik
modeli quyidagicha bo'ladi.

Magsad funksiya

n
Y M cixi G-1)
j=i

ning maksimal giymati

n
ajXj <b (5.2
Xj >0, j =12,..,n (5.3)

shartlar ostida topilsin. Bu yerda Xj > 0,j = 1,2, ...,n lar j-
ragamli predmetning sonini bildiradi. Bu go'yilgan (5.1)—5.3)-
masala butun sonli chizigli dasturlash masalasi bo'lib, uni yechish
bilan go'yilgan masala hal gilinadi.

Endi yuqoridagi masalani umumlashgan, yani (5.2) ga
o'xshash chegara bir nechta bo'lgan holni ko'ramiz va shu bilan
birga yechish algoritmini keltiramiz. Ushbu masalaning matema-
tik modeli quyidagicha bo'ladi:

n
CjXj —max (5.4)
j=i
ftinksiyaning maksimal giymati
n
djjXj <b i=1.2,.,m, (5.5)
7=1
shartlar ostida topilsin. Bu yerda Xj — manfiy bo'Imagan bu-
tun sonlar va ¢c] > O, bj > 0,ay > 0 lar barcha i =
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1,2 ,m,j =12, ..,n larda butun sonlar. Masalani yechishda
qulaylik tug'dirish magsadida quyidagi belgilashlarni Kiritamiz:
k

Vk{y\,y2, = mag& y" CX,,
SN =

k

NN N £E—1, 2, ..,T70, (5-6)

j=i
k=12,..7i,yt=12,.,b,i=12, Endi A= 1bo‘lgan
holni alohida ko‘raylik:

ANi(yi,y2, = mlaxc’\i,

<vyi,i=1.2,..m, x\ > 0—butun.

Tushunarliki, agar biror i E {1,..., 7773 uchun, eta = 0 bo'lsa, u
holda shu i indeks uchun, ixtiyoriy Xi > 0da a,i.X| < yrtengsizlik
o'rinli bo'ladi. Shuning uchun, bu holda, musbat an koeffitsiyent
ishtirok etgan tengsizliklarni etiborga olish yetarlidir. Demak,
X\ —o'zgaruvchi

X\ <« M

tengsizlikni musbat an larga mos keluvchi i —indekslarda gano-
atlantirishi kerak ekan. Agar x\ ni butun giymat gabul gilishini
e’tiborga olsak, A= 1 holdagi masalaning yechimi
i = mM 1
>0 Qil
ekanligi kelib chigadi. Ravshanki, rnagsad funksiyaning giymati
quyidagicha aniglanadi:

(21,212, e¢2/m) = CiX1 = CX 62'>’b[§'i 1
Demak, k = 1 da magsad funksiya <pi(yi, 72, s, ym) nmg
barcha giymatlarini aniglash mumkin bo'lar ekan. Hisoblash-

ni soddalashtirish magsadida (tabiiy bo'lgan) quyidagilarni ga-
bul gilamiz: yi, y2, ..., ym argumentlarning barcha giymatlarida
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<20(?ii 22, »=i I/m) — 0 va ularning kamida birortasi nolga teng
boisa, <Pk(yuy2,-,ym) = 0 deb olamiz. Agar yt,y2, ..,ym
larning kamida bittasi manfiy giymat qabul qilgan bo'lsa,
<Pk(yi,V2, ®)Vm) = -00 - bo'lsin.

Endi 1 < k < n oraligda magsad funksiya <k(yi, 22, «=, Vim)
ning giymatlarini topish uchun. rekurrent formulani keltirib chi-
qaraylik. Faraz qilaylik, pk-i{yi, 22, ym) funksiya giymatlari
(91,22, -, Vm) argumentning qgabul gilishi mumkin bo'lgan bar-
cha giymatlarida aniglangan bo'lsin. U holda, tpk{yi-, V2, e, Vim)
giymatni hosil gilishda k —ragamli predmet kamida bir marta
ishtirok etishi j*oki umuman ishtirok etmasligi mumkin.

Ikkinchi holda ipk{yi, y2, ym) = <Ph-i(yi, 22, s, vm) tenglik
o'rinli bo'ladi. Birinchi holni garaylik, bunda /c-ragamli predmet-
ning kamida bittasi ishtirok etganligi uchun, uning bittasini alo-
hida olib garaymiz. Uni alohida ajratib olsak, u ishtirok etgan
(5.6) tengsizliklarning o'ng chegaralari y\, y2 : ym lar mos ra-
vishda aik ga kamayadi, ya’ni tengsizlik chegaralari mos ravishda
yi —dik bo'lib goladi. Shunda magsad funksiyaning maksimal qiy-
mati belgilanishga asosan <pk{\\ ~ «ik, 22 - azk, "ym - ank) ga
teng. Endi bu giymatga olib go'yilgan bitta fc-ragamli predmet
bahosi ck ni qo'shsak (pk(yi~CLik, 22—«2fc, «m ym~amk)+ck bahoga
ega bo'lamiz. Bu yerda e'tibor berish kerakki, k indeks saglanib
qolyapti, chunki k —ragamli predmet bittadan ortiq gatnashgan
bo'lishi mumkin.

qgilib fc-predmet, agar kamida bitta olingan bo'lsa, maqgsad
funksiyaning maksimal giymati ipk(yi - alk,y2 - a2k, ..., ym -
amk) + Gk umuman olinmagan bo'lsa (pk~i(yi, y2, ..., ym) ga teng
bo'ladi. Bu ikki variantning qaysi* biri afzal ekanligini bilish
uchun. 1(2/1,22, -m2/m) bilan (pk(y1 - alk,y2 - a2k,...,ym -
Onfe) + ck larni tagqoslab ko'rish kerak bo'ladi. Agar quyida-
gi tengsizlik o'rinli bo'lsa, k — predmetdan kamida bitta olish
maqsadga muvofiq bo'ladi.
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<Pk-i(yi‘U2‘ wmm, ym ) < <Pk(yi - aik,y2 - a2k, ...,ym - a-mk) + ck

Demak, bir-birini inkor etuvchi bu ikki variantga mos keluvchi
magsad funksiyaning eng katta giymati £>fc(yi,y2, memyn) 111 be-
radi, ya’ni

<PK(yi,y2, *=, ym) = max(*jt_1(yLy2, ..., ym).
(5.7)

*Pk(yi Ak:ov2 @-2ki ommm>V m Amk) + Ck)-

(5.7)-formula yordamida (pk(yi,,. ==, ., k = 12, ...n,
y = 0,1 i — 1 , 2 magsad funksiyaning fagat
giymatlarini hisoblashimiz mumkin. Qaysi predmetdan nech-
tadan olinishi kerakligini ko‘rsatuvehi /(&;yi,y2,..,ym), (k =

1, 2 = 0.1, i = I,2,...,n) butun argumentli va
giymatli funksiyani tuzamiz. Agar (k:yi, y2, ..., ym) argument-
ning biror (fc;f/i,y2, giymatida iph(yu y2,...,ym) = j, 1<

J < k bo‘lsa, bu ipk(yi,y2,...}ym) bahoga erishishda j-ragamli
predmet kamida bir marta gatnashganligini bildiradi, ya’ni Xj >
1.1{k\ yi, y2, ..., ym) funksiya giymatlarini A = 1 bo'lganda hi-
soblash hech ganday giyinchilik tug'dirmaydi, hagigatan, agar 1-
ragamli predmetdan olinmagan bo'lsa, baho "p\(yi,y2,....ym) =
0, aks holda </?i(yi,y2,...,ym) * 0 bo'ladi, shunga asosan

\ Lagartry!',n,-,") ~0 ol
buyerdayi = 0,1,...,b,i=1,2,...m.

Endi 1 < k < n bo‘gan holda I{k\ yLy2, ...,ym) funksiya
giymatlarini aniglaydigan formulani keltiramiz. (pk(yi,y2, .... ym)
funksiyaning giymatlarini topish usuli (5.7)-formulaga asosan,
agar (yi,y2,...,ym) argumentning biror (yi,t/2,  j/m) giymatida
Viciy Aty 2 a2kioos yo o mfc) 'F G < (/9fci(yi, 2, ..., ym)
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tengttizlik  o'rinli  bo'lsa  (bu degani ipkivi, 2/2, smm2m)  —
Sk 121,212, -Im), ya’ni M (yi,y2, «. um) bahoga crishish uchun,

— ragamli predmet gatnashmaganligi ma’lum bo'ladi, shuning
uchun, J(fc;yiy2,...,ym) = 1{k - 1;yi, 22, s, m) deb olinadi.
Agar <Ityi - QAk-m- ak,....ym- ofg + ck > v?fc-i(yi,y2, esm m)
tengsizlik bajarilsa, bunda ipk(yi, y2, m Vm) bahoga erishish
uchun, k —ragamli predmet kamida bir marta gatnashganligini
bildiradi, demak, 7(A;;yi,y2,...ym) —k deb olinishi kerak. gilib
/(fc;yi,y2,...,ym), 1 < A< n funksiyaning giymatlarini aniglash
uchun, quyidagi rekurrent formulaga ega bo'lamiz:

7(fc-l;y i, ym), agar " (yi-ai*,
m. @ m foc )l (y i oaeenym),
[(fc;yi, ...,ym) = < (5.9
A agar™(yx-au, ...,ymanfcf
+cfc > </\-1(2/1,...,ym)

bu yerda y4= 0,1, ...,6], i = 1,2, ....m. Demak, (5.8) va (5.9)-
formulalar yordarnida I(k] yi, %2,..,ym), k - 1,2,..ra y* =
0,1,...,foj, i = 1,2,...,m funksiyaning barcha qiymatlari anig-
lanadi.

Yuqorida aytilganlardan ko'rinib turibdiki, (pk{yi,V2, «®2/m) va
[(fc; yi, y2, ..., ym) funksiyalarning giymatlari bir paytda (paral-
lel) hisoblab borilishi magsadga muvofiqdir. Agar Afiksirlangan-
da </M(yiy2,....ym) va I(k',y1,y2,...7ym), yi = 0,1 =
1,2, ...,m funksiyalarning giymatlarini mos ravishda birinchi va
ikkinchi jadvallarning A—qatlamlari deb atasak, u holda tushu-
narliki ikkala jadval gatlamlarini hisoblash ketma-ket kichigidan
fcattasiga garab olib borilar ekan. Bu yerda jadval so'zini ishlati-
lishiga sabab har bir ipkivi, 22- Vm) va I(t, yi,y2, e, ym), k =
1,2,..,n,yi—0,1,..,6,i= 1,2,..., m funksiyalarning giymat-
larini n(b\ + I)...(6m+ 1) o'lchamli ikkita jadval ko'rinishida ifo-

277

(o



dalash mumkin. Bularning birinchisi baholar jadvali, ikkinchisi-
ni predmet sonlarini aniglash jadvali deb ataladi. Yana shuni
ta’kidlash kerakki, jadvallarning biror fc-gatlamini hosil gilishda
fagat k—1-qgatlam elementlari ishtirok etadi ((5.7) —(5.9)), bu esa
hisoblash mashinasining xotirasini tejash ma’nosida muhimdir.
Faraz qilaylik, jadvallarning oxirgi n-qatlami, ya’ni
<Pn(yi,y2,-,ym) va I(n;yl,y2,...,ym) funksiyalarning qiy-
matlari  (yi, y2, e, ym) argumentni barcha mumkin bo‘lgan
giymatlarida aniglangan bo‘lsin. U holda go'yilgan masalaning
yechimi quyidagicha topiladi: predmetlarning sonini aniglash
jadvalidan /(n; b\, b2, b m) songa qaraladi. Faraz qilaylik, y
ji ga teng bo'lsin, bu j\ —ragamli predmet kamida bir marta
olinishligini bildiradi. Shuning uchun, Xjx = 1 deymiz. Ke-
yin I{n,b\ sesibm  @mj\) ~ I b\jbo2,..jbmj
ning giymatiga garaymiz, agar y j2 ga teng bo'lsa, xuddi
avvalgidek, bu j2 — ragamli predmet kamida bir marta oli-
nishi kerakligini bildiradi. Demak, Xj2 = 1, agar j2 = |j\
bo'lsa, u holda j\ — ragamli predmet kamida ikki marta
ishtirok etganligini bildiradi. Shuning uchun, x* = 2 deb
olinadi. Bunda, birinchi holda. ya’ni I(n,bi,b2,...,.om) = j2
bo'lganda, /(n; b\ —a\rv b2 —azj2,...,bom —am2) ning giymati-
ga qaraladi. Ikkinchi holda, ya’ni I(n\ b\, b2,..,bm) = ji, da
I{n;bi - aij*b2 - azjl,...,.bm - amj[) dan so'ng xi,x2,...,xn
sonlari aniglanib, ular har bir predmetdan nechtadan olini-
shi kerakligini bildiradi va bundan magsad funksiya giymati
maksimal bo'lib, birinchi jadvaldan yh(&, 62, bm) bilan anig-
lanadi. Bunda shu narsa e‘tiborga loyigki, agar jadvallarning
barcha giymatlari saqlanib qolgan bo'lsa, n dan kichik pred-
met turlari va b\,b2,...,bm chegaralarni mos ravishda katta
bo'Imagan butun sonlarga almashtirishdan hosil bo'lgan ma-
salalarni ham xuddi yuqoridagi usul yordamida (jadvallarning
mos ¢atlamidan) yechimlarini topish mumkin. Yuqoridagi
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ligoritin yordarnida quyidagi sonli misolni yechib ko‘raylik:
ft=3rmm=2¢c =2c¢c=3 =1 an = 2 ai2= 1 aiz =
1,a2i = 1, a2 = 2,a23 = 0, & = 3, b2 = 4 bo'lsin. Yani
quyidagi ko‘rinishdagi masalaga ega bo'lamiz:

2ai + 3X2 + x3 ~>max,
2Xi + X2+ X3 < 3,

X\ + 2x2 < 4,

Xi, X2 > 0 —butun.

k = 1 da (5.7)-formula yordarnida Lpi(yi,y2) va (5.8)-formula
yordarnida 7(1; 21, 392) funksiyalarning giymatlarini aniglaymiz:
A(l,2)=2min([i],2) =0, 7(1;1,2) = 0, pi(l,3) =
2min® 3 =0, 7(1; 1,3) = 0,pi(l,4) = 2min™ \ , 4" = (,
7(3;1/)=0, "i(2,1)=2min(l, 1) = 2, 7(1; 2,1) = 1,<(2,2) =
=2min(l,2) = 2, 7(1;2,2) = 1, pi(2,3) = 2min(l, 3) =2,
7(1;2,3) =1L pi(2,4)=2min(l, 4 =2, 7(3; 2,4) =1, pi(3,l) =
=2min™| , 1) =2,7(1;,31) =1

y>i(3,4) = 2min( §],4) =2, 7(1; 1,3,4) = 1.

k = 2 da (5.7) va (5.9) formulalar yordarnida mos ravishda
<2(21,22) va 7(2; 7/, 22) larni aniglaymiz.
p2(1,1) = max(pi(l,l), 2(1 —1,1 —=2)+3) =0, 7(2;1,1) = 0,
p2(l,2) = max(p1(l,2), p2(1-1,2-2)+3) =3, 7(2;11) -2,
p2(1,3) = max(pi(l,3), p2(1-1,3-2)+3) =3, 7(2;1,3) =2
N 2(1,4) = max(pi(l,4), "(1 —1,4—=2)+3) =3, 7(2;1,4) =2
p2(2,1) = max(pi(2,1), ¥2(2- 1,1- 2)+3) =2, 7(2;2,1) = 1,
N2,2) = max(pi(2,2), 42(2-1,2-2) +3) =3, 7(2;2,2) = 2,
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£(2,3) = max(*1(2,3), ~(2-1,3-2)+3) =3, 1(2,23) = 2
<22, 4) = max(t"1(2,4), p2(2-1,4-2) +3) =6, 7(2;2,4) = 2,
®2(3,1) = max(<E>i(3,1), (3 —1,1-2)+3) = 2, 7(23,1) =1
¥2(3,2) =max(~1(3,2), p2(3- 1,2-2) +3) = 3, J(2;3,2) = 2,
A2(3,3)=max (" 1(333), 22(3-1,3-2)+3) =5 72,33 = 2
¥2(3,4) = max(<pi(3,4), ¥283—1,4—2)+3) =6, 7(2;3,4) =2

Endi k = 3 qgatlam elementlarining qiymatlarini, ya’ni
A, 22, 1(k-,y1,y2) topamiz:

¥>3(U) = max(<e>2(, 1 ,¥s1 - 1)+ D=1 7B 1,1) =3,
¥>3(1,2) = max(y?2(lj 2 ¥8 - 11)+ 1) =3, 73 1,2):=3
¥>3(1,3) = max(y?2(l,3 ¥31- 1,3)+ D=3 7 1,3) =2
¥>3(14) = max(<~2(l,4 ¥s01 - 1,4)+ ) =3 703 14) =2
w32 1) = max(<"2(2,1 ¥8@2- 11)+ )= 2 7@ 21) =3,
¥>3(2,2) = max(</?2(22 ¥3(2 - 12)+ 1) =3, 73 22) =2
¥>3(2,3) = max(("2(2,3*,¥82 —1,3)+ ) =3, 73 23) - 2
¥>3(24) = max(<"2(2,4 ¥3(2- 1,4)+ D=6 7@ 24) =2
¥>3(31) = max(<"2(3,1 ¥32- 11)+ 1)=3, 73 3,1) =3,
¥>3(32) = max((/?2(3,2 ,~ (3- 1,2)+ 1) =3, 7(3 3.2) =3,
¥>3(3,3) = max(¥>2(3,3 ¥3(3- 1,3)+ 1)=5 7(333) =2
¥>3(34) = max(¥>2(3.4 ¥>33- 14)+ 1) =7 73 34) =3

Predmetlar sonini aniglaydigan jadvalning oxirgi k = 3 gat-
lami 7(3;3,4) = 3 bo'lganligi uchun, x3 = 1 deb olamiz va
7(3;3 —1,4 —0) = 2 bo‘lgani uchun, £2 = 1 bo'ladi. Xuddi
7(3;2-1,4-2) = 2, demak, x2 =2; 7(3; 1-1,2-2) = 7(3;0,0) -
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clement jadvalda yo'qligi uchun, predmetlarning sonini topish ja-
rayonini to'xtatamiz. qilib, X\ = 0, x2 = 2, x3= 1 yechimga ega
boiamiz.

Endi baholar jadvalining oxirgi k = 3 gatlamidan magsad
funksiyaning maksimal giymati 993(3,4) = 7 ekanligini aniqlay-
miz. Demak, go'yilgan masalaning yeehimi quyidagicha bo'lar
ekan: birinchi predmetdan olinmaydi, ikkinchi predmetdan ik-
kita, uchinchi predmetdan bitta, shu holda maqsad funksiya
giymati maksimal yetti qiymatga ega bo'ladi.

Nazorat uchun savollar

1. Zaxirani boshqarish nima?

2. Muvozanat tenglainasini keltirib chigarishni ko'sating.

3. Zaxirani boshqgarish masalasiga dinamik dasturlash usulini
go'llash uchun, belgilar kiritish nimalardan iborat?

4. Zaxirani boshgarish masalasida dinamik dasturlashning re-
kurrent formulasining ko'rinishi ganday bo'ladi?

5. Zaxirani boshqarish masalasi deyilishiga sabab nima?

6. Zaxirani boshgarish masalasida boshlang'ich migdor ganday
rol o'ynaydi?

7. Xarajat necha gismdan iborat bo'ladi?

8. Qavariq funksiya nima va unga misollar keltiring?

9. Xarajat funksiyasi qavarigq bo'lganda reja davrini tahlil gi-
ling.

10. Butun argumentli gavariq funksiya ta’rifini bering.

11. Xarajat funksiya gavariq bo'lganda zaxirani boshqarish
masalasini hal gilishdagi afzallik nimadan iborat?

12. Dinamik dasturlashda ko'p gadamlilik bo'lish strukturasi
nimani bildiradi?

13. Dinamik dasturlashda axborot va o'zgaruvchilar tushun-
chalari nimani anglatadi?



14. 1kki chegarali kuchlanishni tagsimlashda hisoblashlar soni-
ning o‘sishi ganday bo‘ladi.

15. Dinamik dasturlashning rekurrent formulasini keltirib chi-
garing.

16. Jihozni almashtirish va ta’mirlash masalasida reja davri
ganday aniglanadi?

17. Jihozni almashtirish va ta’mirlash masalasi uchun, optimal
strategiyani aniglab beruvchi rekurrent formulani keltirib chiga-
ring.

18. N = 8 bo‘lganda 5.1-rasm ko'rinishdagi mos atsiklik to‘r
tuzilsin.

19. 5.1-rasm orqali berilgan to‘rda a) 3va 5; b) 2va5; c) 3 va
4; d) fagat 3; e) fagat 4-oraliglar boshida jihoz almashtirilgandagi
harakat va unga mos kelgan xarajat ko‘rsatilsin.

20. Kommivoyajyor masalasining go‘yilishi qanday?

21. Jadvalni keltirish nima?

22. Keltirish koeffitsiyenti nima?

23. Xarajatlar jadvali nima?

24. Tarmoglash juftligi (i,j) ganday usul bilan tanlanadi?

25. Marshrut, sikl nima?

26. To‘lig bo'lmagan sikl nima?

27. Sikllar to'plamining quyi chegarasi ganday aniqglanadi?

28. Qaysi paytda masala yechilgan bo'ladi?

29. Optimal sikl gaysi paytda topilgan hisoblanadi?

30. Hali borilmagan eng yaqin shaharga borish algoritmi nima?

31. Hali borilmagan eng yaqin shaharga borish algoritmi opti-
mal siklni aniglab beradimi?

32. Zaxiralarni tagsimlash masalasida jarayonlar tadgigoti bos-
gichlarini go'llash.

33. Sonli misollarga hali borilmagan shaharga borish usulini
go'llash.
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34. Xarajat funksiyasi qavariq bo‘lganda zaxirani boshqarish.

35. Kuchlanishni tagsimlash modeli.

36. Chizigli dasturlash masalalari. Simpleks usul.

37. Chizigsiz dasturlash masalalari va ularni yechish usullari.

38. Butun sonli chizigli dasturlash masalalari va ularni yechish
usullari.

39. Tarmogqlar va chegaralar usulini butun sonli dasturlash
masalalarini yechishda qo'llash.

40. Maksimal ogim masalasini chizigli dasturlash masalasiga
keltirib yechish.

Mustaqil yechish uchun misol va masalalar

3.1. Zaxirani boshqgarish masalasi mavzusiga doir
1. Quyidagi barcha misollarda oraliglar soni bir xil bo‘lib: N =
4 ga teng.

m=0,1,2,3,4,5;z—0,1,2,3,4;X(m,j) = X(m) + hj,

bu yerda X(m) —ishlab chigarish xarajati, j —zaxira soni, h —
o'lchov birligi. X(m) funksiyaning giymatlari quyidagicha beril-
gan: X(0) = 0, X(I) = 15 X{2) = 17,X(3) = 19, X(4) =
21,-X(5) —23, h = 1yoki 2 giymatni gabul giladi. t = 1,2,3, 4
oraliglardagi talablar giymati esa variantga garab quyidagicha

aniglanadi:
/1 2 3 4~n7
vV E, E2 E, FmJ "’

bu yerda Et lar 1, 2, 3, 4 giymatlarni gabul giladi.

3.3. Jihozlarni almashtirish va ta’mirlash masalasi
mavzusiga doir

1 Faraz qilaylik, bir, ikki, uch, to'rt va besh ketma-kct
oraliglarda jihozga xizmat ko‘rsatish va ta’mirlash xarajatlari
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mos ravishda 2,5,8,13 va 16 shartli birlikka teng bo'lsin. Shu
bilan birga jihozning ijara davri ketma-ket bir, ikki, uch, to‘rt va
besh ketma-ket oraliglardan iborat bo'lsa mos ijara haqgi 2, 4,
9. 12 va 15 shartli birlikka teng bo'lsin. Bu ijara haglari har bir
o'tgan oraliq uchun. bir birlikka oshadi.

Masalan, to'rtinchi oraligning boshida bir, ikki yoki uch ketma-
ket oraliglar uchun, olinadigan jihozning ijara narxi mos ravishda
5, 8 va 11 shartli birlikka teng bo'ladi. Ushbu berilganlar asosida
dj larning giymatlari topilsin, bunda N = 6 deb olinsin.

2. Mahsulotga gimmatbaho jihoz bilan ishlov beriladi. Reja
davri 6 yildan iborat bo'lib, har yilning boshida jihozni yangisiga
almashtirish yoki eskisi bilan ishlashni davom ettirish mumkin.
i — yilning boshida yangi jihozni sotib olish bahosi Pt so'mni
tashkil etadi. k yil ishlatilib eskirgan jihozni VK so'mga sotish
mumkin. Yangi jihozni ketma-ket k yil ishlatish uchun,  so'm
ta’mirlash xarajati talab etiladi: 1) lar hisoblanib mos jadval
tuzilsin; 2) mos atsiklik to'r tuzilsin.

3. Reja davri 5 yildan iborat bo'lib, uning oxirida jihoz, albat-
ta sotiladi. Har yilning boshlanishida ikki xil yechim gabul gilish
mumkin: jihozni yangisiga almashtirish yoki ta’mirlash bilan un-
dan foydalanishni davom ettirish. Yangi jihozning narxi 0= 640
shartli birlikka teng bo'lsin. Uni 2(1 < 2 < 5) yil ishlatgandan
keyingi sotish bahosi k(t) = po ®2_t ga teng.

Demak, 2yil ishlatilgan jihozni yangisiga almashtirish xarajati
Ptn = Po~k(t) = 640—640-2~* ga teng bo'lar ekan. 2yil ishlatilgan
jihozni yana bir yil ishlatish uchun, 80(2+1) —ta ’mirlash xarajati
talab etiladi, demak, ixtiyoriy n da: knt = 80(t + 1).

Jihozni boshlang'ich sotib olish va reja davri oxirida sotish
narxlarini hisobga olgan holda reja davridagi umumiy xarajat-
ni minimumlashtiruvchi optimal strategiya aniglansin.

3.4. Kommivoyajyor masalasi mavzusiga doir

Kommivoyajyor masalalarini yeching:
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7-variant 8-variant

1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6
1 o0 6 5 35 48 29 1 oo 4 39 22 10 47
2 34 oo 46 46 55 26 2 58 o0 5 18 4 35
3 29 31 oo 32 13 42 3 34 29 oo 17 57 18
4 26 34 12 oo 17 7 4 52 4 22 o0 15 37
5 38 35 40 13 o0 47 5 41 44 25 11 o0 32
6 60 25 59 36 31 00 6 11 6 19 2 58 00

9-variant 10-variant

1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6
1 oo 21 40 28 60 52 1 oo 44 60 54 29 39
2 58 oo 11 39 22 56 2 53 00 46 19 42 6
3 22 12 oo 23 14 19 3 3 7 o0 37 44 3
4 25 47 51 oo 20 54 4 21 4 49 o0 14 26
5 47 43 18 42 oo 52 5 15 12 38 46 o0 24
6 44 49 50 52 29 o0 6 19 6 45 57 11 oo

Ko‘p tarmogqli korxona 5 xildagi mahsulot ishlab chigarmoqchi.
Bunda i —xil mahsulot ishlab chigarishdan j —xildagi mahsu-
lot ishlab chigarishga o‘tish xarajati e,7 bo'lsin. Ushbu xarajat-
larning giymatlari quyidagi jadval ko'rinishida berilgan bo'lsin.
Bunda jadval satri ishlab chigarilayotgan mahsulot xilini, ustu-
ni esa o'tish mumkin bo'lgan mahsulot xilini bildiradi. Eng kam
xarajatli o'tish siklini va mos xarajatni aniglang.
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11-variant 12-variant

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5

oo 15 4 20 13 1 00 4 33 5 9
10 oo 3 o0 14 2 23 o0 16 9 o0
2 1M o0 2 5 3 6 17 oo 17 24
25 o0 3 o0 17 4 10 4 o0 o0 12
2 7 18 9 oo 5 5 2 18 6 o0

Ishlab chigarilayotga.n biror mahsulot xilidan yana shu mah-
sulot. ishlab chigarishga o‘tishning ma’nosi bo‘Imaganligi sababli
jadvalning asosiy diagonaliga nol soni yozildi.

3.5. Ryukzak hagidagi masala mavzusiga doir
Dinamik dasturlash wusuli yordamida quyidagi misollar
yechilsin:

l.c=(2,1,4),,4=" 3n,6=(7,5);

201,16V 12) 676

3.¢c=(1,6,5), A= NN, = (1)

4.¢=(534)/1=(3 "2) .*=(5)

[221 2\
1 312 11,b=(33,5);
V231 4]
/132 1\
| 421 2 j,b=(675):
\232 1/

5¢= (2,1 1 3), A

6.c—(3 2 1 3), A
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7.¢= (4 25 6), A = 3 b= (5,7,
2
2
8.c= (7,2 35), A= 1 6= (6,7,5);
3
(21
13
9.¢= (1.3, 1,52, A= 7 6= (9,5,86,7);
\1 4
/2314 1\
2112 2
10.c= (67,832 A= | ,.°, ] 6=(8767)

V2 1232/



IV BOB.

OMMAVIY XIZMAT KO‘RSATISH.
MAKSIMAL OQIM

Ommaviy xizmat ko‘rsatish nazariyasining yutuglaridan foy-
dalanishning to'lig bo'Imagan ro'yxati, bular ishlab chigarish
va qishloqg xo'jalik korxonalari, xizmat ko'rsatish sohasi (omma -
viy ovgatlanish, maishiy xizmat ko'rsatish, suv oinborlarida suv
satxini bir marornda ushlab turish, suvni tozalash, avtomatik
boshgaruv tizimlarini ishlashini tahlil gilish va loyihalash, savdo
shaxobchalarida. tibbiyotda tez yordam berish xizmatida, super-
market va bilet sotish kassalarida, bank bo'limlarida, auditorlik
firmalarida xizmat ko‘rsatish)ni boshqarish va tashkillashtirish.
Rasman olib garalsa, ommaviy xizmat ko‘rsatish nazariyasi ta-
sodifiy jarayonlar nazariyasining, ommaviy Xizmat ko'rsatish ti-
zimiga keluvchi va so‘ng uni tark etuvchi xizmat ko'rsatish ta-
lablari ogimini tahlil giluvchi bo‘limi hisoblanadi. Bu tahlilning
maqsadi xizmat ko'rsatish jarayonini va tizim tarkibini optimal
yoki suboptimal tanlab olishdan iboratdir.

Tajribalar shuni ko‘rsatadiki, ommaviy xizmat Kko'rsatish
nazariyasiga taallugli modellarni amaliyotga qo‘llash natijasida:
a) aynan bir xil yoki asosiy vazifalari bir xil bo‘lgan elementlar-
dan (masalan, avtomatik boshgaruv tizimlari, hisoblash tizimlari
va mubhitlar, savdo va maishiy xizmat kolrsatish shaxobchalari
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tarmog‘i) tashkil topgan katta tizimlarni loyihalash va ulardan
foydalanish; b) xizmat ko'rsatish jihozlarining(aerovokzallar bi-
nolarida ro'yxatdan o'tkazish joylarini, supermarketlarda kassa
apparatlarining sonini, ishlab chigarishda jihozlarning optimal
tarkibini izlash) ishlab chigarish quvvatini va sonini aniglash.
Ommaviy xizmat ko'rsatish nazariyasi bo'yicha birinchi ba-
jarilgan ishlar daniyalik olim A. K. Erlang nomi bilan bog'lig.
Uning telefon stansiyalarining ishlashini tahlil qilishi va loyi-
halash bo'yicha yozgan ilmiy ishlari (1908—1922-yillar davomi-
da) telefon tarmoglarining ishini boshgarish masalalariga katta
gizigish uyg'otdi va keyinchalik ommaviy xizmat ko'rsatish na-
zariyasining matematik nazariya sifatida sha.kllanishiga yordam

berdi (Erlang formulalari ma’lum).
Erlang tomonidan olingan natijalarni D.Yul 1924-yili rivoj-

lantirib, evolyutsiya nazariyasining masalasini yechish davomi-
da, sof ko'payish jarayoni tushunchasini ta’rifladi. XX asrning,
taxminan 30-yillarida V. Feller ko payish va nobud bo1ishjarayoni
tushunchasini kiritdi. Bular bilan bir gatorda A. N. Kolmogorov
(Kolmogorov tenglamasi), A. YA. Xinchin (1932) va F. Pollachek
(1934, Pollachek—Xinchin formulasi)lar tomonidan ommaviy
xizmat ko'rsatish nazariyasi bo'yicha fundamental natijalar
olindi. 60—70-yillar davomida B. V. Gnedenko, A. A. Borovkov
tomonidan ommaviy xizmat ko'rsatish nazariyasi bo'yicha asosiy
ishlar gilindi va muhim natijalarga erishildi.

Hozirgi vaqtga kelib ommaviy xizmat ko'rsatish, alohida fan
sifatida tan olinib, o0'zining tadgiqot sohalari bo'lib, kelib chigadi-
gan muammolarni o'z usullari yordamida yechib kelmoqda.

Afsuski, model tuzishda idrok gilish sodda bo'Imagan matema-
tik apparat ishlatiladi, olingan formulalar murakkab va tasavvur
qgilish giyin, zero ommaviy xizmat ko'rsatish nazariyasi masalalari
tushunarli, hatto ayrim hollarda oddiydir.

Murakkab formulalar bo'lganligi uchun, ko'p modellar og'zaki
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tavsifianadi, ayrimlariga grafik usullar ishlatilib, keyin mate-
matik model go‘llaniladi. Bunday noodatiy yondashish, orn-
maviy xizmat ko‘rsatish nazariyasining predmeti navbatta turib
kutishdir. Shu sababli Amerika Qo‘shma Shtatlarida ommaviy
xizmat ko‘rsatish nazariyasi navbat kutish nazariyasi (Theory of
Queues) deb ataladi.

[-8. Ommaviy xizmat ko‘rsatish nazariyasi

Ommaviy xizmat ko‘rsatish nazariyasi usullarini ommaviy Xiz-
mat ko'rsatish tizimlariga qo‘llash orgali amaliy jihatdan muhim
bo'lgan natijalarga erishish mumkin. Bunda, albatta, ommaviy
xizmat ko'rsatish tizimlari deganda nima tushuniladi, u ni-
malardan tarkib topgan, uning ishlash gonun-goidalari hagida
ma’lumotga ega bo‘Imasdan biror natijaga ega bo'lib bo'Imaydi.
Shuning uchun, u hagida asosiy bo‘lgan tushunchalarni keltirib
o'tamiz.

Ixtiyoriy ommaviy xizmat ko'rsatish tizimlari, albatta, xizmat
ko‘rsatish jihozlariga ega bo'lishi kerak, bular, masalan, aloga
tizimlari, kassa, sotuvchi, liftlar, avtomashinalar va boshqalar.
Bu jihozlar xizmat ko rsatish kanallari deb ataladi. Shu o'rinda,
ommaviy xizmat ko'rsatish tizimlari bir kanalli yoki ko'p kanalli
bo'lishi mumkinligini ta’kidlaymiz.

Har bir ommaviy xizmat ko'rsatish tizimi tasodifiy vaqtlar-
da paydo bo'ladigan biror talablar ogimi (yoki ehtiyojlar oqi-
mi)ga xizmat ko'rsatishga mo'ljallangan bo'ladi. Tushgan talab-
ga, umuman olganda, xizmat ko'rsatish vaqt oralig'i ham tasodi-
fan bo'lib, xizmat ko'rsatilgandan so'ng talab xizmat ko'rsatish
kanalini tark giladi. Shundan keyin bo'shab qolgan kanal nav-
batdagi talabni gabul qilib olish imkoniyatiga ega bo'ladi. Ta-
lablar ogimining va ularga xizmat ko'rsatish vaqtlarining tasodi-
fiyligi, ayrim paytlarda navbat kutib turish, ayrim paytlarda om-
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maviy xizmat ko'rsatish tizimlarida to‘la band bo'Imaslik yoki
butunlay to'xtab turish hollarini keltirib chigaradi.

Ommaviy xizmat ko'rsatish tizimlari ishlashi tasodihy bo'lib,
vaqt bo'yicha uzluksiz, sodir bo'layotgan hodisalar (yangi talab
kelib tushishi, xizmat ko'rsatishning tugashi, yoki biror talabning
navbat kutishni tark etishi)ning ro'y bcrishi holatlari bo'yicha

diskretdir.
Ommaviy xizmat ko'rsatish nazariyasining predmeti — om-

maviy xizmat ko'rsatish tizimlarining ishlash shart-sharoitlari
(kanallar soni, ularning samaradorligi, ishlash gonun-qoidalari,
talablar oqgimining xususiyatlari) bilan bizni qizigtirgan ba-
ho — ommaviy xizmat ko'rsatish tizimining effektivligining
ko'rsatkichi orasidagi bog'liglikni ifoda etuvchi matematik mo-
delni qurishdir. Bunday ko'rsatkichlar sifatida (mavjud ho-
latlarga va tadgiqot magsadiga bog'liq ravishda) turli katta-
liklar tatbiq etilishi mumkin, masalan, birlik vaqtda xizmat
ko'rsatiladigan talablarning o'rtacha soni, band bo'lgan kanal-
larning o'rtacha soni, navbatta turgan talablarning o'rtacha soni
va ularning o'rtacha kutish vaqtlari, navbatda turgan talablar-
ning soni biror sondan kam bo'lmasligining ehtimoli va boshgalar.

Ommaviy xizmat ko'rsatish tizimlari ayrim alomatlariga garab
turlarga (sinflarga) ajratiladi. Bulardan: xizmat ko'rsatishning
rad etilishi va navbat kutish. Xizmat ko'rsatishning rad etilishi,
bu barcha kanallar band bo'lganda ro'y beradi, bunda xizmat
ko'rsatishdan rad etilgan talab tizimni tark giladi va unga Xiz-
mat ko'rsatilmaydi. Bunga misol, telefon kanallarining barchasi
band bo'lganda xizmat ko'rsatishga rad javobi beriladi va bu ta-
lab xizmat ko'rsatish tizimini tark giladi, Xizmat ko'rsatishning
navbat kutish holatida, agar barcha kanallar band bo'lsa, shu
paytda kelib tushgan talab xizmat ko'rsatishni kutib navbatga
turadi.

Xizmat ko'rsatishning navbat kutish turida navbat kutish gan-
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day tashkil gilinganiga garab navbat chegaralangan yoki chegara-
lanmagan bo'lishi mumkin. Bunda chegaralanganlik bevosita che-
garalangan navbat uzunligiga, yoki navbat kutish vaqtiga tegishli
bo'lishi mumkin. Ommaviy xizmat ko'rsatishni tadqiq qilishda,
uning kutish tartibi, ya’ni oldin tushgan talabga birinchi bo'lib
xizmat ko'rsatish, yoki xizmat ko'rsatish uchun, tasodifiy tan-
lab olish goidalari amal gilishi mumkin. Ammo xizmat ko'rsatish
talabning muhimlik darajasiga qarab tanlanishi mumkin. Bunda
muhimlik darajasi mutlag (masalan, inson hayoti bilan bog'liq
bo'lgan hodisaga birinchi o'rinda xizmat ko'rsatish) yoki nisbatan
(bunda, xizmat ko'rsatish boshlangan talab oxiriga -yetkaziladi,
muhimlik darajasi yugori bo'lgan talab navbat kutishda hisobga
olinadi) bo'lishi mumkin.

Bulardan tashgari ommaviy xizmat ko'rsatish tizimi ikki sinf-
ga bo'linadi: ochig va yopig. Ochig ommaviy xizmat ko'rsatish
tizimida talablar ogimi xususiyati xizmat ko'rsatish kanallari-
ning holatiga bog'lig emas. Yopiqda esa bog'lig bo'ladi (masalan,
chekli sondagi jihozlarga xizmat ko'rsatish jarayonida. ravshan-
ki, talablarning intensivligi (jadalligi) xizmat ko'rsatish uchun.
navbat kutib turgan jihozlar soniga bog'liqdir). Ommaviy xiz-
mat ko'rsatish tizimlarini sinflarga ajratish bu bilan tugamaydi,
yana davom ettirish mumkin.

Ommaviy xizmat ko'rsatish tizimlarini optimallashtirish ma-
salasi, ancha murakkab bo'lib, unga gaysi nuqtayi nazardan
garalishiga bog'liq. Masalan, ommaviy xizmat ko'rsatish ti-
zimlarining rahbarlari barcha kanallarning to'la quvvat bi-
lan ishlashini ma’qul ko'rishsa, xaridorlarga esa navbat kutish
bo'Imasligi ma’qul, ammo qo'shimcha kanallar qurish ortigcha
xarajat sarflanishiga olib keladi. Shuning uchun, ommaviy xiz-
mat ko'rsatish tizimlarini optimallashtirish masalasini yechish-
ga sistemali, to'la, uyg'un va birgalikda yondashib garash zarur
bo'ladi. Matematik modelni qurish bilan, ma’qul va ma’qul
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bo‘Imagan jihatlarni hisobga olgan holda, kanallar sonini ogilona
oraligda ushlab turishning optimallashtirish masalasini yechish
mumkin bo‘ladi. Shu sababli ommaviy xizmat ko'rsatish tizim-
larining masalalarini j*echishda biror aniq kriteriya tanlab olin-
masdan, u ko'p kriteriyali masala kabi garaladi.

Bunda, asosiy maqgsad xizmat ko'rsatish tizimining tarkibini
va xizmat ko'rsatish jarayonini ogilona tanlashdan iborat. Bu-
lling uchun, albatta, effektiv ishlash darajasini aniqlab beruv-
chi ko'rsatkich kerak bo'ladi. Masalan, k ta jihozning bandlik,
yoki band bo'Imaslik ehtimoli, xizmat ko'rsatishdan ozod yoki
band jihozlarning tagsimot ehtimolliklari, berilgan sondagi ta-
lablarning navbatda bo'lishlik ehtimoli, navbat kutish vaqti be-
rilgan sondan katta bo'lish ehtimoli. Xizmat ko'rsatish tizimining
o'rtacha effektivlik darajasini aniglash uchun, olish mumkin: nav-
batning o'rtacha soni, navbatda turishga ketadigan o'rtacha vaqt,
band jihozlarning o'rtacha soni, jihozlarning o'rtacha turib qolish
vaqti, tizimni o'rtacha yuklanganlik koeffitsiyenti va boshqalar.
Aksariyat- hollarda, igtisodiy ko'rsatkichlar tanlab olinadi. Mate-
matik model tuzish, sonli natijalarga erishish va ko'rsatkich dara-
jalarini tahlil gilish bilan ommaviy xizmat ko'rsatish nazariyasi
shug'ullanadi. Jarayonlar tadqiqoti faniga bag'ishlangan deyarli
barcha adabiyotlarda ommaviy xizmat ko'rsatish nazariyasi haqi-
da bo'limlar mavjuddir.

in—1 | M
62 63 <5H frei... t

1.1-rasm

Talablar ogimi. Vaqt o'gida tasodifiy joylashgan < 8 <
. < gn momentlar, demak, tasodifiy Ti = (5i+i —si), i G N
oraliglar berilgan bo'lsin. Ularni xizmat ko'rsatish tizimiga kelib
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tushadigan talablar bilan taggoslash muinkin. Ya’ni, Si vaqt mo-
mcntlarini talablarni ketma-ket kelib tushishi vaqtlari deb faraz
etish mumkin. U holda 1\ lar talablarning kelib tushish oraliglari-
ni bildiradi. Tasodifiy migdor bo'lgan T* larning tagsimot gonun-
lariga, ularning birgalikda yoki biralikda bo‘lmasligiga, regulyar
bo‘lishligiga va boshgalarga ko'ra talablar ogimi farglanadi.

Bular ichidan quyidagi xossalarga ega bo‘lgan talablar ogimi
ko‘proq o'rganilgan:

1) statsionarlik —uning barcha ehtimollik xususiyatlari vaqtga
bog'liq emas(masalan, jihozlarga, telefon chagiruvlariga xizmat
ko‘rsatish holatlari); .

2) keyingi tasirning yo‘gligi — vaqgt o‘gida biror vagtdan ke-
yin paydo bo‘ladigan talablar soni, undan oldingi vaqt davomida
kelib tushgan talablar soniga bogllig emas (masalan, avtomat
telefon stansiyalaridagi jihozlarga xizmat ko'rsatish);

3) olrtamiyonachilik — vaqt o'gining yetarlicha kichik oralig'i-
da fagat bitta talab kelib tushishi mumkin (masalan, avtomat
telefon stansiyalaridagi xizmat ko'rsatish).

1.2-rasmda uchta xizmat ko'rsatuvchi jihozdan iborat bo'lgan
ommaviy xizmat ko'rsatish tizimining umumiy modeli keltirilgan.

xizmat kolrsatuvchi
jihozlar

Yugoridagi xossalarni formallashtirish uchun, jadallik tushun-
chasini kiritamiz. pi(t,At) bilan (t,t + At) oraligda i ta ta-
labning kelib tushish ehtimoli belgilansin. Birgalikda bo'lImagan
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toda ehtimollikni ko'raylik, aniglanishiga asosan

(0]
At) = 1. (1.1
i=0

00
Quyidagi belgilashni kiritamiz: p>i(t,At) = £pj(t,Ai) At
i=2
vaqt oralig‘ida bittadan ko‘p talab tushish ehtimoli. (1.1)-
tenglikka asosan:

Po(t, At) + pi(t, At) + p>i(t, At) = 1
bo‘ladi. 0 ‘rtamiyonalik xossasiga ko‘ra,
p>i(t, At) = o(At)

ga ega bo'lamiz, bu yerda o(At)—po(™ At) va pi(t, At) ehtimol-
liklarning eng kichigiga nisbatan yuqori tartibli cheksiz kichik
miqdordir.

M (E(t, At)) bilan At oraligda paydo bo'ladigan talablar soni-
ning o'rtacha matematik kutilmasi belgilangan bo'lsin. U holda
ta’rifga asosan

(06]

At) =y > Pi(t,AL).

0 ‘rtamiyonalikni hisobga olgan holda quyidagiga ega bo ‘lamiz:
0]

M(((t, At)) = 0 mpo(t, At) + 1epi(t, At) + °(At?
i=2

yoki cheksiz kichikning xossasiga ko'ra,
M (£(t, At)) = pi(t, At) + o(At),

ni hosil gilamiz.
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Quyidagi belgilashni Kiritaylik:

A(1)= efeM. (i.2)
\Y V

A->0 AtI ai->0  Ai

I-ta’rif. (1.2)-tenglik bilan aniglangan t parametrli A(t) fun-
ksiya talablar ogimining t moinentdagi jadalligi (zichligi) deb
ataladi.

Bu funksiyaning standart talgini —(t,t + At) oraliqda birlik
vaqtda paydo bo'ladigan talablarning o'rtacha soni.

1-misol. O'rtamiyona talablar ogimi uchun, (t,t + r) oraligda
paydo bo‘ladigan talablarning o‘rtacha soni:

Mz{tT) = ] X(s) ds
i

ga teng, agar talablar ogimi statsionar bo‘lsa,
M(E(*,t)) = A-t

bo‘ladi.

Keyingi ta’sirning yo'qligi quyidagicha tavsiflanadi. pn{t+r) =
pn(t,r) tenglik t momentda nk sondagi talab bo‘lgan holda
(t, t + r) oraligda k sondagi talabning paydo bo‘lish shartli ehti-
molini bildirsin. U holda keyingi ta’sirning yo‘qligi xossasi quyi-
dagi tenglik bilan ifodalanadi:

Pn(t + €) = Pn-k(t) *Pk(r), k =0, 1,...n.
Xususan, r = At va k = 1da quyidagi hosil bo'ladi:
Pn{t + At) = pn-i(t) *PI(At).

2-ta’rif. Talablar ogimi sodda deb ataladi, agar u quyidagi
xossalarga ega bo'lsa:
1) statsionarlik: A= const;
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2) keyingi ta’sirning yo‘gliligi: pn+k(t + At) = pn(t) pfc(At);

3) o'rtamiyonalik: p>i(t + At) = o(At).

Ko‘rsatamizki, agar talablar ogiini sodda bo'lsa, qo'shni talab-
larning paydo bo'lishi oraliglaridan iborat bo'lgan tasodifiy rnig-
doming taqgsimot funksiyasi ko‘satkichli (eksponensial) bo'lib,
zichlik funksiyasi

p(t) = Aee Xt, A> 0, t G [0, 00) (1.3

ko'rinishda bo'ladi.

Quyidagilar bevosita sodda ogim ta’rifidan kelib chigadi:

1) ixtiyoriy At > 0 uchun, talabning paydo bo'lish ehtimoli
noldan katta;

2) agar tizim t = 0 momentda o'z faoliyatini boshlasa, u holda
birinchi talabning paydo bo'lish momenti t > 0 bo'ladi.

Quyidagi funksiyani garaymiz:

(1.4)
0

Agar p{t) — zichlik bo'lsa, fit) = P{t momentdan keyin bi-
rinchi talab paydo bo'ldi}.
Keyingi ta’sirning yo'qligi xossasidan

f(t + At) = f(t) W(A1), Vi G [0,00), At >0 (15)

ekanligi kelib chigadi. Bu (1.5)-tenglikning ikkala tarafidan f(t)
ni ayrib tashlaymiz va quyidagini hosil gilamiz:
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Agar limit mavjud bo‘lsa, uni
A=limlziM >0
A—=0 At
bilan belgilab quyidagilarni hosil gilamiz:
fit) = -A «f(t), buyerda/(0) = 1.

Bu differensial tenglamaning yechimi: f(t) = e~X bo'ladi. Uni
(1.4) ga olib borib go'yish bilan quyidagiga ega bo'lamiz:

i
e~ =1 —\] p(s)ds. (1.6)
0

(1.6) ni dilferensiallash orgali aytilgan da‘voning to‘g‘riligiga
ishonch hosil gilamiz, ya’ni:

pit) = Aee~xt.
Quyidagi funksiyani aniglaymiz:
Vk(t) = P{(0,t) intervalda k ta talab paydo bo'ladi}.

Keyingi ta’sirning yo'gligi xossasini hisobga olgan holda.
svertkadan (o'ramadan) foydalanishimiz mumkin: k ¢ N

t t
Vk{t) = \] Vk-i(t- s) mp(s) ds = J Vfc_ i(s) ep(t —s)ds. (1.7)
0 0

(1.3)-formuladan foydalanib quyidagiga ega bo'lamiz:
t

Vkit) =J VKM (s) mAee“A  ds. (1.8)
0
p(t) funksiya va (1.7)-formulaga ko'ra,
VO(t) = e~xt.
tenglik kelib chigadi.
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(1.8) ni t bo'yicha differensiallash bilan quyidagi:

A «Vfe() + AmVk-\(i), k £ N (1.9)

differensial tenglamalar sistemasiga ega bo'lamiz.

(1.9)-rekurrent differensial tenglamalar sistemasi bo'lib, u
VKk(0) = 0, k £ N boshlang'ich shartlar ostida k — 1 dan boshlab
yechiladi. Uning yechimi quyidagi ko'rinishda bo'ladi:

VK= ot A= 01 (1.10)

(1.10)-formula diskret holatli uzluksiz vaqtli Puasson jarayonini
aniglaydi.

Agar biror tizimda bir holatdan boshga holatga o'tish sodda
ogim shartlarini bajarsa, unda u uzluksiz vaqtli Puasson jarayoni
deb ataladi.

Puasson jarayoni ajoyib xossalarga ega, ulardan foydalangan
holda, ommaviy xizmat ko'rsatish sistemalarida qo'llaniladigan
(1.9) tenglamalar sistemasini oson hosil gilish mumkin bo'ladi.

Ommaviy xizmat ko‘rsatish tizimlari

Ommaviy xizmat ko ‘rsatish tizimi deb, quyidagi elementlardan
tashkil topgan majmuaga aytiladi: a) xizmat ko'rsatishga muhtoj
bo'lgan kiruvchi talablar ogimi; b) xizmat ko'rsatish mexanizmi;
c) xizmat ko'rsatish tartibi.

Kiruvchi talablar ogimi. Kiruvchi ogimni tavsiflash uchun, xiz-
mat ko'rsatish talablarining kelib tushish momentlarini va kelib
tushish sonini (talab bittalab tushadimi yoki guruh bo'lib) anig-
laydigan ehtimollik gonuni berilgan bo'lishi kerak. Bunda xizmat
ko'rsatish jihozlarining band yoki band emasligiga bog'liq ravish-
da tushgan talabga xizmat ko'rsatish o'sha paytdan yoki keyin,
navbat bilan bo'lishi mumkin.
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Xizmat ko‘rsatish tartibi. Bu tavsif ko'rinishda bo'lib, "birin-
chi kelganga birinchi xizmat" yoki "oxirgi kclganga birinchi xiz-
mat" (muhimlik darajasiga binoan) qoidasi bo'yicha, yoki xizmat
ko'rsatish tartibi tasodifan bo'lishi mumkin.

Xizmat ko‘rsatish mexanizmi xizmat ko'rsatish davomiyligi va
jarayoni bilan bog'lig. Xizmat ko'rsatish "bitta talab —Dbitta xiz-
mat" tamoyiliga amal gilishi mumkin. Agar tizimda bir nech-
ta jihoz mavjud bo'lsa, u holda parallel bir nechta talablarga
xizmat ko'rsatish mumkin. Aksariyat hollarda guruhlab xizmat
ko'rsatiladi, ya’ni bir vaqtda bir nechta jihozlar bilan talabga
xizmat ko'rsatiladi. Ayrim hollarda xizmat ko'rsatish ketma-ket
jihozlar orgali amalga oshiriladi, bu ko p fazali xizmat ko'rsatish
deyiladi.

2-misol. Ommaviy xizmat ko'rsatish tizimi n ta parallel kanal-
lardan iborat bo'lib, unga a jadalikka ega bo'lgan tasodifiy ta-
lablar ogimi keladi. Qo'shni talablarning paydo bo'lish oraliglari
tasodifiy migdor £ bo'lib, Puasson jarayonini tashkil giladi:

W) =~ e -°,

bu yerda Vk(t) —t vaqt davornida k ta talab kelib tushish ehtimoli,
a —vagqt birligida o'rtacha kelib tushadigan talablar soni.

Mabodo, talab paydo bo'lganda barchajihozlar band bo'lishsa,
u xizmat qilishni kutib navbatga turadi. Jihozlarning xizmat
ko'rsatish vaqtlari tasodifiy miqdor T) bo'lib, uning tagsimot
funksiyasi, eksponensial

F(t) =P{r} <t} =1- en4

ko'rinishga ega, bu yerda /? = 1/t0rt— talabga xizmat
ko'rsatishning o'rtacha vaqti. Har bir jihoz ixtiyoriy t £ [0, 00)
vagt momentida bittadan ortiq talabga xizmat ko'rsata olmaydi.

Xizmat ko'rsatilgan talab tizimni tark giladi. Mazkur tizimning
ishlash afzalligi tahlil gilinsin.
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Yechish. Pk(t) bilan tizimda t vaqtda k ta talab bo‘lish ehti-
molini belgilaymiz. At —yetarlicha kichik vaqt oralig'i bo'lsin.
At vaqt davomida tizimga birorta ham talab kelib tushmaslik
ehtimoli:

VO(At) = e"“At = 1—a mAt + o(At).
At vaqt davomida tizimga bitta talab kelib tushishlik ehtimoli:

Vi(Al) = = a WAL,

At vaqt davomida tizimga ikkita va undan ortiq talab kelib

tushishlik ehtimoli:
oC

vk{&t) = 1- VO(At) - W(At) = (a *At)2+ ... = o(At).
k=2
Xuddi shunga oxshash At vaqt davomida talabga xizmat
ko'rsatish ehtimoli:

1- e0At = {3. At + o(Atl).

At vagt davomida ikkita va undan ortiq talabga xizmat

ko‘rsatish ehtimoli:
(a mAt)2
21 + - =0

At vaqt davomida tizimdagi k talablarning bittasiga xizmat
ko'rsatish ehtimolini quyidagicha topamiz: P{At vaqt davomida
talabga xizmat ko'rsatilmaydi} =

F{At vaqt davomida k ta talabning hech biriga xizmat
ko'rsatilmaydi} = (e BAQk= 1—k w3 mAt + 0(At);

P{At vagt davomida k ta talabning bittasiga Xxizmat
ko'rsatiladi} = 1- = k m3mAt + 0{At).

P{At vaqt davomida bittadan ortiq hodisaning (masalan,
biror talab tushadi va birortasiga xizmat ko'rsatiladi) ro‘y berish
ehtimoli} At ga nisbatan cheksiz kichik miqgdor.
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0 < k <n —1uchun, ayrimali tenglamaga ega bo‘lamiz:
pk(t + At) = pk(t) m(1- a WAt + o(At)) -(I —k-/3-At +0o(At))+

Pk-i(t) (°f At-\-0(At))+pk+i(t)-((k+1)-f3+0(At)-\-0(At). (1.11)
Bunda, tenglamani keltirib chigarishda to‘la ehtimollik va Puas-
son jarayonining xossalaridan foydalanildi.

(1.11)-formulaning so‘z talgini quyidagicha: t + At vagt mo-
mentida tizimda k(k < n —1) ta talab bo‘lishlik ehtimoli teng t
momentda tizimda k ta talab bo'lib, birorta talab kelib tushrna-
di va birortasiga xizmat ko‘rsatilmadi plyus t momentda tizimda
(k —1) ta talab boTib At vaqt davomida bitta talab kelib tushdi
plyus t momentda tizimda (k + 1) ta talab bo'lib, At vaqt davo-
mida (k + 1) talablarning bittasiga xizmat ko‘rsatildi plyus At
vaqt davomida bittadan ortig hodisa roly berdi.

(1.11)-tenglamani o‘zgartirib. quyidagi holga keltiramiz:

Pk(t + At) - pk(t) = -(a + k m0) mAt mpk(t) + a mAt mpk-i(t)+
+(k + 1) 0 mAt mk+i(t) + o(At).

Uning ikkala tarafini At ga bo‘lib limitga o‘tamiz:

Pk(t) = - (o+k -/3)'Pk(t'H<x-Pk-i{tyr{k+I)-fi-pk+I(t), 1 < k < 71-1

Xizmat ko‘rsatuvchi jihozlar n ta bo'lganligi sababli k > n
uchun, At vaqt oraligi davomida n ta talabdan bittadan ko‘p
bo‘linaganiga xizmat ko'rsatilishi mumkin.

gilib k > n da quyidagi tenglamaga ega bo'lamiz:

Pk(t + At) = pk(t) -(I —a-At + o(At)) m(I-k-/3-At + o(AE))+
Pk-i(t) m(a <A + 0(At)) + pk+i{t) m(n- P mAt + o(At) + o(At),
Ayrim amallarni bajarish orqgali quyidagiga ega bo'lamiz:

Pkil) = ~(a + k =fi) mk(t) + a mk-i(t) + n W3 mpk+i{t).
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k = 0dapt-i = p-i = 0bo'ladi. Buni hisobga olgan holda
Po(0) = 1, pk{0) = 0, Vic > 1,
boshlang'ich shartli quyidagi:
PQt) = —ap0(t) + /3pi(t); p*(i) = * (« + W)Pk(t)+

+apk~i{t) + (k + 1)/3pk+i(t), 1< k< n- L

70 = -(« + nP)Pk{t) + apfc-i(t) + ft> n,
(1.12)
differensial tenglamalar sistemasiga ega bo'lamiz.

Ushbu differensial tenglamalar sistemasi "tug'ilish va nobud
bo'lish” ning modeli bo'lib, uning yechimini topish ayrim qi-
yinchiliklarga olib keladi. Aksariyat real tizimlar tezda statsio-
nar faoliyat holatiga o'tib, algebraik tenglamalar sistemasi bilan
tavsiflanadi. Bu esa zarur formulalarni olishni yengillashtiradi va
tahlil gilishni osonlashtiradi. Hagigatan, agar a/(n-j3) < 1bo'lsa,
tizim ergodik bo'ladi, ya’ni

Ve, (lim pk(t) = pk > 0) va (lim pk(t) = 0).
t->00 t—v00
Bu bilan (1.12)-sistema bir jinsli chizigli algebrayik tenglamalar
sistemasiga keladi:
ro=-ap0+ fipi\

< 0=-(a +k/3)pk+apk-i+(k+1)PpM,1< k <n - I

,0= -(a +nfi)pk+ apk-i + npPk+i, k > n.
(1.13)
(1.13)-sistemaning yechimi yagonaligini ta’minlash uchun.

tabiiy bo'lgan, normallashtirish shartini kiritish kerak bo'ladi:
@

(1.14)
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Quyidagi bclgilashlarni kiritarniz:

f zk — k wft .pk—a «Pk—+ k 1)2,. ti, j
\ zk=n-P-pk-a- P i. k> n.
Bu bclgilashlardan so‘ng (1.13)-sistema quyidagi ko'rinishga
keladi:
z0= 0
1=U
Sic- zfci = 0.
Bundan Wfc, * = 0, 2* = 0 ga ega bo‘lamiz. (1.15) belgilaslidan
quyidagini:
f k WP -pk=a -pk-i, k=1,2,..,n;
\ n-g-pk=a-pk-1, k> n.

Endi barcha ehtimolliklarni po orqgali ifodalaymiz. A= 1da

a
Pi = ~ mPo
bo‘ladi. 1< k < n da
1k
k-p
bo'ladi. k > n da
/ a \n-k . ak

Pi = *P"” yOKI Pk = n! m "P”
bo'ladi. po ni aniglash uchun, (1.14) dan foydalanamiz:

{/[Tg‘fa\’k !L ® T 1 i

o VBT T IfeTAD + 2-'V0J nlen!  P°T 1

Elementar almashtirishlardan keyin quyidagiga ega bo'lamiz:

Po
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a/(n m3) < 1 ekanligini hisobga olib, yaginlashuvchi
@
VY-5LY -
o \nmJ 1—a/(n-8)
gatorni hosil gilamiz
Oxirgi natija:

peo k\+ {ft) n\{l-a/{n-p))

Pk = {

| k‘ I’i @/(n'P) <!)m

Izoh. a/(n wP) < 1—tengsizlik Kiruvchi ogimning chiquvchi
ogimdan Kichik ekanligini bildiradi, aks holda gator uzoglashuv-
chi bo'lib, tizim yechimga ega bo‘Imaydi.

Agar pk lar ma’llum bo'lsa, u holda ayrim effektivlik
ko‘rsatkichlarini, sodda ogim va ehtimolliklarning, parametrlar-
ning fizik xossasalaridan foydalangan holda hosil gilish mumkin:

1) P{tizimda talab yo‘q} = poi

2) P{ kta jihoz band|A; < n} =K,

3) Il = P{tizimdagi barcha jihozlar band},

(n —Nn!'(n —al/lP) P°’

4) P {t > to} —Pjixtiyoriy talabning kutish vaqti r berilge
iojto £ [0,00) sondan Kkatta}.
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Sodda ogimlarning parametrlari additiv xossaga ega
bo'lganligi uchun, eksponensial ko‘rinishdagi statsionar re-
jimda ishlaydigan tizimlarning jadallik parametri n mj3—a ga
teng bo'lib, u tagsimot funksiyasi eksponensial bo'lgan kutish
vaqgti r davomida talabning harakatlanish tezligini bildiradi.
Bundan kelib chigadiki, e (hP~a)ln _ f() vaq- davomida birorta
ham talabga xizmat ko'rsatilmaslik ehtimolini bildiradi (navbat
kutishda siljish ro'y bermadi).

Il —navbatning bor bo'lishlik ehtimoli ekanligini hisobga olgan
holda quyidagini:

P{r>1t0} = n +e-W-**0

hosil gilamiz;

5) to— navbatda turgan ixtiyoriy talabning o'rtacha kutish
vaqti.

Tizim statsionar rejimda faoliyat ko'rsatsa, pk ehtimolliklar
tizimning Co holatda bo'lishligi uchun, zarur bo'lgan vaqt birli-
gi ulushini bildiradi (bunda vaqt birligi sifatida jadallikning
o'lchov birligini olish mumkin). Demak, tizimda navbat paydo
bo'lishligining vaqt ulushi Il ga teng bo'ladi. Boshga tarafdan,
n e0o —a —vaqt birligida navbatda turgan talablarning xizmat
qgilish jihoziga kelib tushishining o'rtacha soni. Bundan ixtiyoriy
talabning t@mt vaqti uchun, quyidagi:

tOrt = U/(n mp - a)

tenglikni hosil gilamiz;
6) Agar A —navbatning o'rtacha uzunligi bo'lsa,

n n (a/n-0)
ft
k=n+1

bu yerda pn = [a/a *p0;
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7)  Agar B - xizmat ko'rsatilgan talablarning o'rtacha soni

bo'lsa,
n— 00

yoKi

A~ (k-1 (n- 1e@- ajn m) '
8) Agar R —tizimdagi talablarning o'rtacha soni:
R = A + B;
9) Agar L —talabning tizimda o'rtacha bo'lishlik vagqti:
L =11/(n m3- a) + /7
10) Agar K:i—tizimning o'rtacha yuklanganlik koeffitsiyenti:
K3 = B/n.

Yuqorida keltirilgan effektivlik ko'rsatkichlari tizimning faoli-
yati hagida yetarlicha to'la tasavvur beradi deb faraz gilamiz.

Agar "dekompozitsiya" usulidan foydalanilsa, statsionar rejim
uchun, yechimni tezroq yozish mumkin bo'ladi.

Usulning tub mohiyati. Tizimning faoliyati Ciyi c N
holatlari bilan birga bog'liq graf ko'rinishda ifodalanadi. Ct
holatdan Cj holatga o'tish grafik ravishda yo'naltirilgan yoy
ko'rinishda amalga oshirilib, Xi3 —jadallik o'tishi bilan beriladi.
Mabodo, o'tish mumkin bo'lImasa A; = 0 deb olinadi.

Statsionar holatda muvozanat tamoyili amal giladi: ixtiyoriy
holatga kirish bilan chigish sonlari teng. Bu 0'z navbatida har
bir holat uchun, muvozanat tenglamasini yozish imkonini beradi
(dekompozitsiya tamoyili).
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Chekli sonda holatga ega bo'lgan ishonchlilik nazariyasiga taal-
lligli "tug‘ilish va nobud bo'lish" jarayoni misoliga dekompozit-
Hiya usulini qo'llaymiz.

C*. k = 0,1,...,n chekli holatlarga ega bo'lgan bir jinsli
Markov jarayoni berilgan bo'lsin. Agar jarayon vaqgtning t mo-
incntida holatda bo'lsa, u holda cheksiz kichik At vaqt da-
vomida u At mAt + o(At) ehtimollik bilan Ck+1 holatga o'tadi,
Hk~ At + o(At) ehtimollik bilan Ck- 1 holatga o'tadi va 1—(A&+
fik) At + o(At) ehtimollik bilan Ck holatda qoladi. Agar jarayon
vagtning t momentida Co holatda bo'lsa, u holda cheksiz kichik
At vaqt davomida yoki Coholatda qolishi yoki C\ holatga o'tishi,
agar jarayon vaqtning t momentida Cn holatda bo'lsa, u holda
cheksiz kichik At vaqt davomida yoki Cn holatda qolishi, yoki
Cn-1 holatga o'tishi mumkin.

Pk{t) bilan jarayon vaqtning t momentida ck, « = 0,1, ...,n
holatda bo'lishlik ehtimoli belgilangan bo'lsin. Jarayonning
grafik sxemasi quyidagicha bo'ladi (1.3-rasm)

Ao % Ax An-2 A1 s
(11} . n

Ml - Y PT2 s lI’Yl
1.3-rasm

Jarayon ergodik, demak, Vic, tlrgopk(t) = Pk > 0. Statsionar

rejim uchun, muvozanatlik sharti bajarilganligi sababli (har bir
holat uchun):

S0:XQ-po =  -pi,

Sk : AR *Pk = Hk+i mPk+u bunda 1< k< n- 1

Sn holat uchun, k = n —1 da awalgi tenglama bilan ustma-ust
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tushuvchi tenglamaga ega bo‘lamiz:
Sn «An_i *Pn— = Pn 'Pn-

Demak, n + 1 noma’lumli pf., kK = 0,1, n bir jinsli n —tartibli
algebraik tenglamalar sistemasiga ega bo‘lamiz:
f ADepo —Hi wPi —O0;
\ AkK-pk- Hk+i wPk+1 = 0, 1< k<n- 1]
n

bu sistema £ Pk = 1 shart ostida yagona yechimga ega bo'ladi.

k=0
Natijada quyidagi:

Afc-i Xk-i mAyt 2 mese ¢ AQ X
e T o I T
yechimni hosil gilamiz. Yuqoridagi shart sababli:
5k
Pk= —, =1
i=0

yechimga ega bo'lamiz.

Izoh. (1.12) ko'rinishdagi tenglamalar sistemasi quyidagi Kol-
mogorov —Chepmenning differensial —ayrimali tenglamalar sis-
temasining xususiy holi hisoblanadi (vaqtga nisbatan bir jinsli
bo'lgan Markov jarayonida At —moc orqgali hosil gilinadi).

Pi:k(t +At) = Y~APi,m(t)-pm.k(At), At>0, (1.16)
m
bu yerda Pi.k(t) = P{ tizimdat —0 momentda i ta talab bo'lgan
holda, t momentda k ta talab bo'ladi}.
"Tug'ulish va nobud bo'lish” tenglamalar sistemasining (1-16)
dan fargi shuki, unda o'tish fagat qo'shni holatlardan mumkin:
piik(t + At) = Pi,k-i(t) mk-i,k{At) + Pik{t) sPkk(At)+
+ptjjk+i(t) *Pk+i,k(At), (k > 1); pifl(t + At) = (1.17)
= Pi,o(t) -Pi,ofAt) +pt,i(t) -pifl(At).
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(1.17)-sistcmadan, limitga o'tish va mos o'zgarishlarni amalga
oshirish orgali (12-sistcmani hosil gilish mumkin. (1.12) ning
yechimini, masalan. operatsion usul yordarnida topish mumkin.

Kiruvchi talablar oqimi. Puasson oqimi. Ommaviy xiz-
mat ko'rsatish nazariyasining aksariyat masalalarida talablarning
Puasson ogimi bo'lgan

vk(t) = ce~X4, k=01,..

ko'riladi, bu yerda A—vaqt birligida tizimga keluvchi talablar-
ning o'rtacha matematik kutilmasi (yoki ogim zichligi, jadalligi).

Puasson ogimini o'rganishning afzalliklari: a) boshga ko'rinish-
dagi ogimlarga nisbatan tizimning faoliyat ko'rsatish sifatini sonli
baholashda analitik sodda bog'lanishlar orgali ifodalanadi; b) ef-
fektivlik ko'rsatkichini hisoblashda olingan natijalar murakkab
hollarni ham aks ettiradi (ya’ni, effektivlik ko'rsatkichi ishonchli
giymatga ega).

Mabodo, Puasson ogimi statsionar bo'lmasa, ya’ni A= A(t), u
holda hisoblashni amalga oshirish uchun, yoki [0, T) vaqt oralig'i,
umuman olganda, teng bo'lImagan n ta oraliglarga bo'linadi va
har bir orr?liq uchun, Ai(t) = A <t topiladi, bu yerda t G

_Efo-i"t) = " veki sonli usul go'llaniladi. Qo'yilgan

maqsadgaI ko'ra analitik yoki sonli usul tanlab olinadi.

Puasson ogimi tiklash jarayonida ham asosiy hisoblanadi. Tik-
lash jarayonlarini tiklash nazariyasi o'rganadi.

Masalan, yetarlicha ko'p bir xil texnik uskunalardan tuzilgan
agregat ko'rilayotgan bo'lsin. Birinchi uskuna t = tn vaqt mo-
mentida ishga tushib, tasodifiy T\ vaqt davomida ishlaydi. Ish-
dan chiggan payt oniy vaqt davomida tiklanadi (yoki boshgasiga
almashtiriladi) va yana tasodifiy T2 vaqt davomida ishlaydi va
hokazo.

311



Funksiyasi £(i) ning giymati t G [0, T\ vaqt davomida xizmat
ko'rsatishni rad etishlar soniga teng bo'lgan jarayon tiklash jara-
yoni deb ataladi. Xususan, agar fiksirlangan t vaqgt uchun, ta-
sodifiy migdor eksponensial tagsimot F(t) = 1—e Ar.r € [0.1]
ga ega bo'lsa, mos tiklash jarayoni Mr jinsli Puasson jarayoni
deb ataladi.

Tiklash nazariyasida, odatda, jarayonlarning quyidagi xususi-
yatlari ko'riladi:

1) k —rad javobi berishga gadar t* vagtning davomiyligi;

2) uskunalarning t vaqt davomida o'rtacha rad javoblari sonini
anigllaydigan X(t) tiklash funksiyasi;

3) tiklash zichligi A(t) = (H(t))'f;

4) uskunaning ogimga bog'lig bo'lmagan t vagt davomida ish-
lash muddati;

5) uskunaning birinchi bor rad javobi bergunga gadar ishlash
uchun, golgan vaqti.

Rekurrent ogim

Tagsimot funksiyasi k =1,2,... bo'lgan bog'ligsiz * ta-
sodifiy miqdorlar orgali hosil gilingan talablarning paydo bo'lish
momentlaridan tashkil topgan 5k ketma-ketlik keyingi ta:siri che-
garalangan ogim rekurrent ogim deb ataladi.

Agar Fk(t) larning barchasi(Fi(t) uchun shart emas) ustma-ust
tushsa, ya’ni VA, Fk(t) = Fit), F(+0) < 1, u holda 5k vagt mo-
mentlari ketma-ketligi tiklash jarayomni tashkil giladi. Demak,
tiklash jarayoni keyingi ta’sirning chegaralanganligi tushunchasi-
dan torroq, ammo sodda ogimdan kengroq ekan.

Aksariyat hollarda keyingi ta’sirning chegaralanganlik ogimi
tarifi sifatida quyidagi olinadi: go'shni talablarning paydo bo'lish
momentlaridan tuzilgan T% = [5", 5k+i) intervallari bog'ligsiz ta-
sodifiy miqdorlar bo'lgan ogim.
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Keyingi ta’siri chegaralangan statsionar ogqim Palma oqimi deb
ataladi. Oson tushunish mumkinki, bunday ogimlar uchun, bar-
cha tasodifiy Titintervallar bir xil tagsimot funksiyaga ega bo'lishi
kerak.

Sodda ogim Palma oqimi bo'ladi (vagtga bog'lig bo'lmagan
ogim —bu geometrik tagsimotli oqim, uzluksiz vaqtli —bu Puas-
son ogimi).

Barcha 1)- intervallari normal tagsimotga (t > 0 da) ega
bo'lgan tasodifiy statsionar ogim Palma ogimi bo'ladi (ravshan-
ki, bunda keyingi ta’sir bor).

Erlang oqimi
Talablarning paydo bo'lish intervallari Erlang tagsimot
funksiyasi:

m =1-e-«.£ A>0
i=0 1
ko'rinishga ega bo'lgan Palma ogimi k,k -1,2.... - tartibli Erlang
ogimi deb ataladi.
Xususan, birinchi tartibli Erlang ogimi sodda ogim bo'ladi,
ya’ni
Fi(E) = 1- e“Ai
Faraz gilaylik, tizimga kelib tushadigan talablar sodda ogimni
tashkil etishsin. Sodda ogimning har gaysi k —talabi k tartibli
Erlang ogimini ganoatlantiradi. Ya’ni Erlang ogqimi "siyraklash-
gan” sodda ogim hisoblanadi. Masalan, agar sodda ogim qoidasi-
ga ko'ra tizimga kelib tushayotgan talablarning ikkinchisini hi-
sobga olish kerak bo'lsa, u holda tagsimot funksiyasi:

Fa(t) = 1- e~X- (At) ee~xt
bo'lgan ikkinchi tartibli Erlang ogimiga ega bo'lamiz.
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gilib go‘shni talablarning paydo bo'lish oraliglaridan tuzilgan
T®, T&\ ... lar tasodihy bo'lib, ular T® = Tx+T2, T® = T3+
T4, ... tengliklar bilan aniglanadi va Erlangning ikkinchi tartibli
tagsimot funksiyasiga ega. Bular barchasi quyidagi 1.4-rasmda
berilgan.

7\ T2 T3 Ti -
¥ ¥ A 1
o/ 61 K <3 X KX t
712) 7
1.4-rasm

Turli keyin tasirli Palma oqgimini Erlang ogimi yordamida
modellashtirish mumkin. Haqgigatan, k = 1 da sodda ogimni hosil
gilamiz (unda keyingi ta’sir yo'q). k ning 10 < k < 20 oraliqdagi
giymatlarida talablarning paydo bo'lish intervallari normal tagsi-
motga (buni eksperimentlar tasdiglaydi) ega bo'lgan Palma oqi-
mini hosil gilamiz. k —> oo da regulyar (ehtimolsiz) ogim hosil
bo'ladi.

Keyin ta’sirning chegaralanganligi talab etish ta’sirning
yo'gligiga garaganda kuchsizroq, shuning uchun, u ko'proq
amaliy masalalarni gamrab oladi.

Amaliy tahlil gilish ma’nosida real ogimni gaysi ko'rinishga
taallugli ekanligini bilish muhim hisoblanadi. Tagsimot funksiya-
ni, Kirish ogimini boshgaruvchi omillarni va uning parametrlarini
topish tahlil gilish jarayoniga kiradi. Buning uchun:

1) ogim, amaliy jihatdan, statsionar bo'lgan vaqt intervalini
olish;

2) to'la intervalni, paydo bo'ladigan talablar sonini aniglash
mumkin bo'ladigan, yetarlicha sondagi o'zaro kesishmaydigan
yarim oraliglarga bo'lish;

3) gistogrammani qurish va empirik tagsimot funksiyani to-
pish;
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4) empirik tagsimotga nazariy o'xshash bo'lgan taxminni
tagdim etish;

5) %2 (Pirson) yoki Kolmogorov kriteriyasini hisobga olgan hol-
da tagdim etilgan taxminni tanlamaga mos kelishi yoki kclmasligi
hagida xulosa chiqarish;

6) natija salbiy bo'lgan tagdirda yoki olingan tanlama tekshi-
riladi, yoki taxmindan voz kechiladi.

3-misol. Savdo do'koniga xarid qilish imkoniyati yugori
bo'lgan xaridorlar keladi. Talablar ogimi (xaridorlar) Puasson
tagsimoti bilan aniglanishi mumkin degan taxminni tekshirish ta-
lab etilgan bo'lsin. Buning uchun, empirik tagsimot funksiyaning
parametrlarini topish va uni qurish maqgsadida statistik tahlil
o'tkazamiz.

Matematik modelni qurishda, xaridorlar deganda xarid gilishi
aniq bo'lgan xaridorlarni tushunamiz. T vaqt oralig'ida har bir
xaridorning kelish vagqti fiksirlangan bo'lsin.

Xarid qgilgan xaridorlar sonini hisobga olgan tanlanmani tuza-
miz. Statistik usulni hisobga olgan holda vaqt intervali T ni n ta
teng oraliqga bo'lamiz: At = Tfn.

a' = 1mAj v u

bu yerda r ~ interval ragamiki, undan keyin boshqa interval yo'q
(demak, r dan katta bo'lgan xaridorli interval yo'q).

At intervaldagi i sondagi xaridorlarning nisbiy chastotasi Wi
ni topamiz:

™
WL= — —.1=0,1,2, ....r.

E mj
j=i

At vaqt davomida xarid uchun, i ta xaridor kelishligining nazariy
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ehtimoli pi ni hisoblaymiz. Puasson jarayoniga asosan:

ft~ =012

Faraz qgilaylik, kuzatish vaqti 300 minutni tashkil etsin. Bu vaqt
oralig‘ini n = 100 ta teng oraligga bo'lamiz, demak, At = 3 min.
Savdo do‘koniga xaridorlarning kelish gonuni Puasson tagsi-
moti bo'lishligi hagidagi taxmin tajriba natijalariga garama-gar-
shi emas va uni gabul qilib olish mumkin.
Olingan natijalarni quyidagi 1.1-jadval ko'rinishda ifodalay-
miz:

1.1-jadval

No t —3min inter- isondagixari- Puassontagsi- Nisbiy chas-
valdagi xari- dori bollgan in  motining ehti- tota Wi
dorlar soni terval soni, mz mollik giymati, pi

1 0 0 0.010 0

2 1 5 0,043 0,05

3 2 1 0,106 0,11

4 3 13 0,163 0,13

5 4 22 0,187 0,22

6 5 18 0,172 0,18

7 6 14 0,132 0.14

8 7 9 0,087 0,09

9 8 4 0,050 0,04

10 9 2 0,026 0,02

1 10 1 0,012 0,01

12 1 1 0,005 0,01

13 12 0 0,002 0

Izoh. Ko'rilgan misolda Kirish ogimining jadalligi a- At = 4,6.
Birlik vaqt sifatida t = 3 min olingan. Zero, odatda, vaqt birligi
sifatida 1 min olinadi, bu yerda a = 4,6/3 « 1,53 1/min.

Xizmat ko‘rsatish vaqti (talablarning chigish oqimi)
Xizmat Kko'rsatish vaqti tOri muhim statistik xususiyat
hisoblanadi, chunki u xizmat ko'rsatish tizimining o'tkazish quv-
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Vtttini aniglaydi. Odatda bu tasodifiy miqgdor r) bo'lib, tagsimot
funksiyasi: F(t) = P{r] <i}.
Amaliy tatbiglarda talabning eksponensial xizmat ko'rsatish
gonuni:
F() =1-

kong targalgan, bu yerda P = I/tovt. —jadallik.

Talabga xizmat ko'rsatish vaqti son jihatdan xizmat ko'rsatish
vagtining matematik kutilmasiga teng.

Tagsimotning eksponensial funksiyasi talablarga tezkor xizmat
ko'rsatishga ega bo'lgan real tasodifiy jarayonlarni yaxshi aks
cttiradi, ammo bunday jarayonlar amalda kam uchraydi.

Faraz gilaylik, ommaviy xizmat ko'rsatish tizimi n ta turli
xildagi uskunalardan tashkil topgan bo'lib, unga tasodifiy ra-
vishda talablar ogimi keladi va uskunalaxmng ixtiyoriysi ular-
ning har biriga xizmat ko'rsatishi mumkin. Agar k — uskuna-
ning xizmat ko'rsatishi dk jadallikka ega bo'lgan (demak, 1/pk
o'rtacha xizmat ko'rsatish vaqti) eksponensial tagsimot gonuni
bilan aniglansa, u qolda tizimning xizmat ko'rsatishi quyidagi:

F(t) = 1- e~3t

eksponensial tagsimot gonuniga ega bo'ladi, bu yerda o =
n

£ Pk- Hagigatan, tizimning xizmat ko'rsatish vaqti t dan katta
ik=.1
bo'lishlik ehtimoli quyidagiga:

P{7>t}=P{min(7i,72,...,7%)>t} =P {" >t, 72> t,...,7,,> t}

teng. Bundan, 71, 72, «m7n lar bir-biriga bog'lig bo'lImaganligi
sababli:
n
P{Il >t, 72> - 7n>1t} =n P{li >t} (1-18)
i=1
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bo‘ladi. Ammo xizmat ko‘rsatish vaqti 1/A(™ = 1, 2,...,n) ning
tagsimoti ko‘rsatkichli, shuning uchun,

P{7i >t} = |- /'UO = =12 ...n).

Oxirgi tenglikni (1.18) ga olib borib qo‘yish bilan quyidagiga:
n
P{j>0 =n P{h > *} = e~WI+tA+-+A>t =
i=1
ega bo'lamiz, bu yerda /7= A -fA + + A-
Xizmat ko'rsatish vaqtining matematik kutilmasi
1_ 1
ft A+A+ +A
soniga teng. Yani xizmat ko‘rsatuvchi uskunalar soni ganchalik

ko'p bo'lsa, bu vaqt shunchalik kam bo'ladi.
Agar xizmat ko'rsatish uskunalari bir xil bo'lib, ularning jadal-

liklari teng bo'lsa: A —A = A — = A- " holda
P{7 > £} = e~nfa
bo'ladi, xizmat ko'rsatish vaqgtining matematik kutilmasi
I - 1
3 n mo

nisbatga teng. Demak, bu holda bitta uskuna bo’lishiga nisbatan
o'rtacha xizmat ko'rsatish vaqti n, dispersiyasi n2marta kamaya-
di. Bu xossa fagat eksponensial tagsimot uchun, o'rinlidir.

Agar kiruvchi ogim boshga bir uskunalar uchun, yana kiruv-
chi ogim bo'lsa, bu ko'p fazali xizmat ko‘rsatish deb ataladi.
Ya’ni, bunda talabga xizmat ko'rsatish ketma-ket barcha usku-
nalar orgali amalga oshiriladi. Agar boshlang'ich ogim Puasson
gonuniga bo'ysunsa, uskunalardan ketma-ket o'tish davomida
ogim o'zgaradi, sekin-asta keyingi ta’sir kuchayib boradi.
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Talablar oqgimida keyingi ta’sirning mavjudiigi Xxizmat
ko'rsatish davomida rad javobini berish (yoki yo'qotish) ehti-
moliga ta’siri isbotlangan. Bu teoremalarning ma’nosi shuki,
har bir keyingi uskunaga kelayotgan ogim o'zgargan (tavsifiash
noqulay) holda bo'ladi. Bundan keyingi uskunalarga birin-ketin,
juda tez tushgan talablar kelishi sababli talabni yo'qotish ehti-
moli kelib chigadi va demak, gisga vaqt davomida bir gancha
talablar kelib tushish xossasiga ega bo‘lgan ogimlarning borgan
sari tartibsizligi orta boradi.

Effektivlik ko‘rsatkichlari

Ommaviy xizmat ko'rsatish tizimining effektiv faoliyati deb,
unga biriktirilgan masalaning bajarilganlik darajasini aniglab
beruvchi ko'rsatkichlarning (funksiyalarning) giymatlariga ayti-
ladi. Ko'pgina ommaviy xizmat ko'rsatish tizimlarida iqtisodiy
ko'rsatkichlar sifatida olinadi:

iz — vaqt birligida har bir talabga xizmat ko'rsatish bahosi:

Qkut ~ vagt birligida talabning navbat kutish bilan bog'liq
bo'lgan yo'gotish bahosi;

Qket — vaqt birligida talabning navbatdan chigib ketish bilan
bog'liq bo'lgan yo'gotish bahosi;

xizj —vaqt birligida har bir jihozning xizmat ko'rsatish baho-
si;

Qtur— vaqt birligida uskunaning turib qolish bilan bog'lig
bo'lgan yo'gotish bahosi.

Ommaviy xizmat ko'rsatish tizimining parametrlarini opti-
mal tanlab olinish hisobiga bu ko'rsatkichlar yetarlicha effektiv
bo'lishi mumkin.

Yo'qotish funksiyasi Gigt dan ma’lum T vaqt oralig'i (masalan.
oy) davomida foydalanish mumkin:
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1) kutish tizimlari uchun:

AJxqt i"Qkut ' A + Qtur ' B usfc -~ C[xizj * 6twl.cZ ? m (1-19)

bu yerda yl —navbatning o‘rtacha uzunligi, —o‘rtacha band
bo‘Imagan uskunalar soni, liw,,/ —band bo‘lgan uskunalar soni:
2) rad javobi beruvchi tizirnlar uchun (navbat uzunhgiga che-
gara):
G'iqt (Qket “Pn ' ® + Qxizj ""*band) 'T ,
3) aralash tizirnlar uchun:

Gigqt — (Qkut '~ + (four ' B usk -f- Qxizj ' -“6anrf “F Qket ' Pn ‘®) '

Tizimning iqtisodiy effektivligini ko!rsatuvchi sifatida qo'llash

mumkin:
S = pziz otecT  Gjijj

bu yerda ¢ —vaqt birligida har bir talabga xizmat ko'rsatishdan
kelgan iqtisodiy effekt, —talabga xizmat ko'rsatish ehtimoli
(rad javobini beruvchi tizirnlar uchun).

Faoliyatni tahlil qilish va optimal variantni aniglash uchun,
parametr sifatida foydalaniladi:

n— uskunalar soni (xizmat ko'rsatuvchi jihozlar);

a— kiruvchi ogimning jadalligi;

f3—talabga xizmat ko'rsatish jadalligi;

A—xizmat ko'rsatuvchi jihozning rad javobini berish jadalligi;

/i—rad javobini beruvchi jihozning tiklanish jadalligi;

m —tizimda tiklangan jihozlar soni va boshqalar.

Kutishli ommaviy xizmat ko‘rsatish tizimi

Chegaralanmagan talablar ogimini aks ettiruvchi 1-misoldagi
ommaviy Xizmat ko'rsatish tizimini garaymiz.

Yo'qotish funksiyasi Gigt ni inobatga olgan holda ushbu ti-
zimning effektiv ishlashini, ya’ni effektivlik darajasini hisoblash
orgali tahlil gilish talab etilsin.
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4-misol. Shartli ravishda don zaxirasini hosil giluvchi ombor-
llittK nomini "Don" deb ataylik. Don mahsulotlarini gabul qilib
oluvchi punktlar soni n = 5ta bo‘lib, ular birgalikda sutka davo-
mida tasodifiy vaqtlarda keladigan o'rtacha 16 ta don tashuvchi
transport vositalariga xizmat ko'rsatishlari kerak. Transportlar-
ning kelish zichligini tahlil gilish shuni ko'rsatdiki, yuklarni top-
shirishga kelish ogimi a = 2/3 parametrli jadallikka ega bo'lgan
Puasson ogimini tashkil gilar ekan. Yukni tushirish vaqti tasodi-
fiy migdor bo'lib. u o'rtacha fyf = 6 soat tushirish vaqgtiga ega
bo'lgan eksponensial gonunga bo'ysunadi: olib kelingan yuklar-
ning sutka davomida kutib turishi gkut = 100 shartli birlikni; ga-
bul giluvchi punktning sutkalik bandsizligi qgtuT = 1000 shartli bir-
likni; sutka davomida punktning ishlashi gX%4 = 100 shartli bir-
likni tashkil giladi. Sutka davomidagi xarajat hisoblansin. "Don"
omborining effektivlik faoliyati tahlil gilinsin.

Yechish. Yechimning mavjud bo'lishlik sharti a/(n =@ =
0,8 < 1 bajarilgan. n = 5, a = 16 1/sutka, (3= 4 1/sutka ga
ega bo'lamiz. Quyidagilar effektivlik ko'rsatkichi bo'ladi:

1) "Don™ omborining bandmaslik ehtimoli po = 0,013; Bu
bildiradiki, ombor sutka davomida 19 min band emas;

2) barcha qgabul qilib olish punktlari band bo'lishlik ehtimoli
H ~ 0,556, ya’ni 13 soat 20 min davomida barcha punktlar band;

3) har bir transport vositasi yukini tushirishining o'rtacha
kutish vaqti g"t ~ 3 soat;

4) o'rtacha kutish vaqtidan ko'proq kutish ehtimoli P{r >
3} w 0,33, ya’ni transportlarning uchdan biri 3 soatdan ortiq
vaqt kutadi;

5) navbatning o'rtacha uzunligi Am 2,2, ya’ni navbat kutish
doim bor;

6) band bo'lgan punktlarning o'rtacha soni B ~ 4,

7) ombordagi transportlarning o'rtacha soni = 6,2;
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8) transportlarning omborda o'rtacha bo‘lishlik vaqti L =
Quut "t'tort ~ 9, 02,

9) omborning ish bilan ta’minlanganlik koeffitsiyenti
0,80;

10) bandsizlik koeffitsiyenti —a0,20.

Har bir punkt vaqtning o'rtacha 20 % ida band bo‘Imaydi.

Band bo'Imaslik vaqtini o'zgartirish uchun, punktlar sonini
n =5, 6, 7, 8 deb olamiz. Bunda hosil bo'ladigan natijalar 1.2-

jadvalda keltirilgan. i2'd I

No Kolrsatkichlar Xizmat ko'rsatish punktlarining soni

6 7 8
1 Po 0,013 0,017 0,180 0,182
2 n 0,555 0,290 0,136 0,058
3 {hb- 0t 3,300 0,870 0,270 0,090
4 A 2,200 1,740 0,420 0.120
5 R 6,200 4,420 3,760 3,760
6 B 3,960 3,000 2,000 1,000
7 Kirck 0,200 0,300 0,430 0,480
1.3-jadval
No K o'rsatkichlar Xizmat kolrsatish punktlarining soni
6 7 8
lhut, soat 3,300 0,870 0,270 0,090
&' tkut * Quut 5333 1740 540 180
Kb<ruls 0,200 0,300 0,400 0,480

Kbands “n ' Qur 1000 1800 3010 3840
Kish, ' TI" Qxizj 4000 4800 5600 6400
Gat 10240 8340 11150 10420

o o1 A W N

1.2-jadvaldan kelib chigadiki, punktlar soni n = 6 bo'lganda
yuklarni tushirishdagi kutish vaqti 4 marta, yuklarni tushirish
uchun, kutib turgan transportlarning soni 1,74 gacha kamayadi.
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Albatta, xizmat ko‘rsatish punktlarining soni oshishi
ko‘rsatkichlarning qiymatlarini yaxshilaydi. Ammo (1.19)-
formula yordamida sutka davomida ketgan xarajatlarni
hisoblasak. Gigi @ «(kii' * Qkut + ~bands ' Tl ' Qtur + Kish *A ' Qxizj-
Bu hisoblashlarning natijalari 1.3-jadvalda keltirilgan.

1.3-jadvaldan ko'rinib turibdiki, eng kam xarajatlisi n = 6 ta
xizmat ko'rsatish punktidan iborat tizimli variant ekan.

Izoh. Iqtisodiy ko'rsatkichlarni go'llaganda haqiqiy xarajat-
larni olish muhimdir, chunki u yil vagtiga, zaxira hajmiga va
boshga omillarga garab o‘zgarishi mumkin.

2-8§. Tarmogli model. Kalendar grafikni tuzish va
zaxiralarni tagsimlash

Bir-biri bilan bog‘langan ishlar tashkil etgan butun kompleks-
larni o‘z ichiga olgan yirik ishlanmalarni ratsional rejalashtirishda
tarmoq usullari keng go'llaniladi. Masalan, qurilish obyektlarini
barpo etish, yangi texnik sistemalarni va buyumlarni yaratish,
yirik ta’mirlash va tiklash, yirik obyektlarni (samolyot, kemalar,
kosmik kemalar) va boshgalarni tayyorlash va yig'ish. Tarmoq
usullari bajarilishi lozim bo‘lgan kompleks ishlarni yo'naltirilgan
graf yordamida yaqgqol, aniq ko'rinishda ifodalashga asoslangan.
Bunda, grafning yoylari bajarilayotgan ishlarni, ucMari esa alo-
hida ishlarning yakunlanishini ifodalaydigan hodisalarni tasvir-
laydi.

chizmani goHlanma tayyorlash

tayyorlash va tavsiflash  jjo‘natish
detallar nazorratt
ishlash sinov

detallarga detal o
\buyurtma tashish -yig‘ish

2.1-rasm
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2.1-rasrnda biror jihozni yaratishdagi ishlarning tarmoq
grafikasi keltirilgan. Tarmoq grafikasi bajarilishi lozim bo'lgan
ishlarning ketma-ketligini aniglab berish bilan birga mavjud
mchnat va material zaxiralaridan ratsional foydalanish yo‘llarini
ham ko'rsatib berishga yordam beradi.

Biror loyihaning tarmoq grafikasini tuzish uchun, uni alohida
ishlarga yoki jarayonlarga ajratish talab etiladi. Har bir ishning
davomiyligi bor, shu sababli u boshlanish vatamom bo'lish vaqti-
gaega. Bunda boshlanish va tamom bo'lish vaqt momentlari to‘la
aniglangan bo'lishi lozim. Yana, bajarilishi kerak bo'lgan ishlar-
ning tartibini va muhimlik darajalarini o'rnatish ham talab eti-
ladi.

Natijaviy maqsadga erishish uchun, ma’lum tartibda bajarili-
shi lozim bo'lgan, bir-biri bilan bog'langan ishlar majmuyi das-
tumi tashkil giladi. Ishlar mantiqiy ketma-ketlikka egaligi shuni
bildiradiki, biror ishni bajarish uchun, avvalgilari, albatta baja-
rilgan bo'lishi kerak.

Shu yerda ta’kidlab o'tamizki, tarmoq usullari yaratilishi-
dan avval dasturning kalendar rejalari (ya’ni vaqt bo'yicha re-
jalashtirish) katta bo'Imagan hajmda olib borilgan bo'lishi lo-
zim. Bunday rejalashtirishning ma’lum vositalaridan eng mash-
huri Gantning chizigli grafigidir (2.1-jadval), unda har bir ishning
boshlanish va tamom bo'lish momentlari gorizantal vaqt o'gida
ko'rsatib berilgan. Uning kamchiligi turli ishlarning bir-biri bilan
bog'langanlik darajalarini, demak, dasturning bajarilish sur’atini
aniglashtirish imkonini bermaydi.

Zamonaviy dasturlar murakkabligining ortib borishi, ularning
bajarish jarayonini mukammallashtirishda aniqroq vasamarador-
lirog rejalashtirish usullarini yaratish zarur ekanligini talab qi-
ladi. Bunda samaradorlik deyilganda, butun dasturni, mavjud
zaxiralarning iqtisodiy omillarini hisobga olgan holda, bajarish
davomiyligini minimallashtirish nazarda tutiladi. Natijada tar-
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kibiy va kalendar rejalashtirishning analitik usullari yaratildi.
Ulardan biri kritik yo1 usuli deb ataladi va u asosan vaqt omili-
ga diggatni garatadi. Bunda ishlarning davomiyligini determinik
yoki tasodifiy miqgdorlar sifatida ham garash mumkin.

Dasturni tarmogqli rejalashtirish va boshgarish uchta bosgichni
0'z ichiga oladi: tarkibiy rejalashtirish, kalendar rejalashtirish va
tezkor boshgarish. Dasturni aniqg ishlarga ajratish bilan tarkibiy
rejalashtirish bosgichi boshlanadi. Shundan so‘ng ishlarning da-
vomiyligi aniglanib, tarmoq modeli (tarmoq grafigi, yo‘naltirilgan
diagramma) tuziladi, bunda har bir yoy (yo‘nalish) ishni aks et-

tiradi. Biz determinik bo'lgan holatlarni o‘rganamiz:
2.1-jadval

Bosgichlar 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10n 12

Magsadni

anigiash H
Loyiharejasini

tuzish I

Muammoning oo
tavsifi

Modelni
qurish

Hisoblash usu-
lini ishlash

Dasturning texnik
topshirigm ishlash HIM

Dastur tuzish ..
va sozlash ror I WA

Ma’lumotlar ;
to‘plash l.l.l.‘hiﬂ“‘mm mm

Modelni
tekshirish NOI i

Natijani amali- .

yotga tatbiq etish nnii

Tarmog modeli birgalikda dasturni tashkil etgan ishlarning
bog'ligligini ifodalaydigan grafik ko‘rinishdir. Tarmoq modelini
qurish, dasturni amaliyotga qo‘llashdan avval, barcha ishlarni
tahlil gilish va qo'shimcha o‘zgarishlarni Kiritish imkonini beradi.
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Eng muhimi, tarmoqg modelidan foydalanish dasturning kalendar
rejasini ishlab chigishda katta ahamiyat kasb etadi.

Ikkinchi bosgich bo‘lgan kalendar rejaning yakuniy maqgsadi
har bir ishning boshlanish va tamom bo‘lish vagtlarini aniglash,
hamda dasturni tashkil etgan ishlarning o‘zaro bog‘liglarini bel-
gilashlardan iborat kalendar grafikni tuzishdir. Bundan tashqari,
kalendar grafik muhim hisoblangan kritik yo‘Ini (vaqt nugtayi
nazardan) aniglash imkonini berishi va bu bilan dasturni bel-
gilangan direktiv muddatda tamomlanishni ta’minlashi lozim.
Kalendar reja, kritik yo‘lga kirmagan ishlarning zaxira vaqtlarini
aniglash va ulardan kechikishda va zaxiralardan ogilona foydala-
nishga imkon yaratib beradi.

Yakuniy bosgich dasturni amaliyotga qo‘llash jarayonini
operativ suratda boshqarishdan iboratdir. Bu bosgich tarmoq
modeli va kalendar grafikasidan foydalangan holda dastur baja-
rilishi hagida davriy hisobotlar berishni 0z ichiga oladi. Shuni
alohida ta’kidlash lozimki, tarmoq modeli tahlil gilish va zarur
hollarda o‘zgartirishlarga, tuzatishlarga moyil bo‘ladi.

Dasturning tarmoq tavsifi (tarmoqg modeli)

Tarmoq modeli ishlarning o‘zaro bog!lanishlarini va ularning
bajarilish ketma-ketligini (tartiblanish yoki avval-keyin munosa-
batlarini) aniglab beradi. Ish yo‘naltirilgan yoy (strelka) orgali
ifodalanib, uning yo‘nalishi dasturning vaqt bo'yicha bajarilishi-
ga mos keladi. Ishlarning o‘zaro munosabatlari hodisalar orqali
beriladi. Hodisa, bu bir ishning tamom bo'lishi, ikkinchi ishning
boshlanishini bildiradi. gilib, ishning boshlanish va tamom bo'lish
vagtlari juft hodisa bilan tavsiflanib, ular mos ravishda bosh-
lang'ich va oxirgi hodisalar deb ataladi. Biror hodisadan chigib
keluvchi ishning boshlanishi uchun, bu hodisaga kiruvchi barcha
ishlar bajarilgan bo'lishi kerak. Demak, har bir ish yo'naltirilgan
grafning yoyi orgali, hodisa esa uch (tugun nuqtasi) orqali ifo-
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dftlauadi. Bunda, yoy uzunligi ishning davomiyligiga proporsio-
tial, kcsma ko'rinishda bo'lishi shart emas. Quyidagi 2.2-rasmda
boshlang'ich i hodisa va oxirgij hodisalarning ifodalaydigan (i,j)
ishning graf ifodasi keltirilgan. 2.3-rasmdan ko'rinib turibdiki,
(3,4) ishni boshlash uchun, albatta (1,3) va (2,3) ishlar bajaril-
gan bo'lishi shart.

1-qoida. Har bir ishfagat bitta yoy (strelka) bilan ifodalanadi.
llech bir ish modelda ikki marta ishtirok etmaydi. Biror ish ikkiga
ajratilsa, har biri alohida yoy bilan ifodalanishi kerak.

2-goida. Hech bir juft ish bir vaqtning oZzida bir xil bosh-
lang ‘ich, bir xil oxirgi hodisa orqali ifodalanmasligi lozim. Bunday
holat ikki yoki undan ko'p ishlarni bir vaqtda bajarish mumkin-
ligidan kelib chigadi (2.4-rasm). Bunday holat bo'lmasligi uchun,
A ishning oxiri (boshlanish) hodisasi bilan B ishning oxiri (bosh-
lanish) hodisalari fiktiv (yolg'ondakam) ish yordamida birlashtir-
iladi. 2.5-rasmda fiktiv (D) ishni Kiritish variantlari keltirilgan.

Shundan so'ng A va B juft ishlarning yoki boshlang'ich yoki
oxirgi hodisalari turlicha bo'ladi. Bunda, shunga etibor berish
kerakki, fiktiv ish na vaqt, na zaxira talab giladi. Fiktiv ishni
kiritish mantigiy ketma-ketlikni aks ettirishda yordam beradi.
Faraz qilaylik, biror dasturda A va B ishlar C dan oldin, E
ish esa fagat B dan keyin bajarilsin. 2.6-rasmda A,B va C
ishlarning tartiblanishi to'g'ri bo'lgani bilan, E ishning A va
B ishlardan keyin bajarilishi kelib chigadi. Bu holatning to'g'ri
berilishi 2.7-rasmda keltirilgan.

© — <2)

2.2-rasm
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2.4-rasm 2.5-rasm

Bunda D fiktiv ish bajarilishi uchun, vaqt ham, zaxira ham
talab etilmaydi, shu sababli bu holat haqiqiy tartiblashni beradi.

2.6-rasm 2.7-rasm

3-goida. Tarmoq modelini togri tartiblash uchun, yangi ishni
kiritishdan avval quyidagi savollarga javob berilgan bo lishi zarur.

a) Bu ishni bajarish uchun, avval gaysi ishlar tugallanishi lo-
zim?

b) Bu ish bajarilgandan song qaysi ishlami boshlash mumkin?

c) Bu ish bilan ganday ishlar parallel olib boriladi?

Ushbu qoidalar yordarnida tarmoq grafidagi ishlarning tartib-
lanishi nazorat qgilib boriladi.

1-misol. Quyidagi A, B,C,D,E, F,G, X, I,J,K,L ishlar-
ning berilgan tartiblanishi asosida dasturning grafi tuzilsin.

1. A, B va C —boshlang'ich ishlar bo'lib, ular bir paytda bosh-
lanishi mumkin.

2. A va B ishlar D ishdan avval bajariladi.

3. B ish E,F va X ishlardan avval bajariladi.



4. F va C ishlar G ishdan avval bajariladi.

5. E va X ishlar I va J ishlardan avval bajariladi.

6. C, D, F va J ishlar K ishdan avval bajariladi.

7. K ish L ishdan avval bajariladi.

8./, G va L —dasturning yakunlaydigan ishlari.

Bu ishlarni bajarish dasturini aniglab beruvchi tarmoq grafi
quyidagicha bo‘lib, unda ishlarning ketma-ketligini to‘g‘ri aks-
lantirish uchun, Di,D2 va D3fiktiv ishlar kiritilgan (2.8-rasm).

2.8-rasrn

1-mashqg. a) Quyidagi o‘zgarishlar tarmoq grafidagi ishlar
ketma-ketligiga qanday ta’sir giladi?

1) (3,5) fiktiv \Javob. A ish I vs, J ishlardan avval bajariladi],

2) (3,4) fiktiv [Javob. A ish I va J ishlardan avval bajariladi].

3) (5,6) fiktiv [Javob. E va X ishlar G ishdan avval bajariladi],

4) (3,6) fiktiv ish [Javob. A ish G ishdan avval bajariladi],
b) Quyidagi holatlar ro‘y berishi uchun, tarmoq grafida ganday
o‘zgarishlar qgilish kerak?

1) A va B ishlar G ishdan avval bajariladi [Javob. (3,6) fiktiv
ish kiritiladi],

2) D ish G ishdan avval bajariladi [Javob. D ishning oxiri bilan
7-hodisa fiktiv ish bilan birlashtiriladi, keyin D ishning oxiri bilan
6-hodisa fiktiv ish bilan birlashtiriladi].
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3) C ish D ishdan avval bajariladi [Javob. C ishning oxiri
bilan 6-hodisa fiktiv ish bilan birlashtiriladi, keyin C ishning
oxiri bilan 3-hodisa fiktiv ish bilan birlashtiriladil.

Tarmoq modelini hisoblash

Tarmoqg modeliga rejalashtirish va boshgarish usullarini
go‘llash orgali dasturdagi har bir ishning boshlanish va tamom
bo‘lish vaqtlarini ko'rsatib beruvchi kalendar reja aniglangan
bo'lishi kerak. Tarmoq grafi qurish shu magsadga erishishning bi-
rinchi gadami hisoblanadi. Turli ishlar o'rtasida o'zaro bog'liglik
borligi sababli, ularning boshlanishi va yakunlanishi vagtlarini
aniglab berish uchun, maxsus hisoblash usuli kerak bo'ladi. Buni
tarmoq grafikasida oddiy qoidalar orgali olib borish mumkin. Bu-
ning natijasida dasturning kritik va kritik bolmagan ishlari anig-
lanadi. Agar ishning kechikib boshlanishi butun dasturning ba-
jarilish muddatini oshishiga olib kelsa, bunday ish kritik ish deb
ataladi. Kritik bo'Imagan ishlarning bajarilish vaqt oraliglari-
ni, butun dastur muddatiga ta’sir etmagan holda, kattalashtirish
mumkin, ya’ni bunday ishlarni bajarish uchun, qo'shimcha —za-
xira vaqt bo'ladi.

Biz kritik yo'Ini aniglash usulini ko'rib chigamiz. Dasturning
boshlang'ich va oxirgi hodisalarini birlashtiruvchi kritik ishlar-
ning uzluksiz ketma-ketligi kritik yo1 deb ataladi. Kritik yo'lni
aniglashning bir usulini quyidagi sonli misolda keltiramiz.

Har bir ishning bajarilish vaqt oraliglari mos yoylarning yuqori
gismida berilgan.

Kritik yo'Ini topish ikki bosgichdan iborat. Birinchi bosgich
togri o'tish deb ataladi. Bunda hisoblash boshlang'ich hodi-
sadan boshlanib tarmoq grafimng oxirgi hodisasiga yetguncha
davom ettiriladi. Har bir hodisa uchun, uning eng erta boshlanish
vaqti hisoblanadi. Bu sonlar 2.9-rasmdagi mos qo'sh uchbur-
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chak belgilarining o‘ng tarafiga yozib qo'yilgan. Ikkinchi bosgich
teskari o tish deb ataladi, bunda to'rning oxirgi hodisasidan bosh-
lanib boshlang'ich hodisaga yetguncha hisoblash davom ettirila-
di. Bunda har bir hodisa uchun, uning eng kech boshlanish vaqti
hisoblanib, u go'sh uchburchak belgilarining chap tarafiga yozib
go'yilgan.

Faraz gilaylik, ESi —i hodisadan chiquvchi barcha ishlarning
eng erta boshlanish vagti bo'lsin. Shu bilan birga ESi i —hodisa-
ning eng erta ro'y berish vaqtini aniglaydi. To'g'ri o'tishni ko'rib
chigamiz:

<$>

2.9-rasm

Agar i = 0, ya’ni boshlang'ich hodisaning ragami nolga teng
bo'lsa, unda ESq= 0 bo'ladi. Dtj bilan (z,j) ishning davomiyligi
belgilansa, u holda to'g'ri o'tishda hisoblash quyidagi formula
orgali amalga oshiriladi:

ESj = max{ESi + Djj]
I

barcha (i,j) ishlar bo'yicha, bunda ESo = 0. kilib j hodisaning
ESj sini hisoblash uchun, j hodisaga kiruvchi barcha ishlarning
boshlang'ich hodisalari uchun, mos ESI larni aniglash talab eti-
ladi.

Ushbu to'g'ri o'tishni 2.9-rasm tarmoq grafiga qo'llash quyida-
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gi hisoblashlarga olib keladi. ESq= 0 bo'lganligi sababli, bosh-
lang'ich 0 hodisaning ustidagi qo'sh uchburchakning o'ng tarafiga
nol soni yozilgan. 1-hodisaga fagat bitta (0,1) ish kelganligi va
uning davomiyligi DO = 2 bo'lganligi sababli

ESi = ESqg+ pqi = 0+ 2= 2

bo'ladi. Bu son mos ravishda 1-hodisaning qo'sh uchburchagi-
ni o'ng tarafiga yozib go'yilgan. Xuddi mulohaza bilan 2-hodisa
garaladi [izoh: 3 hodisani garab bo'Imaydi, chunki ES2 soni no-
ma’lum. Demak,

ES2=ESq+ Dg2=0+ 3= 3.

Ushbu son 2-hodisaga mos qo'sh uchburchakning o'ng tarafiga
yozib ko'yilgan. Endi 3-hodisaga o'tiladi. Ushbu hodisaga ikkita
(1,3) va (2,3) ishlar kelganligi uchun:

ES3=max{ESi+ D"} = max{2 + 2,3+ 3} = 6.

i=1,2

Bu natija 3-hodisaning mos go'sh uchburchagini chap tarafiga
yozib qo'yilgan.

Shunga o'xshash amallar barcha j larda ESt lar topilishga
gadar davom ettiriladi. Natijada quyidagilarni hosil gilamiz:

ES4= max{£Si+ D} = max{3 + 2,6 + 0} =6
ES*, = max{ESi + D"\ = max{6 + 3,6 + 7} = 13
i=3,
ESq - _ma><5{ESi + -0} —max{6 + 2,6 + 5,13 + 6} = 19.
i=3,4 \
Aniglangan sonlar mos ravishda qo'sh uchburchaklarning o'ng
tarafiga yozib chigiladi. Shu bilan to'g'ri o'tish yakunlanadi.
Teskari o'tish tarmoq grafigining oxirgi hodisasidan boshlana-
di. Bunda asosiy maqsad i-hodisaga kiruvchi barcha ishlarning

eng kech vagtlari LSi aniglashdir. Tarmoq grafining oxirgi hodi-
sasi n bo'lsin va i —n bo'lsa, u holda LSn = ESn bo'ladi, ya’ni
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teskari o'tishning boshlanishi hisoblanadi. Umuman, ixtiyoriy i
hodisa uchun:
LSi = min{LiSj —D"}
J

barcha (i, j ) lar uchun, bo'ladi.
Har bir hodisaning mos qo'sh uchburchaklarini birinchi uch-
burchagiga LS sonlari yozib chigiladi:

LSq= ES§ = 19,
LSro= LS6- Dse= 19- 6= 13,
LSA= min{LS3- D4j} = min{13- 719 - 5} = 6,

LS- - min {LS, —D:i,} = min{6 —0,13 —3,19 - 2} = 6,

Shu bilan teskari o'tish hisoblandi.

Endi to'g'ri va teskari o'tishlardan foydalanib kritik yo'lni
aniglash mumkin. (i,j) ish kritik yo'lga tegishli bo'lishligi uchun,
quyidagi uchta tenglik o'rinli bo'lishi kerak:

(2.1)

(2.2)
(2.3)

Bu shartlar, aslida shuni bildiradiki, kritik ishning zaxira vaqt-
lari bo'lmaydi. 2.9-rasmda kritik yo'l (0, 2), (2,3), (3,4), (4,5)
va (5,6) ishlardan iboratdir. Kritik yo'l butun dasturni
eng gisqa davomiyligini ta’minlab beradi. E’tibor beramiz-
ki, (2,4), (3,5), (3,6) va (4,6) ishlar (2.1) va (2.2)-tengliklarni
ganoatlantiradi, ammo (2.3)-tenglikni ganoatlantirmaydi. Shu
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sababli ular kritik ishlar emas. Eslatib o'tamiz kritik yo‘l bosh-
lang'ich va oxirgi hodisalarni birlashtiruvchi uzluksiz ishlar zan-
jiridan iboratdir.

2-mashq. 2.9-rasmda keltirilgan tarmoq grafi uchun, quyidagi
hollarda kritik yo'l (yo'llar) aniglansin.

(@) Dgi = 4. [Javob:(0,2,3,4,5,6) va (0,1,3,4,5,6)].

(b) DX = 15 [Javob: (0,2,3,6)].

Zaxira vaqtlarini aniglash. Kritik yo'Ini aniglashda kritik
bo'Imagan ishlarning zaxira vaqtlarini bilish muhimdir. Tushu-
narliki, kritik ishlarning zaxira vaqtlari nolga teng, shuning
uchun, ham ular kritik ishlar deb ataladi.

Zaxira vaqtlarni aniglashdan avval har bir ishga bog'liq bo'lgan
ikkita muddat tushunchalarini kiritish lozim. Bular (LS) kech
boshlanish va (ES) erta tamomlash bo'lib, ular har bir (i,j) ish
uchun, quyidagi munosabatlar orgali aniglanadi:

LS~ = LSj —Dij, ES™ = ES, + D™

Zaxira vaqtlarining asosiy ikkita ko'rinishi farglanadi: (TF)
to1a zaxira va (FF) erkin zaxira.

(i,j) ishning to'la zaxirasi, bu ishning bajarilishi mumkin
bo'lgan maksimal vaqt oralig'i (LSj —ESi) bilan uning bajarilish
muddati (Dij) orasidagi farqg, ya’ni

TFij LSj —ESi —D~ = LSj —ESt] = LSI3—ESi.

Berilgan dasturda kritik yo'Ini va kritik bo'Imagan ishlarning
zaxira vagqtlarini aniglashning qulay usuli bu jadval ko'rinishda
ifodalashdir (2.2-jadval). Jadvaldagi sonlar yuqorida berilgan
formulalar orqgali oson topiladi. Ushbu jadvalda kalendar re-
jani (grafikani) aniglash uchun, barcha ma’lumotlar mavjud.
Ta’kidlaymizki, faqat kritik ishlar to'la nol zaxira vaqtga ega
bo'lishadi. Agar to'la zaxira nolga teng bo'lsa, erkin zaxira
ham nolga teng. Ammo aksinchasi to'g'ri emas, chunki Kritik
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bo‘Imagan ishning erkin zaxirasi nol bo'lishi mumkin. Masalan,
2.2-jadvalda (0,1) kritik bo'Imagan ishning erkin zaxirasi nolga
teng.

Erkin zaxira vaqti, barcha ishlar erta muddatda bajariladi
farazi orgali aniglanadi. Bu holda (i,j) ish uchun, FFt] migdor
ishning bajarilishi mumkin bo‘lgan vaqt (ESj —ESi) oralig‘i bi-
lan uning davomiyligi (Aj) orasidagi farg bilan aniglanadi, ya’ni

FFn3 = ESJL),_ ESi —Dj&.

2.2-jadval
Ai erta kech TFi3  FFij
(*J) dc:ivom ESi ESij LSA ESj tola  erkin
ishlar lik bosh  oxiri bosh oxiri Zaxira zaxira
@) @ e @ ®) Q) Y (®)
(0,1) 2 0 2 2 4 2 2
(0,2) 3 0 3 0 3 0 0
(1,3) 2 2 4 4 6 2 2
(2,3) 3 3 6 3 6 0 0
(2,4) 2 3 5 4 6 1 1
(3,4) 0 6 6 6 6 0 0
(3,5) 3 6 9 10 13 4 4
(3,6) 2 6 8 17 19 1 1
(4,5) 7 6 13 6 13 0 0
(4,6) 5 6 1 14 19 8 8
(5.6) 6 13 19 13 19 0

3-mashq. 2.2-jadvalda quyidagi ishlarning to‘la va erkin
zaxira vagtlari to‘g‘ri hisoblanganini tekshiring: (a) (0,1) ish;
(b) (3,4) ish; (c) (4,6) ish.

Kalendar rejani tuzish va zaxiralarni tagsimlash

Tarmog modelida olib borilgan hisoblashlarning yakuniy nati-
jasi kalendar grafigi (reja) bo‘lishi lozim. Bu grafik real vaqt
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shkalasiga nisbatan dasturni bajarish jarayonlarini amalga oshi-
rish imkonini beradi.

Kalendar grafikni qurishda zaxiralar hajmini hisobga olish
zarur, chunki ayrim ishlarni parallel bajarish, ishchi kuchining,
uskunalarning yoki boshga omillarning chegaralanganligi sababli,
imkoni bo‘lmasligi mumkin. Mana shu ma’noda, kritik bo'Imagan

ishlarning to'la zaxira vaqti ahamiyatlidir.
Kritik bo'lmagan ishlarni to'la zaxira vaqti doirasida u yoki

bu tomonga siljitish orgali zaxiralardan maksimal foydalanish-
ni kamaytirish mumkin bo'ladi. Ammo zaxiralar hajmiga chega-
ra bo'Imasa ham, to'la zaxira vagtlari, odatda, butun dasturni
bajarish muddati davomida, zaxiralardan foydalanishni mum-
kin gqadar tekkis tagsimlash uchun, xizmat giladi. Hagigatda, bu
bildiradiki, ishchi kuchiga (boshga zaxiralarga) nisbatan talab
vaqgt oraliglarida keskin farq gilganda dasturni ma’lurn sondagi
ishchilar tarkibi bilan tamomlash imkonini beradi.

Quyidagi konkret misolda tarmoq grafikni qurish keltirilgan.
Keyingi misolda esa dastur uchun, zaxiralardan ogilona foydala-
nish ko'rsatilgan.

2-misol. 2.9-rasmda keltirilgan dastur uchun, tarmoq grafik
qurilsin.

Tarmoq grafikni qurishdagi zarur ma’lumotlar 2.2-jadvalda
keltirilgan. Avval kritik ishlarning kalendar muddatlari (bajari-
lish vagtlari) aniglanadi. Keyin kritik bo'Imagan ishlarning erta
boshlanish muddatlari ES va oxirgi bajarilish muddatlari LS lar
topiladi. Tarmogq grafida kritik ishlar uzluksiz chiziglar orqali be-
rilgan. Kritik bo'lmagan ishlarning bajarilish muddatlar punktir
chiziglar yordarnida berilgan. Ya’ni, ushbu ishlarning kalendar
muddatlari punktir chiziq ichida. ixtiyoriy ravishda joylashgan
bo'lib, fagat ularning ketma-ketligi saglangan bo'lishi zarur.

2.9 va 2.10-rasmlarda keltirilgan misol uchun, kalendar grafik
xizmatini o'taydi. (3,4) ish fiktiv bo'lib, uni bajarish vaqti nolga
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teng, shuning uchun, u vertikal kesma bilan ifodalangan. Kritik
bo'Imagan ishlarning (punktir kesmalar) yugori gismiga yozilgan

sonlar ularning davomiyligiga mos keladi.
Kritik bo'Imagan ishlarning kalendar muddatlarini aniglashda-

gi to'la va erkin zaxira vaqtlarining roli quyidagi ikki umumiy
goida bilan izohlanadi.

1 Agar to'la va erkin zaxiralar vaqti bir-biriga teng bo'lsa, u
holda kritik bo'Imagan ishning kalendar muddatlarini uning erta
boshlanish va kech tamomlanish oraliglaridan ixtiyoriy ravishda

olish mumkin (2.10-rasmda punktir kesmalar).
2. Agar erkin zaxira vaqt to'ladan kichik bo'lsa, u holda kritik

bo'lmagan ishning boshlanish vaqtini, undan keyin keladigan ish-
larning kalendar muddatlariga ta’sir etmagan holda, erta bosh-
lanishga nisbatan erkin vaqt migdoridan katta bo'Imagan oraliq
vaqtigacha surish mumkin.

Ko'rilayotgan misolda 2-qoidani fagat (0,1) ishga nisbatan
go'llash mumkin, boshga ishlarning kalendar muddatlari 1-qoida
bo'yicha tanlanadi. Bunga sabab, (0,1) ishning erkin zaxira vaqti
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nolga teng. qilib, agar (0,1) ishning boshlanishi uning erta bosh-
lanish vaqti (t = 0) bo‘lsa, u holda undan keyin keladigan (1,3)
ishning kalendar muddatini erta boshlanish (t = 2) va kech ta-
momlash (t = 6) oralig'idan olish mumkin bo'ladi. Agar (0,1)
ishning boshlanish vaqgti t = 0 ga nisbatan surilgan bo‘lsa, (1,3)
ishning ham erta boshlanish vagti kamida shunchaga surilgan
bo'lishi zarur. Masalan, (0,1) ish t = 1vaqtda boshlangan bo'lsa,
uning tamom bo'lishi t = 3 vaqtga to'g'ri keladi, demak, bu hol-
da (1,3) ishning kalendar muddatini aniglash kerakki, natijada,
u [3,6] oraligda yotsin. Bunday hoi boshqa kritik bo'lImagan ish-
larga taallugli emas, chunki ularning to'la va erkin zaxira vaqtlari
ustma-ust tushadi. Bu natijani 2.10-rasm orgali oson tushuntirish
mumkin.

gilib, ishning erkin zaxira vaqti to'la zaxira vaqtidan kichik
bo'lsa, uning kalendar vaqtini aniglashtirishni undan keyin baja-
riladigan ishning boshlanish vaqtini hisobga olgan holda amalga
oshirish kerak. Bunday muhim ma’lumotni fagat tarmoq modeli
orgali olish mumkin.

Dasturni amalga oshiruvchi kalendar reja (grafik) tuzish kerak-
ki, natijada, dasturni bajarish davomida ishchi kuchiga bo'lgan
talab mumkin gadar tekis tagsimlangan bo'lsin. 2.11,a-rasmda
kritik bo'lmagan ishlarning bajarilish kalendar muddatlarini,
ularning erta vaqtlariga teng deb olingandagi ishchi kuchiga
bo'lgan ehtiyojlar keltirilgan (bu erta yoki chap kalendar reja
deyiladi), 2.11,b-rasmda esa eng kech vaqtlari olingandagi ishchi
kuchiga bo'lgan ehtiyoj (bu kech yoki o'ng kalendar reja deyila-
di). Punktir chiziglar bilan kritik ishlarning ehtiyojlari belgilan-
gan bo'lib, u dasturni minimal vaqtda tamomlash uchun, albatta
bajarilishi zarur (ta’kidlaymizki, (0,1) va (1,3) ishlarni bajarish
uchun, ishchi kuchi talab etilmaydi).

4-mashq. Quyidagi misollarda kritik bo'lmagan ishning to'la
va erkin zaxira vaqtlari (TF va FF) hamda uning davomiyligi
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berilgan. Ishning erta boshlanish vaqtiga nisbatan boshlanishi-
ni maksimal kech qolish vaqgtini aniglang. Bunda, keyin bajari-
ladigan ishlarning kalendar muddatlari erta boshlanish va kech
tamom bo'lish oralig‘ida yotishi mumkin:

(@ TF —10,FF = 10, D —4[Javob: kechikish = 10];

(b) TF = 10,FF = 5,D = 4[Javob: kechikish = 5];

() TF = 10,FF =0, D = 4[Javob: kechikish = (QJ;

(d TF —10,FF = 3,D = 4[Javob: kechikish = 3].

3-misol. Faraz qilaylik, 3-misolda turli ishlarni bajarish
uchun, quyidagicha ishchi kuchlari talab etilsin.

2.S-jadval
sl e s s
0.1) 0 (3.5) 2

02) 5 (3.6) !

(1.3) 0 (4.5) 2

2.3) 7 (4.6) >

2.4) 3 (5.6) 6

Dasturni amalga oshirish uchun, kritik ishni bajarishda kami-
da 7 ishchi kuchi talab etiladi. Kritik bo'Imagan ishlarni erta
kalendar rejasida maksimal ishchi kuchi soni 10 ta, kech kalen-
dar rejada esa 12 ta. Bu misol yaqqol ko'rsatadiki, zaxiralarga
bo'lgan maksimal talab miqdori kritik bo'Imagan ishlarning za-
xira vaqgtlaridan ganday foydalanishga bog'liq ekan.

2.11-rasmdan ko'rinib turibdiki, kritik bo'Imagan ishlarning
zaxira vaqtlari ganday tagsimlanishidan qgat’i nazar ishchi kuchi-
ga bo'lgan maksimal talab 10 tadan kichik bo'lmaydi, chunki
kritik ishning bajarilish oralig'i bilan kesishadi.
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Erta kalendar rejada ishchi kuchiga bo'lgan talab grafini
yaxshilash mumkin, bunga (3,5) ishning kech kalendar mudda-
faini olib, (3,6) ishni bevosita (4,6) ishdan keyin boshlash orgali
crishiladi. Bu yangi grafik 2.12-rasrnda ko'rsatilgan, unda ishchi
kuchiga bo'lgan ehtiyoj ancha tekis tagsimotga egadir.

10-

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 24t

2.12-rasm
Ayrim dasturlarda magsad nafagat zaxiralarni tekis taqsim-

lash. balki maksimal ehtiyojni ma’lum bir chegarada ushlab tu-
rish masalasi qo'yilgan bo'lishi ham mumkin. Agar bu maqgsadga
kritik bo'Imagan ishlar hisobiga erishishning iloji bo'Imasa, za-
xiralarga bo'lgan talabni ayrim kritik ishlarning davomiyligini
uzaytirish orgali kamaytirish kerak bo'ladi.
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Matematik giyinchilik sababli, hozircha zaxiralarni tekis tag-
simlashning optimal masalasi yechilmagan, ya’ni dasturni baja-
rish davomida zaxiralarga bo'lgan maksimal ehtiyojni minimal-
lashtirish. Shu sababli yuqoridagiga o*shash evristik usullar-
dan foydalanishga to‘g‘ri keladi. Bu usullarning barchasi kritik
bo'Imagan ishlarning zaxira vaqtlaridan foydalanish goidasiga
asoslangan.

5-mashq. Faraz gilaylik, 4-misolda (0,1) va (1,3) ishlarni ba-
jarish uchun, mos ravishda 8 va 2 ta ishchilar kerak bo'lsin. Quyi-
dagi hollarning har biri 2.11-rasmda ganday o‘zgarish sodir gila-
di?

a). Har ikkala ishda ham kalendar muddatining boshlanishi
sifatida erta vaqgt olinadi. [Javob. 0 < t < 2 intervalda ishchi
kuchiga bo'lgan talab 13 gateng, 2< £< 3da- 7,3< £< 4
da —12].

b). Har ikkala ishda ham kalendar muddatining boshlanishi
sifatida kech vaqt olinadi. [Javob. 2 < t < 3 intervalda ishchi
kuchiga bo'lgan talab 13 gateng, 3< £<4da —15 4< £< 6
da —12].

Dasturlarning kalendar rejasini tuzishda anigmasliklar va
sarflar ham hisobga olinishi mumkin.

Dasturni amalga oshirish jarayonini boshqarish

Ayrim hollarda kalendar reja tuzilgandan so'ng, tarmoq mo-
deli keraksiz bo'lib goladi deb o'ylaydiganlar topiladi. Ammo bu
juda ham noto'g'ri fikrdir. Dasturni bajarish davomida tarmoq
modeli katta foyda keltirishi mumkin.

Rejalashtirish bosgichida kalendar reja tuzilgan bo'lsa ham,
dasturni bajarish bosgichida bunga amal qilish kamdan-kam
uchraydi. Odatda, ayrim ishlar aniq shart-sharoitlarda kalendar
rejaga nisbatan tezroq yoki sekinroq bajariladi. Kalendar rejadan
bunday chetga chigishlar dasturning golgan gismi uchun, yangi

342



kalendar reja tuzishni tagoza etadi. Dasturni bajarilish jarayonini
nafaqat kalendar reja, balki tarmoq modelida ham aks ettirish lo-
zim. Kalendar reja ishlarni 0z vaqtida bajarilayotganini nazorat
gilishda foydalaniladi.

Biror ishning kech boshlanishi dasturning golgan gismiga ta ™
siri tarmog modelida aniq ifodalanadi.

Faraz qilaylik, dasturni bajarish paytida ayrim ishlarni kech
boshlanishi sababli butunlay yangi kalendar reja tuzish talab
etiladi. Mavjud tarmoq modelidan foydalangan holda bu yangi
rejani ganday aniglab bo'ladi? Avval tarmoq grafiga tuzatish-
lar (yangilanish) kiritish kerak, masalan, tamomlangan ishlar-
ning davomiyligini nolga teng deb, gisman bajarilgan ishlarning
davomiyligini mos ravishda o'zgartirish zarur.

Bundan tashgari tarmoq grafida tarkibiy o'zgarishlarni ham
amalga oshirish kerak, ya’ni gandaydir sabablar bilan keraksiz
bo‘lib golgan ishlarni chigarib tashlash, avval kerak bo'Imagan,

ammo kelajakda zarur bo'lib golgan ishlarni kiritish.
Shundan so'ng odatdagi hisoblashlar yordarnida yangi kalendar

rejani tuzish va dasturni davom etish vaqtini aniglash mumkin
bo'ladi. Kalendar rejani yangisiga almashtirish vaqti kelguncha
bunday ma’lumotlarni bilish katta ahamiyatga ega. Haqiqiy ho-
latda esa kalendar rejani tez-tez almashtirish, odatda, dasturni
boshlang'ich bosqichida bajariladi. Shundan so'ng uni bajarish
jarayoni turg'un holatga o'tib, kalendar rejani tuzatishlar soni
keskin kamayadi.

Tarmog modelida hisob olib borish soddaligi bilan ajralib
turadi, bundan tashgari murakkab dasturlarning kalendar re-
jasini tuzishda juda muhim ma’lumotlarni beradi. Shu sababli,
tarmoq usullari amaliyotda katta mashhurlikka ega. Bu usullar-
ning effektivligini ta’minllaydigan omillar ularning algoritmlari
va maxsus tizimlari yaratilgandadur. Ular dasturlar tarmoq
modellarini tahlil gilish va to'g'rilash xususiyatiga ega.



3-8. Maksimal ogim

To‘rda maksimal ogimni topish chizigli dasturlash masalasi
kabi yechilishi mumkin. Ammo uning maxsusliklarini hisobga
olgan holda turli effektiv yechish usullari taklif etilgan. Agar
boshlang'ich parametrlarning qiymatlari butun sonlardan iborat
bo'lsa, bu usullar yordamida topilgan yechim (ogim, maksimal
ogim) ham butun sonlardan tashkil topgan bo'ladi.

Ma’lumki, chizigli dasturlash masalasining yechimi uchun,
bunday xulosa har vagt ham o'rinli emas. Maksimal ogim hagida
ma’lumot berishdan avval, to‘r tushunchasini kiritaylik.

1-ta’rif. Tugun nugqtalar (uchlar, doirachalar) va ularni bir-
lashtiruvchi yoylar (kesmalar, chiziglar, girralar, bo'g'inlar)
to'plamiga toV deb ataladi.

Bu yerda, har bir yoyga manfiymas hagigiy son mos go'yilgan
bo'lib, u shu yoyning o ‘tkazish quvvati deyiladi. Bu, masalan,
trubaning diametri, ko'ndalang kesimi yuzasining giymati yoki
ushbu kesimdan vaqt birligida o'tadigan maksimal suyuqlik mig-
dori bo'lishi mumkin.

Yoyga strelka yordamida yo'nalish Kiritilgan bo'lsa, bunday
yoy yonaltirilgan yoy deb ataladi, aks holda yo"altirilmagan
deyiladi.

Ammo yo'naltirilmagan yoyni ikkita yo'naltirilgan yoyga ek-
vivalent ravishda almashtirish mumkin. Bu quyida sxematik ra-
vishda tasvirlangan (3.1-rasm):

© - © ® N== @
3.1-rasm

Bundan kelib chigadiki, to'rdagi barcha yoylarni yo'naltirilgan
yoylarga keltirish mumkin. Umuman, barcha yoylari yo'nalishga
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ega bo'lgan to‘r yonaltirilgan tor deb ataladi. To'rning tugun
nuqtalari N.t bilan belgilanadi, bu yerda %mos tugun nugta-
ning ragamini bildiradi. N.Ltugun nugtadan Nj tugun nuqta-
ga yo'naltirilgan yoy AtJ bilan belgilanadi. Agar to'rning tugun
nugtalari to'plamini ixtiyoriy qilib X va X to'plam ostilariga
ajratilganda yoki AtJ, yoki A]l yoy mavjud bo'lsa, bu yerda
Ni £ X, Nj £ X, bunday to'r boglangan deyiladi. To'rda ikkita
uch alobida ajratib ko'riladi: ulardan biri N's bilan belgilanib, u
manba (boshlanish), ikkinchisi —Nt quyilish nuqtasi deb ataladi.
Har bir yoyning quvvati brj bilan belgilanib, uning giymati mos
Aij yoyning yoniga yoziladi.

Bu yerda, agar to'rni biror suv ogimi tizimi deb olinsa,
u holda, yoylar trubalarni, uchlar trubalarning bir-biriga ula-
nish joylarini, ularning o'tkazish quvvati, masalan, trubaning
ko'ndalang kesimini bildirishi mumkin. Oqim esa truba ichidan
o'tayotgan suyuqlik migdori bo'lishi mumkin. gilib, umumiy ma-
sala quyidagicha qo'yiladi: manbadan quyilish nugtasiga maksi-
mal gancha miqdorda suyuqlik o'tkazish mumkin?

Quyidagi sodda to'rni garaylik 3.2(a)-rasm. Bunda, tushunarli-
ki, maksimal ogim (suyuglik miqgdori) barcha yoylarning minimal
o'tkazish quvvatiga teng. ya’ni w —min bij. qilib, to'rning eng tor

joyi topilib, uning o'tkazish quvvati(y)maksimal ogim migdoriga
teng bo'lar ekan. Maksimal ogimni topish algoritmlarining bar-
chasi, to'rning shu eng tor joyini va uning o'tkazish quvvatini
aniglash g'oyasiga asoslangan.

X va X lar barcha tugun nuqtalar to'plamiga nisbatan o'zaro
bir-birini to'ldiruvchi to'plam ostilari bo'lsin, bu yerda Ns £ X
va Nt £ X shartlar bajarilishi talab etiladi.

2-ta’rif. X bilan X ni, yoki aksincha X bilan X ni birlash-
tiruvchi yoylar to'plamiga X va X juftlikka mos keluvchi kesim
deb ataladi va (X ,X) bilan belgilanadi.
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Ta’rifga asosan: (X, X) = {At] : JV ,£1l, Nj GX ,yoki G
X, M- GX}.

(a) (6)
3.2-rasm

3-ta’rif. Quyidagi Yl bij sonsa (X,X) kesimning o ‘tkazish
Njex
quvvati deb ataladi va C(X, X) bilan belgilanadi.

Bevosita kesimning o'tkazish quvvati tarifidan kelib chigadiki,
umuman olganda C(X, X) » C(X, X). 4.2(b)-rasmda agar X =
{A", A"}, X = {Ai, A, Nt} olinib kesim (X, X) tuzilsa, uning
o'tkazish quvvati C(X, X) = bs\ + 623+ &t = 3+ 3+ 2 =8 ga
teng bo‘ladi. (X, X) kesimniki esa C(X, X) = bj2= 3 ga teng.

O'tkazish quvvati eng kichik bo'lgan kesim minimal kesim deb
ataladi. Shu minimal kesim to'rning eng tor joyini aniglaydi.

Bundan keyin biz fagat yo'naltirilgan va bog'langan to'rlarni
garaymiz. Demak, berilgan to'rda maksimal ogimni topish asosiy
masala hisoblanadi. Quyidagi tushunchalar kiritiladi:

NVAIZN2A2ZNz... NmHAM L T (3-1)

biror tolrdagi uchlar va yoylar ketma-ketligi bo'lsin.

4-ta’rif. Agar barcha Aa+i yoylar yo'naltirilgan yoy bo'lsa,
(3.1)-ketma-ketlik zanjir deb ataladi.

Demak, zanjir bo'yicha harakat, fagat yoylarning yo'nalishi
bo'yicha bo'lar ekan.

5-ta’rif. Agar yoki Alt+, yoki AtHi yoy yo'naltirilgan bo'lsa,
(3.1)-ketma-ketlik yo1 deb ataladi.
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Demak. yo‘l bo'yicha harakat yoylarning yo'nalishiga garama-
garshi ham bo'lishi mumkin ekan. Shuni ta’kidlaymizki, zanjir
har vaqt yo'l bo'ladi, ammo yo'ldan zanjirni hosil gilish uchun,
undagi ayrim yoylarning yo'nalishini o'zgartirish kerak bo'lishi
mumkin.

6-ta’rif. Agar (3.1)-zanjirda Ny = Nmtenglik bajarilsa, u sikl
deb ataladi.

Demak, siklda biror uchdan chigib, yoy yo'nalishi bo'yicha
harakat gilinib yana boshlang'ich uchga gaytib kelingan bo'lishi
kerak.

Y

3.3-rasm

Bizga 3.2(b)-rasm ko'rinishda 5 ta uchdan iborat bo'lgan
yo'naltirilgan to'r berilgan bo'lsin. Uning tugun nugta-
lari va yoylari yordarnida ketma-ketliklarni tuzamiz, bunda:
NaAsiNiAi2N2A23N3 - zanjirni, N2A23N3A13N1- yo'Ini tash-
kil giladi, ammo A" yoy ~31 yoyga almashtirilsa, yo'l zanjirga
aylanib qoladi; N1A12N2A23N3A31N 1 —sikIni tashkil giladi.

Asosiy masala bo'lgan maksimal ogimni aniglash uchun, ogim
tushunchasini kiritamiz.

7-ta’rif. Ns manbadan Nt quyilish nugtasiga olib boruvchi
ogim deb, quyidagi shartlarni ganoatlantiruvchi nomanfiy {xy-}
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hagigiy sonlar to'plamiga aytiladi:

-wW, agarj =s,
0, agarj " s,t (3.2)

W, agarj =t

bu yerda birinchi yig'indi Atl yoylarni tashkil etuvchi barcha N,
tugun nuqtalar bo‘yidia, ikkinchi yig‘indi esa Ajk yoylarni tash-
kil etuvchi barcha Nk tugun nuqgtalar bo'yicha hisoblanadi. Bun-
dan tashqgari, barcha A yoylar uchun, 0 < xtJ < bij tengsizlik
o'rinli; manfiymas w soni ogim kattaligi, X\ —AtJ yoyning oqji-
mi deyiladi. (3.2)-tenglikning birinchisi (bunda ~Y 2x.ij = ~w)

Ns manbadan chiggan, uchinchisi (bunda Y2 xit = w) quyi-

i

lish nuqgtasiga kelgan ogim miqgdorlarini bildiradi, ikkinchi tenglik

Nj tugun nuqgtaga kelgan ogim rnigdori Y2 xij bilan ketgan ogim
i

rniqdori —le xjk orasidagi fargni bildiradi (gancha kelgan bo‘lsa

shuncha ketadi, shu sababli bu farq nolga teng).
Magsad funksiya esa quyidagi ko'rinishda bo'ladi:

w = xsj, yoki w=Y'jxit.
j i

1-teorema. (Maksimal ogim va minimal kesim haqgida). Ix-
tiyoriy to'rda Ns manbadan Nt quyilish nuqtasiga olib boruvchi
maksimal ogim minimal kesimning o'tkazish quvvatiga teng.

Isbot. Isbot yoylarning o'tkazish quwatlari butun sonlar-
dan iborat bo'lgan holda keltirilgan, zero teorema yoylarning
o'tkazish quwatlari ixtiyoriy haqiqiy sonlar bo'lganda ham
o'rinlidir. Agar {xt§} (3.2)-shartlarni ganoatlantiruvchi ixtiyo-
riy ogim bo'lib, uning oqim Kkattaligi biror kesimning o'tkazish
quvvatiga teng bo'lsa teorema isbot bo'lgan bo'ladi. Aks holda,
quyidagi usul yordamida ogim lgggtaligi kamida bir birlikka katta-



lashtirib boriladi va natijada biror kesimning o'tkazish quvvatiga
teng bo'lib goladi.

Ixtiyoriy {%ij} (bunday oqimning mavjudligi ravshan,
masalan, {xt] = 0}) boshlang'ich ogimni olish bilan, quyidagi
usul yordarnida X tugun nugqtalar to'plamini quramiz:

a) NsG X;

b) agar Ni GX va bo'lsa, u holda Nj G X]

c) agar Ni G X va Xji > 0 bo'lsa, u holda Nj G X.

Bu X to'plamga tegishli bo'Imagan tugun nugqtalar to'plamini
X bilan belgilaymiz. X to'plamning tuzilishiga ko'ra, 2 ta hoi
bo'lishi mumkin.

1. Nt quyilish nuqtasi X ga tegishli bo'ladi.

2. Nt quyilish nugtasi X ga tegishli bo'ladi.

Ikkala holni alohida ko'rib chigamiz. Birinchi holda b) ga
asosan, X dan X ga o'tuvchi barcha (i,j) yoylar uchun, xtJ = btJ
tenglik bajariladi. Xuddi, c) ga asosan, x3i > 0 tengsizlikni gano-
atlantiruvchi yoy mavjud emas. Bulardan quyidagi kelib chigadi:

xij = = s w =o
NiEX  N&X Ni&X
NEX  NjSX NjCX

Demak, (X, X) kesim va {xy} ogim topildiki, ular uchun,

C(X,X) = 52 xij tenglik o'rinli bo'ladi. Bu holda teorema
NIi&X
Nj»

isbot bo'ldi.

Endi ikkinchi holni garaymiz. U holda, X ning aniglanishi-
ga asosan, Nsva Nt ni birlashtiruvchi Ns...NtAil+iNzH...Nt yo'l
borki, uning Au+\ yoyi uchun, yoki xu+i < bu+1, yoki x4 > 0
shartlardan biri bajariladi.

Bu yo'l orgali harakat gilinganda, uning ayrim yoylarini
yo'nalish bo'yicha (bular yo'lning to‘g ri yoylari deyiladi), ayrim-
larini yo'nalishga garama-qarshi bo'yicha (bular yo'lning teskari
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yoylari deyiladi) o'tiladi. £\ bilan to‘g‘ri yoylarga mos kelgan
bij — ayrimalarning eng kichigi, e2 bilan teskari yoylarga
mos kelgan Xji larning eng kichigi belgilangan bo'lsin. U holda
e = min(ci,e:2) musbat son bo'ladi.

Boshlang'ich ogim {xv } butun sonlardan (masalan, nollardan)
iborat bo'lganligi sababli, ravshanki £ ham butun musbat son
bo'ladi. U holda boshlang'ich ogimni £ ga oshirish mumkin. Bu-
ning uchun. to'g'ri yoylarning ogimini e ga oshiramiz, teskari yoy-
lar ogimini £ ga kamaytiramiz. Yangi hosil bo'lgan ogim (3.2)-
shartlarni ganoatlantiradi va bu ogim kattaligi £ ga ortadi. Shun-
dan so'ng gaytadan X to'plam quriladi.

Agar Nt quyilish nugtasi X ga tegishli bo'lsa, yuqoridagi usul
bilan ogim kattaligi oshiriladi. Minimal kesimning o'tkazish quv-
vati chekli son bo'lganligi va oqgim kattaligi har safar kamida
bittaga oshayotganligi sababli, chekli gadamdan keyin maksimal
ogim hosil gilinadi. Shu bilan teorema isbot bo'ldi.

So'zsiz, ixtiyoriy to'rda maksimal ogim kattaligi yagona anig-
lanadi. Ammo giymatlari maksimal ogim kattaligiga teng bo'lgan
bir nechta ogimlar bo'lishi mumkin. Shu bilan birga minimal ke-
simlar ham bir nechta bo'lishi mumkin.

Masalan, yuqoridagi 4.2 (b)-rasm to'rda X — {A"}, X =
{0Vi, N2, N3, Nt] va Y = {Ns,Nu N2 N3, NJ,Y =
{ATT} lar minimal kesimni tashkil etishadi va ular uchun,
C(X,X) = C(Y,Y) = 2 tenglik o'rinli. Shu bilan birga eng
katta ogim kattaligi ( w = 2)ni beruvchi maksimal ogim 3 ta:
{zsi xwn=f24= = 2,aria x34 =0}, {asi = x13 = 034 =
xn 2, xw = x24 = 0} va{asi = 2, x©2 = x2A= XBs=2z#4=
1, Xn = 2}.

2-teorema. Faraz qilaylik, (X ,X) va (Y, Y) lar minimal ke-
simlar bo'lishsin, u holda (X UY, X UY)va (X DY, X nY) lar
ham minimal kesimlar bo'lishadi.
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Isbot.

Agar X C Y bo'lsa, u holda X JY =Y, X C\Y — X
bo'ladi, bundan kelib chigadi: (X UY, X UY) = (Y,Y) va
(XDY, X nY) = (X, X), shu bilan teorema isbot bo'ldi.

Shuning uchun, faraz gilamiz X va 'Y lar kesishsin(iVs 6 X ,Y
bo'lganligi sababli kesishma bo'sh emas), u holda quyidagi bel-
gilashlarni kiritamiz (4.3(b)-rasm):

X nY =Q,x n¥ =s,xnY =P ,xnY =R.

Uholda Nse Q Nt GR, X = QUS, X =P UR,Y =
PUQ, Y =RUS.

C(Q,P) =~ bij bo'lsin. Qolgan C(Q,R), C(S,P) va
boshgalarni ham xuddi aniglaymiz.

(X, X) —minimal kesim, (Q,P UR U S) — kesim bo'lganligi
sababli C(X, X) < C{Q,PURUYS), yoki C(Q,P)+C(Q,R) +
C{S.P) + C(S.R) < C(Q,P) + C{Q,R) + C(Q,S), bundan
quyidagi

C(S,P) +C(S,R) <C(Q,S) (3.3

tengsizlik kelib chigadi. Ammo (7(X,X) < C(PUQUS), demak,
C(Q, P)+C(Q, R}+V(S, P}K7(S, R) < C{P,R)\C{Q, P)K7(5, R)
bundan

C(Q,P) + C(S,P) <C(P,R) (3.4)

tengsizlikni hosil gilamiz.
Xuddi shunga o'xshash C(Y,Y) < C(Q,P UR US) tengsiz-
likdan
C{P,R) + C(P,S) < C(Q, P) (3.5)

tengsizlikni va C(Y, Y) < C(P UQ U S, R) tengsizlikdan
C(P,S)+ C(Q,S) <C(S,R) (3.6)
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tengsizlikni hosil gilamiz. (3.3). (3.4), (3.5) va (3.6) tengsizliklarni
go‘shish bilan 2C(S, P) + 2C(P, S) < 0 tengsizlik hosil bo'ladi.
Lekin btJ > 0 bo'lganligi uchun:

C(S,P)=C(P,S)=0 (3.7)
bo'ladi. (3.7) ni (3.3), (3.4), (3.5) va (3.6) largaqgo'yish bilan quyi-
dagilarga ega bo'lamiz:

C{S,R)<C(Q,S),

C(Q,P) < C(P,R),

C(P,R) < C(Q,P),

C(Q,S)<C(S,R),
bulardan

C(S,R) = C(Q,S), (3-8)

C{Q,P) = C{P,R) (3-9)
kelib chigadi.

(3.7), (3.8) va (3.9) munosabatlardan quyidagi:

C{X, X) = C(Q,P)+C{Q,R)+C(S,R) =

=C(Q,P) +C(Q,R) + C(Q,S) =C{X n Y, XfTF),
C{X,X) = C{Q,P)+C(Q, R)+C(S,R) =

=C{P,R) + C(Q,R) + C{S,R) = C(X UY.JCUY)
tengliklarni hosil gilamiz. Teorema isbot bo'ldi.

Ma’lumki, minimal kesimlar soni bittadan ortiq bo'lishi mum-
kin. Undasavol tug'iladi, maksimal ogim minimal kesim hagidagi
teoremaning isbotidan kelib chigadigan minimal kesim ularning
gay biri bo'ladi? Faraz gilaylik, i =1 2, ..,m to'rdagi
barcha minimal kesimlar bo'lsin. Agar 1-teorema isbotidapn ke-
lib chigadigan minimal kesim (X, X) bo'lsa, u holda X —iI:I1Xi
bo'ladi.
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Bu da’voning isboti quyidagi murakkab bo'Imagan mulohaza-
lanlan kelib chigadi. 2-teorema natijasidan foydalangan holda,
matematik induksiyani qo'llab, (Xi fl .. D Xm, X\ n .. H [|J
ning minimal kesim ekanligini ko'rsatish mumkin.

Agar to'rdagi ogimning kattaligi C(X,X) ga teng bo'lsa, u
holda 1-teorema isboti davomida rekkurent ravishda aniglangan
X da X ning tugun nugqtasini belgilab bo'lImaydi. Shu sababli
Xi Iarningmhech biri X ning xos to'plam ostisi bo'laolmaydi.
Xususan, (| XI ham X ning xos to'plam ostisi bo'laclmaydi.

i=1
Amm?nx Xi larning birortasi bo'lishligi majbur ekanligidan

X = P| Xi kelib chigadi. Da’vo isbotlandi.
—1

Maksimal ogimni topish uchun belgi go‘yish usuli

Biz yugorida maksimal oqim hagidagi teoremani Kko'rib
chigdik, endi maksimal ogimni topish algoritmi bilan tanishib
chigamiz. Malumki, maksimal ogimni topish masalasini chizig-
li dasturlash masalasiga keltirib ham yechish mumkin. Ammo
bunda har vaqt ham maksimal ogim kattaligi to'g'ri chigaver-
maydi. Belgi go'yish usuli bundan mustasno. Agar yoylarning
o'tkazish quvvatlari butun sonlardan iborat bo'lsa, bu usul yor-
damida anigqlangan maksimal ogim kattaligi ham mugqarrar bu-
tun son bo'ladi. Belgi go'yish usuli biror boshlang'ich ogimdan
boshlanib, keyin yangi yo'l topish va bu yo'l orgali go'shimcha
ogim jo'natish g'oyasiga asoslangan. Bu "belgi go'yish" qoidasi
bilan amalga oshiriladi. Ya’ni, uchlar maxsus belgilanib, u gaysi
yoy ogimini ganchaga kattalashtirish mumkinligini ko'rsatib be-
radi. Qo'shimcha ogim jo'natish mumkin bo'lgan yo'l topilgan-
dan so'ng, bu ogim migdori aniglanadi. Shundan keyin awalgi
ogim kattalashtiriladi va uchlardagi belgilar o'chirib tashlanadi.
Yangi hosil bo'lgan to'rda uchlarga yana belgilar go'yilib chiqi-
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ladi va hokazo. Maksimal ogimni topish uchun, belgi go‘yish ef-
fektiv usullardan biri hisoblanadi. Bu usulni go‘llash natijasida
maksimal ogimning kattaligi va minimal kesim aniqlanadi. Ush-
bu algoritm ikki gadamdan iborat: 1-gadamda uchlar belgilanib
chigiladi, 2-qadamda oqim rnigdori Kkattalashtiriladi. Maksimal
ogim topilgunga gadar bu ikki gadam ketma-ket gaytariladi.

Biror boshlang'ich (masalan, Xij = 0) ogim tanlab olingan
bo‘lsin. Agar bu maksimal ogim bo‘lmasa, quyidagi gqadamlarni
bajarish kerak bo‘ladi.

1-qadam (Belgi go‘yish qoidasi).

Ixtiyoriy tugun nuqta quyidagi uchta holatdan birida bo'ladi:
a) belgilanmagan; b) belgilangan ko'rib chigilmagan; c) belgi-
langan va ko‘rib ehigilgan. Qoidani go‘llash arafasida barcha tu-
gun nuqtalar belgilanmagan, ya’ni a) holatda bo‘lishadi. Tugun
nuqgtalarning belgilari ikki gismdan iborat bo‘ladi, birinchi bel-
gi gayerdan yoki gayerga, ikkinchi belgi gancha migdorda ogim
jo‘natish mumkinligini bildiradi.

Qoida qo'llash boshlanishida Ns manba [s+,00) belgini oladi,
bu bildiradiki, Ns dan Ns ga ixtiyoriy migdorda ogim jo'natish
mumkin.

Shundan so‘ng Ns belgilangan va ko'rib chigilmagan, ya’ni b)
holatga o'tadi. Umuman, ixtiyoriy belgilangan, lekin hali ko'rib
chigilmagan Nj tugun nuqtani olamiz, uning belgisi [i+,e(j))
bo'lsin. Nj ga go'shni bo'lgan, ammo belgisi yo'q Nk tugun nug-
tani olamiz, uning uchun, xjk < bjk bo'lsin, unda Nk ni \j+, e(fc)),
bu yerda e(k) = min[e{j),bjk~Xjk\ bilan belgilaymiz.

Mabodo, Xkj > 0 bo'lsa, Nk tugun nuqtani \j~,e(k)) bilan
belgilaymiz, bu yerda e(k) = min[e(j), x"].

Qoida bilan Nj ning go'shni tugun nugqtalari bo'lgan barcha
Nk lar ko'rib chigiladi, shundan so'ng Nj belgilangan va ko'rib
ehigilgan, ya’ni 3) holatga o'tib goladi. Bunda, ayrim qo'shni tu-
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gun nugtalar belgi olmasligi ham mumkin. Belgi go‘yish qoidasini
go'llash natijasida quyilish nuqgtasi Nt biror belgiga ega bo‘ladi
yoki belgi olmaydi. Oxirgi holda maksimal ogim topilgan bo‘ladi
va hisoblash to xtatiladi. Agar Nt biror belgi olgan bo‘lsa, keyingi
2-gadamga o'tiladi.

2-gadam. (Ogim Kkattaligini oshirish qoidasi). Faraz qilaylik,
quyilish nuqtasi Nt [k+,e(t)) belgiga ega bo'lsin. U holda awalgi
ogim xkt ni xkt + £(t) ga almashtiramiz va Nk tugunga nuqtaga
o'tamiz. Mabodo, Nt [k~,e(t)) belgiga ega bo'lsa, u holda av-
valgi ogim xIk ni xtk —e(t) ga almashtiramiz va bunda ham Nk
tugun nuqtaga o'tamiz. Agar Nk tugun nuqta | +;e(k)) belgiga
ega bo'lsa, Xjk ni xjk + e(t) ga almashtiramiz.

Mabodo, u \j~,e(k)) belgiga ega bo'lsa, uning awalgi ogimi
Xjk — e(t) ga almashtiriladi. Shu qoida qo'llanilishi natijasida
manba Ns ga yetib kelinadi. Boshga yoy ogimlari eski holatda
—o0'zgarmasdan qoldiriladi. Shundan so'ng barcha tugun nuqta-
larning belgilari o'chirib tashlanadi va hosil bo'lgan yangi ogim
boshlang'ich ogim sifatida olinib 1-qadamga o'tiladi.

1-misol. Misol sifatida 3.4(a)-rasmdagi to'rni garaymiz. Bosh-
lang'ich ogim = 0 bo'lsin. Bu yoy ogimlari mos ravishda yoy-
ning o'tkazish quvvatidan keyingi vergul belgisidan so'ng yozib
go'yilgan. 1-gadam —belgi qo'yish goidasiga asosan Ns manba
[st+,0c) bilan belgilanadi. Ns ning ikkita N\, N2 go'shni tugun
nuqtalari bo'lib, ular uchun, bsi = 3 > xsi = 0, bs2 = 2> xs2 =0
tengsizliklar o'rinli, shu sababli N\ va N2 tugun nugqtalar [s+,3),
[s+,2) bilan mos ravishda belgilangan. Endi ikkinchi b) holatdagi
N2 tugun nuqtani olamiz. Uning 4 ta qo'shni tugun nugtasi bor:
Ns, Ni, Ns, Nt. Ammo Ns, Ni tugun nuqtalarning belgilari bor.
N~ tugun nuqgta uchun, bes = 2 > x26—0 tengsizlik bajarilganligi
sababli u [2+,2) belgini oladi. Xuddi Nt quyilish nuqtasi uchun,
b2 = 3 > x2 = 0 tengsizlik o'rinli bo'lganligi sababli, [2+,2)



belgini oladi. Bularning barchasi 3.4(a)-rasmda ko'rsatilgan. Nt
quyilish nuqtasi p+,2) belgiga ega bo'lganligi uchun, 2-gadam,
ogim kattaligini oshirish qoidasiga o‘tamiz.

Ushbu qoidaga asosan, e(t) = 2 bo'lganligi sababli, Ns man-
bani Nt quyilish nuqtasi bilan birlashtiruvchi yo1 mavjudki (ay-
nan u: NsAs2N2A2tNt), u orgali e(t) = 2 qgo‘shimcha ogim
jonatish mumkin. Shunga ko‘ra ushbu yo'l yoylarining ogimlari
giymatlari 2 ga oshirilgan. Qolgan yoylarning ogim kattaliklari
o'zgartirilmagan. Bu o'zgarishlar 3.4(b)-rasmda aks ettirilgan.

Endi oxirgi hosil bo'lgan ogimni boshlang'ich ogim sifatida olib
1-qadamga o'tamiz.

1-gadam goidasiga asosan Ns manba js+,00) belgini oladi.
Uning qo'shni tugun nuqtasi N2 uchun, bs2 = xs2 = 2 bo'lganligi
sababli bs2 > xs2 tengsizlik bajarilmaydi va A% yoy yo'q. Shu-
ning uchun, N2 tugun nugqta belgi olmaydi. Ikkinchi go'shni tugun
nuqgta Ni uchun, bs\ = 3 > xsi = 0 tengsizlik o'rinli, shu sababli
u [s+,3) belgini oladi. Endi ikkinchi holatdagi N\ tugun nugqta-
ning go'shni tugun nugqtalari bo'lgan N2, A3 larni garaymiz. N2
tugun nuqta uchun, 612 = 3 > xi2 = 0 tengsizlik bajarilganligi
uchun, u [I+,3) belgini oladi. A3 tugun nuqta uchun, 3 = o
tenglik o'rinli bo'lganligi sababli u belgi olmaydi.

Endi ikkinchi b) holatdagi N2 tugun nugtani olamiz, uning
go'shni tugun nugqtalari A3, Nt lar bo'lib, ular uchun, mos ra-
vishda &3 = 2 > £23 = 0, b2 = 3 > x2 = 2 tengsizliklar ba-
jariladi. Shu sababli, ular mos ravishda o+,2) f+, 1) belgilarni
oladi. Bularning barchasi 3.4(b)-rasmda ko'rsatilgan.

Bu yerda Nt quyilish nuqgtasi [2+,1) belgiga ega bo'lganligi
uchun, Ns manba bilan Nt quyilish nuqtani birlashtiruvchi yo'l
mavjudki, (aynan u: NsAsiNiAi2 N2 A2tNt), u orqali e(t) = 1
go'shimcha ogim jo'natish mumkin. Buni amalga oshirish uchun,
2-gadam, oqim Kattaligini oshirish qoidasiga o'tamiz.
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3.4-rasm

Ikkinchi gadam qoidasiga asosan, yugorida topilgan yo'l or-
gali go'shimcha 1 ogimni jo'natamiz. Bu holat 3.5(a)-rasmda
ko‘rsatilgan.

Yana 1l-gadamga o‘tib tugun nuqtalarni belgilaymiz. Ushbu
gadam qoidasiga asosan Ns manba (s+,00) belgini oladi. Uning
go'shni tugun nuqtasi N2 uchun, bs2 = xs2 = 2 bo'lganligi sababli
bs2 > xs2 tengsizlik bajarilmaydi va A 2syoy yo‘q. Shuning uchun,
N2 tugun nugta belgi olmaydi. Ikkinchi go‘shni tugun nuqgta A\
uchun, &i = 3 > xsi = 1tengsizlik o'rinli, shu sababli, u [s+,2)
belgini oladi. Endi ikkinchi holatdagi N+ tugun nuqtaning go'shni
tugun nugqtalari bo'lgan N2, A3 larni garaymiz. N2 tugun nug-
ta uchun, 612 = 3 > X12 = 1 tengsizlik bajarilganligi uchun, u
[1+,2) belgini oladi. A3tugun nuqta uchun, £31 = o tenglik o'rinli
bo'lganligi sababli, u belgi olmaydi. Endi ikkinchi b) holatdagi
N2 tugun nugtani olamiz, uning qo'shni tugun nuqtalari A3. Nt
lar bo'lib, ular uchun, mos ravishda b2z =2 > xx =0, b2 =3 =
X2 = 3 munosabatlar bajariladi. Shu sababli, A3 tugun nugta
[2+,2) belgini oladi. A3 tugun nugtaning go'shni tugun nugqtasi
Nt bo'lib & = 1> x"t = 0 tengsizlik bajariladi, demak, u [3+, 1)
belgini oladi. Bularning barchasi 3.5(a)-rasmda ko'rsatilgan. Bu
yerda Nt quyilish nugtasi [3+, 1) belgiga ega bo'lganligi uchun, Ns
manba bilan Nt quyilish nugtani birlashtiruvchi yo'l mavjud (ay-
nan u: NsAsiNiAi2N2A23NsAstNt) u orgali e(t) —1 go'shimcha
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ogim jo‘natish mumkin. Buni amalga oshirish uchun, 2-qadam,
ogim kattaligini oshirish goidasiga o‘tamiz.

2-gadam qoidasiga asosan NsAsiNiAi2N2A23ArA .uNt) yol or-
gali e(t) = 1 birlik go‘shimcha ogim jo‘natamiz. Bu o'zgarish
3.5(b)-rasmda ko'rsatilgan.

Endi 1-gadamga o'tib, tugun nuqtalarni belgilashni amalga
oshiramiz. Ushbu gadam goidasiga asosan Ns manba [s+.00) bel-
gini oladi. Uning go'shni tugun nugtasi N2 uchun, b2 = xs2 = 2
bo'lganligi sababli bs2 > xs2 tengsizlik bajarilmaydi va A2s yoy
yo'q. Shuning uchun, N2 tugun nuqta belgi olmaydi. Ikkinchi
go'shni tugun nugta N\ uchun, bsi = 3 > xs\ =2 tengsizlik
o'rinli, shu sababli u [s+, 1) belgini oladi.

3.5-rasm

Endi ikkinchi holatdagi N\ tugun nuqgtaning go'shni tugun
nuqtalari bo'lgan N2, jV3 larni garaymiz. N2 tugun nuqgta uchun,
612 = 3 > X2 = 2 tengsizlik bajarilganligi uchun, u [1+,1)
belgini oladi. N3 tugun nuqta uchun, £31 = o tenglik o'rinli
bo'lganligi sababli, u belgi olmaydi. Endi ikkinchi b) holatdagi
N2 tugun nugtani olamiz, uning qo'shni tugun nugqtalari jV3, Nt
lar bo'lib, ular uchun, mos ravishda b23 = 2 > x23 = 1, b2t =
3 = x2 = 3 munosabatlar bajariladi. Shu sababli, iV3 tugun nug-
ta [2+,1) belgini oladi. iV3 ning qo'shni tugun nuqtasi Nt bo'lib
bst = 1 = xzt = 1 tenglik bajariladi, demak, u belgilanmaydi.
qgilib quyilish nuqgtasi Nt belgiga ega emas. Bu degani, hisoblash
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to'xtatiladi, maksimal oqim kattaligi aniglandi: w = 4. Shu bilan
birga minimal kesim ham topildi: X — {Ns, iVL, j\2, iV3}, X =
{Nt}, {X,X) = {A2t, Ast}. Bularning barchasi 3.5(b)-rasmda
ko'rsatilgan. Ta’kidlaymiz: C(X,X) = 4.

2-misol. Endi, yugoridagi 1-misol uchun, boshlang'ich ogim
quyidagicha berilgan bo'lsin: xs\ —o, Xxs2 = 2, Xi2 = 2, X2%= 2,
X21 = 2, X381 = 2, = 0, buni 3.6(a)-rasmda berilgan to‘rda
ifodalaymiz.

1-gadam —belgi qo‘yish goidasiga asosan Ns manba [s+,00)
bilan belgilanadi. N's ning ikkita Ni, N2 qo'shni tugun nuqtalari
bo‘lib, ular uchun, bs1 = 3 > rcsi = 0, bs2 = 2 = Xs2 = 2 munosa-
batlar o'rinli, shu sababli Ni tugun nuqta [s+,3) bilan belgilan-
gan. N2 tugun nuqta belgi olmaydi. Endi ikkinchi b) holatdagi
Ni tugun nugtani olamiz. Uning 2 ta qo‘shni tugun nugqtasi bor:
N2, iV3. iV3 tugun nugta uchun, x32 = 2 > 0 tengsizlik bajar-
ilganligi sababli u [1~, 2) belgini oladi. Xuddi N2 tugun nuqta
uchun, 612 = 3 > xf = 2 tengsizlik o‘rinli bo‘lganligi sababli,
u [1+, 1) belgini oladi. Ikkinchi b) holatdagi N2 tugun nugtaning
belgisi yo‘q bo'lgan Nt ni olamiz. Uning uchun, b2 —2>> x21 = 2
tengsizlik o‘rinli bo‘lganligi sababli, u p+, 1) bilan belgilangan.
Bularning barchasi 3.6(a)-rasmda ko‘rsatilgan. Nt quyilish nug-
tasi 2+, 1) belgiga ega bo'lganligi uchun, 2-gadam, ogim kattali-
gini oshirish qoidasiga o'tamiz.

2-gadam. Birinchi gadamda qo'shimcha ogim jo'natish uchun,
NsAsSiNiAi2N2A~Nt yo'l topilgan. Shu yo'l orgali 1 birlik
ogim qo'shimcha jo'natiladi. Natijada, yangi 3.6(b)-rasmda
ko'rsatilgan ogim hosil bo'ladi. Shundan so'ng 1-gadamga
o'tiladi.

1-gadam qoidasiga asosan Ns manba [s+.00) belgini oladi.
Uning qo'shni tugun nugtasi N2 uchun, bs2 = xs2 = 2 bo'lganligi
sababli bs2 > xs2 tengsizlik bajarilmaydi va A2 yoy yo'q. Shu-
ning uchun, N2 tugun nuqta belgi olmaydi. Ikkinchi go'shni tugun
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nuqgta N\ uchun, bsi = 3 > xs\ = 1 tengsizlik o‘rinli, shu sababli
u [s+,2) belgini oladi.

Endi ikkinchi holatdagi Ny tugun nuqtaning go‘shni tu-
gun nugqtalari bo'lgan A2, A3 larni garaymiz. N2 tugun nuqta
uchun, 612 = 3 = Xz = 3 tenglik bajarilganligi uchun, u
belgi olmaydi. N3 tugun nuqta uchun, 231 = 2 > o0 teng-
sizlik orinli bo'lganligi sababli, u [1*,2) belgini oladi. Endi
ikkinchi b) holatdagi N3 tugun nuqtani olamiz, uning qo'shni
tugun nuqgtalari N2, Nt lar bo'lib, ular uchun, mos ravishda
b3 = 2 = £23 = 2, & = 1 > x3 = 0 munosabatlar bajariladi.
Shu sababli, Nt tugun nuqta [3+, 1) belgini oladi. gilib quyilish
nugtasi Nt belgiga ega bo'ldi. Bu o'zgarishlar 3.6(b)-rasmda
keltirilgan. Shundan so'ng ikkinchi gadamga o'tiladi.

3.6-rasm

Ikkinchi gadamda topilgan yangi yo'l (aynan:./Vg/lsi ivV3
A3 Nt) orgali go'shimcha e(t) = 1 ogim jo'natish mumkin. Bun-
da, shunga e’tibor berish kerakki, teskari yoy bo'lgan ~31 orqa-
li £31 —1 = 2 —1=1 oqgim o'tadi. Shundan so'ng 3.7-rasmda
ko'rsatilgan ogimni hosil gilamiz.

Endi 3.7-rasmdagi to'rga 1-qadam qoidasini qo'llaymiz. Ushbu
gadam goidasiga asosan Ns manba [s+,00) belgini oladi. Uning
go'shni tugun nuqtasi N2 uchun, bs2 = xs2 = 2 bo'lganligi sababli
bs2 > xs2 tengsizlik bajarilmaydi va A2 yoy yo'q. Shuning uchun,
N2 tugun nuqta belgi olmaydi. Ikkinchi go'shni tugun nugta N\
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uchun, bsi = 3 > asi = 2 tengsizlik o‘rinli, shu sababli u [s+, 1)
belgini oladi. Endi ikkinchi holatdagi Ni tugun nuqtaning qo‘shni
tugun nugtalari bo‘lgan N2, larni garaymiz. iV2 tugun nuqta
uchun, biz = 3 = x\2 = 3 tenglik bajarilgan shu sababli u belgi
olmaydi. N3 tugun nuqta uchun, a31 = 1 tenglik o'rinli bo‘lganligi
sababli, u [I-, 1) belgini oladi.

Endi ikkinchi b) holatdagi tugun nugtani olamiz, uning
go'shni tugun nuqtalari N2, Nt lar bo'lib, ular uchun, mos ra-
vishda x23 = 2 > 0,&] = 1 = xst munosabatlar bajarila-
di. Shu sababli N3 tugun nuqta [1l—1) belgini oladi. Nt tu-
gun nugta belgi olmadi. Ikkinchi b) holatda bo'lgan N2 tugun
nugtaning belgisi yo‘q bo'lgan Nt go'shni tugun nuqta belgiga
ega bo'la olmaydi, chunki b2 = 3 = x2t. Bu degani hisoblash
to'xtatiladi, maksimal oqim kattaligi aniglandi: w = 4. Shu bilan
birga minimal kesim ham topildi: X = {Ns, N2, N3}, X =
{Nt}, (X,X) = {A2, Am}- Bularning barchasi 3.7-rasmda
ko'rsatilgan. Ta’kidlaymiz: C(X,X) = 4.

Nazorat uchun savollar

Quyidagi savollarga "to'g'ri"(T) yoki "noto‘g'ri"(N) deb javob
berilsin.

1. Puasson tagsimoti uchun o'rta giymat va dispersiya teng
bo'la olmaydi.
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2. Agar ommaviy xizmat ko'rsatish jarayonida talablarning ke-
lib tushishi vaqti Puasson tagsimoti bilan aniglansa, u holda ta-
lablarning ketma-ket kelish intervallari eksponensial tagsimlan-
gan bo'ladi.

3. Faraz gilaylik, kiruvchi ogim Puasson tagsimotli bo'lsin, u
holda cheksiz kichik vaqt oralig'ida tizimga ikkita talab kelib
tushishi mumkin.

4. Tizimga ketma-ket keluvchi talablarning intervallari ekspo-
nensial tagsimlangan bo'lsa, u holda har uchinchisi talabning ke-
lish vagti ham eksponensial tagsimlangan bo'ladi.

5. Agar xizmat ko'rsatishni kutib turgan mijozning sabri yet-
masa, u boshga navbatga o'tishi mumkin.

6. Ko'p kanalli xizmat ko'rsatish tizimida mijozning bir
navbatdan boshqasiga o'tishidan maqgsad, kutish vaqtini ka-
maytirishdan iborat.

7. Talabning soniga chegara qo'yilgan tizimda o'rtacha bo'lish
vagti bunday chegara qo'yilmagan tizimdagidan kam bo'ladi.

8. Tasodifiy kirish ogimiga ega bo'lgan xizmat ko'rsatish tizi-
mida bitta talabning o'rtacha kutish vaqti har bir mijoz uchun,
xizmat vaqti tayin bo'lgan tizimda ixtiyoriy tanlab olingan ta-
labning o'rtacha kutish vaqtidan kam bo'ladi.

9. Tizimda bo'lgan talabning statsionar ehtimolliklarining qgiy-
matini bilgan holda, mijozlarning kirish vaqt momentlari va
chigib ketishi ixtiyoriy ko'rinishdagi tagsimotga ega bo'lganda
ham ommaviy xizmat ko'rsatish tizimining operatsion xususiyat-
larini hisoblash mumkin.

10. Navbat uzunligi chegaralangan, yagona xizmat ko'rsatish
uskunasiga ega bo'lgan ommaviy xizmat ko'rsatish tizimida vaqt
birligida mijozlarning o'rtacha kelishi Soni xizmat ko'rsatilgan mi-
jozlarning o'rtacha sonidan kam bo'lsa, statsionar holatga yetar-
licha vaqt o'tgandan so'ng erishish mumkin.
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11. Yuqori ishlash koeffitsiyentiga ega bo'lgan xizmat
ko'rsatish uskunalari birlashishi talablarning o'rtacha kutish vaq-
tini kamaytirmaydi.

12. Avtomobil haydovchilarining o'zlari yoqilg'i quyish usku-
nasini ishlatishlari, yoqilg'i quyish shoxobchasini 0'z-o0'ziga xiz-
mat ko'rsatish tizimi deb atashga inikon beradi.

13. Xizmat ko'rsatish uskunasi sifatida avtomobillar uchun,
ajratilgan maxsus joyni olish hisobiga, avtomobillar vagtincha tu-
radigan joyni ommaviy xizmat ko'rsatish tizimi deb garash mum-
kin bo'ladi.

14. Muhimlik darajasi bilan ishlaydigan tizimga yugori muhim-
likka ega bo'lgan talab kelganda xizmat ko'rsatish to'xtatilmaydi.

15. Tizimda kirish ogimi Puasson tagsimotli bo'lsa, chigish
ogimi ham Puasson tagsimotli bo'ladi.

16. Ixtiyoriy fiktiv ishning davomiyligi nolga teng.

17. Dasturning tarmoq grafida ishlar ketma-ketligi yopiq zanjir
hosil gilishi mumkin.

18. Biror hodisadan chiquvchi ish shu hodisaga keluvchi barcha
ishlardan keyin bajariladi.

19. Kritik yo'l dasturni to'la bajarish uchun, minimal vagtni
aniglaydi.

20. Butun dasturning tamom bo'lish vaqtini o'zgartirmasdan
kritik ishni tamom bo'lish vaqtini kechigtirish mumkin.

21. Kritik yo'l boshlang'ich va oxirgi hodisalarni birlashtiruvchi
uzluksiz ishlar ketma-ketligi bo'lishi shart emas.

22. Kritik ishlarning to'la va erkin zaxira vaqgtlari nolga teng.

23. Tarmoqg modeli bittadan ortig kritik yo'lga ega bo'lishi
mumkin.

24. Agar tarmoqg modelida bittadan ortiq kritik yo'l bo'lsa,
ularning davomiyligi turlicha bo'lishi mumkin.

25. Kritik bo'lImagan ishda nol bo'lgan to'la zaxira vaqti
bo'lishi mumkin emas.
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26. Kritik bo'Imagan ishda nol bo'lgan, hamda nol bo'Imagani
erkin zaxira vaqti bo'lishi mumkin.

27. Kritik bo'Imagan ishning kalendar bajarish muddatlarini
erta boshlash va kech tamomlash oralig'idagi ixtiyoriy vaqtini
olish mumkin.

28. Kritik bo'lmagan ishning nol erkin zaxira vaqti borligi,
undan keyin kelgan ishlarning boshlanishi uning tamom bo'lish
vagtiga bog'liq.

29. Kritik ishning boshlanish va tamom bo'lish vaqtlari-
ni, butun dasturning davomiyligini ko'paytirmasdan o'zgartirib
bo'Imaydi.

30. Zaxira vaqtlari hagidagi ma’lumot zaxiralarni tekis taqsim-
lash masalasini yechishda muhim rol o'ynaydi.

[Javoblar: 1-N, 2-T, 3-N, 4-N, 5-T, 6-T, 7-T, 8-T, 9-T, 10-T,
11-N, 12-N, 13-T, 14-N, 15-T, 16-T, 17-N, 18-T, 19-T, 20-N,
21-N, 22-T, 23-T, 24-N, 25-T, 26-T, 27-N, 28-T, 29-T, 30-T],

Quyidagi savollarga javob bering

1. Belgi go'yish usulining tub mohiyati nimadan iborat?

2. Belgi go'yish usuli necha gadamdan iborat?

3. Maksimal ogim masalasida tenglama shartining mohiyati
nimadan iborat?

4. Maksimal ogim masalasiga sonli misol tuzib uning yechimini
toping.

Mustaqil yechish uchun misol va masalalar

4.1. Ommaviy xizmat ko‘rsatish tizimi modelini tuzish-
ga doir masalalar

1-masala (kutishi bor tizim).

n ta uskunadan tashkil topgan ommaviy xizmat ko'rsatish tizi-
mi a jadallikka ega bo'lgan talablarning Puasson ogimiga xizmat
ko'rsatadi. Har bir talabga xizmat ko'rsatish jadalligi - /3, xizmat
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ko'rsatish vaqti tasodifiy migdor bo'lib, uning tagsimot funksiyasi
eksponensial ko'rinishga ega.

Biror talabning tizimga kelib tushgan vaqtida barcha xizmat
ko'rsatish uskunalari band bo'lishsa, u birorta uskunaning ish-
dan xoli bo'lishini kutib navbatga turadi. Vaqtning har bir mo-
mentida uskuna ko'pi bilan bitta talabga xizmat ko'rsatadi. Shu
ommaviy xizmat ko'rsatish tizimini tahlil giling.

Quyidagilar aniglansin: Tizimning holatlar grafi, barcha
uskunalar band bo'Imaslik ehtimoli —po, n ta uskunadan k
tasi band bo'lishlik ehtimoli —p*, barcha uskunalarning band
bo'lishlik ehtimoli —II, barcha uskunalar band va s ta talab nav-
batda turishlik ehtimoli —pn+s, talab kutishining o'rtacha vaqti
—tkuti kutish vaqti t™u dan katta bo'lishlik ehtimoli —P {r >
tkut}; navbatning o'rtacha uzunligi —A, tizimda bor bo'lgan
talablarning o'rtacha soni —B, xizmatdan holi bo'lgan usku-
nalarning o'rtacha soni —KO, xizmat ko'rsatayotgan uskuna-
larning o'rtacha soni —tthand, xizmat ko'rsatilayotgan talablar-
ning o'rtacha soni —R, uskunalarning turib qolish koeffitsiyenti
—Kbands, uskunalarning ish bilan ta’minlanganlik koeffitsiyenti
—KiS, hisobat davri T da umumiy xarajat —Gigqt.

2-masala (navbat uzunligiga chegara bor tizim).

n ta uskunadan tashkil topgan ommaviy xizmat ko'rsatish ti-
zimi a jadallikka ega bo'lgan talablarning Puasson ogimiga Xiz-
mat ko'rsatadi. Har bir talabga xizmat ko'rsatish jadalligi —/3.
xizmat ko'rsatish vaqti tasodifiy migdor bo'lib, uning tagsimot
funksiyasi eksponensial ko'rinishga ega. Yangi talab tizimga kelib
tushgan vaqtida barcha xizmat ko'rsatish uskunalari band bo'lsa,
u birorta uskunaning ishdan xoli bo'lishini kutib navbatga turish-
ligi uchun, navbatda turganlar soni m dan kam bo'lishi kerak.
Vaqgtning har bir momentida uskuna ko'pi bilan bitta talabga
xizmat ko'rsatadi. Shu ommaviy xizmat ko'rsatish tizimini tahlil
qiling.
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Quyidagilar aniglansin: Tizimning holatlar grafi, barcha
uskunalar band bo!lmaslik ehtimoli —po, n ta uskunadan k tasi
band bo'lishlik ehtimoli —p”, barcha uskunalar band va s ta talab
navbatda turishlik ehtimoli —pn+s, talabga xizmat ko'rsatishga
rad javobi berilishi ehtimoli —prad, xizmat ko‘rsatilayotgan ta-
lablarning o'rtacha soni —B(,ant, ishdan xoli uskunalar soni —Ho,
uskunalarning ish bilan ta’minlanganlik koeffitsiyenti —Kish,
uskunalarning turib qolish koeffitsiyenti —Kbands-, navbatning
o'rtacha uzunligi —A, hisobat davri T da umumiy xarajat —GUjt.

3-masala (kutish vaqtiga chegara bor tizim).

n ta uskunadan tashkil topgan ommaviy Xxizmat ko'rsatish
tizimi mos ravishda va a” jadalliklarga ega bo'lgan ikki xil
ko'rinishdagi talablarning Puasson ogimiga xizmat ko'rsatadi.
Birinchi xil ko'rinishdagi talab xizmat ko'rsatilgandan so'ng ti-
zimni tark etsa, ikkinchi xil ko'rinishdagi talab uskunalarning
barchasi band bo'lsa tizimni tark etadi. Har bir talabga xizmat
ko'rsatish jadalligi —/3, xizmat ko'rsatish vaqti tasodifiy migdor
bo'lib, uning tagsimot funksiyasi eksponensial ko'rinishga ega.
Vaqtning har bir momentida uskuna ko'pi bilan bitta talabga
xizmat ko'rsatadi. Shu ommaviy xizmat ko'rsatishni tahlil giling.

Quyidagilar aniqglansin: Tizimning holatlar grafi, barcha
uskunalar band bo'lmaslik ehtimoli —po, n ta uskunadan k, 1<
k < n tasi band bo'lishlik ehtimoli —pk,k > n ta talab-
ning tizimda bo'lishlik ehtimoli —pk, talabga xizmat ko'rsatishga
rad javobi berilishi ehtimoli —prad, birinchi xil ko'rinishdagi ta-
labning kutish vaqti ti berilgan t dan katta bo'lish ehtimoli
-P in > i}, birinchi xil ko'rinishdagi talabning o'rtacha kutish
vagti —tkut, band uskunalarning o'rtacha soni —'Huand, ishdan
holi uskunalar soni —No, uskunalarning turib qolish koeffitsiyen-
ti —Kbands, uskunalarning ish bilan ta’minlanganlik koeffitsiyenti
—Kish, hisobot davri T da umumiy xarajat —Gidqt.
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4-masala (yopiqtizimlar). n ta uskunadan tashkil topgan om-
jiaviy xizmat ko'rsatish tizimi bo'lib, har bir uskuna Ajadallik
Dilan tasodifiy vaqtda ishdan chigadi.

Ishdan chiggan uskunaga tezda jadalligi fi bo'lgan m ta ji-
hozlarning biri xizmat qgilishga kirishadi. Mabodo, jihozlarning
barchasi band bo'lsa, ishdan chiggan uskuna navbatga turadi.

Vaqgtning har bir momentida jihoz ko'pi bilan bitta uskunaga
xizmat ko'rsatadi.

Shu ommaviy xizmat ko'rsatish tizimining ishonchligini tahlil
giling va uning effektivligini oshirish bo'yicha taklif kiriting.

Quyidagilar aniglansin: Tizimning holatlar grafi, tizim
band emas (barcha uskunalar ishlayapti) ehtimoli —po, n ta
uskunadan k tasi ishdan chiqgganlik ehtimoli —Pk, ishlayotgan
uskunalarning o'rtacha soni —B , ishlamayotgan uskunalarning
soni —D, tizimning ishonchlilik koeffitsiyenti —Kian(s, hisobot
davri T da umumiy xarajat —Giiqt.

5-masala (yopiq tizimlar). m ta moduldan tashkil topgan
uzluksiz ishlaydigan jihoz bor. Jihozning ishlashi davomida mo-
dullar tasodifiy vaqt momentida buzilishi mumkin. Jihozning ish-
lamay qolishi A = 1jt0Tt (tOvrjihozning buzilgancha o'rtacha
ishlash vaqti) parametrli eksponensial tagsimot funksiyaga ega
bo'lgan tasodifiy migdordir.

Agar modullarning birortasi ishdan chigsa u zaxirada turgan,
agar bor bo'lsa, n tadan birortasiga almashtiriladi, aks holda ji-
hoz ishlashdan to'xtaydi.

Ishdan chiggan modul r ta ustalar tomonidan ta’mirlanadi
va zaxira uchun, jo'natiladi. Ta’mirlash vaqti // = 1/txlz [txiz —
bitta modulnita'mirlash o'rtacha vaqti) jadallikka ega bo'lgan
eksponensial tagsimot funksiya bilan aniglangan tasodifiy mig-
dordir.

Shu ommaviy xizmat ko'rsatish tizimini tahlil giling.

Quyidagilar aniglansin: Tizimning holatlar grafi, barcha
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band modullar ishchi holatda bo‘lishlik ehtimoli —Po, jihozning
ishlamaslik ehtimoli —pTadi jihoz ishlayotgan paytda ta’inirda
bo‘lgan modullarning o'rtacha soni —N, ta’mirlashda ishtirok
giladigan ustalar soni —Kg. ustalarning ishlash koeffitsiyenti
—K~nds, ta’mirlashni kutib turgan modullarning o‘rtacha so-
ni —M, zaxiradagi modullar va ustalar sonini iqgtisodiy nuqtayi

nazardan topish formulasini yozing.
6-masala. Soatiga o‘rtacha 20 ta xo'randa Puasson tagsimoti

bo'yicha oshxonaga tashrif buyurishadi. Oshxona 0z ishini soat
11.00 da boshlaydi. Topish kerak: a) oshxonada soat 11.07 da 18
ta xo'randa bo'lgan bo‘lsa, soat 11.12 da 20 ta bo'lishlik ehtimoli-
ni; b) agar awalgi xo'randa soat 11.25 da tashrif buyurgan bo'lsa,
keyingisi 11.28 bilan 11.30 orasida tashrif buyurish ehtimolini.

7-masala. Universitet kutubxonasida buyurtma qilingan ki-
toblar Puasson tagsimoti bo'yicha kuniga 25 ta keladi. Har bir
tokchaga 100 ta kitob joylashtirish mumkin. Quyidagilarni topish
kerak: a) har oyda kitoblar bilan band bo'lgan o'rtacha tokchalar
soni; b) agar har bir seksiya 5 ta tokchadan iborat bo'lsa, har
oyda olib kelingan kitoblarni joylashtirish uchun, 10 tadan ko'p
seksiya zarurligi ehtimolini.

8-masala. Poliklinikaga Puasson qonuni bo'yicha soatiga
A = 30 ta kasal keladi. Kutish xonasi 14 tadan ko'p mijozni
sig'dira olmaydi. Vrachning gabul gilish vaqti eksponensial go-
nunga bo'ysinib, soatiga o'rtacha // = 20 ta mijozga Xizmat
ko'rsata oladi. Quyidagilarni topish kerak: a) poliklinikaga ke-
ladigan kasallarning effektiv soni; b) kelgan navbatdagi kasal
kutmaslik ehtimolini: kelgan navbatdagi kasalning kutish xonasi-
dan bo'sh o'rinni topish ehtimolini; c) kasalning poliklinikada
bo'lishlik ehtimolini.

9-masala. Bankning kassasi Puasson tagsimoti bo'yicha ish
olib boradi va soatiga A= 36 mijozga xizmat ko'rsatadi.
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\* = — - funksiyaning giymatlari (Puasson tagsimoti).
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0.1

0,9048
00905
0,0045
0,0002

0,7

0,4966
0,3476
0,1217
0,0284
0,0050
0,0007
0,0001

4,0

0,0183
0,0733
0,1465
0,1954
0,1954
0,1563
0,1042
0,0595
0,0298
0,0132
0,0053
0,0019
0,0006

0,2

0,8187
0,1638
0,0164
0,0011
0,0001

0,8

0,4493
0,3595
0,1438
0,0383
0,0077
0,0012
0,0002

5,0

0,0067
0,0337
0,0842
0,1404
0,1755
0,1755
0,1462
0,1044
0,0653
0,0363
0,0181
0,0082
0,0034

0,3

0,7408
0,2222
0,0333
0,0033
0,0002

0,9

0,4066
0,3659
0,1647
0,0494
0,0111
0,0020
0,0003

6,0

0,0025
0,0149
0,0446
0,0892
0,1339
0,1606
0,1606
0,1377
0,1033
0,0688
0,0413
0,0225
0,0113
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0,4

0,6703
0,2681
0,0536
0,0072
0,0007
0,0001

1,0

0,3679
0,3679
0,1839
0,0613
0,0153
0,0031
0,0005
0,0001

7,0

0,0009
0,0064
0,0223
0,0521
0,0912
0,1277
0,1490
0,1490
0,1304
0,1014
0,0710
0,0452
0,0264

0,5

0,6065
0,3033
0,0758
0,0126
0,0016
0,0002

2,0

0,1353
0,2707
0,2707
0,1804
0,0902
0,0361
0,0120
0,0034
0,0009
0,0002

8,0

0,0003
0,0027
0,0107
0,0286
0,0572
0,0916
0,1221
0,1396
0,1396
0,1241
0,0993
0,0722
0,0481

0,6

0,5488
0,3293
0,0988
0,0198
0,0030
0,0004

3,0

0,0498
0,1494
0,2240
0,2240
0,1680
0,1008
0,0504
0,0216
0,0081
0,0027
0,0008
0,0002
0,0001

9,0

0,0001
0,0011
0,0050
0,0150
0,0337
0,0607
0,0911
0,1171
0,1318
0,1318
0,1186
0,0970
0,0728



Bitta mijozga xizmat ko'rsatish vaqti eksponensial gonunga
bo'ysinib, o'rtacha » = 0,035 soatni tashkil giladi. Kutish zali
30 ta mijozga mo'ljallangan. Quyidagi shartlarni ganoatlantirish
uchun, bankda nechta kassa ishlashi kerak. a) uchta mijozning
kutish vaqti ehtimoli 0,2 dan oshmasin; b) kassa oldida turgan
mijozlarning o'rtacha soni 3 tadan oshmasin.

10-masala. Bir kanalli xizmat ko'rsatuvchi tizimni ko'ramiz.
Ketma-ket talablarning vaqtlari intervali fiksirlangan va 10 min
tashkil giladi. Ushbu tizimning xizmat ko'rsatilgan ogimi Puas-
son tagsimotli bo'lib, jadalligi 1 soatda 10 ta mijozga xizmat
ko'rsatish. Quyidagilarni topish kerak: a) avval kelib tushgan ta-
lab 4 ta bo'lgan shart ostida, endi kelib tushayotgan talab payti-
da 2 ta talabga xizmat ko'rsatilayotgan payt bo'lishlik ehtimoli-
ni; b) avval kelib tushgan talab 3 ta bo'lgan shart ostida, en-
di kelib tushayotgan talab paytida 2 yoki 3 ta talabga xizmat
ko'rsatilayotgan payt bo'lishlik ehtimolini; c) ixtiyoriy vagt mo-
mentida tizimda bo'lgan mijozlarning o'rtacha sonini; d) xizmat
ko'rsatish tizimida mijozlarning o'rtacha qolib ketishlik vaqtini;
e) tizimda birorta ham mijozning bo'lmaslik ehtimolini; f) tizim-
da kamida 2 ta mijozning bo'lishlik ehtimolini.

4.2. Dasturning tarmoq modelini tuzish

1. Ommafikrini bilish magsadida o'tkaziladigan so'rov dasturi
quyidagilarni 0'z ichiga oladi: anketa ishlab chigish va chop etish;
xodimlarni ishga olish va o'gitish; so'rovda ishtirok etuvchilarni
aniglash; ularga anketalarni targatish va olingan ma’lumotlarni
tahlil etish. Ishlarning mumkin bo'lgan ketma-ketliklarini hisob-
ga olgan holda bu dasturning tarmoq modeli qurilsin.

2. Binoning poydevorini qurish ketma-ket uchta seksiyadan
iboratdir. Har bir seksiyada bajarilishi lozim bo'lgan ishlar: kot-
lovan qazish, metall konstruksiyalarni yig'ish va beton yotqizish.
Bir seksiyada kotlovan gazish ishlarini boshlash uchun, awalgi
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Hoksiyauing kotlovani qazilgan bo'lishi zarur. Beton yotgazishga
nisbatan ham bu taallugli. Tarmoq modeli qurilsin.

3.  Quyidagi ketma-ketlikni ganoatlantiruvchi A,B,C, ...,P
ishlardan tashkil topgan dasturning tarmoq modeli tuzilsin.

1) Bir vagtda boshlash mumkin bo‘lgan boshlang'ich ishlar
A, B va C.

2) D,E va F ishlar A ishdan keyin bajariladi.

3) I va G ishlar B, D ishlardan keyin bajariladi.

4) X ish CvaG ishlardan keyin bajariladi.

5) K va L ishlar I ishdan keyin bajariladi.

6) J ish E va X ishlardan keyin bajariladi.

7) M va Af ishlar F ishdan keyin bajariladi, ammo E va X
ishlar bajarilgan bo'lishi kerak.

8) O ish M va L ishlardan keyin bajariladi.

9) P ish J, L va O ishlardan keyin bajariladi. ~

10) K, N va P dasturning oxirgi ishlari hisoblanadi.

3.1-jadval

Ishlar Tasnif Avval bajari- Davomiy-
ladigan ish  lik{kun)

A Sotish basharotini tadqiq gilish - 10
B Bozor konyunkturasini olrganish -
C Mahsulotning ishchi tasvirini va A
ishlab chigarish texnalogiyasini
tayyorlash
D Ishlab shigarisning kalendar reja C 3
sini tusish
E Ishlab shigarisning tannarxi D
F Mahsulot narxini aniglash B, E 1
G Moliyaviy rejani tuzish E.F 14

4. Firma kelgusi yilga moliyaviy reja tayyorlamoqchi, bu-
ning uchun, sotish, ishlab chigarish, moliya va buxgalteriya

371



bo‘limlaridan ma’lumotlar kerak. Quyidagi 8-rasm jadvalida mos
ishlar va ularning davomiyligi keltirilgan. Mos dasturning tarmogq
modeli qurilsin va hisoblash amalga oshirilsin.

5. 3.8-rasmda berilgan (a) va (b) dasturlar uchun, kritik yo'llar
aniglansin.

6. 5-masala uchun, (a) va (b) dastur ko'rinishda ishchi kuchi
berilgan. Har bir dastur uchun, zarur bo'lgan ishchi kuchi
aniglansin.
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(a) —dastur

Ishlar Ishchilarga Ishlar Ishchilarga
talab{soni) talab(soni)

(1.2) 5 (3,6) 9

(1.4) 4 (4,6) 1

(1.5) 3 4,7 10

(2.3) 1 (5,6) 4

(2,5) 2 (5,7)

(2,6) 3 (6,7) 2

(3.4 7

(b) —dastur

Ishlar Ishchilarga Ishlar Ishchilarga
talab(soni) talab(soni)

(1,2) 1 (3.7) 9

(1.3) 2 (4,5) 8

(1,4) 5 4,7) 7

(1,6) 3 (5,6) 2

(2.3) 1 (5.7) 5

(2,9) 4 (6,7) 3

(3,4 10

4.3. Quyidagi sonli variantli misollarda maksimal ogim, uning
giymati va minimal kesimni aniglang:



1-variant 2-variant

3-variant 4-variant

5-variant 6-variant
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7-variant 8-variant

9-variant 10-variant



V BOB.
MARKOV 0 ?YINLARI. IMITATSION MODEL

Markov zanjiri orqali tavsiflangan jarayonlarda yechim qabul
gilish boshgaruv sistemalarida, jarayonlar tadgiqotida, ishonch-
lik nazariyasida, boshqgaruv nazariyasida va boshga amaliy so-
halarda keng go'llaniladi. Fan va texnikaning turli sohalari-
ga tegishli bo'lgan jarayonlarni Markov zanjiriga keltirish or-
gali to'la o'rganish mumkin. Masalan, jamiyatshunoslik sohasi-
da aholining ijtimoiy va kasbiy-hunar tarkibini, migratsiya va
boshga o'zgarish muammolarini tadqiq qilishda Markov zan-
jirlari nazariyasidan foydalanish mumkin. Biologiyada ayrim
hayvonot va o'simlik turlari o'zgarishi xarakterlarini o'rganish
Markov zanjirlari yordarnida olib boriladi. Fizikada gazlarning
diffuziyasini o'rganishda Markov zanjirlari nazariyasining nati-
jalaridan foydalaniladi. Texnikada Markov zanjirlari yordami-
da ma’lumotlarni uzatish, bir gator texnologik jarayonlarning,
murakkab texnik sistemalarda ishlovchanligini nazorat gilish va
kamchiliklarini topish jarayonlarini tavsiflash garaladi.

Murakkab harakatdagi sistemalarni o'rganishda matematik
model sifatida Markov jarayonini tatbiq etish ijobiy natijalarga
olib keladi. Bunda, Markov zanjirini asosan ikkita tushuncha —
holatlar va bir holatdan ikkinchi holatga o'tish ehtimolliklarini
ifodalovchi o'tish jadvallari tashkil etsa, Markov jarayonida bu-
lardan tashqgari yana ikki element —yechim va yutuq tushuncha-
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lari luun ishtirok giladi. Bunda holatlar chekli yoki cheksiz sonda
bo'lishi mumkin. Bu yerda asosan, holatlar soni chekli hamda
o'tishlar sonini ragamlab chigish (diskret holga keltirish) mum-
kin bo‘lgandagi Markov jarayonlari ko'riladi. Shu bilan birga har
bir gadamda olinadigan yutug miqgdorini gayta yoki o‘zgarmas
baholash sifatida ko‘rish mumkin. Ko‘rsatiladiki, birinchi holda
o'tishlar soni cheksiz bo'lganda ham yutugning migdorini aniq
ko'rsatish mumkin, ikkinchi holda olinadigan yutugning ganday-
dir ma’noda "o‘rtacha"si olinadi.

Imitatsion modellashtirishning maqgsadi tadqgiq gilinayotgan
sistemaning elementlari orasidagi eng muhim bog'lanishlarni
tahlil qilish asosida uning harakatini aks ettirishdan iborat.
Imitatsion modelni tadqiq gilish natijasi, odatda, imitatsiya
gilinayotgan sistemaning operatsion (funksional) parametrlari
giymatlarini baholashdan iborat bo'ladi. Masalan, ixtiyoriy
ommaviy Xizmat ko'rsatish sistemasi haraktini imitatsion model-
lashtirishda amaliy tarafdan o'rtacha xizmat ko'rsatish vagti,
navbat kutib turganlarning o'rtacha soni, sistemaning majbur
bekor turish vaqti va boshga parametrlar giymatlari gizigish
uyg'otish mumkin. Imitatsion modellashtirishni statistik tajriba
deb garash kerak. Yuqorida ko'rilgan matematik modellar sis-
temani vaqtga nisbatan turg'un ishlashini aks ettirgan bo'lsa,
bundan farg gilgan holda, imitatsion modellar tajribada yo'l
go'yilgan xatoliklarni kuzatishdan iborat bo'ladi. Bu degani
modellashtirilayotgan sistemaga tegishli bo'lgan ixtiyoriy tasdiq
mos statistik tekshiruv natijalariga asoslangan bo'lishi zarur.
Imitatsion modellashtirish tajriba sifatida to'la EHM da amalga
oshirilishi bilan, u laboratoriya tajribasidan farq giladi. Sis-
temaning tarkibiy gismlarini o'zaro bog'ligliklarini matematik
munosabatlar yordamida tasnif gilish bilan, tabiiy sharoitdagi
tajribaga murojaat gilmasdan (bunda, albatta, hosil gilingan
soddalashtirilgan model doirasida), tadqgiq gilinayotgan sistema
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haqgida zaruriy ma’lumotlarni olish mumkin. Bunda. shuni
ta’kidlash lozimki, murakkab sistemaning ishlashini batafsil tek-
shirish nugtayi nazardan imitatsion modellashtirish ancha ko‘p
moslashuvchanlik xususiyatiga ega ("klassik™ matematik model-
lashtirishga nisbatan). Ammo shuni esdan chigarmaslik kerakki,
imitatsion modellar ortiq darajada moslanuvchan bo'lishi bilan
birga, aynigsa, modellashtirilayotgan sistemaning ishlashini
optimallashtirish uchun, ko'p mablag', vaqt talab etiladi.

I-8. Markov zanjiri va dinamik dasturlash

Quyidagi ehtimollik modeliga Markov zanjiri deb ataladi:
1. Model vagtning istalgan paytida quyidagi n ta holatlarning
fagat bittasida bo'ladi:

ayrim hollarda ulardan bittasi boshlang'ich holat sifatida tanlab
olinadi;

2. Har bir holatlar juftligi Si va Sj lar uchun, St dan Sj ga
o'tish ehtimoli Pij aniglangan bo'lib, ular

shartni ganoatlantiradi.

Ayrim pt] larning nolga teng bo'lishligi, mos o'tishning mum-
kin emasligini bildiradi. Markov zanjirini yo'naltirilgan graf yoki
jadval ko'rinishda berish mumkin. Grafning uchlari zanjirning
holatlariga mos kelib, ularni soddalik uchun, St lar bilan bel-
gilash mumkin. Mabodo, p~ > 0 bo'lsa, St uchdan Sj uchga
yo'naltirilgan yoy o'tkaziladi, mabodo p~ = o bo'lsa, mos yoy
o'tkazilmaydi. Shu qoida bilan qurilgan graf Markov zanjirining
o tish grafi deb ataladi. Shu bilan birga Markov zanjirini n x n
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o'lchamli jadval ko'rinishda ham ifodalash mumkin, bunda jad-
valning i —satri bilan j —ustuni kesishgan joyda  soni yozil-
gan bo'ladi. Bunday jadval Markov zanjirining o tish jadvali deb
ataladi.

Markov zanjirining o'tish grafi zanjirdagi harakatlarni aniq
tasavvur gilishga qulaylik yaratsa, Markov zanjirining o'tish jad-
vali esa zanjir bilan bog'lig bo'lgan turli hisoblarni amalga oshi-
rishga qulaylik tug'diradi.

Ta’rifdan ko'rinib turibdiki, Markov zanjiri ehtimollik ishtirok
etgan jarayonlarni modellashtirish bilan, jarayon diskret vaqtlar
mobaynida ro'y beradi.

Boshlang'ich paytda ko'rilayotgan obyekt boshlang'ich holat-
da bo'ladi. Keyingi vaqt mobaynida o'tish jadvali yordamida
aniglangan ehtimollik asosida navbatdagi holatga o'tiladi.

Quyidagi misolni garaylik. O'yinehi 6 tomonga ega bo'lgan ku-
bikni tavakkaliga tashlasin. Agar kubikning 1, 2 va 3 tomonlari
tushsa, o'yinehi kubikni gaytadan tashlaydi. Agar kubikning 4
yoki 5 tomonlari tushsa, u holda o'yinehi yutqazadi. Agar Ku-
bikning 6 tomoni tushsa, u holda o'yinehi tanga tashlashga o'tadi.
Bunda, agar tanganing tamg'a tomoni tushsa, u holda o'yinehi
yutadi, aks holda yana kubik tashlash bilan jarayon qaytadan,
yuqoridagi qoida asosida davom etadi. Bu jarayonni Markov zan-
jiri sifatida ifodalash uchun, quyidagi belgilashlarni kiritamiz:

Si—Kkubikni tashlash; S?—tangani tashlash; S3—vutqgazish;
S4— yutish.

Endi ushbu jarayonga mos Markov zanjirining o'tish grafini
keltiramiz. Buning uchun, o'tish ehtimolliklari pij larning qiy-
matlarini aniglaymiz.

Si holatdan Sj holatga o'tish ehtimolini hisoblaymiz: kubik
tashlanganda 1, 2 va 3 tomonlarning birortasini tushish ehtimoli
g = | gateng, shu sababli pn —\ bo'ladi.
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Kubik tashlanganda 4 va 5 tomonlarning birortasini tushish
ehtimoli | = ” ga teng, shu sababli piz = " bo‘ladi.

Xuddi kubik tashlanganda 6 tomonining tushish ehtimoli g ga
teng, shu sababli pi2 = | bo'ladi.

Kubik tashlash jarayonida o'yinehi yutugga ega bo'lmadi, shu
sababli Si holatdan S4 holatga o'tish ro'y bermaydi, demak,
Pi4 = 0 bo'ladi.

1.1-rasm. Markov zanjirining o tish grafi

Tanga tashlashda uning tamg'a tomonining tushish ehtimoli |
ga teng, shu sababli P24 = \ bo'ladi.

Tanga tashlashda uning ragam tomonining tushish ehtimoli
\ ga teng, shu sababli P21 = \ bo'ladi. S? holatdan S2 va S3
holatlarga o'tish mumkin bo'lmaganligi sababli p®2 = p23 = 0
bo'ladi.

Mabodo, o'yinehi yutgazsa u holda o'yin tugaydi. Markov zan-
jiri nuqgtayi nazaridan bu s3 dan s3 o'tish ehtimoli 1 ga teng
degani, ya’ni P33 = 1 va p3i = p32 = p:a = 0 bo'ladi.

Shu ma’noda s3 holat yutish holati bo'ladi, ya’ni obyekt s3
holatga tushgandan so'ng, shu holatda cheksiz vaqt qoladi.

Shunga o'xshash, agar o'yinehi yutsa, u holda s4 holatdan s4
holatga o'tish ehtimoli 1 ga teng, ya’ni P4 = 1 vapt\ = p4a =
P43 = 0 bo'ladi.

Markov zanjirining o'tish grafi 1.1-rasmda keltirilgan.
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Markov zanjirining o‘tish jadvali esa quyidagi ko'rinishda
bo'ladi:

O PO—
O O O O
o _ O WE

O Np O

Markov zanjirining o‘tish jadvali xossasi

Obi havoning o'zgarishi bilan bog'liq bo'lgan quyidagi Markov
zanjirini qaraylik.

Faraz qilaylik, kuzatishlar va statistik ma’lumotlar asosida
quyidagi xulosaga kelingan. Agar bugun havo ochiq bo'lsa, ertaga
ham havoning ochiq bo'lishlik ehtimoli ~ yomg'ir yog'ish ehtimoli
ham | teng. Agar bugun yomg'ir yoqgan bo'lsa, ertaga havoning
ochiq kelishlik ehtimoli ~ yomg'ir yog'ishlik ehtimoli | ga teng.

<S bilan havoning ochiq bo'lishlik, S2 bilan yomg'irli bo'lishlik
holatlarini belgilaylik. U holda mos Markov zanjirining grafi quyi-
dagi ko'rinishda bo'ladi (1.2-rasm):

1.2-rasm. Ob-havo o zgarishining Markov zanjiri

Ushbu misol uchun, Markov zanjirining o'tish jadvali quyidagi
ko'rinishda bo'ladi:

Ushbu Markov zanjiri fagat bir kundan so'ng ro'y beradigan
ob-havo holati to'g'risida ma’lumot beradi. Savol tug'iladi, ikki,

381



uch va hokazo kunlardan keyin ro‘y beradigan ob-havo to‘g‘risida
ma’lumot olish mumkinmi?

Agar Si(n) bilan n — kunda havoning ochiq kelish holatini,
Szin) bilan n —kunda havoning yomg‘irli kelish holatini belgi-
laylik.

Faraz qilaylik, boshlanishda Si(0) holatda turgan bo‘laylik.
S'i(2) holatga ikki yo‘l bilan o‘tish mumkin.

1. iSi(0) —5](1) — S'i(2). Bu bildiradiki avval ochiq, crtasiga
ham ochiqg, indiniga ham ochiq havo bo‘lishligini.

2. S'i(0) —=S"1) —S](2). Bu bildiradiki avval ochiq, ertasiga
yomg‘ir, indiniga ochiq havo bo'lganligini. Bularga mos kelgan
graf ko‘rinishi quyidagicha bo'ladi (1.3-rasm.)

1.3-rasm. 2 kunlik Markov zanjiri

Birinchi variantda quyidagi ikkita bog'ligsiz hodisalar bir vaqt-
da ro'y beradi:

1) havo ochiq, kelgusi kun ham ochig;

2) havo ochiq, kelgusi kun ham ochig.

Ushbu hodisalarning har birining sodir bo'lishlik ehtimolliklari
| gateng, shu sababli ularning "bir vaqtda" sodir bo'lish ehtimol-
liklari | | \ gateng.

Ikkinchi variantda quyidagi bog'ligsiz hodisalar "bir vaqt-
da" ro'y beradi:
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1)  have ochiq, kelgusi kun yomg‘irli; 2) havo yomg'irli, kelgusi
kim ochig.

Birinchi hodisaning ro‘y berish ehtimoli ~ ga, ikkinchisiniki ~
teng, shu sababli ikkala hodisaning bir vaqtda ro‘y berish ehtimoli
i = | gateng.

Ko‘rilgan Si(o) »>5i(l) -> Si(2) va Si(0) -» S2(l) -> Si(2)
hodisalar birgalikda emas, ya’ni ularning fagat bittasi ro‘y berishi
mumkin. Si(0) dan Si(2) ga o‘tishning boshqa variantlari yo'g.
shu sababli bu o'tish ehtimoli:

11 11 1 1_5
2°2+2’3_4+6" 12
ga teng bo'ladi.
Xuddi shunga o'xshash quyidagilarni hisoblash mumkin:
1. Si(0) dan *3(2) ga o'tish ehtimoli:

11 1 2_ 1 2 _ 7
2'2 +2'3_4+6_ T2
2.62(0) dan S'i(2) ga o'tish ehtimoli:
11 2 1_1 2_ 7
3’2+3'3- 6+9~18"
3. 52(0) dan 52(2) ga o'tish ehtimoli:
11 22 1 4_1
3'2+3 3_6+9"“ 18
Natijada ikki kundan keyin keladigan havo holati ehtimoli

to'la aniglandi. Yuqoridagi hisoblashlardan ko'rish mumkinki,
ular o'tish jadvalining kvadratiga teng bo'ladi, Hagigatan,

(1 1\2 /1 1)1 11 i+i 2\ /5 7\
2 2 22 2322 23 12 12

12 11 2111 22 L n
V3 3/ V3 2+3 33 2+3 3/ V18 18/
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Xuddi shunga o'xshash ko'rsatish mumkinki n —kuni keladi-
gan havo holati Markov o'tish jadvalining n — darajasiga teng
bo'ladi.

2-8. Boshgariladigan Markov zanjirlari uchun rekurrent
algoritmlar

Tadqiqg gilinayotgan obyektning holatlari chekli bo'lib, ular
1,2,..., bilan ragamlab ehigilgan bo'lsin. Har bir i —holat uchun,
chekli Ei yechimlar to'plami berilgan bo‘lib, uning elementi k
bilan belgilangan bo'lsin. Ya’ni k G Ei va k = 1,,2,..., \Ei\
bu yerda \Ei\ —Ei to'plamning quvvati (elementlari soni). Agar
obyekt i —holatda bo'lib, k G Ei yechim gabul gilingan bo'lsa,
bundan keladigan yutuq wf ga teng bo'lib, obyektning Ej holatga

o'tish ehtimoli soni bilan aniglanadi. Bunda faraz etiladiki, wf
sonlari ixtiyoriy i = 1,2,...,iV’vafcG.E]j larda chegaralangan,
hamda
N
=1j P~ >k GE" =  2'e>N-

;=i
Biz ushbu jarayonni yutugni gayta baholash orgali ko'rib
chigamiz, ya’ni bu degani har bir o'tishdan so'ng avvalgi
gadamdagi birlik yutuq rnigdori fo(0 < k < 1) ga teng bo'lib
goladi, q soni gayta baholash koeffitsiyenti deb ataladi. Bundan
kelib chigadiki, n gadamdan so'ng boshlang'ich birlik yutug mig-
dori kn ga teng bo'ladi.

Boshlang'ich holatlarning tagsimot ehtimolliklari berilgan
N

bo'lsin: p = (ph p2,...,pN), . 1 =1 Pi>h *= h 2,~,N.
1=
U holda obyekt harakati Markovning bir jinsli bo ‘Imagan yutugli
zanjiri orqgali tavsiflanadi.
Rejalar fazosi deb yechimlar to'plamining Dekart ko'paytmasi
bo'lgan E = Ei x E2x ... x E” ga aytiladi. Rejalar fazosi E

384



(Jan olingan a G E element reja deb ataladi. Har bir gadamda
reja turlicha gabul gilinishi mumkin.

Butun jarayon davomida gabul gilinishi mumkin bo‘gan re-
jalar ketma-ketligi strategiya deb ataladi va u a = (a\, «2, s
bilan belgilanadi. Demak, bu yerda an G En bo'lib, u n—
gadamdagi rejani bildiradi. Bunda asosiy muammo butun ja-
rayon davomida olinadigan yutugni maksimum giluvchi strate-
giyani (optimal) aniglashdir.

Buning uchun, quyidagi iteratsion algoritmni keltiramiz.

Markov jarayonlarida gayta baholash orgali yechim
gabul qilish.

Umuman, Xovardning iteratsion algoritmi chizigli dasturlash
bilan uzviy bog'langan bo'lib, Markov jarayonida optimal strate-
giyani aniqglab beradi. Yuqorida kiritilgan a — («i, ...) Strate-
giyada an G E vektor bo'lib, uning i — komponentasi an(i)
bilan belgilangan va u n —qgadamda i holatda gabul gilingan
k = 1,2,..., \Ei\ yechimni ifodalaydi. Agar 0 G E bilan reja bel-
gilangan bo'lsa, (0, ot\, «2, m@ strategiya (0, a) bilan, 0, /3, (3,...
strategiya o °° bilan belgilanadi va u statsionar strategiya deb ata-
ladi.

n
Quyidagi (P~/ 3 , i, a2,..) ko'rinishdagi strategiya
(/3n, a) bilan belgilanadi, bu yerda 0 G E va a = (ai, ot2,...).
Umuman ixtiyoriy a = (a\, «2, m) strategiyada ko'rilayotgan
jarayon bir jinslimas Markov zanjiri bo'lib, n —gadamga o'tish
ehtimol jadvali quyidagi ko'rinishda bo'ladi:

Pn(a) = P(ai)P(a2) »-P(ctn), n =0, 1,....

bu yerda P(an) —N x N o'lchamli o'tish jadvali bo'lib, uning
(i,j) elementi p~, k = an(i) G E, bilan aniglangan. Po(a) =
I —N x N o'lchamli birlik jadvalni bildiradi. Agar 0 G E reja
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tanlangan bo'lsa, u holda i(l < i < N) holat uchun, yutuq w =
f3(i) G Ei gateng bo'ladi. Shu sababli w(0) ustun vektor yutugni
aniglash mumkin, bu yerda w(/3) vektorning i — komponentasi
wf = /3(i) G Ei ko'rinishda bo'ladi.

gilib quyidagi xulosaga kelindi: jarayon boshlanishida a\ £ E
reja tanlangan bo'linsa, barcha holatlar uchun, olinadigan us-
tun vektor yutuq w(ai) bilan ifodalanadi. Ikkinchi gqadamda
a2 G E reja tanlansa, bunda yutug w(a?2) vektor ustun bilan
ifodalanib, obyektning o'tish jadvali -P(e*i) ga teng bo'ladi. Ya™ni
w(a2) yutug P (ai) ehtimollik bilan gabul gilinadi. Shu sababli
birinchi gadamdan so'ng olinadigan o'rtacha vektor ustun yutuq
P(ai)w(a?2) gateng bo'ladi. Demak, boshlang'ich va bir qgadam-
dan so'ng olinadigan umumiy yutug w(a\)+ qP(a\)w(a2) vektor
ustun bilan ifodalanadi.

Xuddi , uchinchi gadamda <3 G E reja tanlansa, bundan
keladigan yutuq w(a3) vektor ustun bilan ifodalanib, obyekt-
ning o'tish jadvali P(ot\)P(a2) ga teng bo'ladi. Yani w(a\)
yutuq P(ai)P(0.2) ehtimollik bilan gabul gilinadi. Shu sababli
ikkinchi gadamdan so'ng olinadigan o'rtacha vektor ustun yutuq
P(aci)P(a2)w(a3) teng bo'ladi. Demak, boshlang'ich bir gadam-
dan va ikki gadamdan so'ng olinadigan umumiy yutuq:

w(ai) + qP(ai)w(a2) + g2P (a1)P(a2)w(a3)

vektor ustun bilan ifodalanadi.
Yuqoridagi mulohazalarni umumlashtirib aytish mumkinki,
cheksiz qadamdan so'ng olinadigan o'rtacha vektor ustun yutuq:
@®
w<d@) = £ Qipn{ot)w{an+i) (2.1)
n=0
ga teng bo'ladi. Hosil bo'lgan (2.1) vektorning chegaralangan-
ligini ko'rsatish uchun, quyidagi belgilashlarni kiritamiz: u* =
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m/i%nwf, w* = inEXWf . U holda (2.1) dan hosil gilamizki,
i, i

00 00
WY1 ynpn(«)*<YIl @iPn{oi)w(am )<w*Y2 gnPn(a)l, (2.2
n -0 n—o0 n=0
bu yerda | — komponentalari 1 sonidan iborat bo‘lgan N

o'lchamli ustun vektor. Ammo ixtiyoriy n da Pn(a)l = |
bo'lganligi sababli (2.2) dan quyidagini hosil gilamiz:

] 00 00
w,-—-—-1=W,Y2 gnPn(a)w(antl) < w*Y "qnl = uj'—— [
. tZ " -9

Demak, wq(a) quyidan va yuqoridan chegaralangan vektor ustun
ekan, da’vo isbot gilindi.
wg{a) uchun, quyidagi munosabat o'rinli:

wagf{a) = Y2 gnPn{ot)w(an+1) = w(q'i) + » gnPn(a)w(an+l) =
n—o n=1
w(ai)+qP(al)”™2qgnPn(7ra)w(ant2) = w(a.i) + gP(al)wqg{iva),
TI=0

bu yerda 7ra = (a2, &, ®) ni bildiradi. Ixtiyoriy /? reja uchun,
R{f3) operatorni quyidagicha kiritamiz:

R(j3)v = w(/3) + qP(/3)v.
Demak, R(/3)v ustun vektorning j —komponentasi, boshlang'ich
va bir gqadamdan keyin j holatdan o'tib olinadigan yutuqlar-
ning o'rtacha giymati yig'indisiga teng bo'lgan yutug miqgdorini
bildiradi. gilib quyidagi munosabatga ega bo'lamiz:

wq(/3, a) = R(/3)wq(a). (2.3
Vektorlar uchun, katta-kichik tushunchasi quyidagicha kiritiladi:
a va b —AT o'lchamli vektorlar bo'lsin, a > b deb yozamiz, agar
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a vektorning har bir komponentasi b vektorning mos komponen-

tasidan Kkichik bo‘lmasa, ya’ni al > i = 1,2...,Ar. Shunga

o'xshash a > b yozamiz, agar a > b bo'lib, a~b bo‘lsa.
1-ta’rif. Agar biror a* strategiya va 0 < k < 1soni uchun,

Wo(a*) > wag(a)

tengsizlik ixtiyoriy a strategiyada o‘rinli bo'lsa, a* strategiya q
optimal strategiya deb ataladi.
2-ta’rif. Agar biror f3°° strategiya va 0 < g < 1 soni uchun,

wg(D > wq(”™)

tengsizlik ixtiyoriy 700 statsionar strategiyada o'rinli bo'lsa, j3*°
strategiya statsionar optimal strategiya deb ataladi.
1-lemma. Operator R(P) monotondir, ya’ni Vi > v2 bo'lsa

R(P)vi> r(0)v2

tengsizlik o'rinli.

Isbot. vi > V2 ba'lsin, u holda R(p)v\ —R(/3)v2 = qR(3)(v1i—
v2) > 0.

1-teorema. Agar ixtiyoriy j3 reja uchun,

wq(a*) > wq(P, a*) = R(/3)wqg(a*) (2.9)

tengsizlik o'rinli bo'lsa, a* strategiya optimal strategiya bo'ladi.

Isbot. Teoremaning (2.4)-shartiga ko'ra ixtiyoriy j5 G E re-
ja uchun, R({3)wg(a*) < wq(a*) tengsizlik o'rinli bo'ladi. a =
(g:i, a2, an,..) ixtiyoriy strategiya bo'lsin. (2.4) da /3 = o1
deb olsak wq(a1, a*) = R(cti)wg(a*) < wqg(a*) munosabatga ega
bo'lamiz. (2.4) da/3 = a2 deb olsak wg(a.2, a*) = R(a2}wg(a*) <
wq(a*) tengsizlik hosil bo'ladi. Oxirgi munosabatdan, R(a”) op-
eratorning monotonligidan va (2.4) munosabatdan foydalanib
quyidagi hosil gilinadi:

wq(a-i, a2, a*) = R(a1wg(a2, a*) < R(ai)wg(a*) < wqa*).
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Bu mulohazani ketma-ket go‘llash yordarnida quyidagi muno-
sabatga ega bo‘lamiz:

wqg(ai, a2, a3, ...,an, a*) = R(oti)wg(a2, a3, ...,an, a*) < wq(a*).

Oxirgi munosabatda n —m oo deb olish hisobiga ixtiyoriy a
strategiya uchun,
wq(a) < wo(a*®)

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Bu esa a* strategiyaning optimal stra-
tegiya ekanligini bildiradi. Teorema isbot bo'ldi.
2-teorema. Agar biror a strategiya va j3 reja uchun,

wg(a) < wq(/3, a)
tengsizlik o‘rinli bo'lsa, u holda
wq(a) < wa(p*)

tengsizlik bajariladi.
Isbot. (2.4)-tengsizlikka monoton R{,6) operatorni qo‘llab
(2.3) yordarnida quyidagi tengsizlikka ega bo‘lamiz:

wg(a) < wq(l5 a) ~ R(/3)wg(a) < R({3)wq(/3,,a) = wq(fi, /3, a)

yoki wg(a) < wq((3, a) < wq(fi, f3, a). Bu munosabatga yana
monoton R{fi) operatorni qo‘llab (2.3) yordarnida quyidagi teng-
sizlikka ega bo'lamiz:

wg(a) < wq(P, a) < wq(P, f), /?, a).

Ushbu jarayonni n marta gaytarish yordarnida quyidagi teng-

sizlikka ega bo'lamiz:
wg(a) < wg(0, a) < wq(p, 0 a).

Demak, n — 00 bilan oxirgi munosabatdan quyidagi tengsiz-

likni:
wg(a) < wq((3)
hosil gilamiz. Teorema isbot bo'ldi.
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Quyidagi teorema Markov jarayonida yechim gabul gilish ma-
salasini yechishda muhim hisoblanadi.

3-teorema. Biror j3 E E reja uchun, wq(j3°°) aniglangan
bo'lsin. W soni wq((3°°) vektorning i —komponentasi bo‘lsin. Har
bir i(i < i < N) uchun,

N
wi + k”2 Pijwd >
J=1
tengsizlikni ganoatlantiruvchi k € Ei lar to‘plamini f(i, o) bi-
lan belgilaymiz. U holda: 1) agar 2 = 1, 2,...,N lar uchun,
/(*, 0) = 0 bo'lsa /3°° statsionar q— optimal strategiya bo'ladi;
2) agar f(i, 0)  Obirortai(i <i < N) uchun, o'rinli bo'lsa, un-
da quyidagi shartlarni ganoatlantiruvchi a) 7 (i) E f(i, 0), agar
f(i, 0) ~ Ovab) 7 (i) = fi(i), agar f(i, 0) = O ixtiyoriy 7 E E
reja uchun,
wg(/3°°) < wo(7 °°)
tengsizlik bajariladi.
N
Isbot. wq(7, (3°°) vektorning 1 —komponentasi wf+q Y Pijwj
J=1
ga teng, bu yerda k = 7 (i) deb olingan. f(i, 0) to'plamning
N
tuzilishiga asosan wf + q Y2 PAwj > wh agar 7(o £ f(i, 0) va
N =
wi ~ Pijwj = wh agar 7(*) = 0{i) bo'ladi.
J=1
Demak, agar f(i,j3) = 0 barcha i = 1,2, bo'lsa,
w2(7> ~°°) < wg(0°°) tengsizlik ixtiyoriy 'y E E reja uchun, ba-
jariladi. U holda 1-teoremaning natijasiga ko'ra f3°° —statsionar
q optimal strategiya bo'ladi.
Mabodo, /(*, 0) ~ 0 biror i(i < i < N) da o'rinli bo'lsa,
u holda a), b) shartlarni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy 7 E E reja
uchun, wq(P°°) < wq(7, /3°°) tengsizlik bajariladi.
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Bundan 1-tcorcmaning natijasiga ko'ra, wq(P°°) < 1™ (7°°)
hoHil bo'ladi. Shu bilan teorema isbot bo'ldi.

Natija. Markov jarayonida statsionar q optimal strategiya
mavjud.

Isbot. 3-teoremaga asosan olingan biror statsionar P°° strate-
giya uchun, f(i, P) —O0 tenglik barcha i = 1, 2,..., N larda ba-
jarilsa, bunday strategiya statsionar q optimal strategiya bo'ladi
yoki agar biror i da f(i, P) 720 bo'lsa, u holda P°° ni boshga biror
yaxshiroq statsionar strategiya bilan almashtirish mumkin. Am-
mo statsionar strategiyalar soni chekli bo'lganligi sababli, chek-
li gadamdagi iteratsiyadan keyin, albatta, statsionar g optimal
strategiya hosil bo'ladi. Natija isbot bo'ldi.

Yuqorida isbot gilingan teoremalar statsionar q optimal strate-
giyalarni aniglashning Xovard nomi bilan atalgan iteratsion al-
goritmni keltirib chigaradi. Bu iteratsion algoritm 2 gadamdan
iboratdir: 1-gadam (og'irlik koeffitsiyentini aniqlash). Ixtiyoriy
P G E reja tanlab olinib,

N
wi +9 wi —w* *= 2, —N
i-1
tenglamalar sistemasidan Wi noma’lumning giymatlari aniglana-
di, bu yerda k — B{i) 2-gadam (rejani yaxshilash). Topilgan W
larning giymatlari asosida har bir i(i < i < N) uchun,
N
w'l+ gf£ Wj> Wi
j=1
tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha k G ei lar to'plamini
[(*, P) bilan belgilaymiz. Agar barchai = 1, 2,..., N lar uchun,
f(i, P) = 0 bo'lsa, p°° statsionar g optimal strategiya bo'ladi
va wq(P°°) = (wi, W2, ...,wn)t —qayta baholashli o'rtacha yu-
tuq bo'ladi. Aks holda yangi reja / G E quyidagicha quriladi:
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[(i, P) £ 0bo'lsa, 7 (1) G/(*, £); /(i, p) = 0bo'lsa7(2) = /3(i)
deb olinadi. Shundan so'ng yangi 7 oo strategiya bilan 1-gadamga
o'tiladi.

Izoh. Bunda wf ni maksimum gqiluvchi k ni P(i) deb olish
hisobiga boshlang'ich 0 rejani va uning yordamida P°° statsionar
strategiyani qurish magsadga muvofiqdir.

Taksi haydovchisi masalasi

Taksi haydovchi uchta A, B va C shaharchadan tashkil top-
gan hududda faoliyat ko'rsatadi. Agar haydovchi A shaharchada
turgan bo'lsa, unda 3 ta imkoniyat bor:

1) tasodifiy yo'lovchini uchratib golish magsadida shaharcha
ichida bir joydan ikkinchi joyga gatnab turish;

2) eng yagqin taksi to'xtash joyiga borib, navbat kutish;

3) radio naushnikni taggan holda chagiruvni kutish.

Mabodo, haydovchi C shaharchada turgan bo'lsa, xuddi
yuqoridagidek uchta imkoniyat bor. Ammo B shaharchada radio
aloga yo'lga go'yilmaganligi sababli, haydovchi oxirgi imkoniy-
atdan mahrum. Har bir shahar (holat) va imkoniyat (yechim)
uchun, keyingi gatnov A, B va C shaharlar bo'lish ehtimoli
va bundan mos ravishda keladigan sof foyda (yutuq) berilgan
bo'ladi. Masalan, 1va 2 yechimlarga mos sof foyda hisoblanganda
bir joydan ikkinchi joyga, eng yaqin taksi to'xtash joyiga borish
xarajatlari hisobga olingan bo'lishi lozim. Bunda o'tish ehtimol-
liklari va yutuglar gaysi yechim gabul gilinishiga bog'lig, chun-
ki haydovchi har bir yechim uchun. yo'lovchilarning turli zichlik
tagsimotiga duch keladi. Bu ma’lumotlarni quyidagi 2.1-jadval
ko'rinishda ifodalaymiz:

Faraz qilamiz q = 0,9 bo'lsin. Boshlang'ich reja P izoh-
ga asosan w* larni maksimum qilish nuqgtayi nazardan olingan
bo'lsin, yani P = (1, 1, )T.
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2.1-jadval

Ehtimollik Foyda, yutuq

llolal, Yechirn
Pii Pa Pa < wi2  «4 Wi:_ElPijWij
1=

1 12 1/4 14 10 4 8 8
A 2 116 3/4 3/16 8 2 4 2,75
3 1/4 1/8 5/8 4 6 4 4,25
B 1 172 0 12 14 0 18 16
2 l/16 7/8 1/16 8 16 8 15
1 1/4 1/4 1/2 10 2 8 7
o 2 1/8 3/4 1/8 6 2
3 3/4 1/16 3/16 4 0 8 4,5
Iteratsion algoritmning 1-gadamiga ko‘ra, Wi, i = 1, 2, 3 no-

ma’lumlarga nisbatan quyidagi tenglamalar sistemasini quramiz:
'8+ 0,9(ityl+ +

< 16+ 0,9(ju>i + = w2

K7+ 0,9(wi + \w2+ \w3) = w3.

Bundan w\ = 91,26; w2 = 97,55; w3 = 89,97 ekanligi ma’lum
bo‘ladi.

Endi ikkinchi gadamga o‘tish bilan f(i, k) to'plamlarni
aniglaymiz.

A holat uchun: k — 2 bo‘lganda 2,75 + 0,9(*wi + w2 +

= 88,90 < wi = 91,26;

k = 3bo‘lganda4,25+ 0,9(5~1 + 8§72 + §73) —86,37 < wi —
91,26; bo‘ladi. Demak, /(1, A)= 0 bo‘lar ekan.

B holat uchun: k = 2 bollganda 15+ 0,9("jtui + |iu2+ "jtus) =
102, 01 > w2 = 97, 55. Demak, /(2, k) = 2 bo'lar ekan.

C holat uchun: k = 2 bo‘lganda 4 + 0,9(jiwi + |w2 + |w3) =
90,23 > w3 = 89,97; k —3 bo‘lganda 4,5 + 0,9(Jiwi + jAw2 +
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AN-N3) = 86,77 < W8 = 89,97 bo'ladi. Demak, /(3, k) —2 bo'lar
ekan.

(1, 'y = 0, /(2,fc) = 2 va /(3, fc) = 2 bo'lganligi sababli,
yangi statsionar reja quyidagi ko'rinishda bo'ladi: 7 = (1, 2, 2)r.
Shu reja asosida 1-qadamga o'tiladi va quyidagi tenglamalar sis-
temasi quriladi:

" 8+ 0,9Qiui + \w2+ \wz) = wi
< 15+ 0,9("wi + +N 3) =

k 4+ 0,9(Jtwi + \w2+ 5\\8) = w3.

Ushbu sistemaning yeehimi: wi = 119,44; w2 = 134/48; 18 =
121,93 . Ikkinchi gadamga o'tish bilan 7 0o statsionar strategiyani
optimallikka tekshiramiz va f(i, k) to'plamlarni aniglaymiz. A
holat uchun: k = 2 bo'lganda 2,75+ 0,9(*wi + + AN3) =
127,68 > Wi = 119,44;

k = 3bo'lganda 4,25+0, 9Qwi+|u>2+8W3) = 114,84 < wi =
119,44; bo'ladi. Demak, /(1, k) = 2 bo'lar ekan. B holat uchun:
k = 1bo'lganda 16+0,9(|wi+ iu;3+) = 124,62 < w2 = 134,48.
Demak, /(2, fc) = 0 bo'lar ekan.

C holat uchun: fc= 1 bo'lganda 7+ 0,9(\wi + |w2+ ~ 3) =
119,00 < w3 = 121,93; k = 3 bo'lganda 4,5+ 0,9(|wi + *w2+
Au>3) = 113,26 < w3 = 121,93 bo'ladi. Demak, /(3, k) = 0
bo'lar ekan.

(1, fy = 2, /1(2, k) = 0va/(3, k) = 0 bo'lganligi sababli,
yangi statsionar reja quyidagi ko'rinishda bo'ladi: 5 = (2, 2, 2)T.

Shu reja asosida 1-gadamga o'tiladi va quyidagi tenglamalar
sistemasi quriladi:
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'2,75+ 0,9 +\w2+ *w3) = wi
< 15+ 0,9(ygWi + |[u>2 + "N 3) = W2

y 4+ 0,9(\wi + \W2 + \w3) = w3.
Bu tenglamalar sistemasining yechimi: wi = 121,66; u=2 =
135,31; w3 = 122,84.

Ikkinchi gadamga o'tish bilan statsionar S°° strategiyani
optimallikka tekshiramiz va f(i, k) to'plarnlarni aniglaymiz.
Bunda oson ko'rsatiladiki barcha i = 1, 2, 4 larda f(i, k) = 0
bo'ladi. Demak, 8oo statsionar q optimal strategiya bo'lar
ekan. Bundan kelib chigadiki, taksi haydovchisi qgaysi holat-
da bo'lishidan qat’i nazar 2-yechimni, ya’ni eng yaqin taksi
to'xtash joyiga borib, navbat kutishni tanlashi ma’qul ekan.
Shunda uning holatlardagi mos o'rtacha yutug'i eng katta bo'lib
w\ = 121,66; W2 = 135,31; w3 = 122,84 ga teng bo'ladi.

3-8. Markov o‘yinlari

Stoxastik o'yinlar tushunchasi dastawal Shepli tomonidan ki-
ritilgan. Stoxastik o'yin Markov jarayonlari orgali amalga oshiri-
ladi. Bunda o'tish jadvali elementlari o'yinchilar tomonidan tan-
langan yechimlarga bog'liq bo'ladi.

Obyektning holatlar soni N ta bo'lsin. Har bir gadamda o'yin
bu N ta holatlarning birortasida bo'ladi. Agar o'yin i(l < i <
N) holatda bo'lib, I o'yinehi A < k < mi), Il o'yinehi
K1 < ~ < mi) yechimni tanlashgan bo'lsa, u holda o'yinning
j(1 < j < N) holatga o'tish ehtimoli p\ soniga teng bo'ladi.
Bundan | o'yinchining yutug'i wf bo'ladi. / o'yinehi yig'ilgan
yutuglarning o'rtachasini maksimum qiluvchi strategiyani tan-
laydi. 11 o'yinehi bu yutugni minimum giluvchi strategiyani tan-
lashga harakat giladi. Biror i(I < i < N) holatni tanlab olish
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hisobiga jadvalli GLo‘yinni hosil gilamiz. gilib, stoxastik 0'yin
G = Gi, i = 1, 2,..., N jadvalli o'yinlar to‘plamidan iborat bo'lar
ekan.
Shepli tomonidan stoxastik o'yinlar uchun, to'xtash tushun-
chasi kiritilgan bo'lib, bunda har bir i(I < i < N) uchun:
n
1~ =Sil>0
=1
tengsizlik bajarilishligi talab etiladi. Bunday o'yinlar totalishli
stoxastik deb ataladi. Shepli tomonidan to'xtalishli o'yinlar
uchun, olingan natijalarni keltiramiz.
To'xtalishli stoxastik o'yinlar quyidagi:

Pij =p% :k= 1,2 ..m, 1= 12, ...7
Wj=wf :k=12,...m%l—1.2,., n*
Af2+ JVta jadvallar bilan beriladi, bu yerda Pij ning elementlari
pg > 0, [«f] < M,

j=1
shartlarni ganoatlantiradi.

Agaro'yini(l < i < N) holatda turgan bo'lsa i —o'yinchining
sof yechimlari k = 1,2, lardan, 11 o'yinchiniki I =
1,2,..., rii lardan iborat bo'ladi. (k, I) —i holat uchun, sof yechim
juftligini tashkil giladi.

I-ta’rif. i(I < i < N) holatda / o'yinchining sof yechimlari

1 , 2 ustida tagsimlangan to'la ehtimollik aralash yechim
deb ataladi.
Demak, aralash yechim Xi —(x].xj,..., X™) ko'rinishda bo'lib:
m (1]
A2~ =1 xi >0, =1,2,...mi, i=1,2,...,N.
J=1
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2-ta’rif. 1 o'yinchining statsionar aralash strategiyasi deb
X = (Xi,x2,...,xn) bu yerda x{ — (x\, xf,..., x™) ko'rinishdagi
voktorga aytiladi.

Xuddi shunga o'xshash tushunchalarni Il o'yinchiga nisbatan
ham kiritish mumkin.

Agar x\ = 1, xj = 0,j ™ k bo'lsa Xi —sof yechimni beradi.

B jadvalli o'yinda val[B] bilan 1 o'yinchining minimaks yu-
tug'ini belgilaymiz. Si[B] va Sn[B] bilan I va Il o'yinchilarning
mos optimal strategiyalari to'plamini belgilaymiz. B v&C lar bir
xil o'lchovli jadvallar bo'lishsa:

|val[B] —val[C]\ < rrll?x\bkl —ckl\ (3.1)

tengsizlik o'rinli bo'ladi. Stoxastik o'yinda Wi(a) jadvalning
(k,I) —elementi

N

W+

3=1

bilan aniglanadi, bu yerda 1 < k < rtii 1 < | < riivaa =
(a.i,a2,...,Qliv)r vektor ustun. Ixtiyoriy boshlang'ich vektor
olingan bo'lsin. Uning yordamida vektorlar ketma-ketligini
quyidagicha quramiz:

= vallWiian 1)),
bu yerda n = 1,2,.... Ko'rsatamizki, vektor n -> 00 da
limitga ega va u ga bog'liq emas bo'lib, uning i —elementi

Gi o'yinning bahosiga teng.
Quyidagicha U akslantirishni aniglaymiz:

Ua = P,

bu yerda fa = val[At(a)]. a vektorning normasini quyidagicha
aniglaymiz:

lall = mgx fort,
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U holda yuqoridagi (3.1) dan quyidagini hosil gilamiz:
\\WUj3 —Uot\\ = max\val[Ai(/3)\ —val[Ai(a)]| <

m aXi,kji E 2 = i tfjP j- 12 'j=iorift < 32
N (3.2)
*1 Z I;% "M, lift - Qjl = (1- 9)|/3- <.
J=1
Bundan, xususan |ju2a —Ua\\ < (1 —59)||/3 —a||. Demak,
a®, Ua(°\ U2a” , .. ketma-ketlik yaginlashar ekan va uning

limiti bolgan a* vektor U akslantirishning qo‘zg‘almas nug-
tasi bo‘ladi: Ua* = a*. Bu qo'zg'almas nuqta yagona ekanligini
ko'rsatamiz. Faraz gilaylik, boshga yana bir a** qo‘zg‘almas nug-
ta mavjud bo‘lsin. U holda (3.2) dan quyidagini hosil gilamiz:

[[a* - a*11 = ||Ua* - UoT\\ < (1- s)|la* - a*¥||.

Bu tengsizlik o‘rinli bo'ladi, agar |[a* —a**|| = 0 bo'lsa. De-
mak, a* yagona qo'zg'almas nuqta bo'lib, u boshlang'ich a®
ga bog'liq emas. Endi a, soni Gt o'yinning bahosi ekanligini
ko'rsatish uchun, quyidagicha mulohaza yuritamiz: i —o'yinchi
birinchi n gadam davomida ro'y beradigan G”I) o'yinlarda op-
timal strategiyasini go'llab, keyingi o'yinlarda ixtiyoriy strate-
giyani qo'llasa, u holda uning yutug'i G~ o'yinning bahosidan
ko'pi bilan en = (1 —s)n/s ga farq giladi. Bu mulohaza 11
o'yinchiga nisbatan ham o'rinli. en —0va G~ 0'yinning baho-
si a* ga intilganligi sababli a* G{ o'yinning bahosi bo'ladi. gilib
quyidagi teorema isbot gilindi.

1-teorema. G stoxastik o'yinning o'yin bahosi quyidagi:

ofi —val[Ai(a)], i = 1,2,..., N

tenglamalar sistemasining yagona yechimidan iborat bo'ladi.
2-teorema. Stoxastik G o'yinda I va Il o'yinchilarning sta-
tsionar optimal strategiyalari mos ravishda x* va y* lardan iborat
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bo'lib, x* G 5/[A,(a*)] va y* G Su[Ai(a*)}, ya’ni G ga tegishli
Gi(i —1,2,...,N)o'yinda I va Il o'yinchilarning optimal strate-
giyalari bo'ladi.
Isbot. Faraz gilaylik, Gi o'yin n —qgadamda yakunlanib, bun-
N
dan | o'yinehi a* o'rniga wf + ~ pfja) yutugni olsin. Tushu-
j=1
narliki, bunda | o'yinehi tomonidan statsionar x* strategiyani
go'llash a* yutugni ta’minlaydi.
Boshlang'ich Gi o'yinda | o'yinehi tomonidan x* strategiyani
qo'llash natijasida n gadain davomida olgan o'rtacha yutug'i:

N
a*- (1- sy-'max”Pfaj
*7 =l
sonidan kichik bo'Imaydi. Demak, bu yutuq:

a* —(1 —s)nmax«*
j

kichik bo'Imaydi. Shu sababli I o'yinchining umumiy yutug'i:

a* —(1 —s)nmaxa) —(1 —s)n/s
i3

sonidan katta yoki unga teng bo'ladi.

Bu mulohazalar n ning yetarlicha katta giymatlari uchun,
o'rinli bo'lganligi sababli, bundan kelib chigadiki, Gi o'yinda
x* strategiya | o'yinehi uchun, optimal. Xuddi y* strategiya 11
o'yinehi uchun, optimal. Teorema isbot bo'ldi.

val operatorning nochizigliligi 1 va 2-teoremalar yordami-
da aniqg yechimni olishni giyinlashtiradi. Shuning uchun, yu-
tuglarni statsionar strategiyalar orgali ifodalash magsadga mu-
vofig. Buning uchun, quyidagi belgilashni kiritamiz. G = Gi —
sof strategiyalari G o'yin uchun, statsionar bo'lgan o'yinlar
to'plami bo'lsin. Ularning to'lov funksiyalari Kt(x,y) quyidagi
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tenglamalar sistemasini ganoatlantiradi:
N
y) = XiAiyi + xIPIyiKj(x,y), i= 12
3=1
Bu sistema yagona yechimga ega. Hagiqatan. chizigli Uxy almash-

tirish uchun: Uxya = j3 bu yerda ft = xtAiy{+ Y~f=ixiPijyiaji
quyidagi munosabat o'rinli:

, N.

XiPnyi - 1 XiPuyi s XIAN .. XiPINyi

X2P2W2  XZ2P222~ 1 mm- X2A212 = X2P2Ny2

XnPnivn XNPN2yN ——XnAnvVn

xnPnnvn ~ 1
A-Pnldfi - 1 x iAW/ xifW m
X2P2W2 X2P22V2 -~ e = X2P2W2 ... X2P2NV2

Xn PniVn xn Pn 2Vn mm xnPniVn mex"PnnVn —1

\\Uxy/3 - Uxya Il = max]| XNy~ -a)<@-s)p - all
j=l
Kramer qoidasiga asosan yuqoridagi yechimni hosil qildik.
3-teorema. G, o'yinlarning har biri egar nuqtaga ega:
minmaxif, (x, 7) - maxminKi(x, y).
y X Xy

Barcha Gi G G lar uchun, optimal bo'lgan statsionar strate-
giya Gi £ G lar uchun, sof optimal strategiya bo‘ladi va aksincha,
G v&G larning vektor baholari ustma-ust tushadi.
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Isbot. T(oroina isboti 2-tcoremadan osongina kelib chigadi.
E’tibor beramizki, biror Gi (yoki Gi) uchun. optimal bo‘lgan x
strategiya G (yoki G ) ga tegishli boshqga o'yinlar uchun, optimal
bo'lniHsligi mumkin.

Ko'rsatish mumkinki, G o'yinning barcha statsionar optimal
wtrategiyalari to'plami yopiq gavariq ko'pyoqdan iborat bo'ladi.
Ratsional koeffitsiyentli stoxastik o'yin ratsional bahoga ega
bo'lishi shart emas. i holatdan j holatga o'tish mumkin bo'lgan
gadamlar sonini bildiruvchi n soni to'plamini NZ bilan belgi-
laymiz. di Nij dagi sonlarning eng katta umumiy bo'luvchisi
bo'lsin.

i holatdan j holatga n gadamda o'tish ehtimolini p~ bilan
belgilaymiz.

3-ta’rif. Agar biror n topilib > 0 bo'lsaj holatga %holat-
dan o tish mumkin deyiladi va i ->j kabi belgilanadi.

4-ta’rif. %vaj holatlar o zaro alogada deyiladi, agar bir ho-
latdan ikkinchi holatga o'tish mumkin bo'lsa, bu i f> j kabi
belgilanadi.

5-ta’rif. O'zaro alogada bo'lishlik ma’nosida ajralmaydigan
ekvivalent sinflarga bo'linadi.

Isbotsiz quyidagi lemmani keltiramiz.

1-lemma. Bir ajralmaydigan ekvivalent sinfga tegishli i,j lar
uchun, di = dj = d bo'ladi va ga tegishli sonlar modul
bo'yicha tagqoslamadir.

ning ixtiyoriy elementi bilan d modul bo'yicha tagqoslash
mumkin bo'lgan sonni tl3(0'< tij < d) bilan belgilaymiz.
6-ta’rif. Ixtiyoriy i vaj elementi uchun, t3 —0 bo'lgan sinf
siklik sinf deb ataladi.

7-ta’rif. Agar Markov zanjiri fagat bitta siklik sinfdan iborat
bo'lsa, u regulyar, aks holda siklik deb ataladi.

Bunda quyidagi teorema o'rinli.
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4-teorema. Zanjir regulyar bo‘lishligi uchun, biror n da Pn
ning barcha elementlari musbat bo‘lishligi kerak, ya’ni bunda ix-
tiyoriy holatdan boshqga bir ixtiyoriy holatga n gadam davomida
o'tish mumkin.

8-ta’rif. si,s2,... sonli ketma-ketlik berilgan bo'lsin. Agar
71—1

tn=\ Y siketma-ketlik t soniga yaqinlashsa, u holda yuqorida-

gi ketmlgg)ketlik t ga Chezaro ma’nosida yaqinlashadi deyiladi.

9-ta’rif. si,s2,... sonli ketma-ketlik berilgan bo'lsin. Agar
n-1/ ji\
un — Y, | <] —Kk)ISi, (0 < k < 1) ketma-ketlik t
i=0 V1J '
soniga yaginlashsin. U holda yuqoridagi ketma-ketlik t ga Eyler

ma’nosida yaqinlashadi deyiladi.
10-ta’rif. lim =p,>0j =1,2,jVvdan hosil gilin-
n—00 J
ganp = (pi,P2>se Pn) tagsimot ergodik(statsionar) tagsimot deb
ataladi.

Fagat bitta ergodik sinfdan iborat bo'lgan markov zanjiri er-
godik markov zanjiri deb ataladi.

5-teorema. Ixtiyoriy ergodik zanjir uchun, darajali P n gator
Eyler ma’nosida A limit jadvalga yaginlashadi. Bu limit jadval-
ning ko'rinishi quyidagicha A = £p bo'ladi. Bu yerda £- ele-
mentlari birdan iborat bo'lgan vektor ustun, p —musbat ehtimol
vektori.

Isbot. Siklik zanjirda bir sikldan boshqasiga o'tish n ning
ayrim giymatlarida amalga oshiriladi va bu o'tishlar davriy qay-
tarib turiladi. Shu sababli o'tish jadvali P ning hech bir darajasi
musbat bo'lmaydi va turli darajalari turli joylarda nol elementga
ega bo'ladi. Darajaning ortib borishi bilan bu nol elementlarning
joylashuvi davriy qaytarilib turadi. Demak, P n ketma-ketlik od-
diy ma’noda yaqinlashmaydi. Ko'rsatamizki, ushbu ketma-ketlik
Eyler ma’nosida yaqinlashadi. 0 < k < 1 berilgan son bo'lsin,
quyidagi kI + (1 —k)P jadvalni garaylik. Ushbu jadval o'tuvchi
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jtttlvaldir. Bunda P jadvalning musbat elementlar joylashgan joy-
da kl + (1 —k)P jadvalning ham musbat elementlar joylashgan,
demak, u ham ergodik zanjirni ifodalaydi. Shu bilan birga uning
diagonal elementlari ham musbatdir. Demak, har bir holatga bir
gadamdan so‘ng gaytib kelish mumkin ekan, bu degani d = 1
Natijada yangi zanjirning regulyar ekanligi kelib chigadi.

Regulyar zanjirning ergodik teoremasidan kelib chigadiki,
(kI + (1 —k)P)n ketma-ketlik A = £p jadvalga yaginlashadi, bu
yerda p — musbat ehtimollik vektori. Natijada quyidagilar hosil
bo‘ldi:

A= lim(kl+ (1- k)P)n

Oxirgi tenglikdan ko‘rinib turibdiki, P n ketma-ketlik har bir k
da Eyler ma’nosida A ga yaginlashadi. Teorema isbot bo'ldi.

Quyidagi teoremani isbotsiz keltiramiz.

6-teorema. Agar P ergodik otish jadvali bo‘lib A va P lar
5-teoremadan olingan bo‘lsin, u holda:

a) ixtiyoriy ehtimollik vektori n uchun, 7rP n ketma-ketlik Eyler
ma’nosida p ga yaginlashuvchi;

b) p vektor P jadvalning yagona qo'zg'almas vektori bo'ladi;

c) PA = AP = A

Eslatib o'tamiz {Xn}n>Q diskret tasodifiy migdorlar ketma-
ketligi quyidagi:

P{Xnt\ = intlmXn= 2, Xn"i Ind)e>Xq—24f =
p{xnti LXn iny

shartni ganoatlantirsa, u sodda Markov zanjiri deb ataladi. De-
mak, sodda Markov zanjirida keyingi o'tish ehtimoli fagat hozir-
gi holatga bog'lig bo'lib, avvalgilariga bog'lig emas ekan (bog'liq
bo'lsa yuqori tartibli Markov zanjiri deb ataladi).
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{X n}n>o tasodifiy miqdorlarning giymatlar sohasi holatlar fa-
zosi deb ataladi.

Pij{n) = P{Xn+1=j :Xn=1)

tengliklar bilan elementlari aniglangan Pn jadval n gadamda
o tish ehtimoli jadvali deb ataladi. Elementlari p%= P{X Q= i}
bilan aniglangan p = {pi,p2, mmPn) vektor Markov zanjirining
boshlang‘ich tagsimoti deyiladi.
Markov zanjiri bir jinsli deyiladi, agar otish jadvallari gadam
soniga bog‘lig bo‘lmasa, ya’ni ixtiyoriy n da
Pij(p0 ~ P4

aks holda bir jinsli emas deyiladi.
Bundan keyin bir jinsli Markov zanjirlari ko‘riladi.
Shartli ehtimollik xossasiga asosan:

P{Xn=in:Xn-1 = in-1 ..., Xo —20} = Pim\inPin-2*n-1" -Pi0i 1At)
bundan Kolmogorov — Chepmen tenglamasi kelib chigadi:
P{Xn=in:Xo0=i0] = (Pn)iohl,

demak, bir jinsli Markov zanjirida n gadamdagi o‘tish ehtimoli
jadvali bir gadamda o'tish ehtimoli jadvalining n — darajasiga
teng ekan. Bundan quyidagi hosil bo‘ladi:

P{xn=1i,} = ((p"Yp)"

Yuqorida diskret Markov zanjiri uchun, kiritilgan tushunchalarni
uzluksiz bo'lgan Markov zanjirlari uchun, ham aytish mumkin.
{Xiyt>0 diskret tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi quyidagi:

P\Xt fi—X"h.Xs—xs,0" s A f} —

P{XtJth Xt+h .Xt = Xt}
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bhartni ganoatlantirsa, uzluksiz vaqtli Markov zanjiri deb ataladi.
Agar uzluksiz vaqtli Markov zanjiri uchun:

P {X/+, = xt+h mXt —Xfj-= P{X}i > .X0 £o}

tenglik o‘rinli bo‘lsa, u birjinsli Markov zanjiri deb ataladi.
Diskret Markov zanjiriga oxshash uzluksiz holda ham bir jinsli
Markov zanjirining chekli tagsimoti boshlang'ich tagsimot

P= (P1P2, «)T,Pi= P{X0=i},i = 1,2,...
va o'tish jadvali
P(h) = (Pijih)) = P{Xh=j:X 0= i}

bilan to'la aniglangan.
O'tish jadvali quyidagi Kolmogorov — Chepmen tenglamasini
ganoatlantiradi:
P{t + s) = P(t)P{s)

yoki _
Pij(t + s) = 52m (t)PKj(s)-
k
Misol. Eng sodda siklik zanjir quyidagi ko'rinishga ega:
1
1
Uning o'tish jadvali
ko'rinishda bo'ladi, statsionar tagsimoti esa p = (0,5; 0,5)

bo'ladi.

405



4-§. Imitatsion modellashtirish. Monte-Karlo usuli

Imitatsion modellashtirish asosan ikki toifaga tegishli masala-
larni yechishda ishlatiladi.

1. Matematika, fizika va ximiya fanlari sohalaridan olingan
nazariy masalalar, xususan:

a) egri chizig bilan chegaralangan figuraning yuzini hisoblash,
hamda karrali integral giymatini aniglash;

b) jadvalni teskarilash;

c) m(= 3,14159) o'zgarmasni hisoblash;

d) xususiy hosilali differensial tenglamani yechish:

e) tekislikda zarrachaning harakat trayektoriyasini topish;

f) turli ko'rinishdagi chizigli tenglamalar sistemasining yechi-
mini olish;

Inson faoliyati davomida yuzaga keladigan amaliy
boshgaruv masalalari, xususan:

a) texnologik — ishlab chiqgarish jarayonlarining imitatsion
modellashtirish masalalari (masalan, ximik jarayonlarni tadqiq
qgilish, zaxirani boshgarish, texnik xizmat ko‘rsatish sistemasini
loyihalashtirish va boshgalar);

b) igtisodiy xususiyatga ega bo‘lgan sistemaning imitatsion
modellashtirish masalalari (loyihalashtirish jarayonlari, igtisodiy
basharotlar hamda anigroq mazmunga, masalan, investitsion
jarayonlar);

c) ijtimoiy va ijtimoiy-psixologik masalalar (masalan, aholining
ko'chishi, guruhlar harakatining muammolari va boshgalar);

d) biomedik sistemalarning imitatsion modellashtirish
masalalari (masalan, qon aylanish, miyaning faoliyati, qondagi
qgizil va oq katakchalar (eritrotsit)ning harakatlari);

e) u yoki bu harbiy strategiyani yoki taktikani qo‘llash nati-
jasida vujudga keladigan oqgibatni tahlil gilish.

Yuqorida keltirilgan masalalarni yechishda ishlatiladigan usul,
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ma’lum ma’noda, hozirgi zamon imitatsion modellashtirishning
usuli bo‘lgan Monte — Karloning o'tmishdoshi hisoblanadi.
Uning asosiy g‘oyasi izlanayotgan bahoni olish uchun, tanla-
madan foydalanishdir. Ammo ko'rilayotgan masala mos ravish-
da ehtimollik tagsimoti bilan tavsiflanishi, bu tanlama olishning
shartlarida bo‘lib, buning yordamida tanlama amalga oshiriladi.
Ayrim hollarda bunday bog'lanishni tiklash giyinga o'xshaydi,
masalan, determinik masala bo'lgan integral hisoblash bilan
ehtimollik tagsimoti orasidagi bog'lanish. Buni biz keyinchalik
batafsil ko'rib chigamiz.

0 ‘tgan asrning ikkinchi yarmidan boshlab nazariy masala-
larni yechishda Monte — Karlo usulining o'rniga murakkab
amaliy masalalarni tahlil gilish uchun, imitatsion modellashtirish
nomi bilan yangi usul kirib keldi. Imitatsion modellashtirish
Monte — Karlo usuli kabi sistemani ishlash natijasini baho-
lashda tanlamalardan foydalanadi. Shu ma’noda Monte-Karlo
usulida o'z aksini topgan ko'pgina g'oyalar imitatsion model-
lashtirishda ham bevosita tadbig'ini topdi. Bu g'oyalardan biri
mos ehtimollik tagsimotidan foydalanib tanlamalarni aniglash va
natijani ishonchli baholash uchun, tanlama sonini kamaytirish
usullarini ishlab chigishdan iborat. Oxirgi paytda murakkab sis-
temalarni imitatsion modellashtirishdagi muvaffaqgiyatlar EHM
larni takomillashtirish bilan bevosita bog'liqdir. Hozirgi vaqt-
da mavjud bo'lgan tezkor EHM larsiz konstruktiv ravishda imi-
tatsion yondashuv usulini tasavvur gilib bo'lmaydi. Shu yerda
ta’kidlash lozimki, imitatsion modellashtirishda hisoblash sod-
da bo'lishi bilan birga, ko'p vaqtni talab giladi. Shu sababli bu
hisoblarni "qo'ldal bajarish amaliy jihatdan mumkin emas.

Tasodifiy sonlarning ahamiyati

Yuqorida ko'rib o'tildiki, imitatsion modellashtirish tanlan-
malar yordamida olingan ma’lumotlar asosida sistemaning opera-
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tsion xususiyatlarim tahlil gilishga imkon beradi. Biz tanlamalar
gay tarzda olinishi bilan tanishib chigamiz. Bunda shuni nazarda
tutishimiz kerakki, zarur hisoblash jarayonlari EHM orgali amal-
ga oshiriladi.

Imitatsion modellarda ixtiyoriy ehtimol tagsimotiga mos tanla-
malar [0,1] oraliqdagi tasodifiy sonlar asosida quriladi. Tanlama
gay tarzda amalga oshirishini tushuntirishdan avval, [0,1] oralig-
qa tegishli tasodifiy sonlar ganoatlantirishi lozim bo‘lgan statistik

shartlarni keltiramiz.
1. [0,1] oraliqdagi ixtiyoriy son bir xil ehtimollik bilan ro‘y

beradi.
2. [0,1] oraligdan tasodifiy ravishda ketma-ket olinadigan son-

lar joylashuvi butkul tasodifiy generatsiya gilinadi, ya’ni ular bir-
biriga bog‘lig emas va korrelyatsion bog‘ligsiz. [0,1] oraligdan
tasodifiy sonlarni tanlashda, EHM da oson amalga oshiriladigan
arifmetik usullar ishlatiladi. Bunda, ko‘p hollarda, tasodifiy son-
larni aniglashda rekursiv formulalar orqgali generatsiya gilinadi-
gan multiplikativ kongruent usul go'llaniladi. Mos statistik tek-
shiruv shuni ko‘rsatadiki, bu usul yordarnida [0,1] oraligda tekis
tagsimlangan tasodifiy sonlar tanlab olinadi. Bundan tashqari
rekursiv ifodaning parametrlarini tanlab olish mumkinki, taso-
difiy sonlarning gayta takrorlanishidan awalgi soni modelning
to‘la bir marta ishlashi uchun, yetarli bo'lsin. Quyida shu usul
yordarnida aniglangan 186 ta tasodifiy sonlar berilgan.
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058962
769774
821570
934123
356707
292630
480379
627205
940210
814746
353251
950391
144655
489546
039436
220226
988993
166865

352943
234646
891254
519930
259606
697501
627205
439814
357985
640618
684924
709176
576880
386699
661127
412235
620635
234068

586999
479909
953397
712470
347270
551336
439814
994034
001720
510993
291621
701533
159382
914280
611829
491375
822874
902734

Qulaylik uchun,
tushirib goldirilgan.

4-1-jadval

345500
767638
699089
595449
747163
030504
994034
005875
788457
300419
585405
826616
744371
005383
720835
238133
351526
309612

790012
284650
613960
160463
357549
220998
005875
088946
715256
203535
887838
645896
151787
803777
818541
006422
703292
733068

630566
811154
391962
603734
420822
051455
088946
480798
195421
517436
058382
435829
031383
774217
423735
895334
056012
611896

673284
287072
826125
178239
306993
319740
455344
084273
735221
272799
359749
801902
822207
411304
175532
314207
006447
073756

364609
422037
230243
635823
054556
455344
854407
178448
452531
979865
633051
888953
650795
499874
239580
827234
534569
935472

128099
948578
902490
210783
544395
854407
028341
312230
298202
424002
560561
116597
504908
297506
857687
135543
149393
949026

487110
893129
342756
542293
895364
028341
480379
267349
916428
725225
665907
699005
172286
286166
989902
368147
085234
274906

sonlarning chap tarafidagi o'nlik nuqta
Quyidagi sodda misolda [0,1] oraligdan olin-

gan tasodifiy sonlar tanlanmasidan ganday foydalanish mumkin-

ligini ko'ramiz:

X

p{x)

F{x)

4-2-jadval
1 2 3 4 5 6

/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6

1/6 1/3 1/2 2/3 5/6 1

Hatto statistik testlarni ganoatlantiruvchi arifmetik opera-
tsiyalar yordamida olingan tasodifiy sonlarni haqiqgiy tasodifiy
emas deb da'vo etish mumkin. Hagigatan, bu sonlarning bar-
chasi rekursiv ifodalar uchun, boshlang'ich giymatlar berilgan
zahot oldindan "aniglangan” bo'ladi. Shu sababli bu yo'l bilan
olingan sonlarni hagiqiy tasodifiy sonlardan (ularni olish uchun,
umuman boshga usul ishlatiladi) farglash uchun psevdo tasodifiy
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sonlar deb ataladi. Tasodifiy sonlarni olishda arifmetik usulning
asosiy afzalligi shundan iboratki, uning yordarnida zarur paytlar-
da sonlarning bir xil ketma-ketligini olish mumkin bo‘ladi.

1-misol. (tanga tashlash o‘yini.) Tanga tashlanganda, uning
tamg‘a (T) tomoni tushsa | o‘yinchi Il o'yinchiga 10 birlik, ak-
sincha ragam (S) tomoni tushsa Il o'yinchi I o‘yinchiga 10 birlik
yutuq taqdim etsin. Tangato'g'ri shaklga ega bo‘lsa, uning T yoki
R tomon bilan tushish ehtimoli 50 foiz bo'ladi. Boshqgacha ayt-
ganda T yoki R hodisalarining ro‘y berish ehtimolliklari p{T} =
0.5; p{P} = 0.5.

Ta’rifga asosan barcha tasodifiy sonlar [0,1] oraligda tekis
tagsimlangan bo'lganligi sababli, yuqoridagi o'yinning natijasi-
ni aniglash uchun, quyidagi qoidani taklif etish mumkin. R bilan
generatsiya qilish yo'li bilan aniglanadigan tasodifiy sonning qiy-
mati belgilangan bo'lsin. U holda, agar 0 < R < 0,5 bo'lsa T
hodisa, agar 0 < R < 1 bo'lsa S hodisa ro'y bergan bo'lsin.
R sonining [0,1] oraligda bunday tagsimlanishi T va S hodisa-
larni teng ehtimollik bilan ro'y berishiga ekvivalentdir. Ushbu
tanga tashlash bilan bog'lig bo'lgan o'yinning modelini tuzish
uchun, faraz etaylik, tanga 10 marta tashlansin. Bu [0,1] oralig-
dan tasodifiy 10 sonni aniqglashga ekvivalentdir. Buning uchun,
4.1-jadvalning birinchi ustunidagi 10 ta sondan foydalanamiz,
ular tanga tashlanganini bildiradi. Ular T,S, T, S,S,S,S, T, T
va S larga mos keladi. Buning natijasida I o'yinchi Il o'yinchiga
60 —40 = 20 birlik yutqazadi. Tabiiyki, tashlashlar soni ortib
borishi bilan durang natijaga kelishni kutish mumkin, ya’ni hech
bir o'yinchi yutmaydi.

Masalan, tanga tashlash saqgo tashlash o'yinlari kabi, [0,1]
oraliqdagi tasodifiy sonlardan foydalanish barcha natijalarga bir
xil ehtimollik beruvchi mos tagsimot bilan tanlashga chegara
go'yilganga o'xshaydi. Aslida unday emas. Quyidagi misollar
orgali ko'rsatiladiki, ixtiyoriy ehtimol tagsimotiga bo'ysunuvchi
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natijani [0,1] oraliqga tegishli tasodifiy sonlar bilan generatsiya
gilish mumkin.

Ixtiyoriy taqsimotda [0,1] oraliqdagi tasodifiy sonlardan foy-
dalanishga o‘tishdan awal, o'yin saqgqosini tashlash o'yinini
boshgacha nuqtayi nazardan ko'rib chigamiz. Buning uchun,
x bilan natija (tasodifiy o'zgaruvchini), p(x) va f(x) bilan
mos ravishda ehtimollikning zichlik va tagsimot funksiyalari-
ni belgilaymiz. U holda 4.2-jadvaldagi f(x) bilan x orasidagi
bog'lanishdan ko'rinib turibdiki, x ning turli giymatlari bilan
[0,1] ning oralig ostilari orasidagi bog'lanish quyidagicha bo'lar
ekan:

4-3-jadval

X=1 0<F(x)<1/6 x =4 1/2 < F(x) <2/3

x—2 1/6 < F(x) < 1/3 i =5 2/3 < F(x) <5/6

X=3 1/3<F(x) <12 i=6 56<Fx)<1

[0,1] oraligda R tasodifiy sonni generatsiya gilish bilan, uni
f(x) ga tenglashtirish orgali natija x ning giymatini aniglash
mumkin. Masalan, R = 0,4 uchun, f(x) = 0,4 tenglikdan va
4.3-jadvaldan x = 3 ekanligini topamiz. Bu usulni ishlatish f(x)
funksiyaning teskarisini topish bilan ekvivalent va u inversiya
usulini tatbiq gilishga mos keladi.

[0,1] oraligda tekis tagsimlangan f(x) funksiya uchun, ixtiyo-
riy ehtimol tagsimotiga inversiya usulini go'llash mumkin. Ush-
bu natija ixtiyoriy f(x) uchun, oson isbotlanadi. Faraz gilaylik,
y —f{x), 0 < y < 1.y = f(x) kattalikning tagsimot ehtimolligi
G(x) bo'lsin. U holda quyidagini munosabatlarni hosil gilamiz:

G(y) = P{y <Y} = P{F{x) <Y} =P{x < FA"K)} =

= FIF-"F)} =y, 0< v < 1
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Bu xossa kattalik uchun, tekis tagsimlangan holda va fagat shu
holda o‘rinli bo'ladi. Ushbu natija ham diskret, ham uzluksiz
tagsimotlar uchun, o'rinlidir.

Diskret tagsimotlar uchun, inversiya usuli, xuddi soqqga tash-
lashdagi misoldagi mulohazalar kabi olib boriladi. Endi uzluksiz
tagsimot bo'lgan holni garaylik.

2-misol. (eksponensial tagsimotda tanlama.) Faraz gilay-
lik, gandaydir xizmat ko'rsatish sistemasida xizmat ko'rsatish
vaqgti t eksponensial gonun bilan tagsimlangan bo‘lib, xizmat
ko'rsatish tezligi n bo'lsin. U holda t kattalikning tagsimot ehti-
molligi quyidagi ko'rinishda bo'ladi:

[(f) = [*»m*, t >0
Demak,
f(t) = =1—
0
Agar R [0,1] oraliqdagi tasodifiy son bo'lsa, f(t) = R deb olish
bilan quyidagini hosil gilamiz:
R=1-
yoki
I=-(i)In(l -R) =-()InR.

Oxirgi tenglikda 1 —R ni R ga almashtirilishiga sabab. R va
1—R lar [0,1] oraligda teng imkoniyatli tasodifiy sonlardir.

Monte-Karlo usuli

Modellashtirishdan foydalanaliyotgan paytda ko'p vaqt maz-
munan statistik tajribani ifodalovchi imitatsion modellashtirish,
uning natijasi esa statistik testlar asosida izohlash talab etilishi,
diggat-e'tibordan chetta qoladi. Bundan tashgari bunday mo-
dellashtirishning o'ziga xos ekanligi, ya’ni uning natijasi fagat
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tajribani yetarlicha kop takrorlash orqali statsionar giymatiga
kelish mumkinligini bilish zarur. Model kelajakda kutish mum-
kin bo‘lgan natija haqida tasavvurni hosil gilishi uchun, modelni
tekshirish yetarlicha uzoq vagt davom etishi zarur, bu bilan sta-
tsionarlik sharti ham kafolatlangan bo'ladi. Odatda "yetarlicha
uzoq vaqt" tushunchasi juda murakkab bo'lib, u modellashtiri-
layotgan sistema turiga hamda boshlang'ich shartlarga bog'liq
bo'ladi. Yuqorida keltirilgan mulohazalarni tasdiglash ma’nosida
Monte —Karlo usuli bilan tanishib chigamiz:

y

(-4,7) (6,7)

(-4.,-3) (6,-3)

(x —1)2+ (y —2)2= 25
4.1-rasm.

Yuqorida ko'rilgan misol sodda bo'lishiga garamasdan na-
munalidir. Diametri ma’lum bo'lgan doiraning yuzini tasodi-
fiy miqdorning giymatlari yordamida aniglangan tanlamalar
asosida topish talab etilsin. Doiraning tomonlari diametrga
teng bo'lgan kvadrat ichiga joylashtiramiz. Bizning maqgsad
doira yuzini topishda tanlamalardan foydalanish, chunki model-
lashtirishda ma’lumotlarni fagat usul bilan olish mumkin. Bularni
tushuntirish maqsadida aniq sonli misol ko'ramiz. Markazi (1,2)
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da va radiusi r = 5sm bo'lgan doira berilgan. Ushbu doiraning
aylanasi:
(x ~ N2+ (y~ 2)2=25

tenglamaga ega bo‘adi. Kvadratning uchlari (—4, —3), (6, —3),
(—4, 7) va (6, 7) nugtalarda joylashgan bo'lib, ular figuraning geo-
metrik xossasidan kelib chigadi. Kvadrat ichidagi yoki aylanadagi
ixtiyoriy (x,y) nuqtalar —4< x < 6 va —3 < y < 7 tengsizlik-
larni ganoatlantiradi.

Monte-Karlo usulini qo‘llashda tanlamalardan foydalanish
quyidagiga asoslangan, yani —4 < x < 6va —3 <y < 7
kvadratdan olingan nuqtalarning paydo bo'lishi teng ehtimollik-
ka ega, x vay quyidagi:

1/10, -4 < x < 6,

M= 5 aks holda

( _ f1/10, -3 <y<17,
\ 0, aks holda

ehtimollik zichligi bilan aniglangan bo'lib, tekis tagsimlangan.
Endi (x,y) nugtani f(x) va g(y) tagsimotlarga mos ravishda
aniglaymiz. Bu jarayonni davom ettirgan holda doira yoki ay-
lanaga tushgan nuqtalar sonini hisoblaymiz.

Faraz gilaylik, tanlama n kuzatishdan iborat bo'lib, bu n nug-
tadan m tasi doira ichiga yoki aylanaga kelib tushgan bo'lsin.

U holda doiraning yuzi bahosi = m/n, kvadratning yuzi
= (m/n)(10 x 10) = 100m/n. Doiraning yuzini shunga o'xshash
usul bilan aniglashni, quyidagicha asoslash mumkin, ya’ni tanla-
ma tanlash jarayonida ixtiyoriy (x,y) nuqta kvadratning ixtiyoriy
joyiga bir xil ehtimollik bilan tushadi. Shu sababli m/n nisbat
doiraning yuzini kvadrat yuziga nisbatan baholashni ifodalaydi.

Modellashtirishda statistik xatolikning ta’sirini o'rganish
maqgsadida masala n ning turli 100,200,500,1000,2000,5000 va
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10000 giyrnatlarida yechib ko'rildi. n ning har bir giymatida 10
tadan turli tasodifiy sonlar olindi, buning har birida tasodifiy
sonlarning turli ketma-ketliklari hadlari [0,1] dan olindi.

Tasodifiy Tajribalar soni n ning giymali
sonlar olish berilgan doira yuzini baholasli

tartibi 100 200 500 1000 2000 5000 10000
780 795 774 76,2 788 78,22 78,77
700 770 810 76,2 78,7 786 7823
81,0 795 77,2 79,0 7915 77,72 78,88
70,0 77,0 77,0 79,7 78,7 77,76 78,03
79,0 77,0 794 77,0 7945 79,0 7821
81,0 76,0 79,2 78,8 77,65 78,68 78,27
770 780 79,0 77,3 784 79,08 79,64
78,0 795 80,2 80,2 77,05 7854 7827
82,0 76,5 80,4 795 79,75 78,34 78,67
75,0 820 756 798 790 7822 78,16
0 ‘rtacha 77,1 78,2 7864 78,37 7856 78,42 78,57
Dispersiya 183 35 31 24 066 023 022
Yuzaning aniqgiymati = 78,54sm?2

o ~NoOoO O~ wWDN P

S

Ushbu jadvalda tajriba natijalari keltirilgan. Ulardan foydalan-
gan holda quyidagilarni keltirish mumkin.

1 Tajribalar soni ortishi bilan doira yuzini baholash aniq qiy-
matga yaginlashib boraveradi. 4.2-rasmda n ning turli giymatla-
rida 1 va 2 ta hollar ko‘rilgan. Bundan ko'rinib turibdiki, avval
aniq qiymat atrofida tebranib turadi, keyinchalik stabillashadi.
Bu hoi tajribani yetarlicha ko‘p o'tkazilgandan so‘ng ro'y beradi.
Odatda, ko‘pchilik imitatsion modellashtirishlarda shu statsionar
holatdagi natijalar muhim bo'ladi.

2. n ning bir xil giymatida tasodifiy sonlarning giymatlari bilan
farglanuvchi 10 ta variantning har birida turli baholashlar olin-
gan. Bu variantlarning har birini modellashtirish bilan bog'liq
bo'lgan tajribadagi kuzatuv deb hisoblash mumkin.
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3. Agar baholashni n ning har bir giymatida o'rtachasi olinadi-
gan boflsa, xatolik kamayib boradi. Bu bog‘lanish 4.3-rasmda
ko'rsatilgan va shu bilan birga statsionar holatga kelinganda n
ortishi dispersiyaning kamayishiga olib keladi. n ning giymati
100 dan 200 ga olzgarganda dispersiya giymati 18,3 dan 3,5 ga
keskin kamayadi. Bu oraligdan boshqa oraliglarda bunday keskin
kamayish kuzatilmaydi. Oxirgi natija shuni ko‘rsatadiki, chegara
borki shundan boshlab natijaning anigligi, dispersiya bilan ifo-
dalanganda aytarli o'zgarmaydi.

4 -2-rasm.
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Imitatsion modelning tatbiq qilinish xarajatlari tajribalar
o'tkazish soniga bog'liq. Shuning uchun, natijani topishdagi katta
xarajat bilan katta aniqlik (dispersiya kichik) orasidagi o'rtacha
yo'Ini topish muhimdir.

4. Yuzani baholash tarqoq bo'lganligi sababli, modellashtirish
bilan bog'lig bo'lgan tajriba natijalari ishonchli oraliglar orqgali
ifodalanishi muhim bo'lib, u haqgiqgiy giymatdan ganchalik farq
gilishini ko'rsatib beradi. Ko'rilayotgan misolda, agar A may-
donning anig giymatini ifodalab N kuzatish natijasida A va s2
lar mos ravishda o'rtacha va dispersiyani aks ettirsa, u holda A
uchun, 100(1 —a) foizli ishonchli interval

A —(s/VN)ta/2,n-i 5: A < A + {s/yfN)ta/2fl-i

bo'ladi, bu yerda ta/2, N —1 bilan N —1 darajali erkinlikka ega
bo'lgan t — tagsimotning (100a/2) foizli nuqtasi belgilangan.
Bunda N kuzatuvlar sonini bildirsa, n — modeldagi tajribalar
sonini bildiradi.

4-44adval

Modeldagi tajribalar soni N = 10dagi 95foizli ishonch oraligli

100 74,04 < A < 80,16
200 76,86 <A < 79,54
500 77,38 < A < 79,9
10000 7726 < A < 79,48
2000 7798 < A < 79,14
5000 78,08 < A < 78,76
10000 78,23 < A< 88,90

4.4-jadvalda ko'rilayotgan misolda tajribalar soni turli
bo'lganda ishonch oraliglari 95 foiz bo'lgan hollar keltirilgan.
Bunda kuzatishlar soni bir xil N = 10. (Hisoblash ganday boril-
ganligini bilish uchun, 4.4-jadvalni tekshirib ko'rish taklif etiladi.)
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4.4-jadvalda keltirilgan natijalar shuni ko‘rsatadiki, barcha
ishonch oraliglari aniq giymat (= 78654.sm2)ni olz ichiga oladi.
Tajribalar soni ortib, statsionar holga kelganda ishonch oraliglari
kichrayib boradi (n = 100 va n = 10000). Ixtiyoriy statistik
tajribada kuzatishlar soni N kattalashishi bilan ishonch oralig’i
kichiklashib borsa ham, modellashtirishga bog'liq bo'lgan tajri-
baning o'zigi xosligi, ishonch oralig'i modeldagi tajribalar soni-
ga ham bog'liqdir. Shu sababli modeldagi tajribalar soni or-
tishi bilan natijalarning targoqligi kam bo'lib, yanada aniqroq
yechim olinadi. Boshgacha aytganda modellashtirishning nati-
jalarini yaxshilash uchun, statsionar holatni ta’minlovchi kuza-
tishgaeha olib borish lozim.

Yuqgorida ko'rilgan misolning magsadi — imitatsion model-
lashtirish bu modelni yaratish va unga mos dastur yaratish bilan
chegaralanmagan holda, modellashtirish statistik tajriba bo'lib,
natijalarni shu nuqtayi nazardan garash talab etiladi. Xususan,
modellashtirish uchun, olib borilgan ixtiyoriy tajribada quyidagi
savollarga javob berish lozim bo'ladi:

1. Statsionar holatga kelish uchun, tajribalar soni nechta
bo'lishi kerak?

2. Qanday qilib statistik bog'ligsiz kuzatishlarni olish mumkin?

3. Xarajatlarni ma’qul darajada saglab, aniglikni ham
yo'qotmagan holda modellashtirishning natijalarini ganday olish
mumkin?

4. Ishonch oralig'ini zaruriy holatga keltirish uchun, nechta
kuzatuv talab etiladi?

Bu masalalarni amalga oshirish oddiy emasligi ravshan.

Nazorat savollari

1. [0,1] oraliqdagi tasodifiy sonni oraligni 100 ga ko'paytirist
bilan [0,100] oraligdan olinadigan tasodifiy songa o'tkazish mum-
kinmi?
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2. [0,1] oraligdan tasodifiy sondan tashkil topgan sonlar ketma-
ketligidan tanlama hosil qilish uchun, olingan tagsimot tekis
tagsimlangan bo'lishi shartmi?

3. Imitatsion modellashtirish yordamida olingan natija model-
ning tajriba soniga bog'lig emasmi?

4. Ixtiyoriy imitatsion model statistik tajribadan iborat bo'lib,
natija statistik xatolikdan iboratmi?

5. Imitatsion modelning natijasini anigroq baholashda kuza-
tishni o'rtalatish orgali amalga oshirib bo'ladimi?

6. Modellashtirishda o'tish va statsionar holatlar chegarasini
har vaqt aniq belgilash mumkinmi?

7. Takrorlashning asosiy afzalligi shundan iboratki, kuzatishlar
statistik bog'lig emas, shu to'g'rimi?

8. Imitatsion modeldan foydalanishda unda modellashtirish
oralig'ida paydo bo'ladigan barcha hodisalarni avvaldan genera-
tsiya qilish shartmi?

Mustaqil yechish uchun misol va masalalar

5.4. Imitatsion modellashtirish. Monte-Karlo usuli
mavzusiga doir

1. Oshiq tashlaganda 1 va 6 ragamlari tushsa yutuq, aks
holda yutqgiziq bo'ladi: a) berilgan holatni ifodalovehi tagsi-
mot aniglansin; b) ushbu jarayon 10 marta gaytarilsa 1-jadval-
ning birinchi ustunidan foydalangan holda yutuq yoki yutqiziq
bo'lishligi aniglansin.

2. Mijozlarga xizmat ko'rsatish tizimiga kelish qonuni Puas-
son tagsimoti bo'lib, jadalligi soatiga 10 ta mijozga Xxiz-
mat ko'rsatishdan iborat. Ammo tizim barcha mijozlarga xiz-
mat ko'rsata olmasligi sababli har ikkinchi mijozga xizmat
ko'rsatishga ruxsat berildi. 4.1-jadvalning birinchi ustunidan foy-
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dalangan holda xizmat ko'rsatiladigan birinchi uchta mijozning
kelish vaqtlari aniglansin.

3. Xizmat ko‘rsatish tizimida keyingi soatdagi Xxizmat
ko'rsatish tezligi awalgi soatdagi mijozlar soniga garab tartib-
ga solinadi. Odatda, mijozlar soni soatiga 5 ta bo'lib, ularning
kelishi Puasson tagsimot qoniniga bo'ysunadi. 1-jadvalning 1-
ustunidan foydalangan holda mijozlarni 1 va 2-soatlarda kelish
soni aniglansin.

4. 4.1-jadvalning 1-ustunidagi 30 ta sondan foydalanib,

6
\] x2dx

3

integralning giymati baholansin.

5. 4.1-jadvalning 1-ustunidagi 30 ta sondan foydalanib tomon-
lari 2sm bo'lgan teng tomonli uchburchakning yuzasini baholang.
Olingan natijani uchburchak yuzining anig giymati bilan solish-
tiring.



Vi BOB.
VARIATSION HISOB MASALASI

Ma’lumki, biz ko‘rib kelgan funksiyalar, odatda, bitta yoki
bir nechta erkli o'zgaruvchilarga bog‘lig bo‘lar edi. Lekin ko‘p
masalalarda bunday funksiyalar tushunchasi yetarli bo'lmay
goladi: masalan, o‘tkazgich bo'ylab elektr toki ogimi o‘tganda
o‘tkazgich atrofida hosil bo'lgan elektromagnit maydonining
kuchlanishi o‘tkazgich ega bo'lgan egri chizig shakliga bog'lig.
Uchirilayotgan raketalar Yer sun’iy yo'ldoshlari va planetalararo
kosmik kemalar sirtlarining shakllari ham katta ahamiyatga
ega, ayniqsa yer atmosferasiga kirganda mumkin qadar kam-
roq gizish, atmosfera garshiligini mumkin gadar kamroq sezish
uchun, albatta, bu kemalarning shakllari katta ahamiyatga
egadir. Funksional analiz kursida operatorlar, akslantirish-
lar, ko'p giymatli funksiyalar haqidagi tushunchalar atroflicha
o'rganib chigiladi. Variatsion hisob fanida akslantirishlarning
xususiy holi bo'lgan integral orgali berilgan funksionalning eks-
tremum masalasi o'rganiladi.

I-§. Variatsion hisobning sodda masalasi.
Eyler tenglamasi

I-ta’rif. Funksional fazo osti toplamini hagigiy sonlar
to plamiga akslantirishga funksional deb ataladi.
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Integral ko'rinishdagi funksional quyidagicha:
X

\:D\:j F(x,y,y')dx (1.2)

X0
berilgan bo‘ladi. Bu yerda F(x,y,y'), y = y(x) lar ma’lum fun-
ksiyalar sinfiga tegishli bo‘lishadi. Bundan tashqari y — y{x)
funksiya quyidagi:

y(xo) = yo, y(xi) = yi (1.2)
chegaraviy shartlarni ham ganoatlantirish lozim.

Berilgan chegaraviy (1.2)-shartlarni ganoatlantiruvchi chizig-
lar ichidan chizigni topish kerakki, natijada (l.I)-funksional ek-
stremumga erishsin. Bu variatsion hisobning eng sodda masalasi
deb ataladi.

Misol sifatida, variatsion hisobni shitob bilan rivojlanishiga
turtki bergan, 1. Bernulli tomonidan birinchi bor e’lon gilingan
Braxistoxrona masalasini garaylik.

Tekislikda, bir paytda vertikal va gorizantal chiziglarda joy-
lashmagan A (xq,yo) va B(yo, yi) nuqgtalarni tutashtiruvchi chi-
ziq bo'ylab jism o'z og'irligi ta’sirida yugoridan pastga qarab
harakatlanadi. Savol: chiziq ganday shaklda bo‘lganda jismning
B{yi->y\) nuqtaga kelish uchun, ketgan vaqti eng gisqa bo'ladi?

Berilgan A va B nuqtalar 1.1-rasmda ko'rsatilgan holatda
bo‘lishsin.

Fizik nuqtayi nazardan izlanayotgan chizig to‘g‘ri chizigning
kesmasi bo‘la olmaydi, chunki unda jismning tezligi sekin ortadi,
bu holda A dan B ga kelish uchun ko'proq vaqt talab etiladi.

Izlanayotgan egri chizig y = y(x) bilan belgilansin. U holda
tushayotgan jismning vertikal bo'yicha y masofa. o'tgandagi tez-
ligi ~ = y/2gyga, teng bo'ladi. Biz bilamizki, egri chizigning ele-

mentar yoyi ds = y/l + yndx gateng, shu sababli dt = dx
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hosil bo‘ladi. Bundan umumiy vaqt T quyidagiga:

\A + yR2
y/Wj

I'M -/ dx

teng bo‘ladi. gilib quyidagi masalaga kelamiz: y(0) = 0. y(xi) =
yi shartlarni qganoatlantiruvchi y — y{x) funksiyalar ichidan
(L.1)-funksionalga minimum beruvchi funksiyani toping.

1.1-rasm

Ko‘rsatiladiki, egri chiziqg sikloidadan iborat bo‘lib, uning
tenglamasi:
X = R(t —sint),
y = 1?(l —cost)

ko'rinishda bo‘ladi. Bunda R iladigan aylana radiusidir.

Lemma(Lagranj). ["o x{\ oralida uzluksiz bo‘lgan m(x) fun-
ksiya va shu oraligda C”~xo, ari] sinfga tegishli tJ(xo0) —r){x\) = 0
shartlarni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy r)(x) funksiya uchun, ush-
bu:

X1

/
Vo)

tenglik o‘rinli bo‘lsa, u holda m(x) = 0 bo‘ladi.

m{x)rj{x) dx = o
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Isbot. Teskarisidan faraz gilish usulidan foydalanamiz, ya’ni
(rco, £1) oraligda £ nuqta topilsinki, m(£) ~ 0 tengsizlik o'rinli
bo‘lsin. Aniglik uchun, m(£) > 0 deb olaylik. U holda m(x)
ning uzluksizligidan bu nuqgtani 0°z ichiga olgan (£0,£1) C [xO0, xi]
oralig topiladiki, unda m(x) > 0 tengsizlik o'rinli bo'ladi. r](x)
funksiyani quyidagicha qurib olamiz: rjo(x) = (x —£0)2(x —" )2,
agar x e (6,6); m(x) = 0, agar £€(&,&)* Bu rjo(x) funksiya
lemma shartlarini ganoatlantiradi. Bulardan quyidagini hosil qi-
lamiz:

d
J rn(x)ro(x) dx = \] m(x)r}o(x) dx > 0
*0 (€]

bu esa lemma shartiga zid. Demak, farazimiz noto‘g‘ri. Bundan
kelib chigadiki [xo, £i] oraligda m(x) = 0. Lemma isbot bo'ldi.

Eyler tenglamasi

Integral ko‘rinishdagi funksionalning ekstremumini topish
uchun, zaruriy shartlarni aniglash masalasiga o'taylik. Faraz qi-
laylik, v[y\ funksional (1.2)-shartlarni ganoatlantiruvchi y(x) egri
chizig ustida ekstremumga erishsin. Berilgan egri chizig y(x) va
unga ma’lum ma’noda yaqin bo'lgan y{x) egri chiziglar ustidagi
funksional giymatlarini mos ravishda v[y\, v[y] bilan belgilaymiz.
U holda v[y] funksional orttirmasi quyidagicha aniglanadi:

i i
Av =1 F(x,y,y)dx - f F(x,y,y)dx =
(1.3
=XJO[F(x,y, y') - F(x,y,y)}dx.

Oxirgi integral belgisi ostidagi ifodaga o‘rta giymat hagidagi
teoremani go'llab quyidagini hosil gilamiz:

F(x,y, ii) - f(x,y,yf) = F(x, y+8y, y'+Sy")- F(x,y,y'+5y")+
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+F(x,y,y'+Syn-F(x,y,yf) =

dF{x,y,y'+ W ) f/ = dF(x,y,tf) dF{x,y,y")
dyl y' dy y dy"’ y
bu yerda r —qoldiq, Sy = y —y, Sy' = y ~ y" belgilashlar Kiri-
tilgan.
Endi buni (1.3) ga olib borib go‘ysak quyidagini hosil gilamiz:

AL] (N9 ) deR

bunda R qo'shiluvchi Sy va Sy larga nisbatan cheksiz kichik mig-
dordir. Oxirgi orttirmaning bosh gismi bo'lgan:
X

x0
integral funksionalning variatsiyasi deyiladi va u Sv bilan belgi-
lanadi. Variatsiyani ifodalovchi integralni bo'laklab integrallash
va 8y(x0) = Sy(xi) = 0 ni hisobga olgan holda quyidagiga ega
bo'lamiz:

V=1[% ~i(~)hde

Bundan kelib chigadiki, funksionalning ekstremumi, Sy va Sy
lar kichik miqdorlar bo'lganda, Sv variatsiyaning ishorasi bi-
lan aniglanadi. Ammo Sv variatsiya Sy va Sy' lar hisobiga turli
ishoraga ega bo‘lishi mumkin, shu sababli Sv variatsiya, demak,
integralning giymati nolga teng bo‘lishi kerak. Ya’ni:

JrdF d fdF\i

10
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tenglik funksionalning ekstremumga erishishining zaruriy sharti
bo'ladi.
Oxirgi tenglikka Lagranj lemmasini qo'llash orqali quyidagi:

ikkinchi tartibli differensial tenglamaga ega bo'lamiz. Bu diffe-
rensial tenglama Eyler tenglamasi deb ataladi. Uning yechimlari
ekstremallar, (1.2)-chegaraviy shartlarni ganoatlantiruvchi
exstremal esa joiz ekstremal deb ataladi.

2-8. Lagranj masalasi

Masalaning qo‘yilishi. Variatsion hisobning shartli ekstre-
mum masalasida funksional aniglangan egri chiziglar chegara-
viy shartlardan tashqgari yana boshqga go‘shimcha shartlarni ham
ganoatlantirishi kerak. Bu shartlar turlicha ko'rinishda bo‘lib,
biz ulaming tenglamalar ko‘rinishda berilgan holi bilan tanishib
chigamiz. Avval tenglamalarda funksiyalarning hosilalari ishtirok
etmagan (golonom bo'lgan bog'lanish), keyin hosilalari ishtirok
etgan (golonom bo'Imagan bog'lanish) hollari ko‘rib chigiladi.

Quyidagi:
yi(*0) = 210? sfe(zo) = 220, mmyN{Xo) = YHa,

yi(xi) = yn, 2fc(zi) = 221,..., yn(xi) = ynl 21
chegaraviy shartlar va

9i(x,yi, V2,-,yn) =0, i=1,2,..,k<n (2.2
bog'lanishlar bo‘lganda:
X

v[yi,V2,-,2/n] = F(x,yLy2,...,yn,y'L,y2,-,yh)dx (2.3)
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funksionalning ekstremumini topish masalasiga golonom
bogianishli Lagranj masalasi deb ataladi.
(2.2)-shartlar bog‘ligsiz bo“lishligi uchun. ixtiyoriy yi, 22,  vn

larda )
i
rang

bo‘lishlikni talab etish yetarli.

gilib (2.3)-funksional nafagat (2.1)-chegaraviy shartlarni, shu
bilan birga (2.2)-bog‘lanishlarni ham ganoatlantiruvchi joiz fun-
ksiyalar ustida ko‘riladi. Shuning uchun, (2.1)-chegaraviy shart-
larni ganoatlantiruvchi ekstremallar, (2.2)-bog‘lanishlar orqali
aniglanadigan. n —k o‘lchamli ko'pxillikka tegishli bo‘lishi ke-
rak.

(2.1)-chegaraviy shartlar quyidagi:

Vk+lixo) = yk+10, Vk+2("0) = Vk+20, *es, yn{x0) = VnO,

Vk+I(ari) = vk+11, yk+2("1) = Vk+2U-,vn(xl) = ynl

ko'rinishda ham berilishi mumkin, unda yetishmayotgan chega-
raviy shartlar (2.2)-bog‘anishlar yordamida topiladi.

Lagranj masalasi ko‘p o'zgaruvchili shartli ekstremum masalasi
kabi yechiladi. Buning uchun, yangi:

v*{yi,y2,-,yn] = J [F(X,yuy2,..., ynyly2 -M +
(2.9)

+ 12xi(x)9i(x,yi,y2,-,yn) dx

ko‘rinishdagi funksional kiritamiz, bu yerda \t(x)(i = 1,
2,..., k) —Ilar aniglanishi lozim bo'lgan funksiyalardir.

Bu (2.4)-funksionalga nisbatan shartsiz ekstremum masalasi
yechiladi, shu bilan birga Vj(x)(j = 1,2,...,n) va AI(x)(i =
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1,2,...,&) funksiyalarni aniqlash kerak bo‘ladi. (2.4)-funksional
uchun, Eyler tenglamasi quyidagi:
E +f V& _19£-0 -7-12 n
+ N - ~u’ 3~ n’ (2.5)
&(z,yi,y2,-,?2In) =0, i=1,2 A
ko‘rinishda bo‘ladi.

(2.5)-sistema n 4- k ta tenglamadan iborat bo‘lib, shuncha no-
ma’lumdan tashkil topgan. Differensial tenglamalar sistemasini
integrallanganda 2n ta o‘zgarmas sonlar bo'lib, ularning giymat-
lari (2.1)-chegaraviy shartlardan aniglanadi.

Agar (2,4) funksional y(x) = (yx(x),y2(x), ...,yn(x)) egri ehi-
zigda shartsiz ekstremumga erishsa, u holda (2.3) funksional y(x)
da shartli ekstremumga erishadi. Hagigatan, agar y(x) da (2.4)
funksional shartsiz ekstremumga erishgan bo‘lsa, unda u (2.5) —
Eyler tenglamasini ganoatlantiradi. Demak, v[y] = v*[y\ bo'ladi.
Shu bilan birga, agar y(x) (2.4) funksionalga shartsiz ekstremum
bersa, u holda (2.2) bog'lanish orgali torroq bo‘lgan funksiya-
lar sinfida (2.3) funksionalga ham ekstremum beradi. Teskari
tasdigni isbotlash murakkabrog bo‘lganligi sababli bu yerda u
ko'rsatilmaydi.

Yugorida ko‘rsatilgan usul bilan boshlang'ich masalaning bar-
cha yechimlari olinishi mumkinmi savoliga quyidagi teorema
javob beradi.

Teorema. Agar (2.3) funksional (2.2) shart ostida y(x) =
(yi(x),y2(x),.... yn(x)) egri chizigda ekstremumga erishsa, u hol-
da Ai(x), A (ar),..., Afc@a) ko'paytuvchilar mavjudki, natijada y{x)
(2.5)-Eyler tenglamasini ganoatlantiradi.

Isbot. Awal (2.3)-funksionalning variatsiyasini hisoblaymiz:

svlyi,y2,...yn]= fit, ( dx”

XQ le
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bu yerda eyj yj funksiyaning variatsiyasi bo‘lib, quyidagi shart-
larni ganoatlantiradi:
&yj{x0) = hj{xi) =0, j = 1,2,
Yugoridagi ifodani chegaraviy shartlarni hisobga olgan holda,
bo‘laklab integrallash orgali quyidagini hosil gilamiz:

yj funksiyalar bog‘lanish tenglamalarini ganoatlantiradi, shu
sababli 5yj variyatsiyalar ixtiyoriy emas. Demak, bu yerda va-
riatsion hisobning asosiy lemmasini (Lagranj lemmasi) qo'llab
bo‘lmaydi. Bu bog'lanishni aniglash uchun,

gi(x,yi +8yl,y2+ 5y2,...,yn+ Syn) = 0, i = 1,2,...,k

tengliklarning chap tomonini Teylor gatoriga yoyib Syj larga nis-
batan chizigli gismini olamiz:

9i(x, yi, 2/2,+yn) = 0, i=1,2,..,k<n,
bog'lanishlarni hisobga olgan holda quyidagiga ega bo‘lamiz
n p.
=0 *=12 ..k (2.6)
=i %

Bu 8yj larga nisbatan bir jinsli algebraik tenglamalar sistema-

sidir. Shartga asosan Jadvalning rangi k ga teng,
shu sababli syk+i,Syk+2,  fyn larni erkin o‘zgaruvchilar deb hi-
soblash mumkin. (2.6)-sistemaning har bir tenglamasini mos ra-
vishda Aj(x) ga ko'paytirib, [xg, x\] oraligda integrallab, so'ng
ularni Sv[y] ifodaga qo'shib quyidagi tenglikka ega bo‘lamiz:



Endi Xj{x) ko‘paytuvchilarni tanlaymizki, natijada integral os-
tidagi ifodaning birinchi k ta go‘shiluvchisi nolga aylansin:

k
% dx dy'j

Ushbu tenglamalar sistemasi A(x) noma’lumlarga nisbatan
yagona yechimga ega. Bu inobatga olinsa ekstremumga erishish-
ning zaruriy sharti quyidagicha bo‘ladi:

X%A i \ dn « A dx9vJ

Bu ifodada Syj lar ixtiyoriy, demak, variatsion hisobning asosiy
lemmasiga asosan,

N+ E -1 M =01 =k+1’k+2-'n (28>

bo'ladi.

(2.7) va (2.8) tengliklardan kelib chigadiki, (2.3)-funksionalga
shartli ekstremum beruvchi yi(x), y ~ix),y n(x) funksiyalar yor-
damchi v*{y\ funksionalga mos Eyler tenglamasini ganoatlantirar
ekan. Teorema isbot bo‘ldi.

Endi (2.2)-ko‘rinishdagi bog‘anishlar noma’lum funksiya-
larning hosilasiga bog‘lig (golonom bo'Imagan) bo'lgan holni
garaymiz. Unda masala quyidagicha qo‘yiladi: Quyidagi:

yi(®0) vyio, y2(xo) /20, mmmyn(x0) IO 2 0\
yi(xx) = yn, y2(xl) = y2,...,yn(xi) = yni,

chegaraviy shartlar va

9i(x,yi,y2,-,yn,y[,y2,-,y'n) =0, i =1i,2,..}k <n, (2.10)
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bog'lanishlar bo‘lganda:
i
‘[yi,y2,-,ynl=J F(x,yhy2)...,yn:y[,yt,...,yh)dx (2.11)
funksionalning ekstrernumi topilsin.

Bunda (2.10)-shartlar bog'ligsiz, buning uchun, ixtiyoriy
A1, 22, ....2/In da:

/ den dsL

"W dvk
rang =k

dok dsk

\' @ ' Wh

bo‘lishlik talab etilishi yetarli.

Xuddi avvalgi masala kabi, bunda ham (2.9)—(2.11)-shartli
masala Lagranj ko‘paytuvchilari Xj(x) lar yordamida shartsiz
ekstremum masalasiga keltiriladi:

Sir
[ F(x,yt,y2,...,yny'l,y2,...,p'J+
xQ (2.12)

-E \{X)gi{x, yuy2,  yn,y[, 22, =>Vn) dX,
i—1

ko‘rinishdagi funksional Kiritamiz, bu yerda A(X)(i = 1
2...., A)lar aniglanishi lozim bo‘lgan funksiyalardir.

Bu (2.12)-funksionalga nisbatan shartsiz ekstremum masala-
si yechiladi, shu bilan birga yj(x)(j = 1,2, ...,n) va Ai(x)(i —
1.2...., k) funksiyalarni aniglash kerak bo'ladi. (2.12)-funksional
uchun, Eyler tenglamasi quyidagi:

OF , \ ihii d :

dys — g)q dx

9i(x, 21,22, 2in,y[,22, 2n)=°- *= h2 Kk

ko‘rinishda bo‘ladi.

0.j =12 (2.13)
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Awalgiga oxshash bu yerda ham n + k ta noma’llum
yi,y2, Ai, A2 ) Ac va shuncha tenglamaga ega bo'lamiz.
Tenglamalarni yechishdan kelib chigadigan 2n ta o‘zgarmaslarni
aniglash uchun, (2.9)- chegaraviy shartlardan foydalaniladi.

Masala. Tebranuvchi jismning harakat dinamikasi quyidagi:

Vi
m

Lkl
-kyi -dy2+u

tenglamalar sistemasi orgali tavsifianadi. Bu yerda y\ —jism ho-
latini, y2 —tezligini k —ishgalanish koeffitsiyentini, S —elastiklik
koeffitsiyentini, u —tashqi ta’sir kuchini ifodalaydi.

Chegaraviy shartlarni quyidagicha olamiz:

yi(0) = 2ho, f/a(0) = /20, yi(00) = y2(oc) = 0. (2.14)
Ekstremumi aniglanishi lozim bo‘lgan funksional quyidagi
ko'rinishda bo‘lsin:
00
v\ui, V2] = J (ayl + pyl + 7u2)dt,
0

bu yerdaa>0, /3>0, 7> 0 —o‘zgarmas sonlar. Bu Lagranj
masalasi bo'lib yordamchi funksionalni quramiz:
00
v*[yi,V2\ = J [ay?+E£y|+7 “2+AL(yi-y2)+A2(y2+fol2+% -w)]dE.
0
Ushbu funksional uchun, Eyler tenglamasi:

yi = to,

V2 = -kyi - Sy2+ u,

Ai = 2c*yi -hk\2, (2-15)
X2 ~ 2f3y2 —Ai + PX2,

27U —A = o
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Oxirgi tenglikdan quyidagiga:
u= —
27

ega bo‘lamiz. Buni (2.15) ning ikkinchi tenglamasiga olib borib
go'yish bilan quyidagini hosil gilamiz:

Vi=32

y2=-kyi- sy2+ +£.\2

\i =2ay1+k\2 AN
A = 2/3y2 —Ai + p\2.

(2.16)-sistemaning xarakteristik tenglamasi quyidagi:

det(A - fiE) =7 +2 (k- 252- fiz+ - + k2= 0 (2.17)
v 27) 7

ko'rinishda bo'ladi.

B=i?(l~k)~£?2c=y +k?>0

belgilashlarni kiritamiz. B va C sonlari o'rtasidagi munosabatga
ko‘ra quyidagi hollar bo‘lishi mumkin

1-hol. B2 > C bo'lsin, u holda agar B > 0 bo‘lsa (17-
xarakteristik tenglamaning barcha ildizlari mavhum bo‘lib op-
timal bosharuv yo‘q, agar B < 0 bo‘lsa ildizlar quyidagi:

Gl2= + &1 fI=34 = = 02

ko‘rinishda bo‘ladi, bu yerda

Or=y/-B + 6X=yj-B - y/w~rd.
(2.16)-tenglamalar sistemasining yechimida:

yi(t) = cie®lt + cze~6lt + c3e6X 4- cde~e2*
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bo'ladi. (2.14)-chegaraviy shartga asosan c\ = ci = () ekanligi
kelib chigadi.

Vi{t) = Ve(t)
dan foydalanib, quyidagi:
yi(i) = c2e-" + cde-",
Ve{t) = -cadie~&lt + c4e~A

tenglamalar sistemasidan c2~0lt va c2~dli larni aniglab y2 =
ce\~Qt + ga qo'yilsa,

y2 ——I9O\dyi —{Q + #1)an2

hosil bo‘ladi.

Buni (2.15)-tenglamalar sistemasining ikkinchisiga olib borib
qo'yish orgali boshgaruvning sintez ifodasi hosil bo'ladi:

u= ~{9i62- K)yi- (Qi+ 02- 8)y2.

2-hol. B2 < C bo‘lsin. U holda (2.17)-xarakteristik tenglama-
ning ildizlari

fhiz=r)t if; fisa = —j+ if
ko'rinishda bo‘ladi, bu yerda
IVC-B | IVC +B
NzV— 2— B«=V— 2— =1
Bu holda (2.16)-tenglamalar sistemasidan
yi(t) = evt(c\cos ft + cesin”t) + e~Tit(c cos £t + c”svn £t)

ni hosil gilamiz. (2.14)-chegaraviy shartga asosan, ¢\ = c2 = 0
kelib chigadi.
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Yuqoridagiga o'xshash x2 ni x\. x2 o‘zgaruvchilar orqgali ifoda-
lab, buni (2.15) tenglamalar sistemasining ikkinchisiga olib borib

go'yish orgali boshgaruvning sintez ifodasi hosil bo'ladi:
£
= -(rf + £2- K)yi - 2(]- -)y2

Izoperimetrik masala. Umumiy holda chegaralari mahkam-
langan izoperimetrik masala quyidagicha tariflanadi:
Chegaraviy

yifao) = 2f/io, ifc(zo) = 220, -, yn(x0) = yno, lg >

2/i(zi) = yn, y2(xx) = y2%, ...,yn(xi) = yni
va izoperimetrik
J Fi{x,yhy2,...,yn,y[,y2,....,y'n)dx =ei, i = 1,2,..,k (2.19)
XQ

shartlarni ganoatlantiruvchi y\,y2, ...,yn funksiyalar ichidan,

X1

vlyi,22,-, yn] = \] F(x, 21,22,..., liny[,y2, yh)dx (2.20)
Q

funksionalga ekstremum beruvchilari topilsin.

Izoperimetrik (2.18)—(2.20)-masala shartli ekstremum masa-
lasi bo‘lib, Lagranj ko'paytuvchilar kiritish orgali uni shartsiz
ekstremum masalasiga keltiriladi. Bunda shartsiz ekstremum ma-
salasi quyidagi funksionalga:

Zip
V*[yi,y2,-,yn] = f0 F(x,yhy2,....yny[,y'2,....y'"n)+
k N
+ E XiFi(x, 211, y2,.. - yn- y'l, 22, -, y'n) dX
2=1
nisbatan olib boriladi, bunda\ —const, i —1,2,..., k.
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Demak, berilgan (2.18)—2.20)-izoperimetrik masalani yechish
uchun, funksionalning Eyler tenglamasini tuzish kerak bo‘ladi.
Bunda Eyler tenglamasini yechishdan hosil bo‘ladigan o'zgarmas
sonlar va A*lar chegaraviy (2.18) va (2.19)-shartlardan topiladi.

Misol. (xo,yo0) va (x\,yi) nuqtalarni birlashtiruvchi uzunligi £
ga teng bo‘lgan egri chizigni topingki, u bilan absissa o‘qi orasida-
gi soha eng katta bo'lsin. Bu yerda faraz etiladiki: y0> 0, > 0.

Bu izoperimetrik masala bo‘lib, u quyidagi ko‘rinishda bo'ladi:

y(x0) = Vo, v(xi) =i

chegara va
J y/l +y'2dx = £ (2.21)
x0
shart ostida y
vV[)\ = J ydx
Q

funksionalning maksimumini toping.
Yugoridagi yechish usuliga asosan yordamchi:

X1
v = J(y + Xy/T+y”~dx
XQ

funksional quriladi va u shartsiz ekstremum masalasi kabi yechi-
ladi.
Bu funksional uchun, Eyler tenglamasini tuzamiz:
dF1 d dF:1

dy dxdyl 0.

bu yerda F\ =y + Xy/l + ya
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Eyler integralining xususiy ko‘rinishlariga asosan, ushbu fun-
ksionalning Eyler tenglamasi quyidagicha bo‘ladi:

y + Xy/l +y2-—-—7==== = Ci.
vi+y

Parametr Kiritish usuli bilan, bu tenglamaning yechimini topish
inumkin:
X —C = Asint, y —c\ ——Acost

yoki
(&- c22+{y- cxt = A2

Chegaraviy shartni hisobga olgan holda quyidagini hosil gila-
miz:

B2x, + ByO+ x0-A + BA/\2(B2+ 1) - (y,,B - A)2" 2

X W n

» + AB + + 1) - feoB - A)*V
+ |y J -A

Asoni (2.21)-tenglikdan aniglanadi. Bu yerda

2 2{X1—Xq) Xi — Xo
Demak, berilgan misolning yechimi markazi:
'b2xo+ Byo+x0-A +By/X2(B2+ 1) - (yOB - A)2
B2+1

yo+AB+ ~A2(B2+ 1)- (yOB
B2+ I

nuqtada radiusi Aga teng bo'lgan aylana yoyidan iborat ekan.
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3-§. Bols va Mayer masalalari

Mayer masalasi shartli ekstremum masalasi guruhiga kiradi.
Quyidagi:

y0(x0) = yoo, yi(x0) = yw, Yyi{x0) = 320, ¢, yn{x0) = yro,
y\{x\) = yn, \&{x\) = 221,...,jtofci) = yn
(3.1
chegaraviy shartlar va

gi(x,yo,yi,y2,-,yn,yo,y[,y2,-,y'n) =Q’ »=i,2,..,fc  (3.2)
bog‘lanishlar bo'lganda:
Ifo(s)

ni & = xi da ekstremumini topish masalasiga Mayer masala-
si deb ataladi. Mayer masalasini Lagranjning shartli ekstremum
masalasiga keltirish mumkin: (3.1)-chegaraviy va (3.2)-bog‘lanish

shartlarini bajaruvchi funksiyalardan (yo,2i,42,  Vn) ni ajratib
olish kerakki, natijada:

ly*«(x)dx
X0

funksional ekstremumga erishsin.
Aksincha, Lagranj masalasida, yo(xo) = 0 shartni ganoatlanti-
ruvchi, yangi yo(x) funksiyani quyidagi ko‘rinishda:

yo(x) = J Fiyi(t),y"(,y[{), ...Mt))dt, ygx0) = o
0

kiritish bilan Lagranj masalasini Mayer masalasiga keltirish
mumkin. Shu ma’noda Mayer va Lagranj masalalari ekvivalent
hisoblanadi.
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Mayor masalasini yechish uchun, Lagranjning anigmas koef-
fitRiycntlar usuli ishlatiladi. Ya’ni Mayerning shartli ekstremum
masalasi quyidagicha:

Xl k
«i[1A)i 21,  Vnh/ 52 Xj(x)gj(x, yo,21, -, yn, 200, 2/li, yn)dic
x0 =1

shartsiz ekstremum masalasiga keltiriladi.

n + k + 1ta noma’llum bo'lgan 2o,2/,22, 2 Ai, A2, Xk
funksiyalarni topish uchun, n + 1ta

E (3.3)

Eyler tenglamasi va (3.2) da k ta bog‘lanish bor.

(3.2) va (3.3)-tenglamalarni integrallashdan kelib chigadigan
o'zgarmaslar (3.1)-chegaraviy shartlardan aniglanadi.

Misol, Tushirish apparatini yumshoq qo'ndirish masalasini
ko‘raylik. Uning harakat tenglamasi quyidagi ko'rinishda bo‘ladi:

dyi dy2 cu
7= 22 -ji? = 9, (3.4)
bu yerda F = cu —tortish kuchi, m —apparatning massasi, g —
og‘irilik kuchining tezlanishi. Minimum qilinishi lozim bo'lgan
funksional sifatida quyidagi olinadi:
T
vly1,y2,u] - J u 2dt. (3.5)
0

Apparat yumshoq qo'nishi uchun, quyidagi chegaraviy shart-
larni olamiz:

26i(0) = yio, 22(0) = 20, Vi(T) = 0, 227" = 0. (3.6)
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Boshqaruv uchun, quyidagi ko'rinishda chegara berilgan: 0 <
U < ug . Ushbu masalani Mayer masalasiga keltiramiz. Buning
uchun, yangi o'zgaruvchi:

udt
0
kiritamiz. U holda u:
y.(0) =0 3.7)
chegaraviy va
Jt = “2(f) (39)

tenglamani ganoatlantiradi. Bundan tashqari yo{T) = Vv[y\, y2,u]

bo'ladi. qilib: (3.6), (3.7)-chegaraviy, (3.4), (3.8)-tenglamalarni

ganoatlantiruvchi va yo(t) koordinatasi t = T da minimum-

ga erishuvchi bo‘lakli-silliq y{t) = (yo(t), y\(t). y2(t)) vektor

funksiyani topish kerak bo‘lgan Mayer masalasiga kelamiz.
Mayer masalasini yechish usuliga muvofiq quyidagi:

vi[yo(t), yi(t), y2(t),u] = /|a 0("0- u2+

(3.9
+Ai(yi - 22)A2(jl2 ~ % + g~ dt.
yordamchi funksionalni quramiz.
(3.9)-funksional uchun, Eyler tenglamasi quyidagi:
AD= 0, Ai = —Ai, 2A0U - FAZZ 0 (3.10)

ko'rinishda boladi. (3.10)-sistemaning yechimi quyidagicha
bo'ladi:
Ao = Aoo, Ai = Al0, A2 = —Aiot + A20;
cA2 c(—Xiot+ A2) ~ jn (3-11)
W= 2A"T 2A00"T w e
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Boshgaruvga go‘yilgan shart va (3.11) dan ko‘rinib turibdiki,
U bo'lakli —chizigli funksiya bo‘lar ekan.

Ewli (3.5)-funksionalni minimumlashtiruvchi bo‘lakli-o‘zgar-
tnas boshgaruv funksiyasini topish bilan shug‘ullanamiz. Buning
uchun, u —kuQdeb olamiz, bu yerda 1 < k < 1 U holda (3.4)
dan quyidagini hosil gilamiz:

) _Vvi~vio fckuo )\
vim d0= = TR

Harakatning oxirida apparatni yumshoq tushirish sharti
yi(T) = y2{T) = 0 bajarilishligi uchun:

tengsizlikning o‘rinli bo'lishligi zarur. Yoki

ckiiQ
m

u

belgilashni kiritib quyidagi:

T >\ (3-12)

tengsizlikka ega bo‘lamiz.
Oxirgi tengsizlik (3.12) dan k ning o'zgarish oralig'ini
aniglaymiz:

- <k<1l
w

3.1-rasmda boshgaruvning turli giymatlariga mos keluvchi
trayektoriyalar keltirilgan.
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3.1-rasm

I trayektoriya u = kuQga, bunda I/u < k < 1; Il trayektoriya
u —uq boshgaruvga va Ill trayektoriya u —0 boshgaruvga mos
keladi. Il trayektoriya bolyicha harakatda (3.5)-funksionalning
giymati quyidagiga:

0
teng boladi, bu yerda t\ 11l trayektoriya bo‘yicha harakat vagqti.
(3.5)-funksionalni minimallashtirish maqgsadida harakatning oxir-
gi bosgichida k ning giymatini tanlaymiz.

Faraz gilaylik, harakat A(yio, 0) nugtadan boshlangan bo'lsin.
U holda 111 trayektoriyaning tenglamasi:

| trayektoriyaniki:

va Il trayektoriyaniki:
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Il trayektoriyaning | va Il trayektoriyalar bilan kesishish nug-
talari D va C larni aniglaymiz:

w2~ \ aQ 1

. 12m

|  trayektoriya bo'yicha B nuqtadan koordinata boshigaeha
borish uchun, zarur bo‘lgan vaqt:

y? Zywg
10 ckut 9 ckup (cku$ _ n\
\ m I m ~ yJ

ga teng bo'ladi.
Il trayektoriya bo‘yicha C nuqtadan koordinata boshigaeha
borish uchun, zarur bollgan vaqt:

to y'i 2/105
m a X/ %‘g’zm&_ ’Q) .
ga teng bo‘ladi.

ABO trayektoriyada (3.5)-funksionalning giymati:

2

v — 1 kauddt=kah o Izgh'u‘zg .

< - \mi y I

ga teng bo'ladi.
ACO trayektoriyada (3.5)-funksionalning giymati:



V' y k3(cuo —mg) vy k3(u —1)

nisbat maksimum bo‘ladigan k ning giymatini topamiz.
(3.13) nisbatning k bo'yicha hosilasi

d v —2ku + 3
dk V'

ni nolga tenglashtirish bilan, unga nisbatga maksimum beruvchi
k ning giymatini topamiz: k = 3/2u?.
k = k da (3.13) nisbatning giymatini hisoblaymiz:

qgilib, (3.5)-funksional bo'lakli —o‘zgarmas boshgaruv

0, agap t £ [0ti]
kuO, agap tg [t\,T)

da minimumga erishadi, bu yerda k = u=

Bols masalasi

Masalaning qo‘yilishi. Quyidagi:

ko‘rinishdagi variatsion hisob masalasiga Bols masalasi deb atala-
di. Buyerda F = F(x, y, tf) - uch o'zgaruvchili, / = f(y0,yi) -
esa ikki o'zgaruvchili funksiyalardir. Berilgan funksional v[y] ning
aniglanish sohasi C'1([xo, xi]) bo‘lib, [xq.x-j] oraliq fiksirlangan.
Bols masalasi variatsion hisobning sodda masalasi hisoblanadi.



Bunda F funksiya integrant, / funksiya terminant v[y] fun-
ksional esa Bols funksionali deb ataladi.

Eslatib o‘tamiz, yo(x) funksiya (3.14) masalaga lokal kuch-
siz minimum (maksimum) beradi deyiladi, agar musbat 5 sonini
ko'rsatish mumkin bo‘lsaki, natijada pi(y,yo) < 6 tengsizlikni
ganoatlantiruvchi barcha 'y € C'I([a'o, xi]) funksiyalarlar uchun,
quyidagi tengsizlik:

vyl > vIyQ (vIy\ < v[yoY)

o‘rinli bollsa.
Masalani yechish usuli
1. Berilgan masalani (3.14)-ko‘rinishga keltirish.
2. Zaruriy shartlarni yozish:
a) Eyler tenglamasini yozish:

Fy{x.y.y") - -"Fy(x.y.y) =0
b) Transversallik shartlarini aniglash:
Fy>(x0,y(x0),y,(xQ) = fyo(y(xQ,y(xD),

Fy'{xii yip"i), 2(=1)) = - fyi(y(x0),y(xi)).
Bu yerda y(x0) = y0, y(xi) = yi deb olingan.

3. Joiz ekstremallarni, ya’ni chegarada transversallik shartla-
rini ganoatlantiruvchi ekstremallarni aniglash.

4. Biror joiz ekstremal masala yechimi ekanligini, yoki masala
yechimga ega emasligini ko'rsatish.

Bols masalasini yechish uchun, keltirilgan shartlar to‘la.
Ma’lumki, Eyler tenglamasi ikkinchi tartibli differensial tenglama
bo'lib, uning yechimi — ekstremallar ikkita o‘zgarmas soniga
bog‘lig bo'ladi. Bu o‘zgarmaslar transversallik shartlaridan anig-
lanadi.
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Ekstremumga erishishlikning zaruriy shartlari

Berilgan (3.14)-Bols masalasi ekstremumga erishishligining
zaruriy shartini ta’minlovchi quyidagi teoremani isboti bilan bir-
ga keltiramiz.

Teorema. H:i fazoning ochiq to'plami Q bo‘lsin. F(x, Yy, ?/)
integrant Q da aniqlangan va Fy, Fyt xususiy hosilalari bilan
birga uzluksiz bo‘lsin. R2 fazoning ochiq to‘plami S bo‘lsin.
f(y(xo0),y(xi)) terminant S da aniglangan va fyi xususiy
hosilalari bilan birga uzluksiz bo‘lsin. yo(x) funksiya [x0, Xi]
oraligda uzluksiz xususiy hosilaga ega bo‘lib,

(x, y(x), y{x)) GQ, Vx G [X0,£i] va (y(x0), y{xx)) G S

shartlarni ganoatlantirsin.

Agar yo(x) (3.14)-Bols masalasiga lokal kuchsiz minimum
bersa, u holda Fy>(x,yo(x),yQ(x)) G CI{[xo, xi]) bo'ladi va

a) Eyler tenglamasi:

Fy(x,yo(x),y'@x)) - ~ Fyf(x,y@x), yb(x)) = 0;
b) transversallik:
Fy>(x0, yo(xo0), yb(x0)) = fyo(yo(xQ, yo(xi)),

Fy>(xi, yQxi), yo”r0)) = ~/»i(yo(®0)), /b(*i)))
shartlari bajariladi.

Isbot. Ikkinchi usul yordamida (3.14)-funksionalning birin-
chi variatsiyasini aniglaymiz. Demak, teorema shartiga asosan
yo(x) (3.14)-funksionalga lokal kuchsiz minimum bersin. h(x) G
C 1([xo, Xi]) ixtiyoriy funksiya bo'lsin. U holda, quyidagi:

*1

ip(a) = v[yo + ah] = fo F(x, yQ@x) + ah(x), ydx)+
X
+ah(x))dx + f(yo(x0) + ah(x0), yQxi) + ah(xi)),
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bir o‘zgaruvchili funksiya a = 0 da ekstremumga erishadi. Shu
sababli bu funksiya hosilasi a = 0 da nolga teng bo'ladi. (3.15)-
nirig integral ostidagi funksiyasi va uning a bo‘yicha hosilasi biror
[To .ti] x [a0, «0] oralida uzluksiz, shu sababli hosila bilan in-
tegral o‘rnini almashtirish mumkin:

A(°) = £ viyo+ “filla=o = £ (f F(x, yo(x) + ah(x), ygx)+
+ah'(x))dx+f(yo(x0) + ah(xO)X,oyo(xi) +ah(xi)r =

- X| £ (F(x’yox) + oih(x), y@x + ah'(x)j) ja=odx+
+£Q{f(yo(xo) + ah(xo), Vo(xi) + uh(xi))) =

= | (Fy(xiya(x),y'o(x))H x) + F A X>yo(x)>yo(x))h'(x))dx+
SO

+fyo(yo(x0), yo(xi))h(x0) + fyi{yo(xo), yo{xi))h{xi) = 0.
Integral ostidagi ifodani bo'laklab integrallash yordamida
quyidagini hosil gilamiz:

)lo{Fy{X-,qu),Y'qX)) - £FyI(x,yo(x),y'0(x))"h(x)dx+

+Fy'(x, Y@X), tfo(x))h{x) y + fy(o)(yo{xo), yo{xi))h(xo)+

+ f\Mi)(yo{x 0), yoixi))h{xi) = o
yoki
X
I (Fy(x,yo(x), yo(x))-£Fy(x, yo(x), ydx)))h(x)dx+
Fy (xi, yoix™y'Qixi)) + fyi{yo(xo),yo(x1))ph{x1) - (316)
A (*0, yo(x0),y'o(x0)) - fyofyo{x0),yo(xi)))h(x0)=Q-

Bu tenglik ixtiyoriy h(x) € Cx{[xo, xi]), xususan h(xo) =
h(x{) = 0 uchun ham o'rinlidir, shuni hisobga olsak (3.16) dan
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quyidagini hosil gilamiz:
X1

Fy{x, yo{x), y@x) - ~ Fy{x,Vo{x), Vo(x)) h(x)dx = 0
X0

Oxirgi tenglikdan, variatsion hisobning asosiy lemrnasiga ko‘ra,
Eyler tenglamasini hosil gilamiz:

FX, yofX), y'oix) - ~*FAXiyoX),y'ofx) = o
(3.16) ga ketma-ket h(x) = x —xqg va h(x) = x —x\ funksiyalarni
go'yish bilan quyidagi transversallik shartlariga ega bo'lamiz:

FA Xi> vo(xi)> yoixi)) + fyAvoixo), yoixi)) = o
~FA Xo, vq(xq), yQxo)) + fyo(yQx0), Sfo(aii)) = 0.
Teorema isbot bo'ldi.

4-8. Yuqori tartibli variatsion masala
Quyidagi ko‘rinishdagi variatsion masala berilgan bo'lsin:
x

vyl = \] F{x,y,y\y", ...,y{n))dx — mextr, (4.1)

X1

y{xi) = yi, y{xi) = WL ..., y{-1)(xi) = y[n~1},
y{x2) = y2, /(12) = -y {D{x2) = yn_1).
I-ta’rif. Agar (4.2)-shartlarni ganoatlantiruvchi biror yo =
yo(") G funksiyaning W ~y o) — birinchi tartibli (VF(yo) —
nolinchi tartibli) atrofi mavjud bo'lsaki, quyidagi:

%1 > ufato]

tengsizlik ixtiyoriyy e W”(yo)nDv(y G W'(yo)nZ)T) lar uchun,
o‘rinli bo‘lsa, (4.1)-funksional yo funksiya ustida kuchsiz (kuch-
li) lokal minimumga erishadi deyiladi. Bu yerda Dv bilan (4.1)-
funksionalning joiz ekstremallari to'plaini belgilangan.

448



2-ta’rif. $o(x, y(x), y " (x),y (X)), s1 (x,y(x),y'(x),
y(n\x)),....$n(x,y(x), y\x),...,yf\x)) lar n + 1 argumentli,
birinchi o'zgaruvchisi bo‘yicha bo‘lakli — uzluksiz funksiyalar
bo'lib, p(x) — berilgan bir o‘zgaruvchili ko‘phad bo‘lsin. Agar
y(x), [x\,x-" oraligda n — tartibli bo‘lakli-uzluksiz hosilaga ega
bo'lgan funksiya bo‘lib, y*n\x) aniglangan barcha x larda quyi-
dagi shartlar bajarilsin:

DX yX), y'(X),..y{nx £ 0) £ Q (xe [xux2);

X

2)$0(%, y(x), y'(X) - yIx)) - 3 A (t, y(1), y' (1), ...y {nKt))dt

X1
X tn~1 N
+..4(-1)nd J ... $n(t,y{t),i/(t),...,y(n\t))dtdti...dtn-i=p(x)
x\ Xl X1
(4.3
U holda y(x) funksiya (4-3)-integro-differensial tenglamaning
yechimi deyiladi.
Teorema. Faraz gilaylik, Fy(x,y(x),y"(X)..... y"n\x)),
Fy>(x y(x), y\x), .., y(©0)),  FYKX, y(x), y'(x),..., y{ix))
funksiyalari Q sohada birinchi argument bo‘yicha bo'lakli —
uzluksiz bo‘lsin. U holda, agar yo = Vo(x) joiz funksiya V[y]
funksionalga kuchsiz lokal minimum bersa, n —1-tartibli pn-\(x)
ko‘phad mavjudki yo(x) funksiya quyidagi:



Eyler —Puasson deb nomlanuvchi integro-differensial tenglamani
ganoatlantiradi.

Isbot. W”(yo) bilan quyidagi:

Vly]- vlyd >0,y £ Dv (4.9)
shartlarnini ganoatlantiruvchi yo(x) funksiyaning atrofini tashkil
etuvchi joiz y(x) funksiyalar to'plamini belgilaymiz.

Quyidagi:

i) = =0 (=01, n- 1 (4.5)

shartlarni qganoatlantiruvchi biror rj(x) funksiyani olamiz va
y{x,a) — yo(x) + ar}(x), x € [x\,X2] bir parametrli funksiya-
lar oilasini garaymiz. Q to'plam ochiq bo‘lganligi uchun, musbat
ao soni mavjudki, |a] < ao bo'lganda y(x,a) G WW(yo) va joiz
funksiya bo‘ladi.

Bu va (4.4) dan kelib chigadiki ip(a) — v[y(x, a)] funksiya
a = 0 da lokal minimumga erishadi. Qurilgan 9(a) funksiya 0
da differensiallanuvchi, differensiallashni integral ostiga kiritish
mumkinligidan quyidagini hosil gilamiz:

X2 n
No) = [ Fiy v ( x)iyox)i=>y{n)v{l)(x)dx = 0. (4.6)

Quyidagi belgilashni kiritamiz:

Fyii)(x) = Fya){x,yo{x),yo(x) -,y {n)-
(4.6)-tenglikda i —n — qo‘shiluvchi quyidagicha bo'ladi:
X
\] F y(n)(x)v{n)(x )dx- (in)

Xl
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(4.6)-tcnglikda i = n —1 qo'shiluvehini garaymiz:
X
J Fy{ri)()r]{n- 1x)dx.
Uni quyidagi ko‘rinishda yozib olamiz:
X

J rfn I\x)d\] Fy@){t)dt.
X\ X\
Bu ifodada bo‘laklab integrailash usulini go'llash bilan quyidagini
hosil gilamiz:
X2

J it 1x)d J Fyeeindt = mn A J Eyriyyde

$2  x

'\] J Fy@-i)(t)dtrfn\x)dx.

Xl Xl
Tl(x) funksiya (4.5)-shartni bajarishligini hisobga olsak, oxirgi
tenglikdan hosil bo‘ladi:

J rfn~I1\x) dJ FyY{m(t)dt = - J J Fyln-1)(t)dtr}[n){x)dx.
)]
Endi (4.6)-tenglikda i = n —2 qo‘shiluvchini garaymiz:

J By porfn 2x)dx.

Xuddi awalgidek bo‘laklab integrailash usulini go‘llaymiz:
X

J EyeaixIrin 200dx = rin 2x) J Fyea){dt
X X
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X
JQJ Fy(n-2) {t)dtrfn 2\x)dx.
Xi il
Yana (4.5)-shartni nazarga olsak, oxirgi tenglikni quyidagicha
yozib olish mumkin:
X2 X2 X t\
J FymM){x)rfn-1\x)dx = - J T{~I\x)d J J Fyn-2)(t) dtdtx.
Xi xi x\
0 ‘ng tarafdagi ifodani bo‘laklab integrallash orqgali quyidagiga
ega bo'lamiz:

X2 i\

J . S =
Fyir2[rifn 2x)dx =-r1fn 10] ] Fyad@dtdt{ =+

+J \] \] Fy(n -2) (,t)dtdtxr}{n\X)dX

(4.5)-shart yordamida oxirgi tenglik quyidagicha bo‘ladi:
X X X ti
J Fyin.z)(x)rfn~2}(x)dx:\] J J Fy{n2)(t)dtdtiri(nx)dx.

(-2

Shunga oxshash jarayon davom ettirilib (4.6)-tenglikdan i —k
had uchun, quyidagi munosabatni olamiz:

X X2 X tn-k-l
J Fym(x)"k\x)dx = fj J
h
»J FyR{t)dtdtl dt2...dtn_k Ir{n\x)dx. (ik)

X1
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(4.6)-tenglikdagi %= 0 go'shiluvchiga mos kelgan ifoda (i*) ga
asosan quyidagi ko‘rinishda boladi:

*2 x2 X -l h
JF t(X)V(x)dx=(-irJ 1 J ...jFy{t)dtdt\dt2-.-dtn-irfIL(x)dx.
X1 X\ X\ X1

(*0)

Keltirib chigarilgan (zqg), (ii ) , (in) ifodalarni (4.6)-tenglikka

mos ravishda olib borib go‘yish bilan quyidagi tenglikka ega
bo‘lamiz:

") = ;i iY:,OFn(i)(X,YQ{X),Y'O(X)Z mmm{n)) n{I{x)dx =

b
| rvm0) - f Fy(-D@®)dt+ / / F¥n-2(t) dtdtX+ (4.7)

X1 X\ X\ X\

s -H-irfy... f Fy{t)dtdtl..dtn_1 rfnx)dx=Q.
XXX

Agar m(x) bilan (4.7)-tenglikning kvadrat qavs ichidagi ifo-
dasini belgilab Dyubua —Reymon lemmasini go‘llasak, quyidagi
tenglikka ega bo‘lamiz:

Fym®) - j Fy)®) dt+J J Fyn2)(t) dtdte + ...+
M X1 M

+(—!)»/J J Fy{t)dtdt1dt2...dtn"| =pn 1(x),
X\ xi X1

bu yerda pn~i(x), n —1—tartibli ko'phad. Oxirgi tenglik teore-
mani isbotlaydi.
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Bu teoremadan qo'shimcha shartlar ostida differensial
ko‘rinishdagi Eyler —Puasson tenglamasini hosil gilish mumkin.

Eyler — Puasson integro-differensial tenglamasining yechimi
(4.1)-funksionalning statsionar funksiyasi yoki F funksiyaning
statsionar funksiyasi deb ataladi.

Tasdig. F £ Cn+(Q) bo'lib, 2n marta uzluksiz differen-
siallanuvchi joiz yo(x) funksiya (4.1)-funksionalning statsionar
funksiyasi bo'lsin. U holda ya(x) quyidagi Eyler —Puasson dif-
ferensial tenglamasini ganoatlantiradi:

+ <4'8>
Agar (4.8)-tenglama yoyib yozilsa, u 2n —tartibli differensial
tenglamaga kelinadi.
Isbot. yo(x) statsionar funksiya bo‘lganligi uchun, u Eyler —
Puassonning integro-differensial tenglamasini ganoatlantiradi:

Fyin{) —F Fy(Hi)(t) dt + f £ Fy(n-2)) dt dti + ...+
*1 X1 X1 x
x tn-1 ti_

+(“D”/ f waf Fy(t)dtdtidt2...dtn- 1= pni(x).
( )XIXI " y(t) prei(x)

£ Cn+i(Q) va yo(x) £ C2n[xi,x2] bo‘lib
(4.9)-tenglamani qganoatlantirgani uchun, (4.9)-tenglamaning
ong tarafdagi har bir hadi [x\, £2] oraliqda x o'zgaruvchi bo‘yicha
n marta differensiallanuvchi. Shuning uchun, (4.9) ni x bo‘yicha
n marta differensiallab quyidagi ayniyatni olamiz:

N - =1*6M
Masala. Ikki cheti mahkamlangan silindrik shakldagi elastik
(gayshqoq) sterjen, Gamilton prinsipiga asosan, muvozanat holda
minimal potensial energiyaga ega bo‘ladi. y = y(x) bilan sterjen-
ning o‘q chizigl tenglamasi berilgan bo'lsin. Bu funksiya quyidagi
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U holda sterjenning elastiklik kuchlari hosil gilgan potensial
cnergiya quyidagicha aniglanadi:

(4.10)
-i
Og‘irlik kuchlari maydoni hosil gilgan potensial energiya
quyidagiga teng bo‘ladi:
i
(4.11)
-1
Bu yerda n —sterjenning ko'ndalang kesimi inersiya momenti-
ga va elastiklik koeffitsiyentlariga bog‘liq bo‘lgan, p esa sterjen-
ning chizigli zichligini bildiruvchi o'zgarmas sonlaridir.
(4.10) va (4.11) larda y'{x) hisobga olmasdan to'la potensial
energiyani taqribiy qiymatini olsak, u quyidagiga teng bo‘ladi:

(4.12)

Demak, (4.12) ga asosan

Bu masala uchun, Eyler — Puassonning integro-differensial
tenglamasi quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:
X t\
(4.13)

X1 x\
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Bundan kelib chigadiki (4.13) quyidagi ikkinchi tartibli differen-
sial tenglamaga ekvivalent bo‘ladi:
/ P2 — =
y = + CgX + C\.
Bu tenglamaning umumiy yechimini topamiz:
y(x) = ~ M IXr + + cix2+ ¢ + c3.

Chegaraviy shartlar yordamida c(), c\, c2, G o'zgarmaslarni
aniqlasak, quyidagi statsionar funksiya hosil bo'ladi:

Nazorat savollari va misollari
1 Variatsion hisobning sodda masalasini geometrik ma’nosi
nimadan iborat?
2. Ekstremallar va joiz ekstremallar ganday topiladi?
3. Variatsion hisobning asosiy lemmasining funksional fazo
nugtayi nazardan talgini.
4. Eyler tenglamasi ganday tenglamalar tarkibiga kiradi?
5. Eyler tenglamasining xususiy hollarini sanab olting.
6 . Lagranj masalasini yechishda qgaysi usul ishlatiladi?
7. Mayer va Bols masalalarini bir-biridan fargi nimadan iborat?
1. Quyidagi variatsion hisobning sodda masalalari
uchun joiz ekstremallalr topilsin:
Ly{0)=1y() =0, f(yr+y2+ Ay mhx)dx -» extr]
S
2-y{-)= -1, 2(1) = o, 3 {yn +y2+2y)dx  extr:
7r/§
3.y(0) =0, 2/(71/2) = 0, f (y2—16yR2+ 6y esinx)dx —>extr-,
7|_0
4. 2/(0) = 0, y(ir) = 1, f(y2—4y'24- 2y msin3x)dx —>extr-,
0
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1
.y(0) = —1, J(1) =0, f (ya+ y2+ 4y eshx)dx -» extr.
0

N o1

. Bols masalalari uchun joiz ekstremallar topilsin:

f (y2-y2- 2y)dx - 2y2(0) - y2{r/2) -4 extr;
0

2
F(x 4 1) 2f/2<ix —22/(0) 4-y2(2) -4 exEr,
0

N

e—1
3. 1(‘) (x + Dy,2dx + 2y(0)(y(e - 1) + 1) -4 extr;

e

. (X212 + 2y)dx + Sy2(l) - y2(e) - y{e) -4 extr;
1

n

[
. T eyy'2dx 4- 4ey(0) 4 -32e~y()) — exir.
0

w o

. lzoperimetrik masalalar uchun, joiz ekstremal topil-
sin:
1 I
Lfyexdx =2,240)= 1 y(1) =0,/ s2/ » ->extr;
0 0

2. Jt/dx = 1, d(0) = 1,¥(T) =0,/ |y/l2dx -4 extr;
0 0

1 I
3./ ye~xdx =e, y(0) = 2+ 1, y(1) = 2,/ i*rfx -> extr;
0 0

2 2
4. [ ydx =2, y(l) =0,y(2) =0, j Ix2y'2dx -4 extr;
1 [
[ [

5/ xycte=0, 20)= -4, y() =-4,, - 4 extr.

4. ° Yugori tartibli masalalar uch?m, joiz ekstremal to-
pilsin:

1. 2/(0) = 0, 2/(7r/2) = 1, 2/(0) = 1, 2/'7d¥2) = 0, [ (212 -
y2)dx —extr: °
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22y0)=y{) =0,y (0 =0,y (1) = cosl, f(y'2- y2dx
extr; °

3. y(0) = 1, y(1)
X)3y"20x —>extr;

4. y(0) = 0, 4(tt)

12, y'(0) = -1,y'() = 0, /(1 +
0

0,j/(0) = 0, y{tt) = sli2, | (/"2 -
0
16|/2)fia- —extr;
5 y(0) =0, i/(1) = 1 2/(0) = 0, j/(l) =4, f y"2dx -> earfr.
0



VIl BOB.

OPTIMAL BOSHQARUV.
KO‘P KRITERIYALI MASALA

Jamiyat, iqtisod, fizik, biologik va boshqga jarayonlarni
boshgarish orgali erishiladigan yutuglarning ahamiyati juda
ham muhimdir. Matematik usullarga asoslangan boshgaruvning
asosiy tamoyillarini va gonunlarini bilish, ishlab chigarishda,
moliyaviy faoliyatda va iqtisodiy bashorat gilishda, kosmik ke-
malarni boshqarishda va fizik, biologik jarayonlarga ta’sir etish-
da, gumanitar va tabiiy fanlarni birlashtirishda hamda tabi-
yat, jamiyat va odamzotni tushunishning yangi gonun-qoidalarini
ochishda, effektiv boshqarishni ta’minlaydi.

Texnika, iqtisodiyatning ehtiyojiga bog'liq ravishda matema-
tik dasturlash, optimal boshqaruv nazariyasi, optimallashtirish
usullari bo‘limlari tez rivojlana boshladi. Optimal boshgaruvning
matematik nazariyasi o‘tgan asrning 50-yillari o‘rtasida yaratil-
di. Optimal boshgaruv nazariyasida klassik variatsion hisobning
va zamonaviy —Pontryaginning maksimum prinsipi va Bellman-
ning optimallik prinsiplari g'oyalarini bir-biri bilan birlashtirish
amalga oshirildi.

Oddiy differensial tenglamalar sistemasi bilan ifodalangan
boshqgaruv masalalari uchun, zaruriy shartlar muhim hisoblan-
gan tasdiglar va teoremalar orgali bayon etilgan. Bunda optimal
yechimni topishning usuli sifatida Pontryaginning maksimum
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prinsipi olingan. Maksimum prinsipi turli ko‘rinishdagi opti-
mal boshgaruv masalalari uchun, ta’riflangan: o‘ng chegarasi
0'zgaruvchan, umuman, chegaralari o'zgaruvchan bo'lgan masa-
lalar, harakat trayektoriyasiga turli chegaralar bo‘lgan va boshga
hollar.

I-§. Optimal boshgaruv masalasining qo‘yilishi

Oddiy differensial tenglamalar sistemasi bilan tavsiflangan op-
timal boshgaruv masalasining qo‘yilishi quyidagicha: berilgan
tayin [ta.U] oraligda aniglangan v = (x(t), u(t)) jarayonga
bog‘lig bo‘lgan integral va terminal qo‘shiluvchilar bilan beril-

gan:
h

ko‘rinishdagi funksionalning minimumini topish talab etiladi.
Bunda, 0 < to < tx bo'lib, to, t\ lar fiksirlangan sonlardir.
I — [k, h\ belgilashni kiritamiz. x(t) : 1 FF holatning ab-
solyut uzluksiz vektor funksiyasi, u(t) : I —Rn boshgaruvning
bo‘lakli-uzluksiz vektor funksiyasi bo'lib, ular

(1.2)

(1.3)

(1.4)

(L5)



1-ta’rif. (1.2)—1.5)-shartlarni ganoatlantiruvchi x(t) — ab-
solyut uzluksiz, u(t) — bo'lakli-uzluksiz vektor funksiyalardan
iborat bo‘lgan 4 = (x(t), u(t))) juftlik joiz jarayon deb atala-
di.

(1.1)—1.5)-masalaning barcha joiz to jarayonlari to ‘plamini Q
bilan belgilaymiz va u bo‘sh emas deb faraz gilamiz.

U holda optimal boshgaruv masalasi quyidagicha bo'ladi: joiz
jarayon > G Q topilsinki, unda (l.I)-funksional minimumga
erishsin.

2-ta’rif. Agar (1.2)—1.5)-masalada u = (x(t), u(t)) joiz ja-
rayon uchun, e > 0 soni topilsaki, |[|x(t) —x(t)\\C{r) < £ shartni
ganoatlantiruvchi x(t) va ixtiyoriy u(t) G M uchun, barcha joiz
u) = (x(t), u(t)) G fl jarayonlarda:

H&) < I W)

tengsizlik bajarilsa, u holda Q = (x(t), u[t)) lokal — optimal
deyiladi.

(1.1), (1.5)-masalada optimallikning zaruriy shartini
ta’minlovchi teoremani birinchi bor L.S.Pontryagin isbot-
lagan. Optimal boshgaruvning har bir masalasiga ikkita
skalyar funksiyani bog'lash mumkin —Pontryagin va Gamilton
funksiyalari, ular quyidagicha aniglanadi:

H(t, x, u,p(t), A0) = —Ao/o(t,x,u) + (p(t), f{t,x,u)),
N(t, x,p(t), Ao) = TEaJ( H(t, x, u,p(t), Ao).

(1.1)—1.5)-masala uchun, barcha standart shartlar bajarilgan
deb faraz gilamiz, ya’ni

f{t,x,u) :1 x Rnx Rr  Rn,

fo(t,x,u) :1 x Rnx Rr Rn
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funksiyalar t bo'yicha o‘lchovli, x bo‘yicha uzluksiz differensial-
lanuvchi va u bo‘yicha uzluksiz, $(x°,z1) : Xo x Xi —P fun-
ksiya esa x° va x| bo‘yicha uzluksiz differensiallanuvchi, bu yerda
x(to) = x°, x(ti) = x1L.

Agar x(to) = x° bo‘sa (1.1)—(1.5)-masala chap tomoni
gqozg‘almas deb ataladi.

Agar Xo = Rn bo‘lsa (1.1)—1.5) masala chap tomoni erkin
deb ataladi. Xuddi shunga o'xshash, o‘ng tomoni uchun, ham
kiritiladi: o'ng tomon go‘zg‘almas-a;(£i) = x1, o'ng tomon erkin
- Xi = RJIL Xi, I = 1,2 to‘plamlar tenglik va tengsizliklar siste-
masi:

Xi={xeRn:g\(x) <0,i=1,2,..,s g"x) =0,
i=s+1s+2,...,m}
orgali berilgan bo'lishi ham mumkin, bu yerda glix), i =
I,2,...,m,I —1,2 uzluksiz differensiallanuvchi funksiyalar.

0 ‘ng tomoni erkin, chap tomoni qo‘zg‘almas masalada optimal
boshgaruvni topish uchun, Lagranjning o‘zgarmas koeffitsiyentlar
usulini goikymiz.

0 ‘ng tomoni erkin, chap tomoni qo‘zg‘almas masalada:

x(t) = f(t, x(t), uft)), tel (1.6)
x(t0) = x°e Rn, .7
u(t) e U(t) ¢ Rr (1.8)
chegaralar ostida
h
Ju>) = \] fo(t,x(t),u(t))dt + $(x(ti)) (1.9)
to
funksionalni minimallashtirish kerak bo‘ladi, bu yerda x(t) :1 —
Rn— absolyut uzluksiz funksiya, u(t) : I R? — bo'lakli-

uzluksiz funksiya.
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Lagranj funksiyasini tuzamiz:

4
£fc(£),u(i),p(t),A0,i/) = A0/ fQt,x(t),u(t))dt+
to
(1.10)
h
to
bu yerda p(t) : | Rn—absolyut uzluksiz vektor funksiya.

Quyidagi funksiyalarni Kkiritamiz:
L{t, x(t), u(t),p(t), A0) = Xofo(t, x(t), u(t))+ ,
+(p(t), xit) - f(t, x(1), u(v)));
[(x(to), xfa)) = \o$(x(ti)) + (u, x(to) - x°). (1.12)
U holda (1.10) Lagranj funksiyasi, (1-11), (1-12) dagi belgilash-
larni hisobga olgan holda quyidagi:

h
£(x(t),u(t),p(t), Xo,i/) =J L(t,x(t), u(t),p(t),\o)dt+
to

+1(x(to),x(t\)) -> inf
ko‘rinishni oladi.

Faraz qgilaylik, u(t), p(t) funksiyalar, v —vektor va Ao (1-6)-
funksionalga minimum qiymat berishsin, u holda shartsiz min-

imallashtirish (1.13)-masalasi x(t) ga nisbatan Bols masalasiga
ekvivalent bo'ladi. bu yerda zaruriy shartni beruvchi Eyler —

Lagranj tenglamasi:
Lx(t) - — Lxit) =0 (1.14)

ko‘rinishda bo‘ladi. Bu yerda L[t) = L(t, x(t),u(t),p(t), Ao) —
optimal jarayon bo‘yicha hisoblangan bo‘lib, hx—n x n o‘lchovli
jadval elementlari |, i,j = 1,2,...,n funksiyalarning birinchi

tartibli hosilalaridan iborat.
Lx(t) = Aolo*(t, x{t),u(t)) - /I(t, x(t),u(t))p(t), (1.15)
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L+(t) =p(t)- (1.16)
(1.14) Eyler —Lagranj funksiyasi (1.15) ni hisobga olgan holda.
quyidagi:

P(t) = Xof ox{t, x(t), u(t)) - fj{t, x(t), u())p(t) (1.17)

ko‘rinishni oladi. Bu qgo'shma p(t) funksiya uchun, tenglama
deb ataladi. (1.6)—(1.9)-masalalar uchun Pontryagin funksiyasini
yozamiz:

H(t,x,u,p(t),X0) = -Xofo(t,x,u) + (p(t), f(t,x,u)).
Pontryagin funksiyasining aniglanishiga asosan (1.17)-tenglama

quyidagi ko‘rinishda yoziladi:

(1.18)

(1.13)-Bols masalasida Lx(t) = p(t)ni hisobga olgan holda trans-
versallik shartini yozamiz:

&=XU, *= 0,

yoki

I funksiyaning aniglanishiga ko‘ra,

P{to) = v, (1.19)

ga ega bo'lamiz.
(1.13)-masalada noma’lum fagat u(t) vektor — funksiya
bo'lsin, unda masala quyidagicha bo'ladi:

£(s(t), «(1),p(t), AD,v) -> inf,
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uit) £ U(t)cRr, te I.

Mu optimal boshgaruvning sodda masalasi hisoblanadi. Maksi-
murn prinsipiga asosan optimal boshgaruv

L{t,x(t),u(t),p(t), AQ)
Aolo(Mi x(t), u{t)) + [p(t),x(t) - f(t, x(t), u(t)))

= min [Ao/o(t, x(t), u) + (p(t), x(t) - f(t, x(t),u))]
Bhartni ganoatlantiradi. Pontryagin funksiyasiga asosan, bu ifo-
dani gayta o‘zgartiramiz va quyidagini hosil gilamiz:

-H(tx(t),u(t),p(t), AD) = Veffbi(ft]) (-H(t,x(t),u,p(t), AD)

yoKki
H(t,x(t),u(t),p(t), Ag) = ml%)(H(t,x(t).u,p(t),\o). (1.20)

Agar (1.6)—1.9)-masalada boshlang‘ich va oxirgi vaqt
inomentlari  fiksirlanmagan  bo‘lib,  terminal  funksiya
$(x(to),x(ti),to,ti) ko‘rinishda bo'lsa, u holda Lagranj
funksiyasining statsionarlik shartiga to, t\ bo‘yicha statsionarlik
sharti bo'lgan:

yoki batafsilroq
mx{h) = L(ti) + g ~ P{h)f(tu x{ti), u(ti))

tenglamalar go'shiladi.
Pontryagin funksiyasiga ko‘ra.

M. -
ati ™)
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shunga o*xshash, chap tomon uchun, ham

tengliklarni hosil gilamiz.

Fiksirlanmagan vaqtli optimal boshqaruv masalasi t(r) =
to + (<i —to)r, t(0) = to, i(l) = ti, bu yerda t(r) mono-
ton o‘suvchi funksiya, almashtirish yordamida r G [0,1] ga nis-
batan fiksirlangan vaqtli jarayonga keltirish mumkin. Quyidagi
y(r) = x(t(r)), w(r) —m(£(t)), » = v belgilashlarni Kiritish
bilan boshlang‘ich masalani yechish, fiksirlangan vaqtli bo'lgan

I

Ji{w) = \] vio(r,y{T),w{T)) dr+ $(y(0), y{1), t(0), t{1)) -> inf
0

- = Vf(Try(r)v W(t))v W{t) G Ua
dt

y(0) = x°, /(1) = xI
optimal boshqgaruv masalasiga keltiriladi.

Pontryaginning maksimum prinsipi

1-teorema Faraz qilaylik, (1.6)—1.9)-masalada u =
(x(t), u(t)) joiz jarayon optimal bo‘lsin. U holda optimal
boshqaruv—u(t) (1.20)-maksimum prinsipini ganoatlantiradi,
p(t) qo‘shma funksiya esa (1.18)—(1.19)-sistemaning yechimi
bo'ladi.

Boshlang'ich va oxirgi vaqtlari fiksirlangan, o‘ng tomoni erkin
bo‘lgan optimal boshgaruv masalasini ko‘ramiz:

(1.21)
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x = (p(t,x,u), (1.22)

ue UCRr, (1.23)

x(to) =x° e Rn. (1.24)

Faraz qilaylik, optimal boshgaruv boakli-uzluksiz bo'lsm. U

holda maksimum prinsipini isbotlash hech ganday giyinchilik

tug‘dirmaydi.

2-teorema Faraz gilaylik, (1-21)—(1.24)-masalada {x(t), u(t))

joiz jarayon optimal bo'lsin. U holda bir vaqtda nol bo‘lmagan

A0 > 0soni vap(t) vektor funksiya mavjudki, u(t) optimal bosh-
garuv o‘zining uzluksiz nuqtalarida ushbu:

(p(1),ip(t,x(t), u(t))) - AQ(t,x(t), u{t)) =

™ma*[(p(*)> Vfa x{t),u)) ~ A0/(t, X(t),«)]

maksimum prinsipini ganoatlantiradi, p(t) qo'shma vektor —fun-
ksiya p(t\) = 0 chegaraviy shart ostida:

P=-VIfa x(t), u(t))P+ Ao/*(£, x(t), u(t)) (1.25)
sistemaning yechimi bo'ladi.

Awval, biz nimani isbotlashimiz kerakligini aniqlashtirib olay-
lik. Faraz gilaylik, (x(t), u(t)) joiz jarayon optimal bo‘lsin, bu
yerda u(t) boshgaruv bo‘akli-uzluksiz. U holda 2-teoremaga
asosan, bir vaqgtda nol bo‘lmagan Ao soni va p(t) vektor-funksiya
mavjudki, ular uchun:

a) p{t) vektor-funksiya pit]) = 0 chegaraviy shartni va (1.25)-
differensial tenglamani ganoatlantiradi.

b) (1.25) dan Ao ™ 0 ekanligi kelib chigadi. Hagigatan, agar
Ao = 0 bo‘lsa, u holda p(t) funksiya

P=-V*x(t,x(t), u{t))p

tenglamaning yechimi bo‘lishi kerak, unda p{ti) — 0 shartga
asosan p(t) aynan nol funksiya bo'ladi. Shuning uchun, A0 = 0
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tenglikning bajarilishi mumkin emas, umumiylikka zarar keltir-
magan holda Ao = 1 deb olish mumkin. qilib, biz, agar p(t) fun-
ksiya p{t\) —O0 shart ostida

P=-&(>*(*)> u(t))p + fx(t,x(t), u(t))
go‘shma tenglamaning yechimi bo‘lsa,

(p{t),!p(t,x(1), u(t)) - F(t,x(t), u(t) =
(1.26)
= may[(p(V), Pt x(1), W) - F(t, x(1), u)]

tenglik [tQti] oraligning deyarli barcha nuqtalarida bajarilishli-
gini tekshirishimiz kerak.

Isbot gilamizki (1.26) tenglik u(t) boshgaruvning (to, ti) oralig-
qga tegishli uzluksiz nuqtalarida bajariladi. Isbot u(t) boshgaruv-
ning "ignasimon" variatsiyasini bevosita qo‘llashga asoslangan
bo'lib, aslida Veyershtrass shartining isbotini o‘zgartirilganidan
iborat. qilib, r u(t) boshgaruvning uzluksiz nuqtasi bo‘lsin. v G
U vektorni fiksirlab, quyidagi:

r\\-I agar f~ fT* A’

\'v, agart6 [r—Ar]
u(t) boshgaruvning ignasimon variatsiyasi deb ataluvehi
boshqgaruvni garaymiz. u\(t) = u(t, r, A) boshgaruvga mos ke-
luvchi (1.24) boshlang'ich shartni ganoatlantiruvchi (1.22) teng-
lamaning yechimini x\(t) = x(t, r, A) bilan belgilaymiz. Agar
t0 < t < t- Xboilsa x\(t) = x(t) bo'ladi. Bundan tashqgari
(t, x(t)) nuqtaning atrofida

X = ip(t, X, V)

Koshi masalasi yechimga ega va x\(t) vektor —funksiya [r—A r]
oraligda aniglangan, bu yerda A yetarlicha kichik son.
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u(t) boshgaruv r nuqtada uzluksiz ekan, demak, u bu nug-
taning biror atrofida ham uzluksiz bo‘ladi. Shuning uchun, x(t)
hosila bu atrofda uzluksiz, demak,

xft) = x(t —A) + Ax(t —A) + 0(A) =

= x(t —A) + Aip(r —A x(t —A),u(t —A)) + o(A).
Xuddi

x\(t) —x(t —A) + Aip{r —A x(t —A), V) + o(A)
tenglikka ega bo‘lamiz. Bundan kelib chigadiki,

limit mavjud va
y(r) = s(t, x{t), u(t)) (1.27)
tenglik o'rinli.
x(t), x\(t) funksiyalar [r,ii] oraligda

X = ip(t, x, u(t))

tenglamani ganoatlantiradi.

Differensial tenglamaning yechimi boshlang'ich parametrlarga
nisbatan uzluksiz va differensiallanuvchi ekanligidan, yetarlicha
kichik A > 0 soni uchun, [r, £i] oraligda aniglangan x\(t) vektor
—funksiyalar x(t) ga tekis yaginlashadi va

limit har bir t 6 [r, ti] da mavjud. t > r uchun,
xx(t) = x\(r) +J ip(sixx{s),u(s))ds, (1.28)
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X(t) = x{t) + J ip(s,x(s),u(s))ds, (1.29)

tengliklarni hosil gilamiz, (1.28) dan (1.29) ni ayrib quyidagiga:

xX(t) - x(t) _ xx(t) - 5(r)

¢ A A

f ip{s,xx{s),u{s)) - ip(s,x(s),u{s)) .,
+J A ds

T

ega bo'lamiz. Bundan A —>0 limitga o'tish bilan,
t

y(t) = y(r) + J (px(s,x(s),u(s))y(s) ds

tenglikni hosil gilamiz. (Integral ostida limitga o'tish mumkin,
chunki tp x bo‘yicha uzluksiz differensiallanuvchi, u(t) chegara-
langan vektor-funksiya). qilib y(t) funksiya (1.27) boshlang‘ich
shartni ganoatlantiradi va [r, t\] oraligda

v = ip{t,x(t),u(t))y
differensial tenglamaning yechimi bo'ladi. t > r bo(lganda:

jtp(t).y(1) = (p().y () + (p(1).y(1)) =

u(t))p(t),y(t)) + (Ex(t,x(t), «(*)), y(t)+

+(p{t), <px{t,x(t), u(t))y(t)) = (Fx(t,x(t),u(t)).y(1)).
p(ti) —O0 shartdan foydalangan holda, quyidagicha bolladi:
h
(p(1).y(1)) = - I (fx(s,x(s), u(s)),y(s))ds.

t
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Xususan, (1.27) ga ko‘ra:
(p(r),~(r,x(r),ti(r)) - o(t,x(t),v)) =

(1-30)
= J(fx(s,x(s), u(s)),y(s))ds.
r
(x(t), u(t)) optimal jarayon bo'lganligi uchun:
Hrrg)\~l[J(X\(-), W(-)) - I{x{-), «(*))] > 0
tengsizlik o'rinlidir.

Shu limitni hisoblaymiz:

lim A1 /T [f(s,xx(s),v) - f(s, X(s), u(s))] ds+
A-+00 t a

h
+ lim ATL/[/(s, xx(s),u(s) - f(s, X(s), ti(s))] ds =

h
= /(t,xt), v)- f(r, x(t),u{t)) + 1;(fx(s,x(5), u(s))y(s)) ds.

Bundan va (1.30) tenglikdan foydalangan holda:
(p (1), ¥>(t,x(t),m(t))) - /(t,z(t),m (1)) >

(p(r), ©(r, x(t),v))) - /(r, z(r), V)
tensizlikni hosil gilamiz.

Ammo r soni w(t) boshgaruvning ixtiyoriy uzluksiz nugtasi
va v vektor U ning ixtiyoriy elementi. Bundan kelib chigadiki,
(1.26) munosabat u(t) boshgaruvning barcha uzluksiz nuqtalari-
da o'rinli bo‘ladi, shuni isbot gilish talab etilgan edi.

2-8§. Maksimum prinsipi va klassik variatsion hisob

1.  Ekstremallarni aniglovchi Eyler tenglamasi va kuchli lokal
minimumning Veyershtrass sharti maksimum prinsipining nati-
jasi hisoblanadi.



Quyidagi:
h
J(ir(-)) = /1 L(t, x(t),x(t)) dt — inf, x(t0) = x°
*0

klassik variatsion masalani garaylik. x(t) = u(t) belgilashni Kiri-
tish bilan, ko‘rilayotgan masalani ekvivalent bo'lgan:

h
J(u) =] L(t,x(t),u(t))dtinf, (2.1)

x(t) = u(t), x(t0) = x°, U = Rn (2.2)

masalaga keltiramiz.
(2.1)—(2 .2)-masala uchun

H(t,x,u,p(t)) = -AoL(t,x,u) + (p(t),u) (2.3)
Pontryagin funksiyasini va
p(t) = AoLx(t, X, u) (2.4)

go‘shma sistemani yozamiz.
(x(t),u(t)), t £ [to,N] optimal jarayon
-AOL(t, z(1), ti()) + (p(1), «(¥)) =
= max[-AOQCE(£, x(t), u) + (p(t),«)], te [to,fi] )

maksimum prinsipini ganoatlantiradi. Klassik variatsion masala-
da L(t,x,x) funksiya argumentlari bo‘yicha ikki marta uzluksiz
differensiallanuvchi bo‘lganligi sababli (2.5)-shartdan

Hu = -AoLu(t, x(t), u(t)) --p(t) - 0 (2.6)

ayniyat kelib chigadi.
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Bundan ko‘rinib turibdiki A0 + 0, chunki aks holda, ya’ni
Ao = o bo‘lsa (2.6) dan p(t) = o kelib chigadi, bu esa maksi-
rnuin prinsipi teoremasining shartiga zid. Ao = 1 deb olamiz.

1) (2.6) ni t bo'yicha differensiallab:

jt[~Luft, x(1), §i(t)) + p(t)} = 0

ayniyatga kelamiz, (2.4) dan foydalanib,
d
~dtLun’ + Lx~1 =°
ayniyatni hosil qilamiz. Demak, optimal jarayon Eyler
tenglamasini ganoatlantirar ekan.

2) o ‘ng tomoni go‘zg‘almas bo‘lganligi sababli p(t\) = o
bo‘ladi, yoki Lx(h,x(ti),5(ti)) = o bu esa o‘ng tomon uchun,
transversallik shartidir.

3) H(t,x(t),u,p(t)) funksiyaning u = u{t) da maksimumga
erishishining zaruriy sharti Huu(t,x(t),u(t),p(t)) matritsaning
musbat bo‘Imasligidir. Buni hisobga olgan holda (2.3) dan:

Luu(t,x(t),u(t)) > 0, t e [io.N]

{Luu(t7x{t),u{t))E,0 >0o,i"eRn

I ya’ni Lejandr sharti hosil bo‘ladi.
4) Variatsion hisobning Vershtrass sharti maksimum prinsipi-
ning natijasi bo'ladi. Buni ko'rsatish uchun, (2.5) ni quyidagicha:

-L(t, x(1), u(®) + (p(1), u(t)) > —L(t, x(1), u)+
(2-7)
(p(t),u), it G[to,ti], iu g RN
ekvivalent ko'rinishda yozib olamiz.
Variatsion hisobning klassik masalasida x(t) G C'i[Eoi] va
u(t) kamida uzluksiz bo‘ladi, shuning uchun, (2.7) tengsizlik ix-
. tiyoriy u GRn da o'rinlidir.
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u=u(t) = x(t), pct) = LE(t, x(t), x(t)) (2.8)
belgilashlarni hisobga olgan holda (2.7) ni quyidagicha:
L(t, x(t), x(t),u(t))~(Lx(t,x(t),x(t))(E-x)) >0,

(2.9)
Vte{to,ti], € Rn

yozib olamiz. (2.9) tengsizlik Veyershtrass shartini ifodalaydi.

5) p(t) funksiya absolyut uzluksiz ekanligini hisobga olib, (2.3),
(2.5) va (2.8) dan

(L£(t,x(1),5(t)))t = 0,
(2,10)
((x (1), L+{t,x (1), x(1)))-L(t,x{t),x{t)))t=0, t e [t0,fi]

kelib chigadi, bu yerda
(z(t))t = z(t + o) - z(t —o)

belgilash Kiritilgan. (z2.10) shart x(i), (t G [to. tj]) ning hosilalari
uzilishga ega bo‘lgan nuqtalarida Erdman — Veyershtrass shar-
tini beradi.

6) Quyidagi izoperimetrik masalani qaraymiz:

h

to

to
x(t0) = x°, xfa) = xL
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x(t) = u(t) belgilashni kiritish bilan bu masalaga ekvivalent
bo‘lgan:

h
, dt — inf,
to
h
K\ =3 Gi(t,x(t),u(t)) dt,
to

X = u,
X(to) = X°, x(ti) = x1
masalani hosil gilamiz.
x vektorga go‘shimcha x° komponenta kiritamiz, u
x° = G\(t, x(t), u(t)) dt, ar°(Eo) = 0
tenglamani ganoatlantiradi.
qilib
f x(t) = u(t),
\' x° = Gi(t,x(t),u(t))
differencial tenglamar sistemasiga ega bo'lamiz, bu yerdan
h
x°(t) = 3 Gi(s, x{s),u(s)) ds,
to
x™h) = K\.
Pontryagin funksiyasini yozamiz:
H(t,x,u,p(t)) = -AoL(t,x,u) + (p(t),u) +p°(t)Gi(t,x,u).
Maksimum prinsipiga asosan optimal boshgaruv Pontryagin
funksiyasiga maksimum giymat beradi, U = Rn bo'lganligi
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uchun, maksimumga erishishning zaruriy sharti —statsionarlik
Hu(t) —o bajariladi, ya’ni:

-Aog j% M +p(t)+;0Mt)ag; "M ) _o, (2.H)
ou ou ou

Qo'shma sistemani yozamiz:

m = - Iw 22# 3,
(2.12)

(PW=-7 =o.

Bundan kelib chigadiki: p°(t) = X = const, u = x ekanligini
hisobga olib (2.11) munosabatni quyidagicha yozib olamiz:
W ~i) + _0

ax 0X

Quyidagi belgilashni kiritamiz:
L= —AoL jP(t)Gi,
u holda oxirgi tenglama quyidagi ko‘rinishda
oL(t, m ,m )=0Q (213)
ore
bo'ladi. (2.13) ni £ bo'yicha differensiallab,

pa)+xzw ,Xj.t),m =o (2 14)
dx

tenglikni hosil gilamiz.
(2 .12) go‘shma sistemani

(215)
dx

ko'rinishda yozib olamiz.
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(2.14) va (2.15) larni birlashtirib, izoperimetrik masala uchun,
quyidagi:

dL(t,x(t),x(t))  ddL(t,x(t),5(t))
dx dt dx
Eyler —Lagranj tenglamasini hosil gilamiz.

Optimal boshgaruvga doir masalalarni yechish
1-misol.

2
J(u) =3 x\dt
0
ko‘rinishdagi funksionalning minimumini topish talab etiladi.

Bunda
xi(0) = x2(0) = 0,

boshlang‘ich

boshgaruvga chegara va

x\(2) = X(2) = 0,
chegaraviy shartlar hamda

X\ = X2, +2 = u

dinamik chegaralar berilgan.
Yechish. Pontryagin funksiyasi quyidagi:

H(t,x,u,Xo,p(t)) = - \oxi+p1(t)x2+p2{t)u

ko‘rinishda bo'ladi.
Maksimum prinsipiga asosan optimal boshqgaruv

H(t,x(t),u(t),Xo,p(t)) = rpﬂa)_((H(t,x(t),u,Xo,p(t))
<i
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tenglikni ganoatlantiradi. Bundan p2(t)u(t) = maxp2(t)u ga ega
M<i
bo‘lamiz. Maksimum prinsipiga asosan optimal boshqaruv

f 1, P2{t) > 0,
u(t) = < -1, p2(t) < o,
( [-1,1]dan ixtiyoriy, p2(t) = o,

bo'ladi. Agar p2{t) = 0 chekli vaqt momentlari t da ro‘y bersa, bu
nuqtalarda boshgaruvning giymatlarini ixtiyoriy deb olish mum-
kin. Mabodo, P2(t) = 0 musbat o'lchovli to‘plamda o‘rinli bo‘lsa,
u holda boshqa optimallik shartlaridan foydalanishga to‘g‘ri ke-

ladi:
. dH (t,x(t),u(t),\o,p{t))
Pi(t) = ~ =

Pa(t) = dH(t,x(t), u(t) Xo, p(t)) ~PI(Y)

go‘shma sistemani yozamiz.

o ‘ng va chap tomonlar go‘zg‘almas bolganligi uchun, transver-
sallik sharti natija bermaydi.

Avval regulyar bo‘Imagan yechimlarni tahlil etamiz, ya’ni A) =
o bo‘lsin. U holda go'shma sistema quyidagi:

I\A): i’F’“W 52 16)

ko‘rishni oladi, buni integrallaymiz:

f Pi(t) = ¢,

\ p2ft) = -ct + h. (2.17)

Ko‘rsatish mumkinki, optimal boshgaruv o‘zgarmas son bo‘la ol-
maydi, chunki bunda holat uchun, boshlang‘ich va chegaraviy
shartlar bajarilmaydi. (2.16), (2.17) dan kelib chigadiki, optimal
boshgaruv o‘z giymatini ko‘pi bilan fagat bir marta o'zgartira
oladi, chunki nol bo!magan chizigli P2{t) funksiya o0‘z ishorasini
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ko‘pi bilan bir marta almashtirishi mumkin, bu almashtirish mo-
mentini r bilan belgilaymiz. U holda quyidagi ikkita hoi bo'lishi
mumkin:

A= {1l 1 Im L ={-1:11m L& ~

1. (2.18) ning birinchi holini garaymiz, ya’ni

s(i)={"!';* t m: m
t €1]0,r] da
fii(i) = x2(t),
\ Xe(t) = -1
sistemaning umumiy yechimi:
f %I(t) = —»
1 Xe(t) = —t+ A
ko‘rinishda bo‘ladi. Boshlang'ich shartlardan foydalanib A va B
larni topamiz:
f~A(o)=5 =o,
\ x2(0)= A=0.
t € [r,2] da mos sistemaning umumiy yechimi
[ %i(t) —\ + A\t +
1 x2(t) = t+ Ai
bo‘lib, chegaraviy shartlardan foydalanamiz:
rxi(2): 2 + 240 + B|: o~ = — 2,
ANNo(2)= 2+ Vdi=0o =>5] = 2.
z2(o funksiyaning r nuqtada uzluksiz bo‘lishligidan x2(t - o) =
~Na(r + 0) ga yoki —+ = r —2 ga ega bo‘lamiz. Buni yechib u(t)
boshqgaruv giymati o‘zgarish momenti r = 1 ni topamiz. Bundan:

2,+2,C1 K *e(*)-{:1-2,111°";
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x2(t) funksiya t = r = 1 da uzluksiz emas, demak, (2.19)
mumkin emas ekan.
2. Shunga o*xshash (2.18) ning ikkinchi holini ko'ramiz: t C
[o,r] da
( xt(t) = x2(t),
\ x2(t) = 1
ko'rinishda bo‘ladi. Uning umumiy yechimi quyidagicha
bo‘ladi:
f X\(t) —" -f -A2 + -Bj
\ xo(i) = t+ A2
Chegaraviy shartlardan foydalanib, quyidagini olamiz:

f Xi(0) = b 2= 0,
\ x200) = A2= 0.
Demak,
fxx(t) =f,
\ x2(t) =
Agart e [r,2] bo'lsa
f £i(t) = x2{t),
\ x2{t) = -1
dinamik sistema
f ~i(n) = + B3,
I x2(t) = -t + A3
umumiy yechimga ega bo'ladi. Bu yerda ham chegaraviy shart-
lardan foydalangan holda,
fNi(2) = 242A%+ 83 = 0=mA3= 2
N X2(2)= —2+ A3 =0 Tr-63= —2
ga ega bo'lamiz. Yoki
fEI(E)= — +2i- 2,
1 X2(t) = -t + 2.
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x2¢t) funksiyaning r momentda uzluksizligidan r = — + 2
tenglik hosil bo‘ladi. Bundan kelib chigadiki, boshgaruvning qgiy-
mat almashtirish mornenti r = 1 ga teng bo‘lar ekan. Bu nug-
tada x\(t) funksiya uzluksiz emas, demak, bu holda regulyar
bo'linagan yechimlar yo‘q ekan.

3. Regulyar holni garaymiz. Ao = 1 bo'lsin, u holda go‘shma
sistemaning yechimi:

rpi(t) =t+c,
\ p2(t) = -£-ct + D

ko‘rinishda bo'ladi.

P2{t) =: ~\ —ct + b parabola [p,2] kesmani ko'pi bilan ikki
marta kesib o‘tishi mumkin. Regulyar bo‘lmagan holda ko‘rdikki,
boshgaruv o‘zgarmas ham, bir marta qiymatini o'zgartirishi
ham magsadga olib kelmaydi. Shu sababli yuqoridagi parabo-
la kesmani ikki marta kesib o‘tishi kerak. Parabolaning shoxlari
pastga yo‘nalgani uchun, boshqgaruv giymati avval minus, keyin
plyus va yana minus bo‘ladi. Shuning uchun, optimal boshgaruv-
ning ko‘rinishi

(-1, te [o,ri],
«(*) = < 1,*€[ti, t2],
(-1, tG[rg2]

bo‘ladi:
a) u(t) = —1, t €[0, ri] bo'lsin, unda

f £i(t) = x2(t),
\ x2(t) = -1

sistemaning yechimi

f xi(t) = —y + Ait + Bh
\ x2(t) = -t + Ai
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ko'rinishda bo‘ladi. Chegaraviy shartlardan foydalanarniz:

f~(o)=Bi=o,
\ x2(0) = Ai

0,
b) u(t) = —, t € [r2,2] bo‘lsin, u holda,

fxx(t) = xa(t),
\ xe(t) = -1

sistemaning yechimi

f Xi(t) = —2+ ~2M+ B2,
x x2{t)y = 4+ a?2

bo‘ladi.
Chegaraviy shartlardan foydalanib A2, B2 larni topamiz:

(x\(2) = —2+ 2A2+ B2=0=>mB2 ——2,
h(2)= 2+ t42=0a*vl2= 2

c) u(t) = 1, t £ [ri,rZ] bo‘lsin, u holda
fii(t)
\ x2(t)

x2(t),
1

sistema
fri(M) ="+ A3+ B3
\ xo{t) =t + As
yechimga ega bo'ladi. x\(t) va Xz(t) funksiyalarning uzluksizligi-

dan
xigti = 0) = «\rei +0),

x2{n - o) = x2(n + o),

£i(t2-0) = xi(t2+ 0),

x2{t2 - 0) = x2(t2+ 0)
tengliklarga ega bo'lamiz. Bundan



kclib chigadi. U holda optimallikning zaruriy shartiga asosan:

ui(t) = < 1, te %), Xi(t) = <

—M eg,2]

‘-1, t€(0,i),
Xe(t) = < t- I, " o

> 2, £4 [], 2]
hosil bo'ladi. Optimal jarayonda funksionalning giymati

Hu)- | (=27 dt+/ (k ~t+1) dt+
2

[ (-T +2t-2) dt=1
ga teng.
2-misol. Quyidagi:
M < 2, x(1) =x() =0

chegaralar ostida

X dt

/

funksionalning minimumi topilsin.
Yechish. x = xi, X2 —x2, 2 = w belgilashlardan foydalanib,
ekvivalent masalaga o‘tamiz:
+=x2,x2=u, M < 2, Xi(l) = X2(l) = O
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ehegaralar ostida
1

x\ dt

/
0]

funksionalning minimumini toping. Ushbu masala uchun, Pont-
ryagin funksiyasi quyidagicha:

H(t, x,u,XQp(t)) = -XoXi+pi(t)x2+p2(t)u
bo'ladi. Maksimum prinsipiga asosan u(t) optimal boshqgaruv
H{t, x(1), u(®), Xo,p(1)) = max(H(t, x(t), u, X0,p{t)),
tenglikni ganoatlantiradi, bu yerdan
P(OU() = max p2()u.
Maksimum prinsipidan

«(t) =1/ 2> Pf)>0"
\ -2, p2{ty <o
kelib chigadi.
Qo'shma sistemaning ko‘rinishi quyidagicha:
dH (t,x(t),u(t),Xo,p(t))
PI(i) = tei = A0’

p2(t) = dH("x(1),u(t),Xo,p{t)) =

Terminal qo'shiluvchi yo'gligini  hisobga olgan holda,
go‘zg‘aluvchi tomonlardagi transversallik shartini yozamiz:
Pi(0) = 0, p2(0) = 0.
Awal regulyar bo'lImagan yechimlarni tahlil gilamiz. Ag = o
bo‘lsin, u holda go'shma sistema
pi(t) = o,
M*) = ~pM
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ko'rinishda bo'ladi. Uning yechimini, quyidagi:
f Pi(t) = ch
| P2(t) = -Cit + Ch.

funksiyalar tashkil giladi. Transversallik sharti hisobga olinsa:
Pi(0) = Ci = 0, p2(0) = C2= 0

kelib chigadi. qilib, agar Ao = o bo'lsapi(i) = o, P2(t) = o bo‘lar
ekan, ya’ni Lagranj ko‘paytuvchilarining barchasi bir vaqtda nol-
ga teng bo'ladi, shu sababli regulyar bo‘lmagan yechimlar yo.

Regulyar bo‘lgan holni garaymiz. ya’ni Ag= 1 bolsin. Bu hol-
da golshma sistema:

f Pi(t) = 1,
| P2{t) = ~pi(t)

ko'rinishda bo'lib, uning yechimini

Pi(t) = t + Ci,

P2(t) = Cit+ C2
funksiyalar tashkil giladi.

Pi(0) = Ci =0, P2(0) = C2= 0
2
transversallik shartini hisobga olgan holdapi(t) = I, p2(t) = —

ni hosil gilamiz.
p2(t) < o bo‘lganligi uchun, ixtiyoriy t da u(t) = —2 ga ega
bo‘lamiz. Buni hisobga olgan holda:

f xi(t) = x2,

I x2(t) = -2
sistemani yechish orqgali, uning xi(t) = —t2+ Cjt + Co, x2(t) =
—2t + Ci yechimini hosil gilamiz.
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Chegaraviy shartlardan foydalangan holda C\, C2 larni
topamiz:
xt(l) = -1 +Ci+ C2=0=>Ci=2
x2{) = —2+ Ci=0=>C2= —

Bundan kelib chigadiki:

f Xi(t) = g2 + 2t —1,
\ Xo(t) = —t+ 2.

gilib optimallikning zaruriy shartini, quyidagi:
u{t) = —2, t G[0,1]

f xi(f) = t2+ 2t —1,
\ (i) = —t+ 2

funksiyalardan tashkil topgan jarayon ganoatlantiradi.

Optimal boshqgaruvning bir masalasida yechimning
mavjudligi hagidagi teorema

Ekstremal masalalarda yechimning mavjudligi muhim olrinni
tutadi. Umumiy holda nochiziq optimal boshqgaruv masalalarida
bu muammo to‘la hal etilmagan.

Awal, biz oddiy differensial tenglamalar sistemasi bo'lgan x =
f(t,x, u) da o‘lchovli vektor-funksiyalar sinfi u(t) G U(t, x) C Rp
uchun, optimal boshgaruvning mavjudligi masalasini ko‘raylik.
Bu yerda optimallik tezkor o‘tish ma’nosida, ya’ni sistemani be-
rilgan x° G Rn nugtadan berilgan x1 G Rn nuqtaga eng gisga
vaqtda. olib kelish masalasidir. Bunda to = 0, ti = T deb olina-
di, demak,

u(t) GU(t,x) C Rn, t G [0,T\, x GRn,

bu yerda U (€, x) har bir (t, x) da Rnning kompakt to'plam ostisi.
f(t,x,u) barcha (t, u) lar bo'yicha uzluksiz, x bo‘yicha uzluksiz
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differensiallanuvchi va
(< f(t,x,0)) < C(IX2+ 1)

shartni ganoatlantiruvchi funksiya deb faraz etiladi.
u U(t,x) dan giymat gabul gilganda f{t, x, u) vektor funksiya-
ning giymatlari Q(t,x) ni tashkil etsin, ya’ni:

Q(t,x) = {£:£ = f(t,x,u), ue U(t,x), (t,x) e [0,T] x Rn}

bo‘Isin.
Q(t,x) C Rn
to ‘plarn erishuvchanlik toplami deb ataladi.

Keyingi o‘rinlarda biz quyidagini faraz gilamiz: U(t,x) ni
(t,x) bo'yicha yugoridan yarim uzluksiz, ya’ni Vt,x, Ve >
0,35 = S(e,t,x), natijada 1" —t\ < 8, W% —x\ < 5
bo‘lganda U(t':x") U(t,x) ning e atrofining ichiga joylashgan
bo‘lsa: U(t',x') C U(t,x) + eS, bu yerda 5, Rn ning markazi
nolda bo:lgan birlik radiusli shari.

Agar U(t, x) yarim uzluksiz bo‘lsa, Q(t,x) ham yarim uzluksiz
bo‘ladi.

1-teorema. Yuqgorida aytilgan barcha farazlar bajarilgan va
Q(t,x) barcha (t, x) larda qgavariq soha bo'lsin. Faraz gilay-
lik, kamida bitta o‘lchovli u(t) = U(t,x(t)) funksiya mavjud
bo‘lsinki, x = f(t,x, u) differensial tenglamalar sistemasining
x(0) = x° shartni ganoatlantiruvchi x(t) yechimi biror t* da x|
nuqtadan o'tsin: x(t*) = x1. U holda o‘lchovli u(t) G U(t,x(t))
funksiya mavjudki, unga mos kelgan differensial tenglamalar sis-
temasi x = f(t,x,u(t)) ning x(o) = x° shartni ganoatlantiruvchi
x(t) yechimi x| nuqgtaga eng gisqa payt T da keladi: x(T) = x1

Albatta, mexanik sisternalarda o'lchovli funksiyalar sinfiga te-
gishli bo‘lgan boshgaruvni tatbiq etib bo‘Imaydi.

Ammo o‘lchovli funksiyaga uzluksiz funksiyalar bilan ixtiyo-
riy darajada yaqinlashish mumkinligidan, optimal boshgaruvning
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mavjudligi hagidagi teorema muhimligi bilan ajralib turadi. Agar
x = f(t,x,u(t)) sistemada o'lchovli u(t) boshgaruv v(t) uzluksiz
boshgaruvga almashtirilsa, yechimning boshlang‘ich parametr-
larga uzluksiz bog'liq bo‘lishlik hagidagi teoremaga asosan, xv{t)
trayektoriya oxirgi x1 nuqtaga aniq kelib tushmasligi mumkin,
ammo unga ixtiyoriy darajada yagin bo‘ladi.

2-teorema shartlaridan tashqgari, yana quyidagi shartlar ham
bajarilgan bo'lsin: U(t,x) gat’iy gavarig va (t,x) larga nisbatan
uzluksiz bo‘lsin, ya’ni ixtiyoriy e > o ga kora 5 > o mavjud
bo'lsinki, \ti —t2\ < 5 va \x\ —x2\ < S dan U(ti,xi), U(t2,x2)
to'plamlar orasidagi masofa e dan kichik bo‘lishligi kelib chigsin.

Faraz qgilaylik, har bir v £ Q(t,x) uchun, yagona u £ U(t,x)
mavjudki, ular uchun, f(t, x, u) = v tenglik o‘rinli bo'lsin. U hol-
da Pontryagin funksiyasiga maksimum beruvchi u(t) t ga uzluksiz
bog'lig bo'ladi.

lzoh. Agar U(t,x) qavarig bo'Imasa optimal boshgaruv
mavjud bo'Imasligi mumkin (buni tasdiglovchi misollar bor).

3-8. Chiziqgli tizimlarni optimal boshgarish masalalari

Masalaning qo‘yilishi. Quyida chizigli o‘zgarmas koeffitsi-
yentli difFerensial tenglamalar sistemasi bilan ifodalangan bosh-
garuv masalasi atroflicha o'rganiladi. Bu yerda chiziglilik ham
X = (xi,x2, xn), ham u = («],u2, ... uv) larga nisbatandir.
Boshgaruv masalasining umumiy ko‘rinishi quyidagicha:

X = AX + Bu, (3.1)

bu yerda A = (a,/) va B = (s”) lar mos ravishda (n x n), (nx p)
o‘lchamli jadvallar(matritsalar) bo‘lib, boshgaruv parametri u
ning gabul giladigan giymatlar to'plami U RP fazoda chegara-
langan ko‘pyoqdan iborat. Biz keyinchalik fagat tezkor masalani
ko'ramiz.



Chiziqgli optimal boshgaruvning tezkor masalasi deb, quyidagi
shartlarni ganoatlantiruvchi masalaga aytiladi:

1) obyektning harakati chizigli differensial tenglamalar sis-
temasi orqali berilgan;

2) obyekt oxirida kelishi zarur bo'lgan holat Rn fazoning koor-
dinat boshi, ya’ni: o—0,0,...,0);

3) boshgaruv sohasi U Rp fazoning gavarig ko‘pyog‘i bo‘lib,
koordinat boshi U ga tegishli, ammo uning uchi bo‘la olmaydi.
Bu holatlar quyida ko‘rsatilgan:

3.1-rasm

Bunda 3.1-rasmning (a) va (b) holatlari mumkin, (c) holati
mumkin emas.

Joiz boshqaruv u(t) sifatida bo‘lakli uzluksiz giymati U da
yotgan funksiya olinadi. Demak, chizigli optimal boshgaruvda
tayin berilgan x° nugtadan koordinata boshiga eng tez kelish-
ni ta’minlovchi joiz u(t) boshgaruvni topish masalasi ko'riladi,
ya’ni topilgan u(t) ga mos kelgan (3.1) ning trayektoriyasi x(t)
to = 0 da x° dan chigib eng gisqa vaqt T da 0 ga kelishi
kerak: x(T)=0. Shunga o‘xshash masalalarning kelib chigishini
quyidagicha asoslash mumkin. Jarayon O holatda qonigarli ish-
lab turgan edi, qandaydir tasodifiy ta’sir ostida ushbu ma’qul
holatdan chigib ketdi va oldindan ma’lum bo'Imagan x° holatga
0tib goldi, uni shu x° holatdan o holatga tez vaqtda olib kelish
kerak boladi. Shu ma’noda, tezkor o'tkazishni amalga oshiruvchi
avtomatik boshgaruv regulyatorni qurish muhim hisoblanadi. Bu
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esa, 0z navbatida, ushbu o‘tkazishni amalga oshiruvchi optimal
boshqgaruvni aniglab berish masalasiga kelib tagaladi. Anigki Rn
fazoning koordinata boshi bir jinsli (x = Ax) (3.1)-sistemaning
muvozanat holati hisoblanadi, shu sababli jarayon bu yerga kel-
gandan keyin qolib ketishligi uchun, u = o deb olish kerak, shun-
ga ko‘ra U boshgaruv sohaga 0 tegishli deb olinadi. Ushbu tezkor
chizigli masala uchun, maksimum prinsipi soddalashgan holda
bo'ladi.
Maksimum prinsipi. Tezkor optimal boshgaruv masalasida

funksionalning ko'rinishi quyidagicha:

T

ledt
0

bo'lganligi sababli, Pontryagin funksiyasi

H(t,x,u,p(t), XQ = -Xgml+ (pit), Ax) + (p(t), Bu) (3.2)
ko'rinishni oladi. Qo‘shma vektor-funksiya pit) quyidagi:

dH(t,x,p(t),u, X0)

). i .

differensial tenglamalar sistemasini ganoatlantiradi. Shunga
ko‘ra,

p(t) = -A*p{t) (3.4)
ni hosil gilamiz, bu yerda A* jadval A ning transponirlan-
ganiga teng. Maksimum prinsipiga asosan (3.2) ning u € U
bo'yicha maksimumini topish kerak, ammo birinchi va ikkinchi
go‘shiluvchilar u ga bog‘lig emas, shu sababli fagat oxirgi
go‘shiluvchining maksimumini aniglash yetarli:

ip(t), Bu()) = max(p(f), Bu). (3.5)
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Ushbu tezkor optimal boshgaruv masalasi uchun, soddalashtiril-
gan maksimum prinsipi quyidagicha bo‘ladi: agar u(l) joiz bosh-
garuv ko‘rilayotgan tezkor masala uchun, optimal bollsa, u holda
go‘shma (3.4)-sistemaning nol bo'Imagan p(t) yechimi mavjudki,
(3.5)-tenglik ixtiyoriy t G [0, T] da o‘rinli bo‘ladi.
Erishuvchanlik sohasi. Agar u(t) biror joiz boshgaruv
bo'lsa, unga mos trayektoriyani (3.1)-sistemaga Koshi formulasi-
ni go‘llash orqgali topish mumkin:
t
X(t) = eAix° + 3 eA™~s"Bu(s) ds. (3.6)
0

Mabodo, ushbu joiz boshgaruvga mos kelgan x(t) trayektoriya
x° va 0 nuqgtalardan o‘tsa, ya™ni: x(0) = x°, x(ti) = 0. U holda
(3.6) ga ko'ra,
h
0= eAtx° + ] eA”™ s"Bu(s) ds
0

yoki
t\
“ASBu(s)ds (3.7;
0
bo‘ladi. Biror t\= T ni fiksirlavmiz va (3.7) dagi u(t) ning o‘mig;>,
barcha joiz boshgaruvlarni qo‘yib, (3.7) tenglikni ganoatlantiruv-
chi, ularga mos x° nuqgtalar to ‘plamini hosil gilamiz. Hosil bo‘lgan
bunday to'plam X-p bilan belgilanib, u T vaqgtga mos erishuv-
chanlik sohasi deb ataladi. Demak. X t xgnugqtalardan tuzilganki.
ularni T vagt davomida koordinata boshiga olib keluvchi kamida
bitta joiz boshgaruv mavjud.
1-lemma. Erishuvchanlik sohasi 1T1fazoda gavarig to‘plam
bo‘ladi.
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Isbot. Faraz gilaylik, x° G Xt bo'lsin. U holda (yagona
bo'lishi shart emas) joiz boshgaruv u{t) G U topiladiki, mos x(t)
trayektoriya uchun, x(0) = x° va biror ti < T da x(ti) = 0 teng-
liklar o‘rinli bo'ladi. Agar t\ < T bo‘lsa, u(t) = 0, t\ <t < T
deb olish hisobiga x(T)=0 ni ta’minlash mumkin. gilib ham bosh-
garuv u(t), ham mos trayektoriya x (t), [0, T] oraligda aniglangan
vau(t) GU, 0< t < T, x(T) = 0shartlar bajariladi.

X° va x° lar X t ning ixtiyoriy nuqtasi bo'lsin. U holda, shunday
u(t) va u(t) joiz boshgaruvlar topiladiki, ularning mos trayek-
toriyalari uchun, x(0) = x° x(0) = x° va x(T) = x(T) = 0
shartlar bajariladi. x* esa .t° va x° nuqtalarni birlashtiruvchi kes-
maning biror nugtasi bo‘lsin. U holda 0 < A< 1 soni borki,

X* = 1 - AX°+ XXx°,
tenglik bajariladi. Quyidagi belgilashlarni kiritaylik:
u*(t) = (1 - Au(t) + Au(t), 0< t < T; (3.8)
x*(t) = 1 —AXx(t) + Ax(t), 0<t<T.
U boshgaruv sohasi gavariq kop yoqli va u(t), u(t) G U

bo‘lganligi sababli (3.8) orgali aniglangan u*(t) uchun, u*(t) G U
bo'ladi (3.3-rasm). Uning joiz boshgaruv bo‘lishligi ravshan.

Tushunarli, x* nuganing erishuvchanlik sohasi X t ga tegishlili-
gi ko‘rsatilsa, bundan lemmaning isboti kelib chigadi. x{t). x(t)
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trayektoriyalar u(t), u(t) joiz boshgaruvlarga mos kelgan (s.1)-
sistemaning yechimlari, shu sababli, quyidagi:

x(t) = Ax(t) + Bu(t),

x(t) = Ax[i) 4-Bu(t),

tengliklar boshgaruvlarning uzluksiz nuqtalarida o‘rinli bo‘ladi.
Bu tenglamalarni mos ravishda 1 —Ava Aga ko'paytirib qo‘shilsa,
quyidagi munosabatlar kelib chigadi:

X*(t) = 1 —A)X(t) + Ax(t) = (1 —A)AX(t) + @ —A)Bu(t)+

+XAX(t) + ABu(t) = A[(I —A)X(t) + \x{t)]+
+5[(1 —A)U(t) + Au(t)] = Ax*(t) + Bu*(t).

Bundan ko'rinib turibdiki, u*(t) boshgaruvga mos keluvchi
trayektoriya x*(t) ekan. Endi x*(t) trayektoriyaning boshlang'ich
va oxirgi nuqtalarini aniglaylik:

x*(0) = (1 - X)x(0) + A£(0) = (L- A)x° + AX° = X*,

X*(T) = 1- AX{T)+ AX(T) = (1- A0+ Am0 = 0.

Demak, u*(t) boshqgaruv yordamida x* nuqtani T vaqt davomida
koordinata boshiga olib kelish mumkin ekan, bu degani x* nuqta
X t ga tegishli. Lemma isbot bo'ldi.

2-lemma. Agar x° nuqta erishuvchanlik sohasi X T ning ichki
nugtasi bo'lsa, u holda bu nugtadan koordinata boshiga T dan
kam vaqtda kelish mumkin.

Isbot. x° erishuvchanlik sohasi Xt ning ichki nuqgtasi
bo'lganligi uchun, bu nugtani 0‘z ichiga oluvchi va butunlay Xt
da yotuvchi n —o‘lchovli So qavarig ko'pyoq mavjud. i =
1,2,..., k orqali Sgko‘pyogning uchlarini belgilaymiz (3.4-rasm).

y() e XT bo‘lganligi sababli, u®(t), 0 < t < T boshqgaruv
mavjudki, u T vaqt davomida yW nuqtani koordinata boshiga
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olib keladi. Mos trayektoriya y~\t), 0 < t < T bilan belgilan-
gan, demak: y~(T) = 0,i= 1,2 , k. SEbilan y*(e) nuqtalar-
ning qavarig gobig'ini belgilaymiz, bu yerda e biror musbat son.
Yetarlicha kichik e > 0 da Se ko‘pyoq xQnugqtani 0z ichiga oladi
(3.4-rasmda chetlari shtrixlangan ko‘pburchak). y~\e) nuqgtadan
koordinata boshiga, yN\t) trayektoriya bo‘ylab, T —e vaqtda
kelish mumkin.

Demak, y~(e) nuqgtalarning barchasi X t~e erishuvchanlik so-
hasiga tegishli bo'ladi. Bundan. erishuvchanlik sohasi gavariq
bo‘lganligi uchun, (z-lemma) y”~\e) nuqtalarning qavariq gobigi
bo'lgan SEko'pyoq ham X t~ega tegishli bo‘lishligi kelib chigadi.
Demak, xQnuqtadan koordinata boshiga T —e vaqt davomida
kelish mumkin ekan. Lemma isbot bo‘ldi.

3-lemma Faraz qgilaylik, u(t) [0. T\ oraligda berilgan biror joiz
boshqgaruv, x(t), 0 < t < T ushbu boshgaruvga mos kelgan
va X° nuqtadan chiquvchi trayektoriya bo‘lsin. Agar p(t) (3.4)-
tenglamalar sistemasining ixtiyoriy yechimi bo‘lsa, u holda u(t)
boshgaruvning uzluksiz nuqtalarida quyidagi:

jt(p(t)x(1)) = p{t)Bu{t)

tenglik bajariladi va bundan

h
p(tx)x(ti) - p(to)x(t0) = J(p(t)Bu(t)) dr

kelib chigadi.
Isbot. u(t) boshgaruvning uzluksiz nuqgtalarida quyidagi mu-
nosabatlarga ega bo‘lamiz:
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El#(*)E*(*) + i7:21Pi{t)xi{t)

= E (E <HX{t) + E bikuk@) )ri(+
2=1 vj=1 fo=!

n y / n

E 270( X/ ajiPj
i=1 (O( 7:{ Air]

= E(L3y “J[(0W 0 = 2(«)f«(*)e
p(t)x(t) ko‘paytma uzluksiz va £ ning chekli sondagi giymat-
laridan boshgasida uzluksiz bo‘lganligi sababli:
< ti
p(ti)x(ti)-p(to)x(to) = 1 ~(p(t)x(t)) dr = J(p(t)Bu(t)) dr
to to

tenglik kelib chigadi. Lemma isbot bo!ldi.

Natija. Agar (3.1)-sistemaning bir jinsli gismining yechimi
x(t), (3.4) ning yechimi p(t) bo‘sa, u holda p(t)x(t) ko‘paytrj),s
o‘zgarmas bo‘ladi (ya’ni t ga bog‘liq bo‘Imaydi).

Hagiqgatan, u(t) = 0 bo'lganligi uchun, 3-lemmadan

—(p(t)x(t)) = o,yani p(t)x(t) = const
ekanligi kelib chigadi.

Maksimum prinsipining isboti. Faraz gilaylik, (x(t),u(t))
berilgan obyekt.ni x° nugtada koordinata boshiga T = ti —10 vaqt
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davomida olib keluvchi optimal tezkor jarayon bo'lsin. Tushu-
narliki, x° nuqta erishuvchanlik sohasi X t ga tegishli bo'ladi.
Agar x° Xt ning ichki nugtasi bollsa, bu nugtadan koordinata
boshiga T vaqtdan tez kelinadi (2-lemma), bu optimallik shartiga
zid. Shu sababli, x° Xt ning chegara nuqtasi bo‘ladi. Bilamizki,
Xt gavarig to'plam, shuning uchun, uning chegara nuqgtasi x° dan
G gipertekislik o‘tkazish mumkinki, X t to‘plam uning bir tarafi-
dayotadi (3.5-rasm). X t to'plam yotgan gipertekislikning yarim
fazosi F bo‘lsin. n bilan x° nuqtadan chiquvchi, G gipertekislikka
normal va F yarim fazoda yotuvchi birlik vektorni belgilaymiz.
U holda F yarim fazo

n(x —a0) > 0 (3.9)

tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha x nuqtalardan iborat
bo‘ladi. Xususan, Xt to‘plain F yarim fazoda yotganligi uchun,
ixtiyoriy x G Xt da (3.9) tengsizlik bajariladi.

p(t) = (pi(t),p2(t), ...,pn(t)) orgali (3.4) chizigli sistemaning
p(to) = n shartni ganoatlantiruvchi yechimini belgilaymiz. Ush-
bu yechim aynan nol emas va [to, ti] oraliqda aniglangan. Bu pit)
(3.5) maksimum prinsipi uchun, zarur bo‘lgan vektor funksiya,
ya’ni pit), u(t) funksiyalar (3.5) ni [to,ti] oraligda ganoatlanti-
radi. Shuni ko‘rsatamiz. Buning uchun, teskarisini faraz etaylik,
ya’ni biror r (bundar G Jto, ti]) momentda (3.5)-tenglik bajaril-
masin. Bu degani v G t/ nuqgta borki,

p(r)Bu(r) < p(r)Bv

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Agar r <t\ bo'lsa, u holda u(t) boshqa-
ruvning o‘ngdan uzluksizligidan h > o soni topiladiki, [r,r + h]
oraligda boshgaruv, demak, p(t)Bu{t) uzluksiz. Bu mulohazadan
kelib chiqgadiki,

p(t)Bu(t) <p[t)Bv (3.10)

496



tengsizlik [r,r + h] oraligda o‘rinli. Mabodo, t+ = t\ bo‘lsa, u{t)
boshgaruv, demak, p(t)Bu(t) ko‘paytma r = t\ nuqtada chapdan
uzluksiz. Bundan kelib chigadiki, [r —h,r] oralig mavjudki, bu
oraligda (3.10) tengsizlik o'rinli bo‘ladi. gilib, har vaqt [to,"i]
kesmada yotuvchi rtq, t\] oraliq topiladiki, unda (3.10) tengsizlik
bajariladi. [to, Ni] kesmada aniglangan, quyidagi;

v, agartq < t < t\
u(t), agarto [ro,ri]

joiz boshgaruvni quramiz. Bu boshgaruvga mos kelgan va
x*(ti) = o tenglikni ganoatlantiruvchi trayektoriyani x*(t), to <
t < t\ bilan belgilaymiz. Ushbu trayektoriyaning boshlang‘ich
nugtasi x*(to) — x*Qbo‘lsin. qilib u*{t) boshgaruv yordamida
x*° nuqtadan koordinata boshiga T = ti —to vaqt davomida ke-
lish mumkin. Demak, x*° nuqta X T ga tegishli bo‘lar ekan, shu
sababli

n(x*° —x°) > 0 (3.11)

bo'ladi.
Endi 3-lemmaning natijasini p(t), x(t)) u(t), to < t < t\
funksiyalariga go'llaymiz:

p(h)x(ti) - p(to)x(to) = J (p(r)Bu(r))dr.

p{t\)x*{ti) ~p(to)x*(t0) = J (p (t)Bu*(t)) dr.

Birinchi tenglikdan ikkinchisini ayiramiz va x(ti) = x*(t{) = 0
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munosabatni hisobga olgan holda:

n
p(to)(x*(to) - x(t0)) = J % (t)Bu(t) - p{t)Bu*(x) dr

to
tenglikka ega bo‘lamiz. Bu tenglikning chap tarafi n(x*° —x?}
ko'rinishga ega. o ‘ng tarafdagi integral [to,ti] kesma bo'yicha
goladi, chunki undan tashqarida u*(t) = u(t) tenglik bajariladi.
u*(t) boshgaruv [to,7i] kesmada u*(t) = v bo‘lganligi uchun:

n

N(X*Q—x0)  J\p (£)Bu(t) —p(r)Bv] dr

bo'ladi. Ammo (3.10) ga ko‘ra integral ostidagi ifoda gat’iy man-
fiy, demak,

ﬂ{X*o - X°) <0
bu esa (3.11) ga garama-qgarshi. Bu ziddiyat (3.4) maksimum
[to, h] oraligning har bir t nuqgtasida bajarilishligini isbotlaydi.
Teorema isbot bo‘ldi:

3.4-rasm 3.5-rasm

Boshqgarishning optimalligining yetarli sharti. Chizig-
li tizimlarda maksimum prinsipi nafagat zaruriy, balki yetar-
li bofishligini ta’minlovchi shartni keltirib chigaramiz. Buning
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uchun, invariant fazoostisi tushunchasi kerak bo‘ladi. Yuqorida-
gi A jadval Rn fazoda chizigli almashtirishni aniglaydi. Ya’ni,
X £ Rnbo‘lsa Ax £ Rnva A(AX) £ Rnva hokazo davom eta-
di. Ko‘rsatish mumkinki, A(A(...(A(Ax))...)) = Akx bo'ladi, bu
tenglikning chap tarafida A almashtirish x elementga k marta
ketma-ket ta’sir ettirilgan.

1-ta’rif. Berilgan X C Rnfazoosti uchun x £ X dan Ax £ X
kelib chigsa, X A almashtirishga nisbatan invariant fazoostisi deb
ataladi. Agar invariant fazoostisi butun fazo Rn bilan ustma-ust
tushmasa, u xos deb ataladi.

4-lemma, x £ Rn vektor A almashtirishning xos invariant
fazoostiga tegishli bo‘lishligi uchun, x, Ax, A2x, ..., An~1x vek-
torlarning chizigli bog‘lig bo‘lishligi zarur va yetarli.

Isboti. Zarurligi. Agar x xos invariant fazoostiga tegishli
bo‘lsa x, Ax, A2x,..., An~1Ix vektorlarning chizigli bog‘lig ekan-
ligini ko‘rsatishimiz kerak. :-ta’rifga asosan xos invariant fazoos-
tining o‘lchami n dan kichik va x, Ax, A2x,..., A"_1x vektor-
larning barchasi shu fazoostiga tegishli. Ammo biz bilamizki, fa-
zo o‘lchamidan ko‘p bo‘lgan vektorlar, albatta, chizigli bog'lig
bo‘ladi. Shuning uchun, x, Ax, A2x, ...,An-ix vektorlar chizigli
bog'liq.

Etarliligi. x £ Rn bofib, x, Ax, A2x,..., An—ix vektor-
lar chizigli bog‘lig bo‘lishsin. U holda, tushunarliki, ular Rn
ning bazisi bo'laolmaydi. Demak, ular yordamida tuzilgan X —
Lin{x, Ax, A2x, ..., An~Ix\ ko‘phillik Rn ning fazoostisi bo‘lib,
o‘lchami n dan kichik. Xususan, x, Ax £ X bolganligi uchun,
bu fazoostisi A almashtirishning xos invariant fazoostisi bo‘ladi.

5-lemma. p(t) (3.4) sistemaning noldan fargli yechimi, x Rn
fazoning noldan fargli vektori bo'lsin. Agar biror (to, t\) interval-
da p(t)x = 0 ayniyat bajarilsa, u holda x vektor A almashtirish-
ning xos invariant fazoostisiga tegishli bo‘ladi.
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Isbot. X orgali (r0,t\) oraligda p(t)y = 0 tenglikni gano-
atlantiruvchi barcha y G Rn vektorlar to‘plamini belgilayrniz.
X Rn ning fazoostisi bo‘ladi, hagigatan, agar yi,y2 ¢ X bo‘lsa
21+ W2 £ X va ixtiyoriy a da ayi ¢ X bo‘ladi. Bundan tashqari
har birt ¢ (r0,n) dap(t) nol vektor bo'Imaganligi sababli, X Rn
bilan ustma-ust tushmaydi. X invariant ekanligini ko‘rsatamiz.
y G X bo‘lsin, u holda (r0,7\) intervalaing har bir t+ nugtasi
uchun:

° = =N = -("PW = =
y ( y i=1 j-1

n n
= = -p(1)(AY)
ji=1 i=1
ga ega bo'lamiz. Demak, Ay G X, ya’ni X invariant ekan. Na-
tijada x A ning xos invariant fazoosti X ga tegishli bo'lar ekan.
Lemma isbot bo‘ldi.

Holatning umumiylik sharti: u vektor U ko‘pyogning
biror girrasiga parallel bo‘lgan vektor bo'lsa, Bui vektor A al-
mashtirishning hech bir invariant fazoostiga tegishli emas.

Yoki 4-lemmadan foydalansak, holatning umumiylik sharti
guyidagicha bo‘ladi: agar u U ko‘pyoqning biror girrasiga pa-
rallel bollgan vektor bo'lsa, B uj, ABuj, A2Bui, .... An®IBu vek-
torlar chizigli bog'liq emas.

Holatning umumiylik sharti bajarilmadi degani, U ko'pyogning
biror u qirrasi uchun, Bu, ABuj, A2Buj, .... An~1Buj vektorlar-
ning chizigli bog'ligligini yoki bu vektorlarning koordinatalaridan
tuzilgan determinantning giymati nolga teng ekanligini bildira-
di. Ko‘pyoqgning uchlari, demak, qirralari chekli sonda bo‘lganligi
uchun, bunday determinantlar ham chekli sonda bo'ladi. gilib ho-
latning umumiylik shartini tekshirish chekli sondagi determinant-
larning giymatlarini hisoblashga olib kelar ekan. Ammo holatning
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umumiylik sharti unchalik ham og‘ir emas, chunki u bajarilmasa
yoki A ning biror elementlari giymatlarini, yoki U ning uchlarini
bir oz o‘zgartirish hisobiga maqgsadga erishish mumkin bo‘ladi.

Bundan buyon holatning umumiylik sharti bajarilgan deb
faraz etiladi.

1-teorema. Obyektni [fo,<i] vaqt davomida x° nuqtadan
koordinata boshiga olib keluvchi joiz u(t) boshqgaruv optimal
bo‘lishligi uchun, u maksimum prinsipini ganoatlantirishi zarur
va yetarli.

Isbot. Zararligi yuqorida isbotlangan, shuning uchun,
yetarligiga to*xtalamiz. Faraz gilaylik, u(t) [io,ti] oraligda mak-
simum prinsipini ganoatlantiruvchi joiz boshqgaruv, x(t) esa unga
mos kelgan trayektoriya va pit) (3.4)-sistemaning nol bo‘Imagan
yechimi bo'lsin.

u(t) ning optimalligini isbotlash uchun, teskarisini faraz qi-
lamiz, ya’ni u(t) optimal bo‘lmasin. U holda boshga, joiz u(t)
boshgaruv mavjudki, unga mos trayektoriya —x(t) bo‘ylab ko-
ordinata boshiga tezroq kelinadi: x{to) = x° va x(6) —o, bu
yerda 9 < tx. (5-maksimum shartiga asosan [to, 6] kesmaning ix-
tiyoriy t nuqtasi uchun,

p(t)Bu(t) = maxp(t)Bu > p(t)Bu(t)

munosabat bajariladi.

Ikkala x(t) va x(t) trayektoriyalar t —to vagt momentida xQ
nuqtadan ehiqqganliklari uchun, p(to)x(to) = p(to)x(to) tenglik ba-
jariladi. Bundan tashqgari p{ti)x{t{) = p(d)x(9) = 0 tenglikning
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o‘rinligi tushunarli. gilib 3-lemmaga asosan:

p{9)x{9) = p(9)x(9) - P(6)x(9) = \p(6)x(9) - pP(tQ)x(t0)]-

-\p(9)x(0) - p(tOx(tQ} = f (b (t) Bu(t)) dir-

ty
e e
—é(p(r)Bu(t))dr = tJ (e (t)Bu(t) —p(r)Bw(r)) dr > 0
0

bo'ladi. Koordinata boshi U ko'pyoqqa tegishli bo'lganligi uchun,
p(t)Bu(t) = rLr}éB(p(t)Bu(t) > 0 munosabat ixtiyoriy £ G [£0,£i]
da o ‘rinli. Bundan,
h
P{9)x{9) = p{9)x(9) - p{ti)x(ti) = - J (p(r)Bu(r))dr <0

9

munosabat kelib chigadi. qilib p(9)x(9) = 0. Ammo
h

J(p(r)Bu(r))dr—Q bo‘lganligi va p(t)Bu(t)—maxp(t)Bu > 0
e ueU

munosabatdan (9, t\) intervalda p(t)Bu{t) = Téiﬁ(p(t)Bu =0
bo'ladi.

Bndi Ui bilan U ning koordinata boshi yotgan yog'i belgilan-
gan bo‘lsin. Bunda Ui U bilan ustma-ust tushishi, yoki haqiqgiy
yog‘i bo‘lishi mumkin. Ammo uning o!lchami birdan kichik emas,
chunki koordinata boshi U ko*pyogning uchi emas. p(t)Bu fun-
ksiya U\ ning ichki nuqtasi 0 da nol giymatni gabul giladi va
maxp{t)Bu = 0 shuning uchun, barcha u G U\ larda p(t)Bu = 0
bo‘ladi, bu yerda 9 < t < t\. Bundan, agar u' va u" lar U\ ning
biror girrasi uchlari bo‘lsa, p{t)Bu’ = p(t)Bu™ = 0 bo‘ladi. Ui
ning bu qgirrasi bo‘yicha yo'nalgan g = u™ —u" vektori uchun,
(9,ti) intervalda p{t)Bu = p{t)Bu™ —p{t)Bu’ = 0 ga ega
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bo'lamiz. (3.5)-lemmaga asosan Bu vektor A almashtirishning
xos invariant fazoostiga tegishli bo‘ladi. Bu esa holatning umu-
miylik shartiga zid. Teorema isbot bo'ldi.

Optimal boshgaruv masalasini yechish rejasi. Avvallo
shuni ta’kidlaymizki, (3.4)-tenglamalar sistemasi o'zgarmas koef-
fitsiyentli va x, u larga bog‘liq emas, demak, uni alohida ko‘rish
mumkin. U berilgan boshlang‘ich giymat p(£0) orqgali yagona
yechimga ega. Uning bu yagona yechimini topish optimal bosh-
garuv masalasini yechishdagi birinchi masala hisoblanadi.

1-masala. Ixtiyoriy boshlang‘ich giymatp(t0) yordamida (3.4)
sistemaning p(t) yechimi topilsin.

Maksimum prinsipi zaruriy shart bo‘lganligi uchun, ixtiyoriy
optimal boshgaruv maksimum sharti — (3.5) ni ganoatlantiradi,
shundan kelib chiggan holda quyidagi 2-masalaga kclamiz.

2-masala. (3.4)-sistemaning biror nol boflmagan yechimini
bilgan holda (3.5) maksimum shartini ganoatlantiruvchi u(t) joiz
boshgaruv topilsin.

Ko'rsatish mumkinki, berilgan noldan fargli p(t) orgali (3.5) ni
ganoatlantiruvchi joiz u(t) boshgaruv yagona ravishda aniqlana-
di. Ya:ni 2-masala yagona yechimga ega.

3-masala. 2-masala orgali topilgan u(t) boshgaruvga mos va
berilgan x( boshlang‘ich nugtadan chiquvchi, (3.1)-sistemaning
yechimi (trektoriyasi) topilsin.

2-masalada topilgan boshqgaruv (3.1)-tenglamadagi u parametr
o'rniga go‘yilgandan so'ng, u bir jinslimas chizigli o‘zgarmas
koeffitsiyentli differensial tenglamalar sistemasini ifodalaydi.
Ma’lumki, bunday ko‘rinishdagi sistemalarning yechimini topish-
ning bir nechta usullari mavjud.

gilib bu 3 ta masalani yechish aytarli giyinchilik tug'dirmaydi.
Demak, oxirgi natija bo'lgan x(t) trayektoriya p(t) ning bosh-
lang'ich giymati p(to) ga bog‘liqg bo“adi. Agar biror p(t0) da bosh-
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lang'ich holatdan chiggan mos trayektoriya koordinata boshiga
kelsa, holatning umumiylik shartiga asosan, u optimal bo‘ladi.
Shu munosabat bilan quyidagi masalaga kelamiz.

4-masala. boshlangich p(£o) giymat topilsinki, natijada beril-
gan boshlang‘ich x° holatdan chiggan mos trayektoriya koordinata
boshiga kelsin.

Umuman aytganda, bunday boshlang‘ich p(t0) giymatning
mavjudligi ma’lum, ammo uni oshkor ko'rinishda aniglashning
umumiy usuli yo‘q. Bu yerda bir gancha qulay taqribiy usullar
taklif etilgan bo‘lib, ular yetarlicha aniqlikda hisoblab berish
imkoniyatiga ega.

Demak, bu yo‘l bilan optimal boshgaruv masalasini yechish har
bir boshlang'ich holat x° uchun, optimal trayektoriyani topish,
ya’ni 4-masalaga asosan p(t0) boshlang'ich giymatni aniglash
muammosiga kelinadi. Bu yerda, yana bir jihat, optimal bosh-
garuv vaqtga bog‘lig, ya’ni u(t) ko‘rinishda kelib chigadi.

Optimal boshgaruvni sintez funksiya shaklda, ya’ni u =
v(x), X holatga bog‘lig ko‘rinishda ifodalash juda ham qulaylik
tug'diradi. Mabodo, optimal sintez boshgaruv u = v(x) topilgan
bo'lsa, u holda uni (3.1)-sistemaga olib borib go'yish bilan,

X =AX + Bv(x)

avtonom sistema hosil bo'ladi. Bu esa oddiy differensial
tenglamalar sisternasi bo‘lib, fagat uning x(ta) = x° boshlang‘ich
shartni ganoatlantiruvchi yechimini aniqlash zarur bo'ladi. Bu
yechim qidirilayotgan optimal trayektoriyani ifodalaydi. Ammo
fazo o‘lchami ikkidan katta bo‘lganda, umuman, optimal sintez
funksiyani qurish juda ham murakkabdir. Tekislikda esa, koor-
dinata boshidan chiquvchi optimal trayektoriyalar yordamida,
optimal sintez funksiyani, aksariyat hollarda aniglash imkoni
bo'ladi.
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4-8. Ko‘p kriteriyali masalada yechim qgabul gilish
nazariyasi

Insoniyat faoliyatining kop sohalarida bir Kkriteriya emas bir
nechta kriteriyalar bo‘yicha yechim qabul gilishga zaruriyat
bo‘ladi. Masalan, xarid gilish va mahsulot sifati, xarajatni mi-
nimum qilgan holda foydani maksimumlashtirish, kommivoyaj-
yor masalasida, nafagat masofani minimallashtirish, balki shu bi-
lan birga yo‘l xarajatini, umumiy o‘tish vaqgtini va yana boshqga
xarajatlarni hisobga olishga to‘g‘ri keladi. Bular va yana boshqga
ko‘pgina amaliy masalalar matematik nuqtayi nazardan tavsifla-
nishi, ya’ni bir vaqtning o‘zida bir nechta funksiyalarni berilgan
sohada maksimumini topishga keltiriladi. Bunday masalalar op-
timallashtirishning ko p kriteriyali masalalari deb ataladi. Tan-
lash va yechim gabul gilish nazariyasini tashkil etuvchi tadqigot
predmetining masalalarida u muhim ahamiyatga ega. Yagona op-
timallik prinsipining yo‘qligi, ko‘p kriteriyali masalalarni bir kri-
teriyali rnasalalardan farglab turadi. Bu esa 0‘z navbatida, masa-
lalar yechish uchun, ko‘p sondagi usullar yaratilishiga olib keldi.

Bu usullarning har biri vektor baholar to‘plamini tartiblash
(qisman yoki to‘la), hamda bu tartiblashga nisbatan eng yaxshi
joiz yechimlarni aniglashdan iboratdir. Bulardan eng umumiy
va yaxshi tadqiq gilingani binar munosabatlar "tilida"™ beril-
gan usullardir. Berilgan konkret ko‘p kriteriyali masala uchun,
bunday munosabatlar afzallik hagidagi ma’lumotlar, yechim ga-
bul giluvchi, ekspertlar yordamida hamda masalaning matematik
modelini tadqiq qgilish asosida o'rnatiladi. Ko‘p kriteriyali opti-
mizatsiya muammolarini muntazam tadqiq qilish o‘tgan asrning
60-yillaridan boshlangan.

Yechim gabul gilishning hozirgi zamon nazariyasida, muhim
fundamental tushunchalardan biri, effektivlik yoki Pareto
ma’nosida optimallikdir. Oxirgi nomlanish italiyalik igtisodchisi
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va sotsiolog V. Pareto nomi bilan bog‘langan bo'lib, u o‘zining
tadgigot ishlarida kop kriteriyali optimizatsiya muammolarini
o‘rgana boshlagan.

Ko‘p kriteriyali optimizatsiya masalasining matematik
modeli

Ko‘p kriteriyali optimizatsiya nazariyasida, bir vagtning
0‘zida, bir nechta kriteriya bo'yicha yechim gabul gilish masa-
lasi ko‘riladi. Ko‘p kriteriyali masalaning qo'yilishi quyidagicha:

gi(xi,Xx2,...,xn) <bi,i = 1,2,.... 5, (4.2)
shartlarni ganoatlantiruvchi va
Zk = fk{x1,x2,...,xn),k = 1,2,..., m (4.2)

funksiyalarga maksimum giymat beruvchi Xj, x2, .... xn sonlarini
topish talab etiladi.

(4.1)-tengsizliklar sistemasini ganoatlantiruvchi x = (xi, x2,
x3, ..., xn) nuqtalardan iborat bo'lgan D C Rnto‘plam joiz soha,
uning elementlari joiz yechimlar deb ataladi. D to'plarnda be-
rilgan fk(xi, x2, ..., xn) funksiyalar magsad funksiyalar yoki kri-
teriyalar deb ataladi. (4.1)—4.2)-masalada m ta maqsad fun-
ksiya ishtirok etib, ular D to‘plamni erishishlik toplami deb
ataluvchi, F C Rs to‘plamga aks ettiradi.

Vektor funksiya kiritish yordamida (4.1)—(4.2) ko‘p kriteriyali
masalaning modelini vektor ko‘rinishda yozish mumkin:

g(x) = (gi(x), g2(x), ....g8(x)) < b, b= (bu b2, .., bs); (4.3)

f(x) = f2{x),..., fm(x)) -> max, x ¢ D. (4.4)

Ko‘p kriteriyali optimizatsiya muammosi dastlab 1904-yili
V. Paretoning tovar almashish masalasini matematik tadqiq qi-
lishdan kelib chiggan. Keyinchalik ko‘p kriteriyali optimizatsiya
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masalasiga, hisoblash texnikasi rivojlanishi sababli, gizigish yana-
da ortdi. Lining go'llanish sohasi yanada kengaydi, masalan, mu-
rakkab texnik tizirnlarning loyihasini yaratish muommasida.

Bir kriteriyali optimizatsiya masalasidan farqgli o‘laroq ko‘p kri-
teriyali optimizatsiya masalasi anigmas maqgsadga ega. Chunki
bir nechta magsad funksiyani maksimumlashtiruvchi yechimning
mavjudligi kamdan-kam uchraydigan holdir, shu sababli bunda
fagat "kelishilgan™ holda yechim olinishi mumkin. Masalan, bir
paytda ham foydani maksimumlashtiruvchi, ham xarajatni mi-
nimumlashtiruvchi korxona rejasini tuzish mumkin emas, chunki
xarajat ganchalik ko‘p bo‘lsa mahsulot shunchalik ko‘p ishlab
chiqgariladi, demak, bu bilan foyda ham oshadi.

Bundan, ko‘p kriteriyali optimizatsiya nazariyasida, optimallik
tushunchasi turli talginda bo'lishligi kelib chigadi, shu sababli
nazariyaning o0°zi quyidagi uchta asosiy yo‘nalishdan iborat
bo‘ladi:

1. Optimallik konsepsiyasini yaratish.

2. Qabul gilingan ma’noda optimal yechimning mavjudligini
aniglash.

3. Optimal yechimning topish usullarini yaratish.

Pareto raa’nosida optimallik

Agar fi(x), fz (x),fm(x) magsad funksiyalarining barcha&j
bitta x* € D joiz yechimda maksimumga erishsa, u holda
(4.1)—4.2)-masala ideal yechimga ega deyiladi.

Yugorida aytilganidek, ideal yechimga ega bo‘lishlik juda ham
kamdan-kam uchraydigan holdir. Shuning uchun, (4.3)—4.4)-
masalani yechishdagi asosiy muammo optimallik prinsipini for-
mallashtirish, ya’ni optimal yechim boshqasidan ganday ma’noda
afzal (ustun) ekanligini aniglashdan iboratdir. (4.3)—(4.4)-
masalaning ideal yechimi yo‘q bo'lganda. uning "kelishilgan™
yechimi qgidiriladi.
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(4.3) —(4.4)-masalada har bir x G D joiz yechim uchun,
[fi{x), oo fm{x)) vektor funksiyaning mos giymati yechim-
ning vektor bahosi deyiladi. Yechimning vektor bahosi ycchim
gabul giluvchiga to‘la ma’lumot beradi. Ya’ni, joiz yechimlarni
taggoslash, ularning vektor baholari orgali amalga oshiriladi.

1-ta’rif. Agar x1, x2 G D joiz yechimlar uchun, fkixl <
fk(x2), k = 1,2,...,m tengsizliklar o‘rinli bo‘lib, ularning biror-
tasi qatiy bo‘lsa, x2 yechim x| yechimga nisbatan afzal (ustun)
deyiladi va bu xI -<x2 ko‘rinishda yoziladi.

2-ta’rif. (Pareto ma’nosida optimallik.) Ko‘p kriteriyali opti-
mizatsiya masalasida x* G D joiz yechimdan afzal bo‘lgan bosh-
ga x G D joiz yechim mavjud bo‘lmasa, x*—Pareto maosida
optimal deb ataladi.

Pareto ma’nosida optimal bo‘lgan joiz yechimlar to'plami
Dp C D bo‘lsin. Dp to‘plamning muhim xossalaridan biri,
u D —joiz yechimlar to'plamidan, shak-shubhasiz, afzal bo‘la
olmaydigan yechimlar "tashlab™ yuborilishidan hosil gilinadi.
Odatda, ko‘p kriteriyali optimizatsiya masalasini yechish Dp
to‘plamni aniqlash bilan boshlanadi. Dp to‘plamda aniglangan
biror kriteriya giymatini, fagat boshqa kriteriya giymati hisobi-
ga yaxshilash mumkin. Shu sababli yechim gabul giluvchi, bosh-
ga qo'shimcha afzallik tushunchasini kiritilmagan bo'lsa, optimal
yechimni, aynan Dp to‘plamdan qidirishi kerak bo'ladi.

Aksariyat hollarda ko‘p kriteriyali optimizatsiya masalasi,
biror usul yordamida bir kriteriyali masalaga keltiriladi. Bunday
usullar bir gancha bo‘lib, ularning birortasini boshqasidan afzal
deb bo‘lmaydi. Buni har bir berilgan masala uchun, yechim gabul
giluvchi ozi hal etishi lozim bo‘ladi.

Magsad funksiyalar, Pareto ma’nosida optimal bo'lgan Dp C
D C Rmto‘plamni biror Fp C F C Rs to‘plamga akslantiradi,
Fp - Pareto toplami deb ataladi.
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1-misol. Quyidagi ikki kriteriyali masala berilgan bo'lsin:

X\ + X2 < 100

4.5
>0,X2>0 ( )

shartlar ostida
2\ —2x'\ 4- x2 —max (4.6)

2 = 2@l + 332 —»max
topilsin.

(4.5)—(4.6)-masalada Pareto ma’nosida optimal joiz yechimlar
to'plami aniglansin.

Joiz soha D koordinata tekisligining birinchi choragida joy-
lashgan markazi koordinata boshida, radiusi 10 ga teng bo'lgan

doiraning gismidan iborat bo'ladi (4.1-rasm).
A va z2 kriteriyalar bo‘yicha alohida optimal yechimlarni

topamiz. Buning uchun, pi(2,1) va p2{2,3) yo‘nalishdagi vektor-
larni hamda ularga perpendikulyar —sath chiziglarini quramiz.
Sath chiziglarini aylana bilan urinish nugtalari Av&B dan ibo-
rat bo‘lgan optimal yechimlarni aniglaymiz.

D dagi biror C yechimni Pareto —optimal bo'lishligini tekshi-
ramiz. C nugqta orgali magsad funksiyalarning sath chiziglarini
o'tkazamiz va ular hosil gilgan yarim tekisliklar kesishmasidan
iborat bo'lgan konusni garaymiz (4.1-rasmda shtrixlangan).

Tushunarliki, C nuqtaga mos kelgan yechimni ikkala kriteriya
bolyicha ham yaxshilash mumkin, shu sababli u effektiv emas. Ef-
fektiv Dp (Pareto ma’nosida optimal) yechimlar aylananing AB
yoyidan iborat. qilib, effektiv yechimlar har bir kriteriyani alo-
hida masala deb yechilganda topilgan optimal yechimlar orasida
yotadi. A nugtaning koordinatalarini topaylik. Aylananing nor-
mal vektori Hi = (xi,x2) koordinatalarga ega bo'lsin, birinchi
magsad funksiyaning sath chizig'iga normal vektor p\ — (2,1)
bo‘ladi. Vektorlarning kollinearlik shartidan kelib chigadiki, mos
koordinatalar proporsional ya’ni: » Demak, A nuqgtaning
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[x\,x2) koordinatalari quyidagi sistemani ganoatlantiradi:

f Xi = 2x2
\ xj + x\ = 1o00.

Ushbu sistemaning yechimi (4\/5, 2\/5) bo‘lib, u A nuqgtaning
koordinatalarini beradi. Xuddi shunga oshash B nuqtaning ko-

ordinatalarini aniglaymiz: N=

2-misol. 1-misolda keltirilgan masala uchun, erishishlik va
Pareto to‘plamlari aniglansin.

Magsad funksiya vektorlariga mos akslantirishning kriteriyalar
fazosida Pareto to ‘plamini quramiz.

Buning uchun, joiz sohaning xarakterli nugtalari aksini jadval
ko'rinishda ifodalaymiz (4.1-jadval).

4.2-rasmda FPto ‘plam AB yoydan iborat. Ikki kriteriya uchun,
bu to'plam erishishlik to'plamining "shimoliy-sharg” chegarasini
tashkil giladi.

Berilgan ikki kriteriya uchun, erishishlik to'plami F C R2 va
Dp ning aksi bo‘lgan Pareto to‘plami Fp C F 4.2-rasmda kelti-
rilgan. Bu to'plamlar 4.1-jadval asosida hosil gilingan.

qilib, ko‘p kriteriyali optimizatsiya masalasining yechimini
Pareto ma’nosida optimal bo'lgan Dv to'plam tashkil giladi. Am-
mo yakuniy garor gilish har vagt yechim qgabul giluvchiga bog‘lig
bo'lib goladi.
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4-1-jadval

Dsohaning Xi X0 nugtaning 7l »
nuqtasi F dagi obrazi

0 0 0 o 0 0

M 0 10 M* 10 30

N 10 0 I\ 20 20

A 4\/5ra 8,9 4v'5«8;9 A’ 10V/5 rj 22,4 14V/5 ss 31,3

B Q-~-rc B’ $5%19,4 |36l

713 * Tn-55 ' '
4 -2-rasm

Ko‘p kriteriyali optimizatsiya masalalarining muam-
molari va yechish usullarini sinflash

Ko‘p kriteriyali optimizatsiya masalalarini yechish davomi-
da maqgsadlarning anigmasligi va o'lchamsiz kriteriyalarga o‘tish
kabi 0‘ziga xos savollarni aniglashtirishga to'g'ri keladi. Ko*p kri
teriyali optimizatsiyaning usullarini yaratishda vujudga keladi-
gan asosiy muammolarni sanab o'tamiz.

1. Kriteriyalarni normallashtirish, ya’ni ularni umumiy
(o‘lchamsiz) masshtab o‘lchamiga keltirish muammosi.

2. Optimallik prinsipini tanlash, ya’ni optimal yechim qaysi
ma’noda boshga yechimlardan (afzal) ustun ekanligini aniglash
muammosi.
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3. Afzal kriteriyalarni aniqlash, ya’ni fizik, igtisodiy va bosh-
ga ma’nolardan kelib chiggan holda, ayrim Kkriteriyalarning
boshgalaridan afzal ekanligi muammosi.

4. Ko‘p kriteriyali optimizatsiya masalalarida optimumni hi-
soblash muammosi.

Bu yerda, aniq xossaga ega bo‘lgan masala optimumini hisob-
lash uchun, chizigli, nochizigli, diskret optimizatsiya usullaridan
foydalanish muammosi nazarda tutilgan.

Ko‘p kriteriyali optimizatsiya masalalarini yechish davomi-
da fk{x) kriteriyalarni normallashtirish zaruriyati kelib chiga-
di, ya’ni barcha kriteriyalarni umumiy masshtab va o'lchamsiz
korinishga keltirish kerak bo‘ladi. Keyinchalik, barcha kri-
teriyalar manfiymas, ya’ni 0 < fk(x), x G D holga keltiriladi.

Ko‘p hollarda quyidagicha Ak(x) = A,kP almashtirish, yorda-
mida o‘lchamsiz holga keltiriladi, bu yerda /£ = r)rgeagfk(x). Bun-

day normallashtirilgan kriteriyalar quyidagi ikki muhim xossaga
ega bo‘ladi: birinchidan ular o'lchamsiz, ikkinchidan, ixtiyoriy
x £ D da 0 < Ajfc(s) < 1 tengsizlikni ganoatlantiradi. Bunday
holga keltirish kriteriyalarni bir-biri bilan taggoslash imkonini
beradi.

4.3-rasmda ko‘p kriteriyali masalalarni yechishda go‘llaniladi-
gan asosiy usullar keltirilgan.

Ushbu usullar quyida batafsil bayon gilingan.

Interaktivlik

Yechim gabul gilishni qo‘llab-quvvatlovchi sistema tomonidan
tagdim etilgan ma’lumotlar asosida tanlash va yechim gabul qi-
lishni hal giluvchi "ekspert" ishtirokida ko‘p kriteriyali masalani
yechish amalga oshiriladi. Bunda bir nechta "ekspertlardan"
iborat bo'lgan guruhlar ishtirok etishi mumkin. Yechimni
gidirishdagi algoritm va usullarda inson omilining ishtirok etishi
interaktivlik deyiladi.
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4-3-rasm

1. lerarxiyani tahlil qilish usuli

lerarxiyani tahlil gilish usuli chizigli funksiyaning foydaliligini
go‘llashga asoslangandir. Ushbu usul siyosiy jarayonlarni (holat-
larni, vaziyatlarni, ahvollarni) tahlil gilishga baglishlangan bo'lib,
amerikalik olim T. Saati tomonidan taklif etilgan.

Soddalik uchun, chekli N ta sondagi yechimlarni xarakterlay-
digan m ta ft kriteriyalar berilgan bo‘lsin. Yechimlar ichidan
bittasini tanlab olish masalasiga ierarxiyani tahlil gilish usuli-
ni go‘llaymiz. Zero, kriteriyalarning yechimlardagi giymatlarini
aniglash usullari (aynigsa, siyosiy yoki ijtimoiy muammolarda bu
muhim) mavjud bo‘lsa ham, soddalik uchun, ular berilgan deb
faraz gilamiz. U holda ierarxiyani tahlil gilish usuli yordamida
kriteriyalarning vaznlarini aniglab olish mumkin bo‘ladi.

Anigroq qilib aytganda, yer%him gabul giluvchi yechimlarning
afzalligini chizigli J{x) = 7~ a%i(x) funksiya orgali aniglay-

=1
di, bunda kriteriyalarning vaznlari bo'lgan cti, <2, am laming

giymatlarini topish masalasi hosil bo'ladi. T. Saatining fikricha,
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vaznlarning giyrnatlarini bevosita topish murakkab bo'lib, ularni
aniglash usulning asosiy masalasi hisoblanadi. Shu jihatdan,
yechim qabul giluvchi vaznlarning anig giymatini emas. balki
ularning bir-biriga nisbatan muhimlik ko'rsatkichlari bo‘lgan
lar hagida axborot beradi. Bunda, larning qiymatlari ixtiyoriy
bo'Imasdan, ular ma’lum biror to‘plaindan, masalan, {1,2,9}
dan giymat gabul giladi, a™~ = 9 bo'lishligi i —kriteriyaning ] —
kriteriyadan ancha muhim ekanligini bildirsa, Oy = 1 bo‘lishligi
i va j —Kkriteriyalarning muhimlik ko'rsatkichlari taxminan teng
ekanligini bildiradi. Bunda tabiiyki, an = — va an —1 deb oli-
nadi. Vazn qiymatlari bo‘lgan a, larning m ta giymatlari o‘rniga
-2 ta sonni aniqglash kerak bo‘ladi. gilib A = 111]j jad-
val tuzishda ortigeha ma’lumotlar talab etiladi, ular aii larning
tuzishdagi xatolikliklarni va ¢*j, i = 1,2,...,m larning giymatla-
rini topishda ishlatiladi.

Yechim gabul giluvchining absolyut mantiqiy mulohazasidan:

Oj= —»M = 1:2, 4.7)

tenglik bajarilishi lozim, bu yerda at.i = 1,2,...,m lar vazn-
larning taxmin gilingan qiymatlari. Agar yechim qabul gilu-
vchi absolyut to‘g‘ri mulohaza yuritgan bo‘lsa, yani ¢® i =
1,2,...,m vazn qiymatlari mavjud bo'lib, ular uchun, atd lar
(4.7)-tengliklarni ganoatlantirsa, u holda kriteriyalarning nis-
batan muhimligini bildiruvchi A jadval, u Ao bilan belgilangan
bo‘lsin, A°a = ma tenglikni ganoatlantirgan bo'lar edi. qilib,
bunda a Ao jadvalning xos vektori, Aj = rn xos soni bo'ladi. Os-
ongina paygash mumkinki, Ao jadvalning satrlari o'zaro propor-
sional, shuning uchun, uning rangi birga teng. Bu holda A0@= 0
tenglama /3= (/33/?2, Pm) noma’lumga nisbatan m — ta chi-
zigli erkli yechimga ega, demak, A{)jadvalning boshga barcha xos
sonlarining giymatlari noldan iborat bo'ladi.
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Haqgigatda esa, yechim gabul giluvchi a* larning giymatlari-
ni aniglashda xatolikka yo!l go‘yishi mumkin, demak, A jadval
uchun, (4.7)-tengliklar bajarilmaydi, ya’ni, umuman aytganda,
A jadvalning satrlari proporsional bo‘lmaydi. lerarxiyani tahlil
gilish usulida A jadval Ao jadvalning juz’iy o‘zgargani sifatida
garaladi, shuning uchun, A jadvalning xos sonlari Ao jadvalning
x0s sonlariga juda yaqin deb olinadi.

Qurilishiga ko‘ra A musbat jadval bo‘lganligi uchun Frobenius-
Perron teoremasiga binoan A maksimal musbat xos soni Amex
va musbat xos vektori a mavjud. Amax xos son Ao jadvalning
Ai — m xos sonini juz’iy o‘zgargani sifatida olinadi. Shun-
ga bog'lig ravishda A jadvalning Amax xos soniga mos kelgan
a = (ai,az, xos vektori qidirilayotgan vazn deb olinishi
mumkin.

A= - kattalik A jadvalning Aojadvaldan chetlanishi-
—1

ni aniqlaydi. Agar A yetarlicha kichik son bo‘lsa, olingan nati-

jalar qonigarli hisoblanadi va A jadvalning a = (a\,ct2,...,am)

xos vektori izlanayotgan vazn sifatida olinadi.

Chizigli foyda funksiyasiga asoslangan barcha usullarga taal-
lugli bo‘lgan kamchiliklardan tashqari, ierarxiyani tahlil qilish
usuli oziga xos bo‘lgan kamchilikka ega. Xususan, go‘shimcha
effektiv bo'lmagan yechimni Kiritish vaznlarning giymatini
olzgartirib yuborishi mumkinki, natijada masalaning yechimi bu-
tunlay o'zgarib ketadi. Shuning uchun, ierarxiyani tahlil gilish
usulini evristik usul sifatida gabul gilib, undan ehtiyotkorlik bi-
lan foydalanish kerak bo'ladi.

Bu usul amaliyotga tatbiqg etilgan bo‘lib, undan ko‘p kriteriyali
masalalar haqida tasavvurga ega bo'Imaganlar, ekspertlar, ham-
da intuitsiya bilan ish olib boruvchilar tomonidan foydalanila
boshlandi. lerarxiyani tahlil gilish usulining muhim jihatlaridan
biri, u matematik model qurishni talab etmaydi.
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Shuni ta’kidlaymizki, keyingi paytlarda ierarxiyani tahlil
gilish usulining turli ko‘rinishdagi murakkab, o‘zgargan shakllari
yaratilgan.

2. Effektiv to‘plamlar usuli
fi(x) funksiyaning giymatlar to'plami Yt bo'lsin, demak, u fr
kriteriya bo'yicha baholarni bildiradi. Barcha f](x) kriteriyalar
m

bo‘yicha tartiblangan baholardan tashkil topgan Y = %Yi C

Rmto!plam vektorli baholar toplami deb ataladi. U holda, Y ning
ixtiyoriy y = (*/i,d2, ym) elementi vektor ko‘rinishda bo'ladi,
bunda yt G Y*

Karlin teoremasi. Faraz gilaylik, vektorli baholar to ‘plami
Y gat’iy gabariq, chegaralangan va yopiqg bo'lsin. x* G D yechim
Pareto —optimal bo‘ishligi uchun,

m m
> N2aifi(x), Vvx GD
i— i=1

tengr%izlikni ganoatlantiruvchi ai > o0.a2 > o,..,am >

0) ]C 1 sonlarining mavjud bo'lishligi zarur va yetarli.
I_

Vektorli baholar to'plamining chegaralanganligi va yopigligi
Pareto —optimal yechimni mavjud bo'lishligi uchun, talab etil-
gr%n. ai = 012 = ... —am = o trivial holatdan qutilish uchun,
E Qi —:1 shart qo'shilgan.
i=

Isbot. Zarurligi. x* G Dp bo'lsin. U holda K(x*) konus bi-
lan Y vektor baholi to'plam kesishmasi bitta f(x*) elementdan
iborat bo'ladi (K(x*)\{f(x*)}) DY = 0 (4.4-rasm). Qabariq
to'plamlarning ajratishmhaqidagi teoremaga asosan Rm fazoda
gipertekislik r = {/ :  &ifi = /?} mavjudki, u f(x*) nugtadan

i=1
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(V'tadi:
m

E<*[.(**) = b (4-8>

i—1
Y to'piam esa T gipertekislikning bir tarafida yotadi:

m
5>./,<£,Vi/ey; 4.9
i=1

K(x*) konus esa ikkinchi tarafida yotadi:

m
> /3, VIc € K(x*). (4.10)

(4.8) va (4.9) lardan

m m
A2aifz(x*) > ~aiifiix), VE{x) £ Y

i=l i=1
ekanligimkelib chigadi, ya’ni kriteriyalarning chizigli kornbina-
tsiyasi YII ®ifi(x) x* nugtada maksimumga erishadi.
b~

Endi oti,az2, koeffitsiyentlarning manfiy emasligini
ko‘rsatamiz. (4.8) va (4.10) lardan

m
53ai(fc-/i(i‘))>0, VKEK(x")
i=1
kelib chiqgadi.
Har bir j indeks uchun, ki = M x*>i » = fj{x*» +

6, bu yerda 5 > o, belgilash kiritib, ctjd > o ga ega bo‘lamiz.
j indeksning ixtiyoriy ekanligidan a* > o, %= 1.2,...,m hosil
bo'ladi. Teoremaning zarurligi isbotlandi.
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Yetarliligi. Faraz qilaylik, teoremaning sharti x* nugtada
manfiy bo'lmagan ax,a2,...,am sonlar uchun, bajarilsin. am-
mo x*(=FP bo'lsin. Umumiylikka zarar keltirmagan holda =

a2 = ... = aik = o, aikix > o,alk+2 > o, > o deb
olamiz. x*eFp bo‘lganligi sababli, x' yechim mavjudki, uning
uchun, ji(x") > fi(x*) tengsizliklar barcha i ~ 1,2....,ra lar-
da o'rinli bo‘lib, ularning kamida bittasi gat’y bo'ladi. Ammo
fi(x") - fi{x*) tenglik i = 4 +i, 2 +2, lar uchun, bajariladi.
chunki aks holda °tifi{x") > aifi(x*) tengsizlik hosil
bo'ladi. Bu esa teorema shartiga zid. Demak, fi(x') > fi(x*)
tengsizlik fagat i = 2, | a r uchun, bajarilishi mumkin.

Qiymati f(xf) va f(x*) larni birlashtiruvchi kesmada yotgan
f(x) vektor funksiyani olamiz:

ﬂ)g= éf(x)'l'(l- F)ﬁx),o <0< 1

Bir tomondan an = an = ... = alk= 0 bo'lganligi sababli,
m m m
aifiix) - "2 Uifiix')-" aiM x*)
i=1 «=1 i=I
bo'ladi.
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Ikkinchi tomondan, vektor baholar to'plami gat’iy gabarigligi-
dan, kelib chigadiki, f(x) Y ning ichki gismiga tegishli bo'ladi.
Ammo ma’lumki chizigli funksiya gabariq to plamning ichki nug-
tasida maksimumga erishmaydi. Hosil bo‘lgan garama-qarshilik
teorema shartining yetarli ekanligini, shu bilan birga teoremani
to‘la isbotlaydi.

Leksikografik optimizatsiya

Agar har bir kriteriyaning keyingi kriteriyalardan muhimligi
hagida ma’lumot bo'lsa, leksikografik optimizatsiya ishlatiladi.
Ya’ni yechim gabul giluvchi avval eng muhim kriteriya bo‘yicha
yechimlarni taqqoslaydi, agar bir nechta yeehimlarda kriteriya-
ning optimal giymatlari teng bo'lsa, u holda keyingi kriteriya
bo‘yieha hosil bo'lgan ycchirnlarni tagqoslaydi va hokazo. Ya’ni
yechim gabul giluvchi uchun, kriteriyalarning muhimlik darajasi
katta rol o‘ynaydi, chunki u avval fagat eng muhim Kriteriya
bo'yicha baholashni amalga oshiradi, keyin muhimlik bo'yicha
ikkinchisini va hokazo.

Bunday ko‘rinishdagi taqqoslash leksikografik tagqoslash
deb ataladi. Yechimlarning bunday tartiblanishi leksikografik
ma’noda tartiblanish bo'lib, unga, masalan, lug'atdagi so'zlar-
ning joylashuvi, sport jamoalarining (masalan, futbol yoki hokkey
jamoalari) jadvaldagi tartiblanishi va hokazo. Umumiylikni buz-
magan ravishda kriteriyalarning muhimligi bo‘yicha tartiblani-
shi tartiblanish ragami bilan aniglangan bo‘lsin: eng muhimi /i,
keyingisi f2 va hakoza. U holda quyidagi afzallik munosabatini
berish mumkin (bu leksikografik afzallik deb ataladi):

xyy<# (fi{x)>fi(y)) VI(/i(x) = h(y)) A (f2(x)> f2(y))]V
[(iGar) = fi(y)) A ... A.(/n_iar) = fn-i(y)) A (fn(x) > /()]

Ushbu munosabat bog‘langan bollib, kriteriyalarning bir jinsli
bo'lishligini talab etmaydi. Bog‘langanlik xossasi berilgan muno-
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sabatga nisbatan optimal yechimlar to'plamini aniglash imkonini
beradi, u lekikografik optimal deb ataladi. Bunda barcha leksiko-
grafik optimal yechimlar ekvivalent bodib, ularning har biri Pare-
to —optimal bo‘ladi.

Leksikografik optimal yechimlarni topish quyidagi optimal-
lashtirish masalasini yechishga keltiriladi:

" Xi o fi(x) -» max, x £ X\
X<i i f2(x) = max, x £ Xi;

Xj :fj(x) = max, x £ Xj_i; ("-H)

kX* :fn(x) max, X £ Xn™,

(4.11)-sistema masalalari ketma-ket yechib boriladi, agar biror-
taj da Xj to'plam bitta elementdan iborat bo'lsa, u boshlang‘ich
masalaning yechimi sifatida olinadi. Mabodo, X* to ‘plam birdan
ortiq elementdan iborat bo'lsa, leksikografik afzallikka nisbatan
ularning barchasi ekvivalent bo'lib, yechim sifatida birortasi tan-

lab olinadi.

Quyidagi muhimlik bo‘yicha tartiblangan 4.2-jadval
ko‘p kriteriyal yechim qabul qilish masalasi
berilgan bo'lsin. Dengizda turli qutqgaruv ish-
lari rejasining afzalligi bo‘yichatartiblash zarur 4, 092 15 1
bo'lsin. Yechimlarni tagqoslash uchun baholash
kriterivalari tanlab olingan:
fi —max —extremal holatdatirik qolish vag- xi 08 4 0
tidavomida qutgarib olish ehtimoli;
f2 —amin —jalb gilingan maxsus qutgaruv
xizmatisoni; xs 091 6 0
13 —>min —jalb gilingan boshga qutgaruv
vositalari soni.

Yechim gabul giluvchi muhlmﬁ ‘ylch kriteriyalarni lek-

sikografik ma’noda quyidagicha 2 tartiblab chiggan

[2W [sW

x2 092 8 6

z4 09 5 1



bo‘lsin. Demak, birinchi o'rinda xarajat miqdoriga garamagan
holda qutqgarib golish ehtimolini maksimumlashtirish zarur. Agar
bunday yechimlar bir nechta bo‘lsa, u holda qutgaruv vositalari-
dan boshga vositalarni jalb gilmaslikka harakat gilish kerak.

Qutgaruv ishlarini olib borishdagi reja kriteriyalarning baho-
lari 4.2-jadvalda keltirilgan. Birinchi, eng muhim kriteriya fi ni
maksimumlashtiruvchi yechimlar to‘plami X\ = {xi.xo} ekanli-
gi ma’lum. Endi, /s kriteriya bo'yicha x\ va x2 larni solishtirish
orgali x* = x\ ekanligi kelib chigadi.

Kriteriyalarning muhimligi bo'yicha leksikografik ma’noda
tartiblab chiqilishi, masalani yechishdagi o‘ralatish usulidagi
yumshoq ustuvorlikka garama-garshi o‘laroq qatiy ustuvorlik
deb ataladi. Bunday deyilishiga sabab, muhim kriteriyaning quyi
bahosini muhimlik darajasi past bo‘lgan kriteriyaning yuqori ba-
hosi orqgali qoplash mumkin emasligidir. Yumshoq ustuvorlikda
bunday qoplashni arnalga oshirish imkoniyati bo‘ladi. Yugori-
da ko‘rilgan misolda, birinchi kriteriyaga maksimum qiymat
bermaydigan yechim, boshqga kriteriyalar bahosidan gat’i nazar,
optimallikka da’vogar bo‘la olmaydi. Masalan, £3 — yechim
ikkinchi va uehinchi kriteriyalarga kichik giymat berishiga qara-
masdan, usul boshlanishida tashlab yuborildi.

3. Ketma-ket voz kechish usuli

Boshqa, yana bir usul ketma-ket voz kechish usuli deb atala-
di. Bu usulda kriteriyalar muhimlilik darajasi bo'yicha tartiblab
chigiladi. Faraz qilaylik, /15 f2, ..., fm muhimlilik darajasi kama-
yib borishlik ketma-ketligidajoylashgan bo'lsin. U holda quyidagi
amallar bajariladi.

1-qadam. Birinchi kriteriya bo'yicha bir kriteriyali masala
yechiladi:

z* = max/i(.T).
xeD (1)
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2-gadam. Birinchi gadamda topilgan z* giymatdan imkoniyat
darajasi Azi ga voz kechiladi va ikkinchi kriteriya bo‘yicha yangi
masala yechiladi:
4 = an&an f2(x).
3-gadam. Ikkinchi gadamda topilgan z\ giymatdan imkoniyat
darajasi Az2 ga voz kechiladi va uchinchi kriteriya Ixryieha yangi
masala yechiladi:

4 = L) h{x

Ushbu har bir kriteriya uchun voz kechish va bir kriteriyali
masalani yechish jarayoni m —qadamgacha davom ettiriladi:

m= m fm{x).
ngs
12()>4-A 22
Irn 1~zm—

Kriteriyaga chegara qo‘yish usullarining asosiy kamchiligi
ko'rsatkich darajalari va voz kechishni tanlashdagi subyektiv-
likdir. Ketma-ket voz kechish usulini go'llashda shuni hisobga
olish kerakki, voz kechishlar o'zaro o'lchovdosh bo‘lImasliklari
mumkin, shuning uchun, awaldan kriteriyalarni normallashtirib
olish kerak bo‘ladi. Umuman, ikkinchi gadamdan boshlab,
yechim Pareto ma’nosida optimal bo‘lmasligi mumkin.

3-misol. Uch kriteriyali optimizatsiya masalasi quyidagi
ko'rinishda bo'lsin:

(4.12)
shartlar ostida

2\ = —x\ + 2x2 —>max, (4.13)
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22 = 2Xi + X2 —max, (4.14)
z3=  —3~2 —>Mmax, (4-15)
topilsin.

Kriteriyalarda o‘zgaruvchilar koeffitsiyentlari turli ishorali
bo‘lganligi sababli, joiz ycchimlar sohasi D da barcha Kkri-
teriyalarning qiymatlarini kattalashtirib bolmaydi. Shuning
uchun, kelishuv to'plami (Pareto to'plami) Dp joiz yechimlar
to'plami bo‘lgan D bilan ustrna-ust tushadi. Aniglik uchun, faraz
gilamiz, birinchi ikkita kriteriyalar uchun, mumkin bollgan voz
kechish Azi —3, A2 = | bo’lsin.

Joiz yechimlar sohasi D da z\ funksiyani maksimumlashti-
ramiz, ya’ni bir kriteriyali (4.13), (4.12)-masalani yechamiz.

Buning uchun, chizigli dasturlashning grafik usulidan foy-
dalanamiz (4.5-rasm).

z\ funksiyaning (4.12) shart ostidagi maksimumi D sohaning
(1,4) koordinatali A nugtasida erishadi, qilib:

xl = 1, x2= 4, maxzx —z* = T7.

Endi (4.12) va z\ uchun, mumkin bo‘lgan voz kechish Az\ = 3
ekanligini hisobga olgan holda hosil bo‘ladigan go'shimcha shart
ostida 2 funksiyani maksimumlashtiramiz. Misolda z* —Azi = 4
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bo'lganligi uchun, go'shimcha shart
—x\ + 2x2> 14 (4.16)

ko'rinishda bo‘ladi. (4.14), (4.12) va (4.16)-masalani ham grafik
usul bilan yechamiz (4.6-rasm)

Demak, z2 funksiyaning (4.12) va (4.16)-shartlar ostida mak-
simum qiymati D sohaning to‘plarn ostisi bo'lgan D\ ning B
nuqtasida erishar ekan:

° X:k 2 maxzo z;— 2
Xi — —_— JE— = —,
37 2 3’ 2 3
Endi z2 kriteriya bo'yicha Az2 = | ga voz kechiladi, ya’ni
(4.12)-shartga
2xt + x2>7 (4.17)

go'shimcha shart go‘shiladi.

gilib (4.12), (4.16) va (4.17)-shartlar ostida (4.17) bilan
aniglangan z$ funksiyaning maksimumini topish masalasiga ke-
lamiz. Bu masalaning yechimi 4.7-rasmda keltirilgan.

qilib, uch kriteriyali masalaning optimal yechimini topamiz
(4.7-rasmda C nugta): x\ = 2, x2 2m 3. Har bir Kkriteriyaning
giymatlari: z\ —4, z2 = 7, z3 = —7 ga teng bo’'ladi.
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-10 12 3 Xi
4-7-rasm

Bitta kriteriyaga keltirish

Bu turkumga kiruvchi usullarning asosiy g'oyasi berilgan kop
kriteriyali masalaning yechimiga, gaysidir ma’noda, olib keladi-
gan bir kriteriyali masalani (masalalarni) yechishdan iborat.

4. Asosiy kriteriya usuli

Kriteriyalar ichidan asosiysi (muhimi) tanlab olinadi. Faraz qi-
laylik, bunday kriteriya fi(x) bo‘lsin. Boshga barcha maqgsad fun-
ksiyalar quyidagi goida asosida chegaralangan holga ofikaziladi.
Chizigli dasturlash talabiga muvofiq kriteriyalar ganoatlanti-
rishi lozim bo‘lgan ma’lum chegaralar qo‘iladi. fk nazorat
ko'rsatkichlar sistemasi Kiritilib, ularga nisbatan barcha kri-
teriyalar bo‘yicha fk dan kichik bo‘lmagan giymatga erishtirish
masalasi qo'yiladi:

fk{x) >fk,k = 1,2,

Asosiy kriteriya tanlab olingan va boshqga kriteriyalarga quyi
chegara aniglangandan so‘ng, bir kriteriyali optimizatsiya masa-
lasi yechiladi:

f fk(x) > fk, k = 1,2,...,m

shartlar ostida
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shartlar ostida
z\ = X\ —max,

z2 = X2 pmax
topilsin.

Birinchi kriteriya asosiy bo'lib, qolganlari uchun, nazorat
ko'rsatkichlar f\ = 0.4, f2 = 0.4 bo'lsin. U holda bir kriteriyali
masalaga kelamiz:

Xl + 272 < 2
x2> 0.4
Xi>o
shartlar ostida
Zi = Xi —max
topilsin.

4.8(a)-rasmdan ko'rinib turibdiki, optimal yechim x* =
(1.2,0.4), zm& = 1.2 bo'ladi. Takidlaymizki, ushbu usul bilan
topilgan yechim effektiv bo'lishi shart emas.

0 ‘ralatish usuli. Ushbu usulda m ta xususiy fi, f2, mmfm
kriteriyalar o'rniga, ularning kombinatsiyalaridan tuzilgan bitta
skalyar kriteriya qaraladi. Kriteriyalarni o‘ralatishda additiv,
multiplikativ va maksimin usullari garaladi.

5. Kriteriyalarni additiv o‘ralatish usuli

Faraz qilaylik, kriteriyalar o'lchovdosh bo‘ishsin, masalan,
normallashgan va kriteriyaning muhimligini xarakterlaydigan
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ahamiyatli koeffitsiyentlar vektori a = (ai, ct, aniglan-
gan bo‘lsin. Bu bildiradiki, agar  kriteriya fj kriteriyadan afzal
bo‘lsa ctj < ai bo‘ladi. Bunda

m

y: &k=1i, «* >0

jk=1
shartlar o‘rinli.

Additiv usul uchun, yangi maqgsad funksiya
m

f(x)= ~ctkM x)
k=1

ko'rinishda quriladi va
z = f(x) —mmax, x £ D

skalyar kriteriyali optimizatsiya masalasi yechiladi.

5-misol. 4-misol asosiy kriteriya usuli bilan yechilsin.

Har bir kriteriya bo'yicha alohida masalani yechamiz. Grafik
usuldan foydalanib birinchi kriteriya bo‘yicha optimal yechimni
aniglaymiz: x* = (2,0), ikkinchi kriteriya bo'yicha optimal
yechim esa: x** = (0,1) bo'ladi, 4.8(a)-rasm.

4-8-rasm

4.8(b)-rasmda erishuvchanlik to'plami F va kriteriyalarning
giymatlari keltirilgan: 2V\vex — 2 va Z.mex = 1. Kriteriyalarni
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o'ralatishni bajaramiz:
2= + a2f2(x) = ot\Xi + a2x2 —max,

bu yerda a\ + a2= 1,0t\ > 0,a2> o.

Magsad funksiya chizigli bo'lganligi sababli, e*i va a2 larning
giymatlariga garab optimal yechim joiz sohaning yoki x*, yoki
x** purchak nuqtalaridan, yoki [x*,a*] kesmaning rmqtalaridan
iborat bo‘ladi. Masalan, ot\ = a2 = | bo‘lganda optimal yechim
X* = (2,0) bo‘ladi.

6. Kriteriyalarni multiplikativ o‘ralatish usuli

Multiplikativ usul uchun, yondashuv yuqoriga o‘xshash, fagat
maqgsad funksiya quyidagi ko'rinishda bo‘ladi:
m m
fix) 1 \f_(C:Iak i’ ak > Q@
Kriteriyalarni o'ralatish usullarining asosiy va jiddiy kamchili-
gi, bu koeffitsiyentlarni tanlashdagi subyektivlikdir.

7. Maksimin o‘ralatish usuli. Bu usul, odatda, quyidagi
shaklda go'llaniladi:

] — min fi o .
(%) miln i{x) rp€an

Bu yerda additiv o‘ralatish usuliga nisbatan J(x) magsad
funksiyaga fagat, berilgan x nuqtada eng kichik giymat qabul
giluvchi fi Kkriteriya ta’sir giladi. Additiv o‘ralatish usulida ayrim
fi larning "yomon™ giymatlari boshga magsad funksiyalarining
"yaxshi" giymatlari hisobiga bo‘lishi mumkin bo‘lsa, maksimin
kriteriyasida eng yomon holat hisobidan kelib chigiladi va J(x)
ning qiymati asosida barcha kriteriyalar uchun, kafolatlangan
quyi bahoni aniglash imkoni bo'ladi. Ushbu dalil maksimin kri-
teriyasini additiv o‘ralatish usulidan afzalligini bildiradi.

528



Zarur hollarda magsad funksiyalarini normallashtirish orqa-
li ularning o‘lchov birliklarini o'zaro bir xil masshtabga kelti-
rish mumkin, buning uchun, maksimin kriteriyasi "o'rtacha va-
zn" shakliga keltiriladi:
J(x) = mina.ifi(x) —xmaéx,
bu yerda at vazn koeffitsiyentlari aj > o, = 1 shartlarni
ganoatlantiradi.
ai larning turli giymatlarini tanlash hisobiga harnda aprior
ma’lumotlardan foydalangan holda optimallashtirish jarayoniga
ta’sir etish mumkin bo'ladi. Quyidagi misolni keltiramiz.
Tengsizliklar sistemasini yechish. Sistemalarning para-
metrlarini optimal tanlash (optimal loyihalash) masalalarida lo-
yihalashtirilayotgan sistemalariga nisbatan bo'lgan texnik, iqti-
sodiy va boshga talablar “ishchanlik shartlari" ko'rinishda ifo-
dalanib, ular
Vix) < U, i= 1,2, (4.18)

tengsizliklar shakliga ega bo'ladi. Bu yerda yi(x) sistemaning
harakatlanish sifatini ko'rsatuvchi xususiy ko'rsatkichlarni bil-
diradi: x = (rci, x%...., xn) — tanlanishi zarur bo'lgan vektor
parametr; tt —berilgan sifat ko'rsatkichning joiz yuqori chegarasi
(nazorat ko'rsatkichlari). Teskari bo'lgan zk{x) > sk tengsizlik-
lar (4.18)-shaklga giyinchiliksiz keltiriladi. Buning uchun, yk =
—2Zk, tk = —Sk belgilashlarni kiritish yetarli.

(4.18)-tengsizliklar sistemasini optimizatsiya nazariyasi usul-
lari yordamida yechish uchun, quyidagicha yo'l tutiladi. (4.18)-
tengsizliklarning har birining bajarilish kattaligini belgilovchi
fi zaxira belgilash Kiritiladi. Zaxiraning eng sodda shakli
quyidagicha:

fi(x) = U- yi{x).
Shundan so'ng barcha zaxiralarni maksimumlashtirishning ko'p
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kriteriyali optimizatsiya rnasalasiga kelamiz:

[i(i) -=> max, *= 1,2.

Maksimin usuli (minimal zaxirani inaksimumlashtirish) quyi-
dagi bir kriteriyali masalaga olib keladi:

J(x) = min(t{ —yi(x)) — max, x G D.
Vazn koeffitsiyenti bo‘lganda:
J(X) = mina,i(ti —yi(x)) —»max (4-19)

masalaga kelinadi.

(4.19)-funksiyadagi a* vazn koeffitsiyentlari xususiy Kkri-
teriyalarning giymatlarini normallashtirish vazifasini o‘taydi.

Buni quyidagicha amalga oshirish mumkin. (4.18)-tengsizlik-
ning har biri uchun, fi kriteriyalar orttirmasining ekvivalentligini
(yechim gabul giluvchining nuqtayi nazaridan) aniglovchi > o
giymat beriladi. Natijada, (4.19) o‘rniga quyidagi masalaga ega
bo‘lamiz:

(4.20)

qgilib, har bir ti —yi ayirima St > o orgali aniglangan maxsus
o'lchov birligiga ega bo‘ladi. Normallashtirish uchun, Si sifati-
da fi(x) ning berilgan boshlang'ich x° nuqtadagi giymati, ft{x)
ning boshga biror xarakterli giymati yoki agar ti lar nolga teng
bo‘lmasa, ular olinadi.

Masala shartiga ko‘ra, faraz etaylik, y\(x) t\ dan juda
ham Kkichik bo‘lib ketmasin. (4.18)-dagi mos tengsizlik katta
bo‘lmagan zaxirada o‘rinli bo‘lishligi talab etilsin. Bu yerda
vazn koeffitsiyentlarining boshqgarish xossasidan foydalangan hol-
da (4.20) o‘rniga quyidagi masala hosil bo‘ladi:

e r)r(1 % (4.21)
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bu yerda a\ boshga a', i — 2,3, ...,ra larga garaganda ancha
katta gilib olinadi.

Vazn koeffitsiyenti a[ ni yetarlicha katta qilib olish bir taraf-
dan:

tengsizlikning bajarilmasligi ogibatida t\ —y\(x) < o man-
fiy soni katta musbat a'x songa ko'paytirilgani sababli (4.21)-
funksionalning giymati kichiklashadi, ya’ni absolyut giymati
bo'yicha katta bo‘lgan manfiy songa teng bo'lib goladi:

Ikkinchi tarafdan /i(x) = t\ — y\(x) zaxiraning ay-
tarli katta bo‘lmagan musbat qiymatida, uni boshga sifat
ko'rsatkichlarining ishchanlik zaxiralari bilan taggoslash mum-
kin bo‘ladi.

gilib  ning kattalashishi bargaror omilga olib keladi. Natija-
da, bir vaqtning o'zida, optimal nugtada uncha katta bo‘lmagan
musbat zaxira mavjudligi bilan mos ishchanlik sharti yugori
ehtimollikda bajariladi.

Natijasi kafolatlangan usullar

Bunda eng kichik kriteriyaning yaxshi natijaga erishishtirish
usullari ko‘riladi, ya’ni o‘zaro kelishuv yechimi quyidagi opti-
mizatsiya masalasini yechish orqali topiladi:

z= min /fc@ar) —max, x GD.

Bu maksimin masalasidir. Ko‘p kriteriyali optimizatsiya
masalalarini yechishda kriteriyalarni normallashtirilgan holdagi
natijasi kafolatlangan usul istigbolli yo'nalishni tashkil giladi.
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Normallashtirilgan Afc(x) = -'4P- kriteriyalar uchun, bu yerda
fl = r)T(]&S( fk(x), maksimin masalasi quyidagi ko'rinishda bo'ladi:

z= min Ak(x) —mmax, x € D. (4.22)
&=1,2,...m \Y

Ikki holga to'xtalib o'tamiz: kriteriyalar teng giymatli bo'lgan
va teng giymatli bo'Imagan (berilgan afzallik asosida).

Teng giymatli kriteriyalar bo‘lgan hoi
(4.22)-masala quyidagi masalaga ekvivalent:

f A< At(x), ft- 1,2, m
Il Xx ED \Y

shart ostida
z = A—max (4.24)
topilsin.

(4.23), (4.24)-masala A— masala deb ataladi. U chizigli
maqgsad funksiyaga va umuman m + n ta chegaraga ega. Agar fk
va gi funksiyalarning barchasi chizigli bo'lsa, A—masala chizigli
dasturlash masalasi bo'ladi. Bu holda isbotlanganki, A—masa-
laning optimal x* yechimi Pareto ma’nosida optimal bo'ladi.

6-misol. 4-misolda berilgan masala natijasi kafolatlangan usul
yordamida teng giymatli kriteriya bilan yechilsin. A— masalani
tuzamiz:

r
I A< x2
j xi+2x2< 2
[ xi >0, x2>0, A>0
shart ostida
z = A—max

topilsin. Ushbu masalaning optimal yechimi x* = (1,]), A* =\
bo'ladi.
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Teng qgiymatli bo‘lmagan hoi

Qaralayotgan f\(x) va f2{x) kriteriyalar uchun, Ai(a;) va X2(x)
lar normallashtirilgan mos kriteriyalar bo‘lsin. Joiz soha D ni
ikkiga bo‘lamizki, D = D\ UDZ2, D\ da Ai(x) > X2(x) tengsizlik,
D2 da Ai(or) < A (x) tengsizlik o*rinli bo‘lsin.

Afzallikni sonli xarakterlash uchun, bog‘lovchi koeffitsiyent
p(x) kiritiladi: Ai(rr) = p(x)Az2(x), ya’ni p(x), X2(x) bahoga nis-
batan Ai(a:) baho necha marta katta ekanligini bildiradi. Agar
teng qiymatli kriteriyalar uchun, x* optimal nugta bo‘lsa, u hol-
da p(x*) = 1 bo‘ladi.

Agar i-kriteriyaga nisbatan x\ —optimal nuqta bo‘lsa, u holda
Ai(x\) = 1, A(:rJ) < 1 bo‘ladi, ya’ni x\ G D\, va demak: p{x*) >
1. Xuddi shunga o‘xshash, agar 2-kriteriya bo‘yicha. xI optimal
nugta bo‘lsa, u holda Ai(a$ <1, *»("2)= vademak: ;p(.r2) < 1.

Faraz qilaylik, birinchi kriteriya ikkinchisiga nisbatan afzal-
likka ega bo‘lsin. U holda p(x) koeffitsiyentni (I,p(xI)) oralig-
da aniglash kerak bo‘ladi, keyin chegaralar sistemasiga Ai(x) =
p(x)X2(x) tenglik Kiritilish bilan A—masala tuziladi va yechiladi.
Shundan so‘ng D x sohaga tegishli bo‘lgan x* nuqta topiladi.

7-misol. 4-misol, teng qiymatli bo‘lrnagan, 1-kriteriya 2-
kriteriyaga nisbatan afzal bo‘lgan shartda, natijasi kafolatlangan
usul bilan yechilsin.

X\ = (2,0), u holda Ai(@") = 1, A(@") = o. demak: p{x\) =
N = o90. (1,00) intervalda bog‘lanish koeffitsiyenti p{x) = 2
bo‘lsin. U holda Xi(x) = 2A:(ir) bo‘ladi, ya’ni # — 2x2. X—
masalani tuzamiz:

533



"A<T
A< X2
< f = 2x2
xi + 2X2< 2
.Xi >0 X2>0 A>0
shart ostida

Zz = A—max

topilsin.
Berilgan masalaning yechimi x* = (|, |), A* = g bo'ladi.
Ko'rilgan usulning kamchiligi bog‘lanish koeffitsiyenti p(x) ni
aniqlashdagi subyektivlikdir.
Berilgan ko'p giymatli optimizatsiya masalasini natijasi kafo-

latlangan usul bilan yechish davomida, odatda, quyidagi bosgich-
lardan o'tiladi:

1) berilgan maqgsad va chegaralar asosida matematik modelni
ishlab chigish, bunda ekspertlar fikridan foydalaniladi;
2) har bir Kkriteriya bo'yieha sistemani oldindan tahlil

etish, bunda bir kriteriyali optimizatsiya usullari va dasturiy
ta’minotlar ishlatiladi;

3) kriteriyalarni normallashtirish;
4) ko‘p kriteriyali optimizatsiya masalasini teng qiymatli kri-
teriyalar yordamida yechish;

5) kriteriyalar uchun, afzallikni kiritish va aniglangan afzallik
asosida ko'p kriteriyali optimizatsiya masalasini yechish.

8. Magsadli dasturlash usullari

Ushbu guruhdagi usullarning bunday nomlanishiga sabab, har
bir kriteriya uchun, aniq magsad /x,/!, e f*n berilgan bo'ladi.
Ko'p kriteriyali optimizatsiya masalasi, bu holda og'ishning biror

534



p darajasi yig'indisini minimurnlashtirishga keltiriladi:
m
2= (M2wk\fk{x) - M )~ min>x e D , (4-25)
k=1
bu yerda wk —vazn koeffitsiyentlari bo'lib, ular mos kriteriyaning
muhimligini ifodalaydi.

p va anig magsadlar fl larning giymatlarini o‘zgartirish hiso-
biga (4.25)-masalani konkretlashtirish mumkin. Xususan. p = 2
vawk = 1 da og'ishlarning kvadrati yig'indisini minimallashtirish
masalasiga kelinadi:

m

\ fca
ya’ni, erishuvchanlik to‘plami F da "absolyut maksimum™ bo'l-
gan f* = {fi, fk) gaeha bo'lgan evklid masofa minimum-

lashtiriladi. Bu yerda f* = max f k(x).

\fk(x)~fk \kattaliklarning o'lchovdosh bo'Imasligidan vujudga
keladigan giyinchiliklarni kriteriyalarni normallashtirish hisobiga
bartaraf etish mumkin, unda quyidagi masalaga kelinadi:

8-misol. 4-misolning ko'p kriteriyali optimizatsiya masalasi
maqsad dasturining usuli yordarnida yechilsin.
Bu misol shartlari asosida /* = 2, /| = 1 ga ega bo'lamiz,
shuning uchun, (4.26)-masala quyidagi ko'rinishni oladi:
Xi+2x2< 2
XIi > 0,X2> 0

shart ostida



topilsin. z ning o'zgarmas qiymatida maqsad funksiyaning sath
chizig‘i markazi M (2, 1) nuqtada va yarim o‘glaria —2z ab =z
bo'lgan + = 1 ellipsdan iborat bo'ladi.

z ning minimal giymati topilsinki, natijada mos cllips D soha
bilan umumiy nuqtaga ega bo'lsin. Bu masalaning grafik yechimi
4.9-rasmda keltirilgan.

Bunda, masalaning optimal yechimi x* = (1, i) bo‘ladi.

Mustaqil ishlash uchun misollar
7.2. Maksimum prinsipidan foydalanib quyidagi misollarn
yeching.

1 \]Tuzdt’\ inf, x =u, x(0) = x°, x(T) = x1
0
2. f u2dt »inf, x —x + u, x(0) = x°, x(T) = x1
0
3. Ju2dt —ainf, x = u, x(0) = xio, i(0) = £n, x(T)
X 20, XO(T) = X2i-
4. fT v2dt -> inf, x+ x = u, x(Q) = a%o, x(0) = xn, x(T)
x 20, xO(T) = x2L
5. \cl)l(x + x2)dt —inf, x(0) = x°.

536



6. fx2dt —»inf, x(o) = xQ

7. f (x2+ x2)dt -> inf, a(0) = x°.

MO T L O —hH

s. f tax2dt —inf,  x(l) = x°.
1
I

9./ xdt >inf, x = u, \u < 1, g(0) = a0, x{I) —xI.
0

i
10. / xdt —inf, i 4x=u, W < 1, x(0) = x°, x(I) = xL
0
7.3 Harakati
f+ = ®,
1 X2= 4,
tenglainalar sistcmasi bilan berilgan obyektning berilgan nug-
tadan nolga olib kelish tezkor masalasida optimal vaqt topilsin:

J -3<«<2, J -l<w<4,
"\ T(2,2), I\ T(-1,-2),

r-2<«<i, f-i<«<?2,
3,i T(-2,1), 4,1 T(l,2).

Quyidagi misollarda maksimum prinsipi uchun, yetarli shart
bo‘lgan holatning umumiylik shartini bajarilishligi aniglansin.

Xi = X2+ Ui: ( Xi=X2+ U\

5 { x2= u2, 6W x2= -xXx+ u2,
M < 1, M < 1, [ M < 1, \u2\ < 1,
H=-x2 ( Xi = x2,

7 { x2=xi+u, 8) < 2= u,

Wl < 1, I M < :-
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7.4 Mustaqil yechish uchun masalalar

1. Ketma-ket voz kechish usuli bilan yechilsin. Birinchi kri-
teriya bo'yicha voz kechish. uning optimal giymatining 10 fozini
tashkil giladi. Bunda

( 2xi + x2 < 90,
I xi + x2 < 60,
] x2 <50

kxh x2>0

shart ostida
fi(xi,x2) = XI + 3x2 -> max,

f2{xi,x2) = 40a;i + 102 —mmax

topilsin.

2. Sut kombinati, mahalliy bozordagi vaziyatni o‘rganish nati-
jasida raqobatdosh bo‘la oladigan yangi ko'rinishdagi yogurt
mahsulotini ishlab chigarishga qgaror gildi. Buning uchun, mah-
sulot ishlab chigarishni tashkil etish rejasini tuzish zarur. Tash-
kil etishning asosiy xarajatlari: jihozlarni yangilash (x) va ilmiy
tadqiqot ishlari (y) hisoblanadi. Tadgiq gilish natijasida ma’lum
bo'ldiki, birlik mahsulotning tannarxi va sifati mos ravishda xara-
jatlarga F\(x, y) = 12+ax+by, F2(x,y) —6+cx+dy ko'rinishda
bog'liq bo'lar ekan. Mahsulotning tannarxini minimumlashtirish
bilan sifatini maksimumlashtirish masalasini yechish talab etila-
di. Bu ikki kriteriyadan birinchisi —tannarx asosiy hisoblanib,
undan 3 birlikka voz kechish mumkin. Shu bilan birga xarajat-
larga go‘shimeha shartlar mavjud:

X + 4y < 40,
2X+y > s,
< X<s6,Y>0.

Ushbu masala voz kechish usulgyordamida yechilsin.



3. Korxona to‘rt turdagi: Mi, M2, Ms, M4 mahsulot ishlab
ehigaradi. Buning uchun, uch xildagi xomashyo zaxiralaridan
foydalaniladi. Bir dona mahsulot ishlab chiqgarish uchun, sarf
bo'ladigan xomashyolar miqdori va ularning zaxira hajmi quyi-
dagi 4.3-jadvalda keltirilgan:

4-3-jadval

Zaxira Mi m2 m3 m4 Zaxira
Ri 2 1 1 3 300
R2 1 - 2 1 170
r3 1 2 1 - 340

Barcha mahsulotlarga to‘rtta dastgohda ishlov beriladi. Har
bir mahsulotga ishlov berish vaqti va dastgohning mumkin
bo‘lgan ish hajmi 4.4-jadvalda keltirilgan:

4-4-jadval
Dastgohlar M1 m2 m3 ma IS?SQ;[r)rnl
DI 2 4 5 3 520
02 1 8 6 5 680
D, 7 4 5 7 440
D, 4 6 7 2 360

Bitta mos mahsulotlarning bahosi va tannarxi quyidagi 4.5-
jadvalda keltirilgan:

4.5-jadval
Mi M2 m3 m4
Uigurji bahosi(pulbir) 10 14 12 10
Tannarx (pul bir.) 7 8 9 8

Har bir mahsulotning hajmi 10 dan kam emas 50 dan or-
tig bo‘lmasligi zarur. Ishlab chigarishning effektivlik ko'rsatkichi
sifatida quyidagilar olingan:
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1./i— korxonaning foydasi.

2 - f2—Kkeladigan umumiy da.romad.

3. / 3—mabhsulotlarning tannarxi.

4. | 4—dastgohlarning ish bilan ta’minganlik darajasi.

Talab qgilinadi:

1. Har bir kriteriya bo'yicha voz kechishlik, uning optimal qiy-

matini 10 foizini tashkil etsa, ketma-ket voz kechish usuli bilan
masala yechilsin.

2. Agar vazn koeffitsiyentlari mos ravida 0.4, 0.3, 0.2, 0.1 bo'l-
sa, masala kriteriyalarni o‘ralatish usuli bilan yechilsin.

3. Korxona besh turdagi: Mi, M2, Ms, M4, Ms mahsulot
ishlab chigaradi. Buning uchun uch xildagi xomashyo zaxirala-
ridan foydalaniladi. Bir dona mahsulot ishlab chigarish uchun,
sarf bo'ladigan xomashyolar migdori va ularning zaxira hajmi
quyidagi 4.6-jadvalda keltirilgan:

4m6-jadval
Xomashyo  Mi m2 m3 M4 M5 Zaxira
Ri 4 5 3 2 3 300
R2 2 4 4 4 2 4500
Rz 3 1 0 1 1 1500
4.1-jadval
Dastgohlar ~ Mi m 2 M3 Mi M5 /’S/(tsg]a%ml
Dr 2 3 5 4 5 5000
d2 1 2 6 3 2 4000
D3 3 4 4 1 4 4000
d4 1 1 2 2 1 2000
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4.8-jadval

Mi m2 m3 m4 Ms
Uigurji bahosi(pul bir.) 10 9 12 14 9
Tannarx (pul bir.) 7 8 9 12 6

Barcha mahsulotlarga to'rtta dastgohda ishlov beriladi. Bitta
mahsulotga ishlov berish vaqti va dastgohning mumkin bo'lgan
ish hajmi 4.7-jadvalda keltirilgan. Bitta mahsulotning bahosi va
tannarxi 4.8-jadvalda keltirilgan.

4. Korxona besh turdagi: Mi, M2, M3, M4, Ms mahsulot
ishlab chigaradi. Buning uchun uch xildagi xomashyo zaxirala-
ridan foydalaniladi. Bir dona mahsulot ishlab chiqgarish uchun,
sarf bo'ladigan xomashyolar miqgdori va ularning zaxira hajmi
quyidagi 4.9-jadvalda keltirilgan:

4-9-jadval
Xornashyo  Mi m 2 m3 m4 mS Zaxira
R\ 6 3 2 1 4 350
R2 1 2 6 8 7 4000
rs 4 1 8 4 3 1600
4.10-jadval
. /sli hajmi
Dastgohlar  Mi m?2 m3 m4 M5 (soati
A 5 7 9 4 4 5500
d2 7 2 1 3 3 4500
D, 0 2 4 6 4 4200
Da 3 0 3 2 5 2200
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4-11-jadval

Mi M2 m3 Mi M5
Ulgurji bahosi(pulbir.) 11 6 13 16 7
Tannarx (pul bir.) 4 8 9 17 5

Barcha mahsulotlarga to‘rtta dastgohda ishlov beriladi. Bitta
mahsulotga ishlov berish vaqgti va dastgohning mumkin txrlgan
ish hajmi 4.10-jadvalda keltirilgan. Bitta mahsulotning bahosi va
tannarxi 4.11-jadvalda keltirilgan.

Har bir mahsulotning hajmi 100 dan kam emas 500 dan or-
tiq bo'lmasligi zarur. Ishlab chigarishning effektivlik ko:rsatkichi
quyidagilar hisoblanadi:

1. fi—korxonaning foydasi;

2 - fi —keladigan umumiy daromad;

3. /13 —mabhsulotlarning tannarxi;

4- fi—dastgohlarning ish bilan ta’minganlik darajasi.
Talab gilinadi:

1. Har bir kriteriya bo'yicha voz kechishlik. uning optimal qiy-
matini 10 foizini tashkil etsa, ketma-ket voz kechish usuli bilan
masala yechilsin.

2. Agar vazn koeffitsiyentlari mos ravida 0.4, 0.3, 0.2, 0.1
bo'lsa, masala kriteriyalarni o‘ralatish usuli bilan yechilsin.

5  Korxona to‘rt turdagi: Mi, M2, M3, M2 mahsulot ishlab
chigaradi. Buning uchun, uch xildagi xomashyo zaxiralaridan
foydalaniladi. Bir dona mahsulot ishlab chigarish uchun, sarf
bo'ladigan xomashyolar miqdori va ularning zaxira hajmi quyi-
dagi 4.12-jadvalda keltirilgan:
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4-12-jadval

Zaxira Mj Mo m3 M4 Zaxira
Ry 3 6 2 2 200
Ri 3 4 - 1 200
R, 3 2 - 2 300

Barcha inahsulotlarga to'rtta dastgohda ishlov beriladi. Har
bir inahsulotga ishlov berish vaqti va dastgohning mumkin
bo'lgan ish hajmi 4.13-jadvalda keltirilgan:

4-13-jadval
Dastgohlar  wmi m2 m3 Mi Isr(]sgzﬁsml
Dx 5 4 2 3 500
d2 3 8 4 5 650
d3 7 3 5 3 450
Di 2 6 8 2 350

Bitta mos mahsulotning bahosi va tannarxi quyidagi 4.14-jad-
valda keltirilgan:

4-14~jadval
Mi m 2 Ms Mi
Ulgurji hahosi(p%d bir.) 15 10 14 15
Tannarx (pul bir.) 2 5 9 4

Har bir mahsulotning hajmi 10 dan kam emas 50 dan or-
tiq bo'Imasligi zarur. Ishlab chigarishnmg effektivlik ko'rsatkichi
sifatida quyidagilar olingan:

1. /i—Kkorxonaning foydasi.

2. fa—keladigan umumiy daromad.

3.fa—mahsulotlarning tannarxi.

4. fa—dastgohlarning ish bilan ta’minganlik darajasi.
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Talab gilinadi:

1. Har bir kriteriya bo‘yicha voz kcchishlik, uning optimal giy-
matini 10 foizini tashkil etsa, kctma-kct voz kechish usuli bilan
masala yechilsin.

2. Agar vazn koeffitsiyentlari mos ravida 0.4. 0.3, 0.2, 0.1 bo‘l-
sa, masala kriteriyalarni o‘ralatish usuli bilan ycchilsin.



MUSTAQIL YECHISH UCHUN BERILGAN MISOL VA
MASALALARNING JAVOBLARI

| bobda berilgan misol va masalalarning javoblari:

12, 1)X] = X = X5 = 0373 = 5X4 = 3, xq = 3 2. X —
1/3; x2 = 11/3, x3 = 4, x0 = —46/3; 3). a).(1, 3,2, 1); h).(I1f ,0);
c).(|,1,0,0); 4).xi = 2,x2=1,23= £ = 0,x0= 3 5.a x fi, 7 X
a,8<a,7 %3 8<fi,7 7 </[?6).xi =1 x2=4,x3=0, 0= 5.

13. 1).Xi=2,x2=2,x3=1x0=19 2).j;i = L, x2= 2, x0= &
3.x\ = 0,/2=1 X =1;4)..ci = 0,x2= 4,x3=0,x0= 4; 5). N tur
dagi mahsulot— = 12, B turdagi mahsulot—xB = 18, Znillc = 1080:
6). 3530 ta tornir tumika, undan 3200 tasi 2-usul bilan, 130 tasi 4-usul bilan
tayyorlanadi, zuA = 6400; 7). A ning soni—xa = 54, B ning soni—xb = 132.
Xmex = 38400.; 8).ikkinchi mahsulot—x2 = 8, uchinchi mahsulot—x3 —
10, zmex = 760; 9). 7 ta fanera, undan birinchi usulda— = 3, ikkinchi
usulda—X = 4, Z7"Bu = 100; 10).2 ta stol, 35 ta shkaf, zmax = 362; 11)..1
dan-327 ta, B dari-146 ta, zma = 1238; 12). I-turdan-60, 2-turdan-45.
zmax = 1575; 13). A dan—400, B dan-200, znax = 7200.

14. I).x'n = 0, X2 = 200, xiz = 0,x2)] = 0,x2 = 100, B —
150, X31 = 50. X2 = 0, x33 = 50, Xa1 = 400, X42 = 0, Xa3 = 0,z —
2600; 2).x\\ = 0, xi2 = 150, xiz = 0, xu = 0, x2i = 0, x22 = 0, X238 —
80, Xosa = 100, x3x = 100, x32 = 0, Xs3 = 120, xM = 0, z = 5890; 3). xjj -
90, x\2 = 0, X1z = 0, X14 = 30, xis = 0, x2i = 0. x22 = 120. x23 --
0. Xo4 = 0, X5 = 60, xa1 = 0, X2 = 0. X3 = 80, xa4 = 70x35 = 0, 2 ~
10150; 4).xn = 0, Xi2 = 60, X3 = 0. X1a = 50, x2i = 20, x22 = 0, x23
170, x2a = 0, X3 = 60, xa2 = 0, Xs3 = 0, X34 = 30, 2 = 1280; S).xn
0, X12 = 5, X13 = 60, X1a = 35, Xa1 = 75, x22 = 75, Xx23 = 0, x24 = 0, X3, -
0, Xz2 = 0, X33 = 0, Xsa = 50,Z = 665, 6).xn = 0, xi2 = 0, X33 -
200, x2i = 0, x22 = 90, x23 = 50, x3i = 180, x32 = 0, X33 = 0, x4i =
100, Xa2 = 0, Xa3 = 0, Xs1 = 120, x52 = 60, x53 = 0, z = 17750: 7).xn -
90, x12 = 0, xj3 = 0, xi4 = 60, x2i = 0, x22 = 40, x23 = 0, x24 = 60, x3i —
0; 332 = 0, x33 = 70, Xasa = 20, z = 1100; 8).xu = 0, xi2 = 1, xiz —
7, X1a = 0, x2i = 0, 7;22 = 9, x23 = 0, x24 = 5,131 = 15, x32 = 0, X33 -
13, Xasa = 0,z —163; 9).x1L = 0, x\2 = 7, x13 = 9, X1a = 0, x2i = 1, x22 ~
0; Xo3 = 1, X24 —s8, x31 = 14, x32 = 0, Xs3 = 0, X34 = 0, z = 51; 10).in —

0, x12 = 0, x13 = 0, Xia = 0, X;5 = 1, Xo1 = 1, X2 = 0, X3 = o0, x24 7
0, X5 =0, X31 = 0,x32 =1 X33 = 0, Xza = 0, Xss = 0, Xa1 = 0, Xa2 --
0; X43= 0, X4 —1, X5 = 0, X501 = 0, X2= 0, X53= 1, x5 =0, X%

0,z= 11.
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Il bobda berilgan misol va masalalarning javoblari:
2.1. 1).B- 2).ax, £2(01), al al ai.

2.2, 11).(1,1), w = 2;1.2).tu* =
0; 1.4).to, = 2, w* = 3; 1.5). (1,1), tu=

—1, w* = 4; 2). yolqg; 3). bo'ladi:

£1 + £2 + ~3 — pmin,
Xi + 5+ 73> 1
TXi + 6X2+ 2x3> 1

0w = 3;13)w* = -1, «* =
0; 1.6).w. =2, =4 17).w*=

Vi+ 22+ 2B+ Vi — >max,
%+ 7y2+ 3ys+ dyd< 1

41 ot aoe 1 Stfi + 62+ 4i/3+ M < 1
AXi + oX2 + 2X3 > 1 7Y'+2y2+ 2b4 < 1
Xi > 0,x2> 0, X3> 0. 2 >0,y2>0, >0, yA> 0.
%i+ X2+ X3+ x4 —>min, V1.+\Q+QB—>max,
7x: + 3x2- 5x3—9x4 > 1 ?7{2);' ¥ 223 :’Zf <1
4.2. Ixi —2x3+ x4> 1 Eoll — ovp 4 s <
—5Xi —3x2 + X +3xa > 1 ot 2y2+ 23 11
Xi >0, x2> 0, x3> 0, x4> 0. '_"'M+m<
2i>0,y2>0,23>0,y4> 0.
Xi + X2+ X3+ X4 — >min, At 2 23— >max,
XI —DX@ “ IX3—30x4 > 1 2 - 1612 33ja < 1
43. —16xi —14x2—21x3—26x4> 1 2/'_;_ Wys™ 33 < 1
33ir, —34x2 —23x3 —13x4 > 1 '1399'2/'. - géyé i§y3: i
xi >0, x2> 0, x3> 0, x4> 0. —oodl - coyen Loyl
21> 0 22> 0, 23> 0.
5). (2,1); 6).x* = (|, DT g3 w 26
31 31 1
7.1 % =
44°°
8
wWE—4-
9 9 9
2.3.1).2(% = 0* = 1,23, v'(1,2) = v'(1,3) = | t/(2,3)
&
a«'(1,2,3) = 12.(1,1,1,1); (1,1,1,1); 3). (%) -1,
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1,23, t/(1,2) = 1I,v'(l,3) = 0, t/(2,3). = t/i) = 0,i =

1,2,3,4, i/(1,2) = v'(1,3) = w'(l,4) - u'(2,3) = t/(2,4) = t/(3,4) =

i i/7(1,2,3) =v(1,24) =v'(1,34) - v'(2,3,4) =| t/(1,23,4) = 1.
2.4. 1). F(x) = 0,5i0(x) + 0,5li(x), G(y) = /t(j/)y w= 6y epnal, -

pog‘onali funksiya: /a(z) = jl (1); Q;@

O ey, K&

2.5. 1)./ 0'inchi uchun, t = 1qat’iy afzal, If o'yinchi uchun, J = 2to'la
afzal; 2). (1,2) —Ncsh va Pareto, (1,2), (1,1)-- Slcytor; 3).(1,1), (1.2) ~
Pareto, Sleyter; 4). (1,3) —Pareto, (1,1), (1,3) - Sleyter.

> 2).x0 = er,jfo: 0 w = 8! 3).

11l bobda berilgan misol va masalalarning javoblari:

3.3. lecn — 4,cn — 9, Q3 = 17,4 = 25 Q@ = 31,
c2 =05 c¢cB=10,c24 = 18, cx = 26, cB = 6,cH4 — 11, c35 = 19, c4 =
7, @6 — 12, 5 = 8; 2). 2 va 4-oraliglarning boshida jihozlarni yangisiga
almashtirish eng kam umumiy xarajat 26 shartli birlikka olib keladi; 3). Ma-
salaning yechimini geometrik ko‘rinish orgali aniglaymiz. Bu narsa 1-rasmda
ifodalangan, undan ko'rinib turibdiki masalada 1760 minimal xaraiatm
ta’minlovchi ikkita optimal strategiya majud: a) reja davri boshida soiib
olingan jihoz 2 yil ishlatilib yangisiga alinashtiriladi, bu jihoz reja davriiimg
oxirigacha almashtirilmaydi; b) reja davri boshida sotib olingan jihoz 3y !
ishlatilib keyin yangisiga alinashtiriladi, bu jihoz reja davrining oxirigacha
almashtirilmaydi.
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3.4. l-variant. 1 --2—-5->3->6—4->1: 92; 2-variant. 5 -3 —
2—>6—>1—>4->5:095 3-variant. 1 — >2—>5 24 —>1: 74
4-variant. 2 —» |-*-4-»3—>-6—>5 —2 : 85; -5variant.2 -> 4 -» ¢ ->
5>3-=m1—>2:57;6variant. | -»6-*5-»3 —>2—»-4—>1: 126
7-variant. 4 —» 3 1-—-=m2 ->6-—>5->4: 117, 8variant. 1 52 —»4 ->
5->3->6->1:104; Qvariant. |->2-»3->6-»5-»4->1: 147,
10-variant. 2 v 4 —y 1 —5—y3 —6 —2: 116; 1l-variant. 5 —+ 1 22 —
3—y4—y5:39; 12-variant. 4 —£2 —3 —1-25—>4: 41.

35. D.X\ =1 Xi=0,x3=27(7,5) = 10; 2).xi = 1, x2= 0, x3=
2, ¥8(7,6) = 13;3).xi = 0,x2 = 3, x3 = 1,~(7,7) = 23;4).xi
1, X2 = 0,x3= 1,775 = 95xi = 0x2=0x3 —1x4 —
1, 7(3,3,5) = 4;6)xi = 0,x2 = 0,x3 = 1 x4 = 3, ™46,7,5) =
10; 7).xi —0, x2 ~ 1, x3= 0, x4 —2, ~(5,7,8) = 19; 8).xi = 3, x2 —
0,xs = 1, X4 —0, ¥46,7,5) = 24; 9).xi = 2,x2 = 1,x3 —0, x4 -
0, x5 =10, %¥59,5,6,7) = 9 10).Xi = 2,x2= 1, xa= 0,x4=0,x5=
1,95(8,7,6,7) = 21.

IV bobda berilgan misol va masalalarning javoblari:
4.1. 1-masala.

u XX
n i Sn-I
2 fi ) 28 0 (n- 2)? " np\- nfi

(n—l)l*(:}a—nr//3) ’(a/(n 3) < 1),

Pk: 5 @wak 12..n Lll—n ‘o>

k>n

Pn-rs = gf\] 'al 'Po, S= 0,1,...; tkut = n P{t > Lkut} =

= 1l me

N=Es VK = (ila/ini)» B= A+  kmk+ nuli,

6=1 fe=I
yoki
band — Tl K(jmi? = ~bandj Kbands Nish = *0dj

Ggt=T m(j4-gi + Kyeq2+ Kixmdeqz),
bu yerda gqi~ vaqt birligida talablarning kutib golishligidan kelib chiggan xa-
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rajat, g2~ vaqt birligida uskunalarning bandsizligidan kelib chiqgan xarajat,
g3—vagqt birligida uskunaning xizmat, ko‘rsatish.idan kelib chiggan xarajat.
2-masala.

a a a a a a

So S, S; sn Sn+\ SU-> ~ AHm
> 25 nj3 nfi nf3 nj3

--po, s=0,1,...,m;
S p

n! m
a/o)n*n
Prad ( ) momBband—5 '~ Pk AN A APndk: Mbands A “bandr,
k=1 k=1
r, Boad D NYads. (1 )
&ish — n > ““bands — n 1 % Pn+kj

GHgi = T m(a wPrad "® ‘t'Bband ' Qxizj + "bands * (foo'xt);
bu yerda <o—vaqt birligida talabga xizmat ko‘rsatishga rad javobi berishligi-
dan kelib chiggan xarajat, g¥zj- vaqt birligida uskunalarning ishlashidar.
kelib chiqgan xarajat, gtj xt- vaqt birligida uskunaning to*xtab turishidan
kelib chiqgan xarajat, T - hisobat davri (odatda oylar bilan beriladi).
3-masala.
<1t az 21t <2 ar+azj «1 ai

1) A §Sh Sl
'8 w "3 ] 1% nQ

Zarur bo'lgan joyda quyidagi belgilashlardan foydalanamiz:

(Al + X2)k
A2 = 012/ fi, Dn(Xi + A2) — 52
k-o R
Era _ (Ai+ M)
NA+ A= A+ A ont
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n —Ai
(n —Ai + Ai sEIYAI + A2)) +Dn{Xy + A2)"'
(n —AIi)(Ai + X2Y mDn{\1 + A2)
(n—Ai + A2<En{\\ + A2)) K\

Po =

22 o= (N~ M) tean(Xkt A2) L f XYk H .
B< K< n; pk n—Aj+AiEn{X\+Az)tn) , k>n;

n mE,(Xi + A)

5:n "opk = R - @ﬁ{x'i + A2)

P{tL> 1} = pTalm

Prod
t; = ]T}kmk+ ~2 n'PK No= Y2 (n~ k) "Pki
(H‘n Al k—+1 k~0
K-bands — ~ j Kish, — J (*igt — T « (02 mprad mqi + Hband. ' <2+ 70 *93)j

bu yerda gi— vaqt birligida talablarni yo‘qotishdari kelib chiggan xara-

jat, g2- vagqt birligida uskunalarning bandsizligidan kelib chiqgan xarajat,

gz—vaqt birligida uskunaning xizmat ko'rsatishidan kelib chiggan xarajat.
4-masala.

sinty C (M)

0 i mn—i)n  m iZme (0 —DI ant

n! k<m

- = A fol’ '
PA (n- fOles™ Po, bu yerda 5%t i emnk, m <k <n\
Ao n N'PA Koands ne
[ "on
Gigt=T- lci- ~2 (n-k)-pk +e@-~ (m+f- n)mwkj,

0 k=n~m
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bu yerda c+—vaqt birligidagi tizimning xizmat ko‘rsatish bahosi, &@—vaqt
birligida jihozni saglab turish bahosi.
5-masala.

A A X

(r- 1M rea  rea ¢

A Nl
. E(A{vf,(A/ E A

“=0 j n r «fi
(Ahi
Po, 1<k<r;
Pk i 0 r
k4
Pk OVim) *Po, r<ft<n+ 1 prod:
rler _
k=1
N1
N,=]1>>K+r. £ ft; K¥*, = M= P
fe=l fe=r+l fe=r+l

Zaxiradagi modullar va ustalar sonini igtisodiy nuqtayi nazardan optimal-
lashtirishda quyidagi funksiyadan foydalanish mumkin:

Gigt  ft ' Cax+ '"eta Q%E‘Prad) min

bu yerda czax— zaxiradagi modullarning bahosi; custa~ birlik vagtda bit-
ta ustaga ketadigan xarajat; GOxt—birlik vaqtda jihozning ishlamay turish
xarajati; Tzax—zaxira modulning o‘rtacha ishlash vagti.

6: (a) 16 mijoz, (b) P{n > I\t = 1} = 0,8647; 7: (a) P{n = 20|i
5 min} = 0,2623, P{t < 2 min} = 0,4866; 8: (a) Xt = 7,5, (b) P{n
5000 = 30} ss 0; 9: (a) Xeff = 19,98,(b) po = 0,000762, (c) Ws
0,652 coat; 10: (a) ikkita kassa, (b) ikkita kassa; 11: (a) d3 ~ 0,146; (b)
dx+ d2 « 0,577; (c) L, = 0,51 (d) IV, = 0,15; (e) Po = 0,45; (f) P{n >
2} = 0,144]

4.2. 1. Quyida, A—bilan anketa ishlab chigish, B —bilan anketalarni
chop etish, C —bilan xodimlarni ishga olish, D —bilan xodimlarni o‘qitish,
E —bilan so‘rovda ishtirok etuvchilarni aniglash, F —bilan so'rovda ishtirok
etuvchilarga anketalarni targatish va G —bilan olingan ma’lumotlarni tahlil
etish ishlari belgilangan:

Inm v 1
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2. Quyida A*—bilan kotlavan gazish, B, - bilan metall konstruksiyalarini
yigish va C ~ bilan beton yotgazish ishlari belgilangan:

4.  Kiritik yo'l A, C, D, E, F, G ishlar ketma-ketligidan tashkil topgan ve
uning davomiyligi 35 kundan iborat.
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(*J)
ishlar
O]
(1:2)
(1.4)
(1=5)
(2.3)
(2,5)
(2,6)
(3.4)
(3,6)
(4,6)
(4.7)
(5.6)
(5.7)
(6,7)

Dij

davorriiy-

lik
@

10

ESi

Erla
ESij

boshlanish  oxiri

@

0

0

0

10
10
10
19
19
22
22
18
18
27

@

10
1

5

19
18
20
22
23
27
26
25
21
35

Kech

LSij ESj
boshlanish  oxiri
©) ©
0 10
21 22
15 18
10 19
10 18
17 27
19 22
23 27
22 27
31 26
20 25
32 21
27 35
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Dij Erta Kech TFij FF}
(*j) davomiy- ESi ESA LSij ESj to‘la erkin
ishlar  lik boshlanish  oxiri boshlanish  oxiri zaxira zaxira

0 @ ©) @ Q) ©® ™ ®

(1.2) 3 0 3 1 3 1 0

(1.4) 7 0 7 23 30 23 23

(1.5) 1 0 1 1n 1 n 0

(1,6) 15 0 15 0 15 0 0

(2,3) 10 3 13 15 25 Vi 12

(2,5) 8 3 1 4 n 1 0

(3,4) 5 25 30 25 30 0 0

(3,7) 12 25 37 25 37 0 0

(4,7) 7 30 37 30 37 0 0

(5,6) 3 u 14 ©» 15 1 1

(5,7) 10 u 2 27 37 16 16

(6,3) 10 15 25 15 25 0 0

(6,7) 2 25 37 15 37 0 0

4.3.

1-variant: maksimal ogim —{xsi = 1,x = 2,xs} = 2, X2 =
0, X183 = 0, Xi4 = 1, XI5 = 0,x26 —2,X% =0 X6 = 0, xatr =
L£E% = 0, X1 = 2,x67 = 2,xn = 2}, v = 5 minimal kesim

-X = {Ns,N~Ni, AI3,N4,N5 N6,Nr}, X = {Nt}-

2-variant: maksimal ogim —{xsi = 13, xs2 = 2, x4 = 0, X2 = 1, xi3 =
1L, X4=1X5=3 xB=0,xH=_1 X6=0 x4t = 1 x5 = 3, x6 = 4},
v = 5, minimal kesim —X = {Ng}, X = {Ax, N2,N3, A4, A5, Ng, At};
3-variant: maksimal ogim —{xsi 33 X2 =2,x%=0 X2=0 X4 =
1L, Xig=0X17=1X6=2 X3 = 2 X6 = O,X4f— 1, X6 =0, X3 =

1 ><|

2, Xt = 3, X8 =1 X% =0, X0 = 1, xiot = 1}, 1, = 5, minimal kesim
-X = {Ns,NIt N2, A3, AN A'g iV7,iVB}, X-= {i 4 \/9 MO,A”*};
4-variant: maksimal ogim —{xsi = 2, x2 = 1, xs$ = 2, X2 = 0, xi4 =

1, Xt7= 1, Xis = 0,x2%6 = 1, X3 = 2, X3 = X49 0, X410 = 1, X4t =
1, X4=2, XB=1xn = 3, xs9= 0, X0 = 0, )@/10 1}, v = 5, minimal
kesim - X = {Ns,N2,N5}, X = {Nu Nz,N4,Ne, Nr,

N9,Nw, Nt}
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5-variant: inaksimal ogim —{xsi = 3;x2 = 1 x5 = 2 X2 =
1,XI83 = O,xu = 1,Xi5 = 1,X6 = 2,X%4 = 0,x46 = 0O, x4 =
1,xss = 1,x% = 2,x67 = 2,xn = 2,x«= 1}, v - 6, minimal kc-
sim -X - {Na,Ni, N2,N3,N4 M5, N6,Nr}, X - {jV&Nt};

6-variant: maksimal ogim —{xsi = 3, xs3 = 2, x$ = 2, Xi2 = 2, X\3 =
L, x4=1,x5=1x6=0,x3=2 xb=2 x5= 3 x67= 0, xn = 0},
v = 5 minimal kesim —X = {Ns, Nx, N3}, X = {N2 N4,ivg, N$, N7, Nt};

7-variant: maksimal ogim —{xsi — 2,x2 = 2, x5 = 0,x& =
0, x13 = O,xta = Lxis = 1, X6 = 2 x3a = 0, xat = 1 x5 =
0,xss = 1, x67 = 2, Xt = 2, x& — 1}, v = 4, minimal kesim

-X - {Ns,NuN2 N3, N4,N5N6 N7, AB}, X = {Nt}-

8-variant: maksimal ogim —{xsi = 3, xs2 = 1, xs4 = 2, X2 = 1, xi3 =
2,X5=2,x3=1x3%=1xd4i = 0,_x4 =2 x5= 3} v==6 minimal
kesim - X = {N,, Nv,N2,N3,N4, N5}, X = {Nt};

9-variant: maksimal ogim —{xsi = 3, xs2 = 1 xs$ = 1, xi2 = 0, xi4 =
1, Xig = 0,xi8 = 1.Xx6 = 1,Xx37 = 2,X43 = 0,X40 = 0, x4t = 1, X% =
1, X8B=2,x7=3x8=1XA=0 X900= 1 xm = 1}, v = 5 minimal
kesim - X = {JV,,N2,N3,N6, Y6}, X = {Nu N4, N7, Ns,

Na,N10: Nty,

10-variant: maksimal ogim —{x2 = 1,xs5 = 0,X2 = 0,x\7 =
0, XiS = 0,Xx% = 1.X&F = 2, X4 = 0,x43 = 0O, x4 = 2,x54 =
2, X8 = 2, xN1 = 2, X0 = 0,xg4 = 0, xst = 0}, v = 4, minimal ke-
sim -X - {N,, M, Ns}, X = {Nu N3 N4iN6,N7,Na, NO, Nt}.

V bobda berilgan misol va masalalarning javoblari:

1. Agar 0 < R < 1/3 bo‘lsa yutuq, 1/3 < R < 1 bo‘lsa yutqizig.

2. 1,2 va 3 mijozlar xizmat ko'rsatish tizimiga t\ = 28.3; t2 = 39,6; va
t3= 45.01 vaqt mometlarida kelishadi.

3. Birinchi soatda n = 5 ta mijoz, ikkinchi soatda haM n = 5 ta mijoz
keladi.

4. Nugtalarning umumiy soni 8 ta. Yuzaning bahosi 57,6 ga teng. Yuza-
ning aniq giymati 63 ga teng.

5. Ichki nugtalarning umumiy soni 6 ta. Yuzaning bahosi 1,386 ga teng.
Yuzaning aniq giymati 1,732 ga teng.
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VI bobda berilgan misol va masalalarning javoblari:

1.1.y —xshx + chx —f

+ 1Yslix; 1.2.y — S ——1 13y
nl / h2

.S
sm|Tsmz}X + gsmx; l4.y= sm)x + Estx\ 1.5.y = ix —1)chx\

5

21.y = cosx - 1,22y =~ 23.y =In(x+ 1) - L 24y =
\Inx + x — 2.5,y = In(2e2x —2e2+ 8) —1.

312= + (fi2—6e+ 13)x+ e2—2e —13); 3.2. y = -
N~N-x+ 1,33y = 3 - +2- 2)x+Se'l- 2+ 2);34y-=

("nx + 4£n2 m ;3.5.y = —bx(x2—1) - 4

413, = sincd2y = Mo em xsi)sto -
sinx)+{sinl — shl)(chx — cosx)]; 4.3. vy = Zi\(]TbS_"_)

fa(l + x) + — —- + (2In2 —)x + 2(—n2+ 1) ;4.4.y =

%527123:—5h2x) E—ShZ-ShZ-K—r(cth —cos2x); 4.5.y = {2x ~ I)xg;
A(cri2te 1

VIl bobda berilgan misol va masalalarning javoblari:

Javob: 7.2.1).«(t) = + X% 2.«(<) =
*(*) = et + S).u(t) = + A -
r~xi(i) = + x2ot + ario, ®2(i) =
_2inMIS ()2 + + x20,A = 12(xu - xw - xmT), B =

4(x2 —X20); 4).«(i) = 2(Asint + Bcost), x\(t) = (X0 + A + Bt)sint +
(xw —At)cost, X2(t) = (—xjo + B + At)sint + (X0 + Bt)cost, A =

X0sinZT + X20(T —sinTcosT) + iuTsinT —x2A(sinT —TcosT)

Si,*T - T2 'S5, 8 =
. t

t—1x() = ——t+x,0<t< L6Lu=0x{t=x,0<tc

T; 7).iZ = x°et ——ckt, x(t) = x°el —)C(

~-sht,0 <t < L 8).u=
chi S )

hi
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1, 0 </.< X -a;0+1
0,x(t) = x°:1 <t < 2;9).u(t)

0<t < XEXH

-1, 0<t<ti, x°e-1 (1- €%), 0<t<ty,
: X(t) o
1 ti<t< ] x°e-l+1-e~t, h<t<l,
1+ e—exl+ x°
n o~

7.3.1). T{2,2) =

10 [2

- £,2).7(-1-2)

2
£
3

i\\llllq———4).T(1,2) = 3; 5) —bajarilmagan; 6) —bajarilgan;7) —
(o]
bajarilgan; 8) —bajarilgan.

7.4. 1)-masala: x* = (18; 42), /i(x*) = 144, [2(x*) = 1440.

2)-masala: a. b, cva d oizgarmaslarning giymatlari aniglangandan so'
1)-rnasala kabi yechiladi.

3)-masala:
Ishlab chigarish Sof Umumiy Tan- Dastgoh Voz
m?2 Ms, M4  foyda iarwnm narx ta'min. kechish
l-rnasala 10 36 10 17 310 892 582 1447 31
2-masala 10 33 10 27 310 948 638 1548 95
3-masala 10 38 10 10 308 853 545 1378 55
4-masala 33 22 10 10 281 858 577 1346 -
4)-masala:
Ishlab chigarish Sof Umumiy Tan- Dastgoh Voz

Mi m2 m3 m4 Me foyda iaromad narx ta’min. kechish
l-masala 100 100 277 219 277 2500 10783 8283 11923 250

2-masala 100 100 266 500 100 2498 12992 10494 12422 1299
3-masala 100 100 100 400 333 2499 11697 9198 11396 920
4-masala 255 100 100 439 100 2343 11696 9353 10075 -
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llova.

"Excel™ muhitida voz kechish usuli yordamida misol yechish
Masalaning matematik modeli quyidagi ko‘rinishda bo‘lsin:

i+ 32+ 2x3> 1,
2X\ —X2 + X3 < 16,

i + 2x2 < 24,
xi >0,x2>0,x3>0

shartlar ostida
Z\ —2xi + X2 —32x3 —» max,
22 = Xi + 3x2—2x3 —>min,
Z3 = —Xi + 2x2+ 4x3 —max
topilsin.

Birinchi va ikkinchi kriteriyalar bo'yicha voz kechishlar mos ravishda
Azi = 4, A = 5 teng bo'lsin.

"Excel™ ning elektron kitobi ochiladi. xi, x2, x3 o‘zgaruvchilar uchun,
yacheykalar ajratiladi. Buning uchun, Al yachcykaga "llepeMeHHbic" yozuvi
kiritiladi va go‘shni B1, Cl va D1 yacheykalarga o‘zgaruvchilarning ixtiyo-
riy biror giymatlari tanlab olinadi, masalan, 1 soni, chunki ular keyincha-
lik o‘zgaradi. Ikkinchi gatorga magsad funksiyalar kiritiladi. A2 yacheykaga
”L(effi>” so‘zi yozilib, B2 da”—=2*B1+C|—-3*D1” formula yordamida birinchi
magsad funksiya 2xi + x2 —3x3 beriladi.

Xuddi shunga o'xshash C2 va D2 yacheykalar ham to'ldiriladi: C2
yacheykada ” - B1 3*Cl—=2*D1” formula yordamida ikkinchi magsad fun-
ksiya, D2 da ”—B1+2*C1+4*D1 formula yordamida uchinchi magsad fun-
ksiya beriladi. Uchinchi satrga chegaralarning chap tarafi kiritiladi. Awval
A3 yacheykaga ”OrpamneHHH” so‘zi yoziladi, shundan so‘ng B 3 yacheykaga
” =B1+3*C1+2*D1 formula, C3 yacheykaga ”=2*B1-CI I-DI” formula va
DS yacheykaga ”—B1+2*C1” formula yoziladi.

Dastlabki yozuvlar tugadi. ”Servis” menyusidan *‘llohck pemeHim™
(Solvep Add-in) nadstroykasi chagiriladi. Mabodo, ushbu menyuda yo‘q
bo‘lsa, "CepBuc/HaflCTpofcn™ chagqirilib, "llohck pemcHHII™ (Solvep Add-
in) bolimi garshisiga bayrogcha go'yiladi, shundan so‘ng ”CepBHc/lloHCK
penieHHa™ (Servis/Solvep...) punkti paydo bo‘ladi.

Birinchi bosgichda birinchi magsad funksiyasini maksimumlashtiramiz.
"llohck pcmeHiiii** (Solvep Add-in) oynasi ochilgandan keyin *"YcraHOBHTb
nejieByio” (Set Tapget Cell) maydoniga kursor olib kelinadi va B2
yacheykasiga sichgoncha bilan bosilaoEiE.; Oynada $B$2 yozuv paydo bo‘ladi



Magsad funksiya maksimumi gidirilayotganligi sababli maydonning past,-
ki gismidagi ""PaBHoe MBKCHWHjibHOMy 3HaHeHHO™ (Ekual to...Max...I3alue
of:) qarshisida bayrogcha turgan bo'lishi kerak. Shundan so‘ng kursor
"MeMeHHHH HHttKH® (By Changing Cell) maydoniga keltirilib BI,C1 g,
DI yacheykalar ustidan aylantirib chigiladi. Shunda maydonda $B$lI
$£>$1 yozuvi paydo bo‘ladi. Oynaning pastki gismida *'‘OrpaHHueHira"™ (Sub-
ject to the Constraints) rnaydoni joylashgan. Chegaralarni kiritish uchun,
"N,06aBiiTB" (Add) tugmachasi bosiladi, "H6aBJieHHe orpamraeHHa" (Add
Constraints) oynasi ochiladi. ""CcHJiKa Ha aneitKy" (Cell Reference) may-
donining chap tarafiga B3 yacheykada joylashgan birinchi chegara Kiriti-
ladi, markaziy maydonga ” >  belgi va "OrpamneHHa" (Constraints)
ning o‘ng tarafigi chegaraning o:ng tarafidagi 1 soni Kkiritiladi. Shun-
dan so'ng "OK" bosiladi va kiritilayotgan chegara oynada paydo boiadi.
Yana, '/IpSaBHTL" (Add) tugmachasi bosiladi, (73, < va 16 lar kiritiladi.
Yana "HosaBHTL" (Add) tugmachasi bosiladi, D3, < va 24 lar kiritiladi.
Qo'shimcha xi, X% £3 > 0 chegaralarni kiritish uchun, yana "/l,06aBHTi>"
(Add) tugmachasi bosiladi, kursor maydonning chap tarafiga olib kelinadi.
B 1, Cl va DI yacheykalar ustidan aylantirib chigiladi (natija:$J53I : $D$1),
o‘rta oynaga > belgisi go'yiladi va o‘ng tarafga 0 soni yoziladi. Hisoblashni
bajarish uchun, "BbrmcjiHTh™ (Solve) tugmachasi bosiladi. Shunda yechim
topildi (Solver Found a Solution) degan yozuv paydo bo‘ladi. **CoxpaHHTbh
HaiifleHHoe pemeHiie™ (Keep Solvep Solution) degan yozuv topiladi va ”K”
tugmachasi bosilgandan so‘ng natija olinadi: 51, Cl va DI yacheykalarida
x2,  o‘zgaruvchilarning mos optimal yechimlari giymatlari: 11,2;6,4 va
0. B2 yacheykada magsad funksiyaning giymati 28,8 soniga teng b'ladi.
Ikkinchi bosgichda ikkinchi magsad funksiya optimallashtiriladi. Am-
mo voz kechish usuliga asosan birinchi kriteriyaning optimal giymatini
kopi bilan Ax = 4 ga kainaytirish mumkin. Shundan kelib chiggan hol-
da B2 yacheykadagi (bu yerda birinchi magsad funksiya saglanadi) giymat
28,8 —4 = 24,8 dan kichik bo'lmasligi lozirn. "Ccpbhc/llohck pemcHHa™
(Servis/Solvep...) chagiriladi, bundan ko‘rinib turibdiki, awalgi ma’lumotlar
saglanib golingan. Endi ikkinchi magsad funksiyani minimumlashtirish masa-
lasini garaymiz, shuning uchun, magsad funksiyani almashtiramiz. Kursomi
"YCTaHOBHTD nejiCByra’ (Set Tapget Cell) maydoniga olib kelib, ikkinchi
magsad funksiya joylashgan B2 yacheyka bosiladi. Ushbu magsad funksiya
minimumlashtirilishi kerak, shu sababli bayrogcha **PaBHoe MHHHVHjibHOWY
3KaleHHKjul (Equal to...Min...Value of:) garshisida turadi. Birinchi kriteriya
bilan bog'lig bo‘lgan voz kechish sharti kiritiladi. Kursorni **OrpaiiHHOHHH"
(Subject to the Constraints) maydoniga keltirilib, "oBaBHTb" (Add) tug-
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rnachasi bosiladi. Hosil bo'lgan */JoGaBJiemie orpaHHHeHira” (Add Con-
straints) oynachaga (chapdan o'ngga) B2, > va 24,8 lar kiritiladi. Nati-
jada: xi, x2,xs o‘zgaruvchilarning giymatlari mos ravishda 10,2; 4,4; 0 teng.
Ikkinchi magsad funksiyaning giymati (B2 yacheyka) 23,4 ga teng. Birinchi
magsad funksiya o'zining eng kichik giymati 24,8 ga teng (C2 yacheyka).

Uchinchi bosqichda ikkinchi kriteriya bo‘yicha voz kechishni ta’minlayiniz.
Voz kechish kattaligi A2 = 5 ga teng. Ikkinchi kriteriyaning minimuini gidiri-
layotganligi uchun, uning giymati 23,4 + 5 = 28,4 dan katta bo‘lmasligi
kerak. *CepBHc/lloHCK pemeHira" (Servis/Solver...) chagiriladi. Magsad
funksiya o‘zgartiriladi. Buning uchun. kursorni "ycTaHOBHTD n;eJieByio" (Set
Tapget Cell) maydoniga olib kelinadi va uchinchi magsad funksiya joylashgan
C2 yacheyka bosiladi. Uchinchi magsad funksiya maksimumlashtirilyapti,
shuning uchun, bayrogcha "'PaBHoe MBKCHWHjibHOMy SHaneHHio™ (Equal
to...Max...Value of:) garshisiga o'rnatiladi. Ikkinchi kriteriyada voz kechish
bilan bog'liq bo’lgan go*shimcha chegara kiritiladi. Kursorni “orpaHuHcHHa"
(Subject to the Constraints) maydoniga keltirilib, *,Z(06aBHTb! (Add) tug-
machasi bosiladi. Hosil bo'lgan **,Ho6aBHTb orpaHHHHHH" (Add Constraints)
oynachaga (chapdan o'ngga) C2, < va 28,4 lar kiritiladi. Natijada: Xi, X2, xA
o'zgaruvchilarning giymatlari mos ravishda 10,76;6,62 va 1,11 teng.
Magsad funksiyalarning giymatlari mos ravishda 24, 8; 28,4 va 6,98 ga teng.
Bular yakuniy natijalar hisoblanadi.



Izohli lug‘at (Glossariy so‘zlari)

S —ekvivalent o‘yinlar —v(S) vaw(S), S C N = {1,2,.... n} xarakto-
ristik funksiyaga ega bo'lgan n kishili ofyinlar uchun, a > 0, B4i = 1,2,.... »
sonlari mavjudki, quyidagi tengliklar o'rinli: v(S) = aw(S) + J2 Pi ixtiyoriy

ieS
SC N da

Qavariq qobig‘i —berilgan nuqgtalarni 0z ichiga olgan gavariq to'plamlar
kesishmasi.

Qavariq ko‘pyoqlining uchlari —ko‘pyoglida yotgan kesmaning ichki
nugtasi bo‘linagan ko‘pyoglining ixtiyoriy nuqtasi.

Qavariq to ‘plam —ixtiyoriy ikki nugt.asini birlashtiruvchi kesmani tolla
0°z ichiga olgan tolplam.

Qisman butun sonli masala —bir nechta komponentalariga. butunlilik
sharti go'yilgan chizigli dasturlashning ekstremal masalasi.

0 ‘zgarmas yutuqgli n - kishili o‘yin - har bir o‘yin oxirida o'yinda
ishtirok etuvchilarning olgan yutuglari yig‘indisi o‘zgarmas songa teng.

0 ‘yin bahosi —antagonistik 0‘yinda muvozanat holatda o‘yinchi oladi-
gan yutug.

0 ‘yinlar nazariyasining predmeti - ziddiyatli sharoitda berilgan ho-
latda turib oldindan ma’lum strategiyalar to‘plamidan biror strategiyani tan-
lash hisobiga mos yutugqa erishish uchun, yechim gabul qilish.

0 yinni geometrik yechish - koordinat tekislikda masalani geometrik
figura ko‘rinishda tasvirlash bilan o‘yinning yechimini aniglash.

0 ‘yinning to‘lov jadvali —to x n —o'Ichovli jadval, uning &Y element!,
birinchi o'yinchi i —yechiinni, ikkinchi o‘yinchi j —yechimni tanlaganda,
birinchi o'yinchining yutug‘ini (ikkinchi o‘'yinchining yutqizig'ini) bildiradi.

0 ‘yinchining yurishi - o‘yin goidasi doirasida o'yinchining harakati.

Antagonistik o‘yin - o'yinchilarning stretegiyalari chekli bo‘lib, ular-
ning magsadlari garama-garshi, ya’ni biri yutsa ikkinchisi albatta yutgazadi.

Aralash strategiya —yechimlarni ehtimollik bilan tanlash strategiyasi.

Bijadvalli o‘yinlar — o‘yinchilarning oladigan yutuglari yig‘indisi
0‘zgarmas bo‘lmagan o‘yin.

Buzilgan tayanch reja —nol bo'linagan komponentalari soni chegaralar
sonidan kam bo‘lgan tayancli reja.

Variatsion hisob - magsad funksiya integral ko‘rinishda berilgan fun-
ksionalni ekstremumini topish masalasi.

Gomori usulining algoritmi —butun sonli chizigli dasturlash iiin-sal-i
sini yechishda qo‘shirncha chegaralar go’shish yordamida rejalar to'pltttm’n
kichraytirish orgali butun komponentali yechimni anigkish.
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Dinamik dasturlash - funksiyaning global ekstremumni topish uchun.
ma’lum algoritm yordamida maxsus tuzilishga ega bo‘lgallinasalani yechish-
ning sonli usuli.

Diskret dasturlash - matematik dasturlashning bo‘limi bo‘lib, joiz re-
jalar to‘plamiga diskret sharti qo‘yilgan holdagi ckstremal masala.

Jadvalli 0‘yin —matematik modelini jadval ko‘rinishda ifodalash mum-
kin bo'lgan o'yinlar.

Jarayonlar tadgigoti — boshgaruvchili tizimlarda optimal boshgaruv
usullarini yaratish va amaliyotga qo‘llash bilan shug‘ullanuvchi fan.

Jarayonlar tadqiqotining predmeti — har vagt ham bir-biri bilan
murosada bo‘linagan ko‘p sondagi birgalikda harakatlanuvchi bo'linmalardan
tuzilgan tashkiliy boshgaruv tizimlari.

Zaxirani boshqarish —berilgan reja davrida, minimal xarajat sarflagan
holda talablarni to‘la va 0z vaqtida gondirish masalasi.

Ikkilamchi simpleks usul algoritmi - o'zgaruvchilarga manfiymaslik
sharti bo‘Imaganda, chizigli chegaralar tenglik va tengsizlik ko'rinishda beril-
ganda magsad funksiyaning minimuinini topish uchun, rejani gadamma-
gadarn yaxshilab borish algoritmi.

Imitatsion modellashtirish - tadgiq gilinayotgan tizimni tashkil et-
gan elementlarni o‘zaro muhim bog‘ligliklarini hisobga olgan holda harakatni
o‘rganish.

Kommivoyajyor masalasi - kommivoyajyor (daydi sotuvchi) shahar-
larning har birida fagat bir marta bo‘lib, boshlang‘ich shaharga, qaytib kelishi
kerak, bunda uning bosib o‘tgan yo‘li eng gisqa bo‘lsin.

Kooperativ o‘yinda NM - yechim —tagsimotlar to‘plamining to!plam
ostiki, ungategishli bo‘lgan ixtiyoriy ikki tagsimotning hech biri ikkinchisidan
afzal bo‘la olmaydi, unga tegishli bo‘lImagan ixtiyoriy taqsimot uchun, ushbu
to‘plamga tegishli bo‘lgan tagsimot mavjudki, biror koalitsiya uchun, oxirgisi
afzal hisoblanadi.

Ko‘p kriteriyali masalalar - bir vaqtning o‘zida bittadan ko‘p kri-
teriyaga ega bo‘lgan masalalar.

Maksimal ogim - to'rni tashkil etgan yoylarning o‘tkazish gobiliyati
chegarasida, mumkin bo‘lgan maksimal oqimni manbadan quyilish nugtasiga
yuborish masalasi.

Maksimin strategiya —minimal yutugni maksimal giluvchi strategiya,
ya’ni yomon holatlardan yaxshi holatni ajratib olish.

Maksimum prinsipi —boshgariladigan obyektlarni bir holatdan boshga
holatga optimal o‘tkazishning zaruriy sharti.
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Minimaks strategiya - maksimal yutgizigni minimal giluvchi strato-
giya-

Markov o‘yinlari - Markov zanjirlari orgali berilgan o‘ymda o'yinchi-
larning optimal stratcgiyalarini aniglash masalasi.

Magsad funksiya - ekstremumini topish talab etilgan funksiya.

Oilaviy munozara - oila a’zolari fagat ikki joyga teatrga yoki futbolga
borishga kelishib olishdi. Bunda oila a’zolarining bu maskanlarga borishdan
oladigan gonigishlari turlicha bo'lib, masalan, ayollar teatrni, erkaklar fut-
bolni afzal ko‘rishadi.

Ammo oila birgalikda bo‘lishni ma’qul ko‘radi. Hosil bo‘lgan holatning
o‘yin nuqtayi nazardan talgini.

Ommaviy xizmat ko‘rsatish —xizmat ko‘rsatish jihozlariga kelib tush-
gan talablar va ularga xizmat ko'rsatishni uyushtirish vazifalari va muom-
malari.

Operatsiyalar tadqgigoti masalalarining sinfiari - operatsiyalar
tadgiqoti masalalari uchta sinfga bo'linadi: Determinik; Stoxastik; Anig-
maslik.

Optimal boshgaruv masalasi - harakati differensial tenglamalar orgali
berilgan obyektni bir holatdan ikkinchi holatga optimal o'tkazish masalasi.

Parhez taom haqgidagi masala - to‘yimlilik nuqtayi nazardan eng
arzon baholi taom tayyorlash masalasi.

Pozitsion o‘yin —o‘yinning ketma-ket yurishlarini tavsiflash.

Potensiallar usuli - transport masalasining tayanch rejasini optimallik-
ka tekshiruvchi usul.

Ryukzak haqgidagi masala - 0z og‘irligi va bahosiga ega bo‘lgan pred-
metlardan tanlab olish kerakki, natijada umumiy og‘irlik berilgan sondan
oshmagan holda bahosi eng katta bo'lsin.

Simpleks usul algoritmi - bir joiz bazis rejadan boshqasiga o'tish yor-
damida magsad funksiyaning giymatini yaxshilab, optimal yechimni chekli
gadamda aniglash algoritmi.

Sof strategiyalar - o‘yinchilar ixtiyoridagi mumkin bo‘lgan yurishlar,

Stoxastik dasturlash - magsad funksiyasining ayrim koeffitsiyentlari va
chegaralash jadvalining element,lari tasodifiy migdorlar bo‘lgandagi ekstremal
masalalar.

To‘la asoslanmagan prinsip - tabiat tomonidan sodir etiladigan bar-
cha holatlarning teng imkoniyatli bo‘lishligi.

Tabiatga garshi o‘yin - ikkinchi o'yinchi sifatida tabiat ishtirok etib,
uning gaysi holatda bolishligi noma’lum bo'lgan o‘ym.
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Tarkibi bo‘yicha ommaviy xizmat ko‘rsatish tizimlarini sinflash
- bir kanalli tizim; ko'p kanalli tizim (bir nechta xizmat ko'rsatish jihozlari).

Tarmogqlar va chegaralar usuli - diskret dasturlash masalasini
yechishda rejalar to‘plamini ikki gismga ajratish va ular uchun, quyidan
chegarani aniglash orqgali optimal yechimni aniglash.

Transport masalasi uchun, shimoliy-g‘arb usul —yopiq transport
masalasida boshlang'ich tagsimotni aniglashning algoritmi.

Funksiyaning egar nuqtasi - f{x, y) funksiyaning aniglanish sohasi-
ga tegishli bo'lgan (x°,y°) nugtaki f{x,y°) < f(x°,y°) < f{x°,y) qo‘sh
tengsizlik funksiyaning aniglanish sohasiga tegishli bo'lgan ixtiyoriy (x,y)
nugtalar uchun, o'rinli.

Xarakteristik funksiya —ixtiyoriy mumkin bo'lgan koalitsiyaning yu-
tug'ini aniglab beruvchi funksiya.

Xizmat ko‘rsatishgacha bo'lgan talablarning kutish vaqtlari
bo'yicha tizimlarni sinflash —kutish vaqti cheksiz bo'lgan tizimlar; rad qi-
lish tizimlari (barcha jihozlar bandligi sababli tizimdan chiqib ketish); aralash
turdagi tizim (kelib tushgan talab navbatga turadi, ammo ma’lum vaqtdan
so'ng xizmat ko'rsatishni kutmasdan tizimdan chiqib ketadi).

Chizigli dasturlash masalasi —maqgsad funksiya va joiz rejalar sohasi
o'zgaruvchilarga nisbatan chizigli funksiyalar bilan aniglangan masala.

Chiziqli dasturlash masalasining standart shakli - o'zgaruvchilar
manfiymas shart ostida chegaralari katta yoki teng bo'lgan holda magsad
funksiyaning ekstremumini topish masalasi.

Chizigli dasturlashning yechimi mavjud bo‘lishligi hagidagi teo-
rema - chizigli dasturlash masalasi yechimga ega bo'lishligi uchun, magsad
funksiya joiz rejalar to'plamida chegaralangan bo’lishligi zarur va yetarli.

Chiziqli dasturlashning ikkilamchi masalasi - boshlang'ich
masalani ma’lum qoidalar asosida chizigli dasturlashning masalasiga kelti-
rish.

Chiziqli dasturlash masalasining kanonik shakli —o'zgaruvchilari
manfiymas, chegaralari tenglik ko'rinishda berilgan chizigli dasturlash masa-
lasi.

Cheksiz 0‘yin —o'yinchilarning strategiyalari soni cheksiz sonda bo'ladi,
ularning sanoqli va sanoqsiz bo'lgan hollari alohida qaraladi.
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