
1

МИНИСТЕРСТВО ОБРАЗОВАНИЯ И НАУКИ РОССИЙСКОЙ ФЕДЕРАЦИИ 

УНИВЕРСИТЕТ ИТМО 

О.А. Степанов 

МЕТОДЫ ОБРАБОТКИ НАВИГАЦИОННОЙ 
ИЗМЕРИТЕЛЬНОЙ ИНФОРМАЦИИ  

Учебное пособие 

Санкт-Петербург 

2017 



2

УДК 629.783 

ББК 39.62 

          C79 

Рецензенты: 

А.М. Боронахин – д-p техн.наук, профессор Санкт-Петербургского 

государственного электротехнического университета «ЛЭТИ»  

им. В.И. Ульянова (Ленина); 
А.В. Небылов – д-p техн.наук, профессор Санкт-Петербургского 

государственного университета аэрокосмического приборостроения. 

Рекомендовано к печати Ученым советом факультета Системы управления 

и робототехники, протокол № 7 от 22.11.2016. 

Степанов О.А.  

C79 Методы обработки навигационной измерительной информации.  – 

СПб: Университет ИТМО, 2017. –  196 с. 

Излагаются общие принципы, используемые при обработке 
измерительной информации с целью оценивания неизвестных параметров 

и случайных последовательностей. Рассматриваются различные подходы и 

методы построения алгоритмов оценивания. Значительное внимание 
уделяется рекуррентному дискретному фильтру Калмана и его аналогу для 

непрерывного времени. В прикладном плане изложение ориентировано на 
решение задач, связанных с обработкой навигационной информации. 

Материал представлен в виде восьми разделов, содержащих 

теоретическую часть и значительное количество примеров и задач для 

самостоятельного решения. 

Учебное пособие подготовлено в помощь студентам, обучающимся по 

специальностям, связанным с обработкой избыточной измерительной 

информации, в частности, для направления подготовки бакалавров 

24.03.02 «Системы управления движением и навигация» и направления 

подготовки магистров 24.04.02 «Системы управления движением и 

навигация» в рамках дисциплин «Математические основы теории 

оценивания», «Методы и задачи обработки навигационной информации». 

ISBN 978-5-7577-0554-5 

 Университет ИТМО, 2017 

 О.А. Степанов, 2017 



 

 
3

 

 

 

Содержание 

 

 
Введение ............................................................................................................... 6 

Условные сокращения ..................................................................................... 7 

Основные определения. ................................................................................... 8 

1. Примеры и постановки задач оценивания постоянных  параметров при 

обработке навигационной информации .......................................................... 10 

1.1. Оценивание коэффициентов полинома ................................................ 10 

1.2. Задача начальной выставки инерциальной навигационной системы. 

Простейший случай ....................................................................................... 12 

1.3. Постановка линейной задачи оценивания ............................................ 13 

1.4. Определение относительного сдвига реализаций ............................... 14 

1.5. Определение координат по измерениям дальностей до точечных 

ориентиров ...................................................................................................... 16 

1.6. Определение координат и скорости по спутниковым данным .......... 18 

1.7. Постановка нелинейной задачи оценивания и ее линеаризация ........ 19 

Задачи к разделу ............................................................................................. 22 

Контрольные вопросы ................................................................................... 24 

2. Решение задач оценивания на основе детерминированного подхода. 
Метод наименьших квадратов ......................................................................... 25 

2.1. Основные положения и постановка задачи  в методе наименьших 

квадратов ......................................................................................................... 25 

2.2. Общее решение задачи синтеза алгоритмов на основе метода 
наименьших квадратов в линейном случае ................................................. 30 

2.3. Анализ точности в методе наименьших квадратов  в линейном 

случае ............................................................................................................... 34 

2.4. Решение нелинейных задач оценивания. Линеаризованные и 

итерационные алгоритмы .............................................................................. 39 

Задачи к разделу ............................................................................................. 47 

Контрольные вопросы ................................................................................... 48 

3. Решение задач оценивания на основе небайесовского  подхода. Метод 

максимума правдоподобия ............................................................................... 49 



 

 
4

3.1. Основные положения и постановка задачи .......................................... 49 

3.2. Метод максимума правдоподобия ........................................................ 52 

3.3. Общее решение линейной гауссовской задачи. Взаимосвязь с 
алгоритмами метода наименьших квадратов .............................................. 55 

3.4. Решение нелинейной гауссовской задачи. Взаимосвязь с 
алгоритмами метода наименьших квадратов .............................................. 57 

Задачи к разделу ............................................................................................. 60 

Контрольные вопросы ................................................................................... 61 

4. Байесовский подход. Оптимальные оценки ............................................... 63 

4.1. Формула Байеса и апостериорная плотность ....................................... 63 

4.2. Постановка и общее решение байесовской задачи оценивания ........ 65 

4.3. Свойства оптимальных байесовских оценок ....................................... 67 

4.4. Решение линейной гауссовской задачи. Взаимосвязь с алгоритмами 

метода наименьших квадратов ..................................................................... 69 

4.5. Линейные оптимальные оценки.  Постановка задачи и ее общее 
решение ........................................................................................................... 71 

4.6. Повышение точности оценивания при использовании  нелинейных 

алгоритмов ...................................................................................................... 73 

Задачи к разделу ............................................................................................. 77 

Контрольные вопросы ................................................................................... 78 

5. Алгоритмы комплексной обработки измерений ........................................ 79 

5.1. Примеры и постановка задачи комплексной обработки ..................... 79 

5.2. Комплементарный фильтр. Инвариантная схема обработки ............. 82 

5.3. Неинвариантная схема обработки ......................................................... 84 

5.4. Централизованная и децентрализованная схемы обработки ............. 87 

5.5. Рекуррентная схема обработки .............................................................. 90 

Задачи к разделу ............................................................................................. 91 

Контрольные вопросы ................................................................................... 94 

6. Случайные последовательности .................................................................. 95 

6.1. Определение случайной последовательности и ее описание ............. 95 

6.2. Стационарные случайные последовательности.  Дискретный белый 

шум .................................................................................................................. 97 

6.3. Марковские  последовательности ....................................................... 100 

6.4. Формирующий фильтр ......................................................................... 101 

6.5. Динамика изменения матрицы ковариаций  марковской 

последовательности ..................................................................................... 105 

Задачи к разделу ........................................................................................... 109 

Контрольные  вопросы ................................................................................ 110 



 

 
5

7. Фильтрация случайных последовательностей. Дискретный фильтр 

Калмана ............................................................................................................ 112 

7.1. Постановка и решение задачи нерекуррентного оптимального  

линейного оценивания случайных последовательностей ........................ 112 

7.2. Постановка линейной задачи рекуррентной оптимальной  

фильтрации случайных последовательностей .......................................... 117 

7.3. Дискретный фильтр Калмана для случайных  

последовательностей ................................................................................... 119 

7.4. Уравнения ошибок фильтра Калмана. Инновационная 

последовательность ...................................................................................... 127 

7.5. Динамика изменения матрицы ковариаций  и установившийся 

режим в задаче фильтрации ........................................................................ 129 

7.6. Постановка и общее решение задачи рекуррентной оптимальной 

фильтрации случайных последовательностей с нелинейными 

измерениями ................................................................................................. 133 

Задачи к разделу ........................................................................................... 136 

Контрольные  вопросы ................................................................................ 137 

8. Фильтрация случайных процессов. Фильтр Калмана-Бьюси ................. 138 

8.1. Случайные процессы и методы их описания ..................................... 138 

8.2. Формирующий фильтр ......................................................................... 142 

8.3. Постановка и общее решение задачи оптимальной линейной 

фильтрации. Фильтр Калмана-Бьюси ........................................................ 145 

8.4. Связь непрерывных и дискретных алгоритмов фильтрации ............ 150 

Задачи к разделу ........................................................................................... 154 

Контрольные вопросы ................................................................................. 155 

Приложение 1 ............................................................................................... 157 

П1. Основные матричные операции ........................................................... 157 

Приложение 2 ............................................................................................... 169 

П2. Случайные величины и векторы .......................................................... 169 

П2.1. Случайная величина и ее описание ............................................... 169 

П2.2. Гауссовские случайные величины и их характеристики ............ 171 

П2.3. Случайные векторы и их описание ............................................... 173 

П.2.4. Гауссовские случайные векторы и их характеристики .............. 175 

Приложение 3 ............................................................................................... 179 

П3. Обыкновенные дифференциальные уравнения .............................. 179 

Литература .................................................................................................... 182 

Предметный указатель ................................................................................. 185 

История кафеды Информационно-навигационных систем ........................ 193 

 



 

 
6

 

 

 

Введение 

 

 
Предлагаемое учебное пособие подготовлено на основании многолетне-

го опыта, накопленного автором при чтении курса лекций «Математиче-
ские основы теории оценивания» для студентов 3-его курса кафедры ин-

формационно-навигационных систем Университета ИТМО, и опыта про-

чтения лекций, посвященных методам теории фильтрации при решении 

задач обработки навигационной информации, читаемых студентам стар-

ших курсов трех ведущих вузов Санкт-Петербурга: Университета ИТМО, 

Государственного электротехнического университета (ЛЭТИ) им. В.И. 

Ульянова (Ленина) и Государственного университета аэрокосмического 

приборостроения. Значительную роль при формировании содержания 

учебного пособия сыграл и опыт, накопленный при чтении аналогичного 

курса лекций для студентов Технологического института г. Карлсруэ 
(Германия). 

В учебном пособии излагаются общие принципы, используемые при об-

работке измерительной информации с целью оценивания неизвестных па-
раметров. Рассматриваются различные подходы к построению алгоритмов 

оценивания в зависимости от уровня априорной информации статистиче-
ского характера об оцениваемых параметрах и ошибках измерения, в том 

числе такие, как метод наименьших квадратов, метод максимума правдо-

подобия и байесовский метод. Анализируется взаимосвязь алгоритмов, по-

лучаемых в рамках рассматриваемых подходов. Методы и алгоритмы, по-

лученные для постоянного вектора, обобщаются применительно к оцени-

ванию случайных последовательностей, наиболее важным из которых яв-

ляется рекуррентный дискретный фильтр Калмана. Кроме того, рассматри-

вается фильтр Калмана для непрерывного времени и обсуждается переход 

от непрерывных алгоритмов к их дискретным аналогам. Отметим, что при 

изложении материала обсуждается не только проблема синтеза алгорит-
мов, но и весьма важная для практических приложений проблема анализа 
точности. В этой связи предпочтение отдается алгоритмам, вытекающим 

из байесовского подхода, которые, помимо самой оценки, обеспечивают 
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возможность выработки текущих характеристик точности в виде соответ-
ствующей матрицы ковариаций ошибок оценивания.  

В прикладном плане пособие ориентировано на решение задач, связан-

ных с обработкой навигационной информации. Именно в этой области ак-

тивно используются излагаемые в пособии алгоритмы оценивания. Мате-
риал представлен в виде восьми разделов (лекций). Каждый раздел вклю-

чает теоретическую часть и значительное количество иллюстрирующих 

примеров, в которых излагается постановка рассматриваемых задач и кон-

кретизируются обсуждаемые алгоритмы. В конце разделов приведены за-
дачи для самостоятельного решения и перечень контрольных вопросов. 

Пособие предназначено для студентов, обучающихся по специально-

стям, связанным с обработкой избыточной измерительной информации. 

При его составлении за основу взят материал книг [25, 26], адаптирован-

ный для изучения студентами соответствующих специальностей и ориен-

тированный на ознакомление с основами теории и принципами построения 

алгоритмов оценивания неизвестных параметров и случайных последова-
тельностей. 

При изложении материала активно используется математический аппа-
рат в объеме, традиционно изучаемом на первых курсах технических ву-

зов. Для понимания содержания учебного пособия требуется хорошее зна-
ние основ теории вероятностей, матричного исчисления и теории диффе-
ренциальных уравнений. В связи с этим, с целью удобства читателя, в при-

ложениях к учебному пособию приведены основные сведения по каждой 

из перечисленных тем.  

Автор выражает благодарность всем сотрудникам и аспирантам кафедры 

информационно-навигационных систем Университета ИТМО и научно-

образовательного центра АО «Концерн» ЦНИИ «Электроприбор», помо-

гавшим отрабатывать предлагаемую рукопись. Особая благодарность Ут-
киной Т.П. и Богомолову В.В., выполнившим значительный объем работ 
по окончательному редактированию текста. 

 

Условные сокращения 

ИНС  инерциальная навигационная система 
МНК  метод наименьших квадратов 

ММНК  модифицированный метод наименьших квадратов 

МФП  максимум функции правдоподобия 

ОМНК  обобщенный метод наименьших квадратов 

ОФК  обобщенный фильтр Калмана 
СКО  среднеквадратическое отклонение  
СНС  спутниковая навигационная система 
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ФК  фильтр Калмана 
ф.р.в.  функция распределения вероятностей 

ф.п.р.в.  функция плотности распределения вероятностей 

Основные определения 

Измерения – набор величин, вырабатываемых соответствующими дат-
чиками. Применительно к навигационным задачам в качестве таких датчи-

ков могут выступать акселерометры, гироскопы, барометры, дальномеры и 

т.п. 

Под измерениями в настоящем учебном пособии понимаются также зна-
чения координат и/или составляющих скорости подвижного объекта и/или 

параметров его ориентации, вырабатываемые инерциальными навигацион-

ными системами, системами счисления и аппаратурой потребителей спут-
никовых навигационных систем. 

Для измерений, как правило, используется обозначение ,iy  1,2....i    

для случая дискретного времени или ( )y t   для случая непрерывного вре-
мени.  

Измерения, как и все определяемые далее величины, могут быть как 

скалярными, так и векторными. 

Ошибки измерения  разность между истинными и измеренными зна-
чениями величин  ускорений, скоростей, координат и т.д.  

Для ошибок измерений, как правило, используются обозначение ,iv  

1,2....i  – для случая дискретного времени или ( )v t   для случая непре-
рывного времени. 

Оцениваемый параметр  параметр, который отыскивается в результа-
те обработки накопленных измерений. 

Для оцениваемых параметров, как правило, используется обозначение 
,ix  1,2....i    для случая дискретного времени или ( )x t   для случая не-

прерывного времени.  

Модель измерений  математические соотношения ( , )i i i iy s x v  или 

( ) ( , ( ), ( ))y t s t x t v t , определяющие, каким образом связаны измерения с 
оцениваемыми параметрами и ошибками измерения. 

Далее используются линейные и нелинейные модели или функции 

( )x , т.е. такие, которые удовлетворяют либо не удовлетворяют принципу 

суперпозиции: 

1 2 1 2( ) ( ) ( )ax bx a x b x      , 

где a и b – произвольные постоянные величины. 

Модель оцениваемых параметров  математические соотношения в 

виде разностных или дифференциальных уравнений, определяющих, ка-
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ким образом эти параметры изменяются во времени. Далее, как правило, 

используются линейные модели, задаваемые линейными уравнениями. 

Задача оценивания  задача, целью которой является нахождение неиз-
вестных параметров (получение оценки) с использованием измерений и 

информации о моделях для измерений и самих оцениваемых параметров. 

Оценка параметра  значение параметра, получаемое в результате ре-
шения задачи оценивания. 

Для полученных оценок параметров, как правило, используется обозна-
чение ˆ ,ix  1,2....i     для случая дискретного времени или ˆ( )x t   для слу-

чая непрерывного времени. 

Алгоритм оценивания – последовательность вычислений и логических 

операций, выполняемых с измерениями с целью получения оценок оты-

скиваемых параметров. 

Ошибки оценивания  разность между истинными значениями пара-
метров и их оценками. 

Для ошибок оценок параметров, как правило, используется обозначение 
ˆ , 1,2....i i ix x i      для случая дискретного времени или 

ˆ( ) ( ) ( )t x t x t     для случая непрерывного времени. 

Критерий оценивания  функция или функционал, который подлежит 
минимизации или максимизации при нахождении оцениваемых парамет-
ров 
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РАЗДЕЛ 1 

Примеры и постановки задач 

оценивания постоянных параметров 

при обработке навигационной информации
 

 
Рассмотрим примеры типичных линейных и нелинейных задач оценива-

ния постоянных параметров, с которыми приходится сталкиваться при об-
работке измерительной информации [1, 2, 4, 5, 8, 10-12, 15, 17, 19, 20,  
22–34]. 

1.1. Оценивание коэффициентов полинома  

Предположим, что в моменты времени it , 1.i m  с использованием 

имеющегося на борту летательного аппарата датчика проведены измере-
ния высоты ( )h t , и при этом можно полагать, что в течение интервала 
проведения измерений эта высота не меняется. Тогда, вводя обозначение 
h x  и полагая, что измерения содержат ошибки 

iv , 1.i m , задачу опре-
деления h  можно свести к оцениванию неизвестной постоянной величины 
x  по набору зашумленных измерений 

i iy x v  , 1.i m .             (1.1) 

Вводя составленный из единичек столбец H , т [1,1....1]H  , m-мерные 
векторы т

1( ,... )my y y  и т
1( ,... )mv v v , измерения (1.1) можно записать как 

y Hx v  .                   (1.2) 

Отличительная особенность этого выражения заключается в том, что за-
висимость измерений от оцениваемого параметра – линейная. В этой связи 
можно говорить о линейном характере измерений. Можно ввести более 
сложную модель для описания изменения высоты за время проведения из-
мерений. В частности, если считать, что высота меняется по линейному за-
кону (представляет собой линейный тренд), то измерения, проводимые с 
интервалом t , можно представить в виде 

0i i iy x Vt v   , 1.i m ,               (1.3) 
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где 0 ,x V   подлежащие определению неизвестные начальная высота и 

вертикальная скорость, полагаемая постоянной; ( 1)it i t    моменты 

времени от начала наблюдения.  
Измерения (1.3) и в этом случае могут быть представлены с помощью 

соотношения (1.2), для чего достаточно ввести оцениваемый вектор и мат-
рицу H  в следующем виде: 

т т
1 2 0( , ) ( , )x x x x V  ; т

1 2

1 1 . . 1

. .
m

H
t t t

 
  
 

.  (1.4) 

Можно получить представление (1.2) и для более общего случая, когда 
изменение высоты описывается полиномом 1n  -первого порядка, и тогда 
задача в математическом плане может быть сведена к оцениванию коэф-

фициентов этого полинома по измерениям  
2 1

1 2 3 .. n

i i i n i iy x x t x t x t v
      , 1.i m .     (1.5) 

К такой постановке нередко сводится задача предварительной обработки 
измерений используемых датчиков для снижения уровня их шумов.  
С необходимостью оценивания коэффициентов полинома приходится 

также сталкиваться и при решении так называемой задачи калибровки 

приборов. Ее суть заключается в том, что показания прибора сравнивают-
ся либо с эталонным значением измеряемого параметра, либо с показания-
ми другого, более точного измерителя. При этом требуется построить мо-
дель изменения ошибок во времени с тем, чтобы в дальнейшем при отсут-
ствии эталона учесть эти изменения и тем самым повысить точность изме-
рения в штатном режиме. Пример реализаций ошибок измерений, явно со-
держащих постоянную составляющую в одном случае и квадратичный 
тренд (полином второго порядка) в другом, приведен на рис. 1.1.  

  а)       б) 

 

Квадратичный
тренд

Измеренные значения

Номер измерения
 

Рис. 1.1. Примеры реализации ошибок измерений, содержащих постоянную  
величину (а) и квадратичный тренд (б), 10 ct  , 0,1 ct   
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В качестве аргумента в выражении (1.5) не обязательно должно фигури-
ровать время. Это могут быть и другие физические величины, например 
температура. Известно, что ошибки высокоточных измерителей сущест-
венным образом зависят от температуры. Для снижения этих ошибок пре-
дусматривается специальная система термостабилизации. Если предвари-
тельно описать, а затем учитывать зависимость изменения погрешностей 
прибора от температуры, например с помощью полиномиальной модели, 
то в ряде случаев удается заметно снизить требования к дорогостоящей 
системе термостабилизации.  

 

1.2. Задача начальной выставки инерциальной 

навигационной системы. Простейший случай  

Известно, что, если пренебречь ошибками чувствительных элементов 
инерциальной навигационной системы (ИНС), погрешность выработки 
скорости для одного из каналов ИНС в простейшем случае может быть 
приближенно описана с помощью следующего выражения [1, 12]: 

( ) (0) sin (0)cos
E i ш i E ш i

V t gR t V t       , 1.i m , 

где (0) , (0)EV  – начальная ошибка построения вертикали (угла между 

истинной и вырабатываемой в ИНС плоскостями горизонта) и начальная 
ошибка скорости; g  – ускорение силы тяжести; R  – радиус Земли; 

ш
g

R
   – частота, соответствующая периоду Шулера: 2 84ш

R
T

g
    

мин.  
Предположим, что объект, на котором установлена ИНС, неподвижен, 

т.е. известно, что скорость нулевая. В этом случае вырабатываемые инер-
циальной системой показания скорости фактически будут представлять 
собой ошибку ИНС. Снимая эти показания в дискретные моменты време-
ни, можем записать:  

( ) (0) sin (0)cos
i ш i E ш i i

y t gR t V t v       ,       (1.6) 

где iv  – ошибка съема показаний.  

Используя набор измерений, можно оценить начальную ошибку по-
строения вертикали и ошибку выработки скорости. По сути это есть задача 
начальной выставки ИНС в ее простейшем рассмотрении. Вводя вектор 
оцениваемых параметров и матрицу Н с помощью соотношений  

т ( (0),x    (0)EV );      (1.7) 

т 1 2

1 2

sin , sin , . . sin

cos , cos , . . cos
ш ш ш m

ш ш ш m

gR t gR t gR t
H

t t t

      
  

   
,  (1.8) 

нетрудно и эти измерения представить в виде, аналогичном (1.2). 
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Если предположить, что задача решается на малом, по сравнению с пе-
риодом Шулера, интервале времени, то, раскладывая в ряд значения функ-
ций sin ш it  и cos ш it , эту задачу легко свести к задаче оценивания коэф-

фициентов полинома. В частности, если считать, что 
2

sin ш i i

ш

t t
T


  , 

cos 1ш it   при 
i шt T , то измерения могут быть приближенно записаны с 

помощью полинома 1-го порядка 
2

( ) (0) (0) (0) (0)
i i E i E i i

ш

y t gR t V V g t
T


            .    (1.9) 

 
С оцениванием коэффициентов полиномов второго и третьего порядка 

приходится иметь дело и в задаче выработки так называемых динамиче-
ских параметров, при решении которой погрешности ИНС по составляю-
щим скорости и перемещения на интервале времени T  приближенно 
описываются с помощью полиномиальных моделей [1]. 

1.3. Постановка линейной задачи оценивания 

Все перечисленные выше задачи могут быть сведены к следующей об-

щей постановке линейной задачи оценивания.  

Задан постоянный n -мерный вектор т
1( ,... )

n
x x x  

0x  ,      (1.10) 

и имеется m -мерный вектор измерений т
1( ,... )

m
y y y  

y Hx v  ,         (1.11) 

где Н – mn-мерная матрица, а т
1( ,... )

m
v v v  m-мерный вектор, описы-

вающий ошибки измерения.  
Требуется, располагая измерением (1.11), найти в каком-то смысле «хо-

рошую» оценку ˆ( )x y  неизвестного вектора x . Этот вектор в задачах оце-

нивания называется вектором состояния (state vector). Запись 0
dx

x
dt

   

означает, что вектор x постоянный, поскольку решение этого простейшего 
дифференциального уравнения constx  . Такая запись используется в це-
лях установления преемственности рассматриваемой в этой главе задачи 
оценивания постоянного вектора с более общими задачами оценивания 
изменяющегося вектора, поведение которого во времени может быть опи-
сано с помощью дифференциальных или разностных уравнений.  
При решении сформулированной задачи важным представляется не 

только сам алгоритм вычисления оценки по имеющимся измерениям, но и 
умение количественно охарактеризовать уровень ошибки оценки, опреде-
ляемой как 
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ˆ( ) ( ),y x x y          (1.12) 

т.е. количественно оценить точность вырабатываемой предлагаемым алго-
ритмом оценки. Последнее особенно актуально при решении задач обра-
ботки навигационной информации. Таким образом, в рассматриваемой 
проблеме можно выделить две важные задачи: задачу синтеза алгоритма, 
т.е. получения конкретной процедуры вычисления оценок ˆ( )x y , и задачу 

анализа точности, суть которой заключается в выявлении свойств ошибок 
(1.12), в частности, в определении уровня этих ошибок. 
 

1.4. Определение относительного сдвига реализаций  

Рассмотрим далее примеры нелинейных задач оценивания. Нередко при 
решении прикладных задач приходится сталкиваться с задачей определе-
ния относительного сдвига двух реализаций. Поясним ее суть. Пусть зада-
на (известна) в общем случае нелинейная функция ( )s t  скалярного аргу-

мента и проведены измерения типа  
( )i i iy s t v    , 1.i m ,    (1.13) 

где 
iv , 1.i m  – ошибки измерения функции в точках 

it   , значения кото-

рых заданы с точностью до неизвестной постоянной величины  .  

Требуется, зная функцию ( )s t  и располагая значениями 
iy , 

it , 1.i m , 

оценить  , т. е. необходимо определить временное запаздывание (сдвиг) 
одной реализации относительно другой. В случае, например, когда ( )s t  яв-

ляется гармоническим колебанием, это выражение можно конкретизиро-
вать как 

0sin( )i i iy A t v     , 1.i m ,       (1.14) 

где A  – амплитуда; 2 f   – круговая частота; 0  – фаза.  
При известных значениях амплитуды и частоты получаем задачу опре-

деления фазы. Отличительная особенность этого выражения заключается 
в том, что зависимость измерений от оцениваемого параметра – нелиней-
ная. В этой связи можно говорить о нелинейном характере измерений. В 
общем виде в нелинейных задачах оценивания измерения можно запи-
сать как  

( )y s x v  ,     (1.15) 

где x,  – n- и m-мерные векторы; т
1( ) ( ( ),.. ( ))

m
s x s x s x  – m-мерная вектор-

функция.  
В рассмотренном примере при известных значениях амплитуды и часто-

ты (1.14) сводится к (1.15), если 0x    и 
т

1( ) ( sin( ),.... sin( ))
m

s x A t x A t x     . Геометрический смысл этой задачи 

ясен из рис. 1.2.  
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Если требуется решить задачу определения частоты x  , то при из-
вестной фазе и амплитуде т

1 0 0( ) ( sin( ),.... sin( ))
m

s A xt A xt      . 
т

1 0 0(.) ( sin( ),.... sin( ))
m

s A xt A xt     . Если требуется определить не толь-

ко фазу, но и частоту сигнала, то в (1.15) следует принять т
0( , )x    , а 

т
2 1 1 2 1( ) ( sin( ),.... sin( ))

m
s A x t x A x t x    . В этом случае получаем задачу 

фазовой автоподстройки частоты, которую нередко приходится решать 
при построении различных измерительных приборов. В общем случае в 
задаче определения параметров гармонического сигнала могут быть 
неизвестны все три параметра – амплитуда, частота и фаза, тогда вектор 

оцениваемых параметров будет трехмерным т
0( , , )x A   . Нетрудно заме-

тить, что при известных значениях частоты и фазы зависимость измерений 
от амплитуды линейная (см. задачу 1.2). 

 

Рис. 1.2. К задаче определения фазы  

Большинство радионавигационных систем также основано на определе-
нии сдвига одной измеренной с ошибками реализации функции типа (1.13) 
относительно другой (эталонной) – её точно известной копии [29, 30]. В 
частности, возможность нахождения координат в современных спутнико-
вых навигационных системах (СНС) обеспечивается за счет одновремен-
ного измерения нескольких задержек, обусловленных конечным временем 
распространения радиоволн между спутниками и потребителем. Эти за-
держки измеряются путем сопоставления огибающей, выделяемой из при-
нимаемых от спутников сигналов, с их копиями, формируемыми в прием-
ной аппаратуре потребителя [5, 23]. 
К аналогичной постановке сводится и задача так называемой корреля-

ционно-экстремальной навигации, или навигации по геофизическим 

полям [4, 11, 15, 25, 28]. Идея этого метода навигации заключается в уточ-
нении координат подвижного объекта на основе сопоставления реализации 
измеренных значений некоторого геофизического параметра, например 
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рельефа местности, с реализацией, вычисленной с использованием заранее 
снятой карты. В этом случае измерения (1.13) будут соответствовать одно-
мерному варианту этой задачи, если временной аргумент заменить на про-
странственный, а функция ( )s   будет соответствовать снимаемому с карты 

изменению рельефа местности от этой пространственной координаты  
(рис. 1.3). Здесь также требуется найти пространственный сдвиг измерен-
ной реализации относительно карты. 

 

Рис. 1.3. К одномерной задаче уточнения координат места  
по рельефу местности 

1.5. Определение координат по измерениям дальностей 

до точечных ориентиров  
В качестве примера еще одной нелинейной задачи оценивания можно 

привести задачу определения координат объекта на плоскости с исполь-
зованием измерений дальностей до ориентиров, координаты которых 

предполагаются известными (рис. 1.4). В этом случае т
1 2( , )x x x , и изме-

рения принимают вид 

   2 2

1 1 2 2( ) i i

i i i iy s x v x x x x v       , 1.i m ,    (1.16) 

где 1 2, ;x x  1 2,i i
x x , 1.i m  – координаты объекта и ориентиров соответствен-

но, а 

   2 2

1 1 2 2( ) ( ) i i

i i
s x D x x x x x     . 

Идея определения местоположения с использованием измерений даль-
ностей достаточно простая. При наличии безошибочного измерения даль-
ности до одного точечного ориентира координаты объекта становятся из-
вестными с точностью до его расположения на окружности, радиус кото-
рой совпадет с измеренным значением дальности. Линии постоянного зна-
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чения измеряемых параметров в навигации называются изолиниями по-

ложения [10]. В данном случае они представляют собой окружности. Рас-
полагая двумя измеренными без ошибок значениями дальностей, коорди-
наты объекта можно получить как одну из двух возможных точек пересе-
чения этих изолиний. Поскольку измерения содержат ошибки, то вместо 
линий будут формироваться полосы, заключенные между окружностями, 
равными максимально и минимально возможным значениям дальностей 
при заданном уровне ошибок измерения. При наличии двух измерений 
возможные координаты объекта будут с высокой степенью вероятности 
располагаться внутри фигуры, формируемой в результате пересечения 
двух полос. При наличии большего количества измерений возникает про-
блема определения координат с максимальной точностью. 

 

1
2

1
1 , xx

2
2

2
1 , xx

1x

2x

 

Рис. 1.4. Определение координат объекта на плоскости с использованием  
измерений дальности до двух ориентиров с известными координатами 

Если все измерения содержат одинаковую постоянную составляющую 
ошибки, то, обозначая ее как 3x , можем записать   

   2 2

1 1 2 2 3( ) i i

i i i i
y s x v x x x x x v        , 1.i m .     (1.17) 

Такую составляющую будем называть в дальнейшем систематической 
составляющей ошибки или просто систематической ошибкой. Понятно, 
что для определения координат по этим измерениям требуется оценить 

вектор т
1 2 3( , , )x x x x .  



 

18

В то же время цель решения задачи заключается в нахождении коорди-
нат объекта 1 2,x x , а неизвестная постоянная составляющая ошибки изме-
рения 3x  наряду с ошибками iv  лишь «мешает» ее решению. В связи с этим 

параметры типа 3x  нередко называют мешающими параметрами. Проце-
дура включения неизвестных параметров в оцениваемый вектор называет-
ся расширением оцениваемого вектора состояния (augmentation). 

1.6. Определение координат и скорости 

по спутниковым данным  

Легко обобщить рассмотренную в предыдущем примере задачу на слу-
чай определения координат в трехмерном пространстве. Именно такого 
типа измерения используются при определении координат с помощью 
упоминавшихся уже СНС. Измерив задержки между принимаемыми и 
формируемыми в аппаратуре потребителя реализациями и располагая из-
вестной скоростью распространения радиоволн, измеренные значения 
дальностей до спутников можно представить как 

     2 2 2

1 1 2 2 3 3
i i i

i ix x x x x x c t           ,  (1.18) 

где 1 2 3, ,x x x   неизвестные координаты потребителя на момент приема 
сигналов, заданные в прямоугольной геоцентрической системе координат; 

i

jx , 1,2,3j   – координаты i -го спутника в той же системе координат, пе-
редаваемые потребителю в навигационном сообщении; t   ошибка часов 
потребителя; 

i   суммарная ошибка измерения; c   скорость света [5, 19, 

23].  
Заметим, что орбиты и расположение на них спутников выбираются та-

ким образом, чтобы практически в любой точке земного шара в любое 
время можно было бы получить измерения не менее чем от четырех спут-
ников. В состав СНС помимо спутников входят наземные контрольные 
станции, задача которых заключается в уточнении параметров движения 
(координат и скоростей) спутников (рис. 1.5).  

Компонентами оцениваемого вектора т
1 2 3( , , , )x x x x t   являются коор-

динаты потребителя и ошибка его часов. 
Помимо координат, с использованием СНС могут быть определены так-

же и составляющие скорости потребителя. С этой целью используются из-
мерения доплеровских смещений несущей частоты ( доп

jf ), возникающих за 
счет взаимного перемещения спутника и потребителя.  
Используя эти измерения, можно записать  

     
1 1 1 1 2 2 2 2 3 3 3 3

2 2 2

1 1 2 2 3 3

( )( ) ( )( ) ( )( )i i i i i i

i i
i i i

x x x x x x x x x x x x
c t

x x x x x x

       
     

    

        , (1.19) 
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где jx ; i

jx , 1,2,3j    составляющие скорости потребителя и i -го спутника 
соответственно; t   ошибка из-за дрейфа часов потребителя; i   сум-

марная ошибка доплеровских измерений. Здесь оцениванию подлежит век-
тор, включающий составляющие скорости потребителя 1 2 3, ,x x x    и ошибку 

из-за дрейфа его часов. 

1
3

1
2

1
1 ,, xxx

2
3

2
2

2
1 ,, xxx 3

3
3
2

3
1 ,, xxx

4
3

4
2

4
1 ,, xxx

11 , 

22 ,  33 , 

44 , 

321 ,, xxx

 
Рис. 1.5. Определение координат и скорости по данным СНС: 

КС контрольные станции, определяющие параметры движения спутников 

Как видно из представленных выражений, ошибки измерения дальности 
и скорости ее изменения, обусловленные ошибками часов потребителя и 
дрейфом их ухода, носят систематический характер. Их наличие и опреде-
лило используемые для измеряемых параметров (1.18), (1.19) термины – 
псевдодальность и псевдоскорость, а также тот факт, что для решения на-
вигационной задачи одновременно требуются измерения не менее чем от 
четырех спутников.  

1.7. Постановка нелинейной задачи оценивания 

и ее линеаризация 

Все перечисленные выше задачи могут быть сведены к следующей об-

щей постановке нелинейной задачи оценивания. 

Задан постоянный неизвестный n -мерный вектор т
1( ,... )nx x x  

0x  ,            (1.20) 

и имеется m -мерный вектор измерений т
1( ,... )my y y  

( )y s x v  ,       (1.21) 

где т
1( ) ( ( ),.. ( ))ms s x s x   – m -мерная в общем случае нелинейная функция, 

а т
1( ,... )mv v v  m-мерный вектор, характеризующий ошибки измерения. 
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Требуется, располагая измерением (1.21), найти в каком-то смысле «хо-
рошую» оценку ˆ( )x y  неизвестного вектора x .  

Здесь, как и в линейном случае, необходимо выделять задачу синтеза ал-
горитмов и задачу анализа точности, суть которой заключается в опреде-
лении свойств ошибок оценивания (1.12). Ясно, что такая постановка 
включает в себя и линейный случай, поскольку, заменив в (1.21) ( )s x  на 
Hx , приходим к задаче (1.10), (1.11). 
Далее при обсуждении возможных путей построения алгоритмов оцени-

вания и анализа их точности будут рассматриваться оба класса задач: ли-
нейные и нелинейные. Однако основное внимание, тем не менее, будет 
уделяться линейным задачам. Объясняется это не только простотой реше-
ния таких задач, но и тем фактом, что многие нелинейные задачи в ряде 
случаев могут без значительных потерь в точности быть сведены к линей-
ным постановкам. Осуществляется это на основе линеаризации функции 

( )s  = т
1(.) ( ( ),.. ( ))ms s x s x , т.е. приближенного представления ее в виде ряда 

Тейлора, в котором сохраняются только члены первого порядка: 

т( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
л

л л л л л

x x

ds
s x s x x x s x H x x x

dx 

      ,        (1.22) 

где л
x  – точка линеаризации;  

т( )
л

л

x x

ds
H x

dx 

 .     (1.23) 

При построении алгоритмов оценивания, основанных на линеаризации, 
в качестве оцениваемого вектора состояния удобно использовать вектор 
отклонений в виде  

( )лx x x   .          (1.24) 

Перенесем известные слагаемые в левую часть и введем обозначение 

( ) ( )л л
y x y s x



  .           (1.25) 

Тогда можно записать следующее приближенное соотношение: 

т( ) ( ) ( )
л

л л л

x x

ds
y x x x v H x x v

dx 

      ,      (1.26) 

в котором ( )лy x  представляет собой измерение, полученное из исходного 

путем вычитания известных величин.  
Таким образом, исходная нелинейная задача приближенно сведена к ли-

нейной задаче оценивания x  по измерениям (1.26).  
Ясно, что линеаризованное описание будет допустимым лишь в ограни-

ченной окрестности точки линеаризации. Точность такого представления 
ориентировочно можно оценить для скалярного случая величиной  

2
2

2
( )л

d s
x x

dx
   ,        (1.27) 
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определяющей уровень слагаемых второго порядка в разложении Тейлора 

и зависящей, с одной стороны, от величины второй производной 
2

2

d s

dx
, а с 

другой – от ожидаемых возможных отклонений действительных неизвест-
ных значений оцениваемого параметра от точки линеаризации, т.е. от раз-
ности ( )лx x .  

О допустимости линеаризованного описания при решении задач оцени-
вания можно судить, сопоставляя уровень ожидаемых ошибок измерения  
с ожидаемыми значениями 

2
2

2
( )л

d s
x x

dx
   . 

Проиллюстрируем сказанное на примере рассмотренной в 1.5 задачи оп-
ределения координат объекта на плоскости по измерениям дальностей до 
точечных ориентиров по измерениям (1.16). Используя описанную проце-
дуру линеаризации, можем записать: 

( ) ( )л л
y x H x x v   ,    (1.28) 

где             ( ) ( )л л
i i iy x y D x



  , 1.i m ;                   (1.29) 

   2 2

1 1 2 2
ˆ( ) i л i л

iD x x x x x    ;   (1.30) 

1 1
1 1 1 2 2 1

2 2
1 1 2 2 2 2

1 1 2 2

1 1

2 2

ˆ ˆ( ) / ( ) ( ) / ( )

ˆ ˆ( ) / ( ) ( ) / ( )
ˆ( )

ˆ ˆ( ) / ( ) ( ) / ( )

sinП ( ) cosП ( )

sinП ( ) cosП ( )

sinП ( ) cosП ( )

л л

л л

л m л m

m m

л л

л л

л л
m m

x x D x x x D x

x x D x x x D x
H x

x x D x x x D x

x x

x x

x x

  
    
  
 

  
 
 
  
  
 
 

  

 (1.31)

 

 матрица размерности 2m .  

В этих выражениях П ( )л
i x  – угол, отсчитываемый от оси 2ox  – опреде-

ляет ориентацию в пространстве вектора в направлении от т
1 2( , )л л л

x x x  к 

точечному ориентиру. Сам этот вектор задает направление градиента для 
измеряемого навигационного параметра (в данном случае дальности) – на-
правление наибольшего его изменения. Компоненты т ( )лiH x  соответству-

ют производным по направлениям вдоль координат 1ox  и 2ox . Суть линеа-
ризации в этом примере заключается в том, что изолинии, представляющие 
собой, как отмечалось выше, окружности, заменяются (см. рис. 1.4) пря-
мыми, которые называются линиями положения  
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Для величины (1.27) в этом примере справедливо следующее выраже-
ние: 

2 2 2
2 2

1 1 2 2 1 1 2 22 2
1 2 1 2

( ) ( ) ( )( )л л л лd D d D d D
x x x x x x x x

dx dx dx dx
        , 

которое при 1 1 2 2
л л

x x x x      можно записать в виде 
2 2 2

2

2 2
1 2 1 2

d D d D d D

dx dx dx dx

 
     

 
. 

Считая для простоты, что одна из координат известна, а направление 
прямой, соединяющей координаты точечного ориентира с точкой линеари-
зации, совпадает с направлением неизвестной координаты, для величины 
  получаем 

2 2
2

2
1

δ d D

dx D D

 
     .                 (1.32) 

Отсюда следует, что погрешность линеаризованного представления за-
висит от отношения уровня возможной ошибки в координате к величине 
дальности до точечного ориентира. Само значение   при этом следует 
сравнивать с уровнем ошибки измерения дальности. Оценивая возможную 
погрешность линеаризованного представления при решении задачи опре-
деления координат по спутниковым данным с учетом высоты орбиты в 
20000 км, можно констатировать, что при неточном задании точки линеа-
ризации с ошибкой в 110 км значение (0,5 5) м   . Эта величина соиз-
мерима с уровнем ошибки измерения дальности в современных спутнико-
вых системах. 

Задачи к разделу  
Задача 1.1. Пусть имеется набор измерений  

1 2i iy x x v   , 1.i m .    (1) 

Запишите постановку задачи в виде (1.11) в случае, когда по измерениям 
(1) необходимо найти только 1x , а сумма 2i ix v    трактуется как ошибка. 
Сделайте то же самое, полагая, что оцениванию подлежит 1x  и 2x . 

Задача 1.2. Пусть в дискретные моменты it , 1.i m  заданы измерения 

0sin( )i i iy A t v     , 1.i m , 

где A  – амплитуда; 2 f   – круговая частота; 0  – фаза.  
Считая частоту и фазу известными, запишите постановку задачи оцени-

вания амплитуды в виде (1.11). 
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Задача 1.3. Пусть в дискретные моменты времени 
it , 1.i m  заданы из-

мерения  1 sini i iy x A t v    , в которых круговая частота 2 f   счита-
ется известной, а 1x  и A  – неизвестные величины. 

Запишите постановку задачи оценивания в виде (1.11) в случае, когда по 
этим измерениям ставится задача найти только амплитуду, а сумма 

1i ix v    трактуется как ошибка. Сделайте то же самое, полагая, что оце-
ниванию подлежит 1x  и A . 

Задача 1.4. Пусть заданы измерения, как в задаче 1.2, и требуется найти 
фазу при известных значениях частоты и амплитуды. Запишите 
линеаризованную постановку задачи, принимая в качестве точки 

линеаризации 0 . Сделайте то же самое в случае, если стоит задача 
нахождения частоты при известных значениях фазы и амплитуды. 

Задача 1.5. Задача слежения за подвижным объектом – (задача тра-
екторного измерения) (рис.1.6). Пусть на плоскости известны координаты 

точки * *
1 2,x x , из которой до подвижного объекта, осуществляющего прямо-

линейное движение с постоянной скоростью, в дискретные моменты вре-
мени могут быть проведены измерения дальностей i  и пеленгов i , с 
ошибками 

i  и 
i , 1.i m . Сформулируйте задачу оценивания состав-

ляющих скорости и координат подвижного объекта в начальный момент 
времени по измерениям (1.20), (1.21), полагая, что имеются измерения 
дальностей (а); пеленгов (б); дальностей  и пеленгов  задача комплексной 
обработки (в). 

 

1X

2X

Пеленг 

Неподвижный 
объект 

Траектория подвижного 
объекта 

Дальность 

 

Рис. 1.6. К задаче определения координат подвижного объекта 
по измерениям дальностей и пеленгов 

Задача 1.6. Сформулируйте задачу слежения за подвижным объектом, 
полагая, что выполнены условия задачи 1.5, а ошибки измерения дально-
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стей и пеленгов имеют, кроме того, подлежащие определению постоянные 
составляющие. 
Задача 1.7. Сформулируйте в линеаризованном виде две предыдущие 

задачи как одну задачу комплексной обработки измерений дальностей и 
пеленгов в целях оценивания составляющих скорости и координат под-
вижного объекта. 

 

Контрольные вопросы  

1. Поясните смысл и приведите соответствующие постановки линейных 
задач оценивания постоянной скалярной величины, коэффициентов ли-
нейного и квадратичного трендов, одномерных координат и скорости 
при равномерном движении объекта, а также задачи оценивания коэф-
фициентов полинома. 

2. Поясните смысл и приведите математическую постановку задачи оцени-
вания при выставке ИНС в ее простейшем варианте. 

3. Поясните смысл и приведите математическую постановку задачи оцени-
вания сдвига реализаций. Проиллюстрируйте ее на примере решения за-
дачи оценивания фазы гармонического сигнала. Почему эта задача явля-
ется нелинейной? 

4. Поясните смысл и приведите математические постановки задач оцени-
вания частоты гармонического сигнала и фазовой автоподстройки час-
тоты. 

5. Поясните смысл и приведите соответствующие математические поста-
новки нелинейных задач оценивания координат на плоскости и в про-
странстве по измерениям дальностей до точечных ориентиров при нали-
чии и отсутствии постоянных составляющих ошибок измерения. Что та-
кое мешающие параметры? 

6. Сформулируйте в общем виде постановку задачи оценивания постоян-
ного вектора по зашумленным измерениям и проиллюстрируйте ее на 
примерах. Поясните, в чем особенности задач синтеза алгоритмов и ана-
лиза их точности. 

7. Поясните смысл процедуры линеаризации и сформулируйте соответст-
вующую ей линеаризованную постановку задачи на примере определе-
ния координат по точечным ориентирам и слежения за подвижным объ-
ектом по измерениям дальностей на плоскости. 
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РАЗДЕЛ 2 

Решение задач оценивания 

на основе детерминированного подхода. 

Метод наименьших квадратов 

 
 
В настоящем разделе рассмотрим так называемый детерминированный 

(нестохастический) подход, в котором при решении задач оценивания не 
вводится предположения о случайности искомого вектора x и ошибок из-
мерений , и, следовательно, отсутствует необходимость в привлечении 
какой-либо априорной информации статистического характера [6, 21, 25, 
27, 31-34]. 

2.1. Основные положения и постановка задачи  

в методе наименьших квадратов 
Отличительная особенность этого подхода заключается в том, что задача 

синтеза алгоритма, т.е. получения процедуры вычисления оценки неиз-
вестного вектора x по измерениям y , основана на выборе таких ее значе-
ний, которые обеспечивают минимизацию некоторого выбранного крите-
рия, характеризующего меру близости между измеренными и вычислен-
ными значениями ( )s x  или Hx . В качестве простейшего варианта такого 

критерия может быть выбрана функция 

мнк т 2

1

( ) ( ( )) ( ( )) ( ( ))
m

i i

i

J x y s x y s x y s x


     .      (2.1) 

Разности ( )i i iy s x    обычно называют невязками измерений.   

Подход, основанный на минимизации критерия типа (2.1), получил на-
именование метода наименьших квадратов (МНК) (least squares method 

(LSM)) [22-23, 30-33]. В дальнейшем алгоритмы, основанные на миними-
зации других критериев, аналогичных (2.1), также будем называть алго-
ритмами МНК.  
Критерий (2.1) и соответствующая ему оценка 

мнк тˆ ( ) arg min( ( )) ( ( ))
x

x y y s x y s x      (2.2) 
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имеют вполне понятный смысл – выбрать такое значение искомого пара-
метра, при котором минимизируется сумма квадратов отклонений вычис-
ляемых величин от их измеренных значений, т.е. минимизируется сумма 
квадратов невязок измерений.  

Определяя производную для мнк ( )J x  в соответствии с приведенными в 

приложении правилами (П1.63) и учитывая необходимое условие мини-
мума, можем записать так называемую систему нормальных уравнений: 

мнк т( ) ( )
2 ( ( )) 0.

dJ x ds x
y s x

dx dx
          (2.3) 

Следует напомнить, что (2.3) является лишь необходимым условием, и 
для обеспечения локального минимума требуется проверять справедли-
вость выполнения достаточного условия 

мнк

2
мнк

т ˆ ( )
( ) 0.

x y
J x

x x




 
     (2.4) 

Вместо (2.1) в качестве критерия может быть использована функция  
омнк т( ) ( ( )) ( ( )),J x y s x Q y s x      (2.5) 

в которой Q  некоторая симметричная неотрицательно определенная мат-
рица. Так, если считать Q  диагональной матрицей с элементами 

iq , 

1.i m , то вместо (2.1) будем иметь 

омнк 2

1

( ) ( ( ))
m

i i i

i

J x q y s x


  . 

Смысл введения весовой матрицы Q  заключается в том, чтобы обеспе-
чить возможность по-разному учитывать вклад отличий измеренных и вы-
численных значений, соответствующих различным компонентам вектора 
измерений. В этом случае говорят об обобщенном методе наименьших 

квадратов (ОМНК). Его иногда называют методом взвешенных наи-

меньших квадратов (weighted least squares method).  
В наиболее общем случае, вводя симметричную неотрицательно опреде-

ленную матрицу D  и некоторый известный вектор  т1,.... n
x x x , в качест-

ве минимизируемого критерия можно использовать функцию  
ммнк т т( ) ( ( )) ( ( )) ( ) ( )J x y s x Q y s x x x D x x      , (2.6) 

которая при диагональном характере матриц Q  и D  примет вид  

ммнк 2 2

1 1

( ) ( ( )) ( )
m n

i i i j j j

i j

J x q y s x d x x
 

     . 

Будем называть далее метод, основанный на минимизации критерия ти-
па (2.6), модифицированным методом наименьших квадратов 

(ММНК). Здесь jx , 1.j n  представляют собой некоторые заранее извест-
ные возможные значения оцениваемых величин. Таким образом, смысл 
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второго дополнительного слагаемого заключается в том, что при отличии 
получаемых оценок ˆ ( )

jx y от jx  устанавливается определенный штраф, 

уровень которого задается коэффициентами jd , 1.j n . Эти коэффициен-

ты определяют уровень «доверия» к априорной информации о возможных 

значениях jx , заданных jx , 1.j n . 

Из сказанного следует, что нахождение оценок, соответствующих мето-
ду наименьших квадратов или одному из его обобщенных вариантов, сво-
дится к отысканию минимума функций (2.1), (2.5) или (2.6). 

 П р и м е р   2.1. Пусть требуется оценить амплитуду A  гармониче-
ского колебания по измерениям (1.14) в предположении, что фаза и часто-
та известны.  
Рассмотрим, к чему сводится решение этой задачи с использованием 

МНК. Критерий (2.1) при x A  в этой задаче запишется как 

мнк 2
0

1

( ) ( sin( ))
m

i i

i

J x y x t


     . 

Оценка, соответствующая данному критерию, отыскивается достаточно 
просто. Действительно, 

мнк

0 0
1

( )
2 ( sin( ))sin( ) 0

m

i i i

i

dJ x
y x t t

dx 

         , 

откуда 
мнк

0
2 1 1

0
1

1
ˆ sin( )

sin ( )

m m

i i i im

i i
i

i

x t y q y

t  



    
  

 


 , 

где iq   коэффициенты, определяемые как 

0

2
0

1

sin( )

sin ( )

i
i m

i

i

t
q

t


  


  
 . 

Ясно, что выполнено и достаточное условие (2.4), поскольку 
2 мнк

2
02

1

( )
2 sin ( ) 0

m

i

i

d J x
t

dx 

     . 

На рис. 2.1 представлены реализация измеренных значений гармониче-

ского колебания с частотой 1 рад/с, фазой 
2


 и единичной амплитудой на 

интервале 2 с с шагом 0,02 с и реализации значений гармонического коле-
бания без ошибок, вычисленные при тех же параметрах и трех значениях 
амплитуды 1 0.5,A  0,5, 2 1.0A  1,0  и 3 1.5A  1,5. 
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Рис. 2.1. Измеренные и вычисленные значения гармонического колебания при 
различных значениях амплитуды: 1 –0,5; 2 – 1,0; 3 – 1,5 

Из этого рисунка становится прозрачным геометрический смысл задачи 
нахождения оценки с помощью МНК  подобрать (найти) такое значение 
амплитуды, при котором будет достигаться наилучшее совпадение изме-
ренных и вычисленных реализаций гармонического колебания.  

Минимизируемый критерий мнк 2
0

1

( ) ( sin( ))
m

i i

i

J x y x t


      для рас-

сматриваемого примера изображен на рис. 2.2, из которого видно, что 

функция мнк ( )J x  представляет собой параболу, имеющую один экстремум 

в точке, которая и определяет значение оценки, соответствующей МНК. 

 

Рис. 2.2. Вид минимизируемого критерия )(мнк
xJ   
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Значение самого минимизируемого критерия для трех значений ампли-
туды 1 0.5,A  0,5 2 1.0A  1,0  и 3 1.5A  1,5 и минимальное значение крите-
рия, достигаемое в рассматриваемом примере при ˆ 0.9448x  0,9448, при-
ведены в табл. 2.1. 

Т а б л и ц а   2.1 
Значения минимизируемого критерия при разных значениях амплитуды 

Ax   0.5 1.0 1.5  Ax ˆˆ  0.9448 

)(мнк xJ  18.8 9.0 24.4 8.86 

Из таблицы следует, что значение критерия достигает своей минималь-
ной величины в точке, не совпадающей с истинным значением амплитуды. 
Это является следствием наличия ошибок измерения, порождающих отли-
чие оценки от истинного значения отыскиваемой величины, что вполне 
объяснимо, поскольку выражение для оценки может быть записано как 

 0 0
мнк 1

2 1
0

1

sin(ω ) sin( )

ˆ

sin ( )

m

i i i m

i
i im

i
i

i

t x t v

x x q v

t







     
  

  





 , 

и, таким образом, для ошибки оценки справедливо выражение 
мнк

1

ˆ
m

i i

i

x x q v


   . 

Нетрудно получить решение рассматриваемой задачи и для случая 
ОМНК. Так, при диагональном виде матрицы Q  и x A  критерий (2.5) за-
пишется как 

омнк 2
0

1

( ) ( sin( ))
m

i i i

i

J x q y x t


     . 

Оценка, соответствующая этому критерию, находится достаточно про-
сто. Действительно, 

омнк

0 0
1

( )
2 ( sin( ))sin( ) 0

m

i i i i

i

dJ x
q y x t t

dx 

         , 

откуда 
омнк

0
2 1 1

0
1

1
ˆ sin( )

sin ( )

m m

i i i i im

i i
i i

i

x q t y q y

q t  



    
  

 


 , 

где iq   коэффициенты, отыскиваемые в виде 
0

2
0

1

sin( )

sin ( )

i i
i m

i i

i

q t
q

q t


  


  
 . 
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Не представляет особого труда найти оценку и для ММНК, поскольку и 
в этом случае решение задачи также сведется к нахождению расположения 
точки экстремума параболы 

ммнк омнк 2( ) ( ) ( )J x J x d x x   .    

2.2. Общее решение задачи синтеза алгоритмов на основе 
метода наименьших квадратов в линейном случае 
Простота получения алгоритма вычисления оценки, т.е. задачи синтеза, 

в рассмотренном выше примере является следствием того факта, что изме-
рения линейным образом зависят от неизвестной амплитуды и ошибок из-
мерения. Рассмотрим, к чему сводится алгоритм решения задачи оценива-
ния в линейной постановке в общем случае, т.е. тогда, когда измерения мо-
гут быть представлены в виде (1.11). Для обычного МНК при таких изме-
рениях минимизируемый критерий (2.1) запишется как 

мнк т( ) ( ) ( )J x y Hx y Hx   .    (2.7) 

Нетрудно заметить, что относительно x функция (2.7) представляет со-
бой квадратичную форму  

мнк т т т т т( ) 2J x x H Hx x H y y y   ,    (2.8) 

которая при невырожденной т
H H  имеет единственный экстремум, и при 

этом достаточное условие (2.4) выполнено.  
Принимая во внимание соотношение (П1.61), систему нормальных 

уравнений, соответствующую критерию (2.7), можно записать в виде 
т ( ) 0H y Hx  . 

Условие невырожденности т
H H  будем называть условием наблюдае-

мости. Использование этого термина вполне оправданно, поскольку в этом 
случае имеем: 

мнк т 1 тˆ ( ) ( ) ,x y H H H y
         (2.9) 

или 
мнк мнкˆ ( ) ,x y K y            (2.10) 

где 

  1мнк т т
K H H H


 .    (2.11) 

Отсюда следует, что при отсутствии ошибок измерений  и выполнении 
условия наблюдаемости 

мнк т 1 тˆ ( ) ( )x y H H H Hx x
  ,          (2.12) 

т.е. оценка совпадает с истинным значением вектора. 
Поступая аналогично при решении линейной задачи в случае ОМНК и 

считая невырожденной т
H QH , запишем:  
омнк т( ) ( ) ( )J x y Hx Q y Hx   ;   (2.13) 

омнк омнкˆ ( ) ,x y K y             (2.14) 
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где 

  1омнк т т
K H QH H Q


 .       (2.15) 

Заметим, что, как правило, матрица Q  не вырождена, и, таким образом, 

при выполнении условия наблюдаемости матрица т
H QH  также является 

невырожденной.  
Для ММНК (см. задачу 2.1) получим следующий набор соотношений: 

ммнк т т( ) ( ) ( ) ( ) ( )J x y Hx Q y Hx x x D x x      ;     (2.16) 
ммнк ммнкˆ ( ) ( ),x y x K y Hx             (2.17) 

где 

  1ммнк т т
K D H QH H Q


  .           (2.18) 

Представленные соотношения сведены в табл. 2.2. 
 

 
Т а б л и ц а   2.2 

Наблюдаемые критерии в линейной задаче оценивания 

Метод Критерий Алгоритм 

МНК мнк т( ) ( ) ( )J x y Hx y Hx    

мнк мнкˆ ( ) ,x y K y  

  1мнк т т
K H H H


  

ОМНК омнк т( ) ( ) ( )J x y Hx Q y Hx    

омнк омнкˆ ( ) ,x y K y  

  1омнк т т
K H QH H Q


  

ММНК 

ммнк т

т

( ) ( ) ( )

( ) ( )

J x y Hx Q y Hx

x x D x x

   

  
 

ммнк ммнкˆ ( ) ( ),x y x K y Hx  

  1ммнк т т
K D H QH H Q


   

Обращаем внимание на одно весьма важное обстоятельство – все полу-
чающиеся оценки линейным образом зависят от измерений. Это есть след-
ствие линейности измерений (1.11) и квадратичного характера минимизи-
руемых критериев (2.7), (2.13), (2.16). 
Понятно, что с использованием приведенных соотношений для рассмот-

ренного выше примера 2.1 (стр. 30) легко получить представленные в нем 
выражения для оценок. Для этого достаточно учесть вид матрицы H , ко-
торая, как нетрудно понять, записывается как 

т
1 2[sin( ),sin( ),....sin( )]mH t t t    .  

Рассмотрим еще два примера. 
 П р и м е р   2.2. Конкретизируем выражения для оценок в задаче 

оценивания неизвестной скалярной величины по скалярным измерениям 



 

32

(1.1), выбирая в критерии (2.13) для простоты матрицу Q  диагональной с 
элементами 0iq  , 1.i m , а в критерии (2.16) полагая D d .  

Очевидно, что минимизируемый критерий и в этом случае имеет вид па-
раболы, и, поскольку матрица т [1,1....1]H  , выражения для оценок будут 
определяться в соответствии с соотношениями, приведенными в табл. 2.3. 
Из выражений в табл. 2.3 следует, что в МНК оценка представляет собой 

среднеарифметическое от измерений iy . Для ОМНК оценка определяется в 

результате «взвешивания» измерений с нормированными коэффициента-
ми:  

омнк

1

1
m

i

i

q


  ;    омнк

1

i
i m

i

i

q
q

q





  . 

Для ММНК изменяется нормировка, что обусловлено наличием априор-
ной информации о возможном значении оцениваемой величины x, равном 
x , и добавляется дополнительное слагаемое. 

Т а б л и ц а   2.3 
Алгоритмы оценивания для трех вариантов МНК 

для простейшего примера нахождения x по измерениям ii vxy  , 1.i m  

Метод Критерий Алгоритм 

МНК 
2

1

мнк )()( 



m

i

i xyxJ  



m

i
i

y
m

x
1

мнк 1
ˆ  

ОМНК 
2

1

омнк )()( 



m

i

ii xyqxJ  
,~ˆ 




m

i
ii

yqx
1

омнкомнк  





m

i

i

i
i

q

q
q

1

омнк~
 

ММНК 2

1

2ммнк

)(

)()(







m

i

ii xyq

xxdxJ

 





m

i
ii

yqxx
1

ммнкммнк ~ˆ , 







m

i
iqd

d

1

,







m

i

i

i
i

qd

q
q

1

ммнк~  

 П р и м е р   2.3. Будем полагать, что требуется оценить начальное 
значения координаты 0x  и значение скорости V  по измерениям типа (1.3). 

Критерий МНК в этой задаче будет определяться как  

мнк 2
0 0

1

( , ) ( )
m

i i

i

J x V y x Vt


   . 
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Принимая во внимание обозначения (1.4), легко убедиться в том, что 
этот критерий представляет собой квадратичную форму (2.8), которая мо-
жет быть записана в виде  

1 11мнк т 2
1 2

12 2

1 1 1

( ) ( , ) 2

m m

i i m
i i

im m m
i

i i i i

i i i

m t y
x

J x x x y
x

t t t y

 



  

    
                 
    
    

 


  
 

или 
2

мнк 2 2 2 2
1 2 1 2 1 2

1 1 1 1 1

( ) 2 2
m m m m m

i i i i i i

i i i i i

J x mx x t x x t x y x t y y
    

   
        

   
     . 

Используя соотношение (2.9), получим следующее выражение: 
1

мнк
1 11

мнк
22

1 1 1

ˆ

ˆ

m m

i i

i i

m m m

i i i i

i i i

m t y
x

x
t t t y



 

  

   
              
   
   

 

  
.   (2.19) 

Для ОМНК при диагональной матрице Q  в критерии появятся сомножи-

тели iq , и выражения для оценки преобразуются к виду 
1

1 1 1омнк

2

1 1 1

ˆ

m m m

i i i i i

i i i

m m m

i i i i i i i

i i i

q q t q y

x

q t q t q t y



  

  

   
   
   
   
   
   

  

  
. 

Не представляет труда конкретизировать в этом примере и выражение 
для критерия и оценки применительно к ММНК.  

 

Рис. 2.3. Реализация измерений 

mivVtxy iii
.1,01   

Рис. 2.4. Минимизируемый критерий 

),( 0 VxJ
МНК  
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На рис. 2.3 представлена реализация измеренных значений координат на 
фоне графика, соответствующего их действительным значениям для слу-
чая, когда измерения проводятся на интервале 10 с с шагом в 1 с при 

0 1x  м и 1V   м/с. На рис. 2.4 приведена функция, описывающая поведе-
ние критерия мнк ( )J x  и представляющая собой вытянутый вдоль одной из 
осей параболоид, соответствующий квадратичной форме. 

2.3. Анализ точности в методе наименьших квадратов  
в линейном случае 
При постановке задачи в разделе 1.1 отмечалось, что, помимо решения 

задачи синтеза алгоритмов, весьма важной является задача анализа точно-
сти, т.е. исследования свойств ошибок получаемых оценок. Для линейного 
случая с использованием соотношений (2.10), (2.14) для МНК и ОМНК мо-
гут быть получены явные выражения для ошибок оценок: 

мнк мнк мнк мнк мнкˆ( ) ( ) ( )y x x y x K y E K H x K         ; 
омнк омнк омнк омнк омнкˆ( ) ( ) ( )y x x y x K y E K H x K v        . 

 
Поскольку для МНК и ОМНК справедливы соотношения 

  0т1тмнк 


HHHHEHKE ;      (2.20) 

  1омнк т т 0E K H E H QH H QH


    ,      (2.21) 

ошибки, соответствующие этим двум методам, могут быть записаны так: 
мнк мнк( )y K    ;        (2.22) 
омнк омнк( )y K v   .     (2.23) 

Для ММНК в силу того, что ммнк( ) 0E K H  , уравнение для ошибок 

оценок примет вид 
ммнк ммнк ммнк ммнкˆ( ) ( ) ( )( ) .y x x y E K H x x K                 (2.24) 

Из полученных соотношений вытекает следующий вывод. Ошибки оце-
нок, соответствующие МНК и ОМНК в линейном случае, не содержат сла-
гаемых, зависящих от вектора оцениваемых параметров, а зависят только 
от ошибок измерения. В этих условиях можно говорить об инвариантно-

сти (независимости) ошибок оценивания относительно искомого векто-
ра. Что касается ММНК, то для него ошибка оценивания зависит еще и от 
значения самого оцениваемого вектора, и, таким образом, она не обладает 
свойством инвариантности.  
Достоинство рассмотренных методов заключается в том, что на этапе 

синтеза алгоритмов какая-либо априорная информация статистического 
характера не привлекается. Однако ее отсутствие затрудняет решение за-
дачи анализа точности. Такая возможность открывается, если ввести пред-
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положение о случайном характере как ошибок измерения (в случае МНК и 
ОМНК), так и оцениваемого вектора (в случае ММНК).  
Введем такие предположения, полагая, в частности, что ошибки измере-

ния 
iv , 1.i m  являются центрированными случайными величинами, для 

которых определена матрица ковариаций R . В этом случае из соотноше-
ний (2.22), (2.23) вытекает, что ошибки оценок для МНК и ОМНК также 
будут центрированными с матрицами ковариаций:  

 мнк мнк мнк т т 1 т т 1( )( ) ( ) ( )P M K v K v H H H RH H H
   ;  (2.25) 

   1 1омнк т т т
P H QH H QRQH H QH

 
 .   (2.26) 

Для того чтобы вычислить матрицу ковариаций ошибок оценивания для 
ММНК, необходимо не только дополнительно ввести предположение о 
случайном характере оцениваемого вектора и задать статистические свой-
ства для векторов v  и x  по отдельности, но и определить их взаимные ста-
тистические свойства. Если, к примеру, считать, что x  и v  – не коррелиро-
ванные между собой случайные векторы с математическими ожиданиями 

x  и 0v   и матрицами ковариаций R , x
P , то с использованием представ-

ления (2.24) нетрудно убедиться в том, что ошибки оценивания также яв-
ляются центрированными, и для соответствующей им матрицы ковариаций 
можем получить соотношение 
                  ммнк ммнк ммнк т ммнк ммнк т( ) ( ) ( ) ,x

P E K H P E K H K R K           (2.27) 

где матрица ммнк
K  задается выражением (2.18). 

Если в критерии (2.13) принять 1
Q R

 , то оценки ОМНК и матрица ко-

вариаций их ошибок могут быть записаны как 

                                      омнк т 1 1 т 1ˆ ( ) ( ) ,x y H R H H R y
                      (2.28) 

  1омнк т 1
P H R H

 .         (2.29) 

Если, кроме того, считать, что   1
x

D P


 , то 

   11ммнк т 1 т 1xK P H R H H R
    , и выражения для оценки (2.17) и соот-

ветствующей ей матрице ковариаций (см. задачу 2.3) примут вид: 

  1ммнк 1 т 1 т 1ˆ ( ) ( ) ( )x
x y x P H R H H R y Hx

      ;            (2.30) 

   11ммнк т 1xP P H R H
   .        (2.31) 

Возможность вычисления матриц ковариаций ошибок оценивания обес-
печивает существенное продвижение в решении задачи анализа точности, 
поскольку удается охарактеризовать ее на количественном уровне. В част-
ности, диагональные элементы полученных матриц ковариаций ошибок 
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оценивания (2.25)(2.27) представляют собой дисперсии ошибок оценива-
ния компонент искомого вектора х.  
Значения диагональных элементов матрицы x

P  обычно называют апри-

орными дисперсиями ошибки оценивания. Такое название вполне обос-
новано, если считать, что до проведения измерений в качестве априорной 
оценки целесообразно использовать значение математического ожидания 
x . Сопоставление априорных дисперсий с соответствующими апостери-

орными дисперсиями (диагональными элементами матриц ковариаций 
(2.25) (2.27)), т. е. с теми, которые получены после проведения измерений 
с использованием различных алгоритмов, позволяет оценить эффектив-

ность этих алгоритмов. Соответственно, матрицу ковариаций x
P  называют 

априорной матрицей, а матрицы (2.25)(2.27)  апостериорными мат-

рицами ковариаций ошибок оценивания.  
Если дополнительно, наряду с предположением об известных значениях 

математических ожиданий и матриц ковариаций, считать, что ошибки из-
мерения и оцениваемый вектор – гауссовские, то в силу линейного харак-
тера преобразований (2.22)(2.24) это обеспечивает гауссовский характер и 
ошибок оценивания для рассматриваемых методов. Иными словами, ста-
новится известной ф.п.р.в. для вектора ошибок оценивания. Наличие 
ф.п.р.в. обеспечивает полное описание их статистических свойств. В част-
ности, для них могут быть рассчитаны такие характеристики, как вероят-
ная ошибка, предельная ошибка, квантили и т.д. (см. Приложение 2). 

 П р и м е р   2.4. Будем считать, что в примере 2.2 (стр. 35) x является 

случайной величиной с математическим ожиданием x  и дисперсией 2
0 , а 

ошибки измерения  центрированные, не коррелированные между собой и 

с x случайные величины с дисперсиями 2
i

r , mi .1  (неравноточные измере-
ния), а в частном случае  22

rri  , mi .1  (равноточные измерения). Получим 

выражения для ошибок оценивания и соответствующих им дисперсий для 
трех вариантов МНК, применительно к задаче оценивания скалярной ве-
личины x. 
При сделанных предположениях R  диагональная матрица с элемента-

ми 2
i

r , mi .1 ; матрица т [1,1..1]H  ; Q   диагональная матрица с элементами 
21/

i i
q r  в первом случае, и 21/

i
q r , mi .1   во втором. Таким образом, 

нетрудно получить представленные в табл. 2.4 выражения.  
В табл. 2.5 приведены результаты расчета СКО ошибок оценивания в за-

висимости от числа измерений для ОМНК и ММНК при одинаковых дис-
персиях ошибок измерения  r2=1, 1.10m  .  
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Т а б л и ц а   2.5  
Значения СКО ошибок оценивания в зависимости от числа измерений  

для ОМНК и ММНК при разных значениях  σ0 

Метод 
Номер измерения 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

ОМНК 1 0,7 0,58 0,5 0,45 0,41 0,38 0,35 0,33 0,32
ММНК 

100  , 0x  
1 0,7 0,58 0,5 0,45 0,41 0,38 0,35 0,33 0,32

ММНК 

10  , 0x  
0,7 

0,5
8 

0,5 0,45 0,41 0,38 0,35 0,33 0,32 0,3 

Из таблицы следует, что для ОМНК и ММНК при σ0>10 отличия в точ-
ности не проявляются. Влияние априорной информации в данном случае  
незначительно, поскольку 0 r  . При 0 1r    это влияние существенно 

лишь при малом числе измерений. Фактически СКО для ОМНК совпадает 
с СКО для ММНК  на предыдущем шаге.    

Конкретизируем теперь соотношения (2.25), (2.26), (2.31) для задачи 
оценивания двухмерного вектора, рассмотренной в примере 2.3. (стр. 32). 

 П р и м е р  2.5. Получим выражения для матриц ковариаций ошибок 
оценивания коэффициентов полинома первой степени по измерениям 

0i i iy x Vt v   , 1.i m , считая, что ошибки измерения являются некорре-
лированными между собой центрированными случайными величинами с 
одинаковыми дисперсиями, равными r

2, а оцениваемые коэффициенты 
представляют собой центрированные ( 0x  ), не коррелированные между 
собой и с ошибками измерений случайные величины с матрицей ковариа-

ций 
2
0

2
1

0

0

xP
 

   
. 

С использованием соотношений (1.4), (2.25), (2.26) при диагональной 

 iQ q  в критерии для ОМНК легко получить следующие выражения:  
1

1мнк 2

2

1 1

m

i

i

m m

i i

i i

m t

P r

t t





 

 
 
 
 
 
 



 
;         (2.32) 

1

1 1омнк

2

1 1

m m

i i i

i i

m m

i i i i

i i

q q t

P

q t q t



 

 

 
 
 
 
 
 

 

 
.         (2.33) 
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Принимая 1
Q R

 , а для ММНК дополнительно полагая 0x  , 

  1
x

D P


  и учитывая тот факт, что 2
R r E , Е – единичная матрица, легко 

убедиться в том, что матрицы ковариаций ошибок оценивания в МНК и 

ОМНК в этом случае будут между собой совпадать, т.е. омнк мнк
P P , а для 

ММНК 
1

2 2 2
10ммнк

2

2 2 2
1 11

1 1

1 1 1

m

i

i

m m

i i

i i

m
t

r r
P

t t
r r





 

 
  

 
  



 
.                      (2.34) 

2.4. Решение нелинейных задач оценивания. 

Линеаризованные и итерационные алгоритмы 

Выше были получены простые алгоритмы вычисления оценок, соответ-
ствующих МНК и его модификациям. При введении дополнительных 
предположений о случайном характере оцениваемого вектора и ошибок 
измерения также легко вычисляются и матрицы ковариаций ошибок оце-
нивания, с помощью которых анализируется точность оценивания. Про-
стота процедур вычисления оценок и их характеристик точности в данном 
случае является следствием линейного характера рассматриваемых задач. 
Решение проблемы оценивания существенно усложняется, если зависи-
мость измерений от оцениваемых параметров нелинейная. В то же время, 
как уже отмечалось, достаточно широкий круг нелинейных задач, связан-
ных с обработкой навигационной информации, может эффективно решать-
ся с использованием полученных выше алгоритмов, применение которых в 
нелинейном случае основано на описанной в подразделе 1.7 процедуре ли-
неаризации. Обсудим этот вопрос более подробно. 
Проведя линеаризацию, исходную нелинейную задачу легко свести к 

линейной постановке, в которой в качестве измерения фигурируют значе-
ния (1.25), представляемые в виде (1.26). С использованием этого соотно-
шения легко получить линеаризованные варианты МНК и его модифика-
ции. Эффективность создаваемых при этом алгоритмов в немалой степени 
зависит от того, насколько удачно выбрана точка линеаризации. Чем бли-
же эта точка к истинному значению оцениваемого параметра, тем точнее 
будет линеаризованное представление и тем точнее будет оценка, полу-
ченная на основе линеаризованных алгоритмов. Таким образом, для повы-
шения эффективности алгоритмов, основанных на линеаризации, точку 
линеаризации целесообразно выбирать как можно ближе к истинному не-
известному значению оцениваемого параметра. Из сказанного следует, что 
для повышения эффективности линеаризованных алгоритмов разумно ис-
пользовать достаточно очевидный прием. Суть его заключается в много-
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кратной повторной обработке измерений и использовании получаемых ре-
зультатов для уточнения расположения точки линеаризации. Поясним 
смысл этой процедуры. 

Выбрав начальную точку линеаризации л
x  и используя приближение 

т( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
л

л л л л л

x x

ds
s x s x x x s x H x x x

dx 

      , 

сформируем первоначальную оценку искомого вектора с помощью соот-
ношения 

 (1) (1)ˆ ( ) ( ) ( )л л л лx x K x y s x H x x x       ,  (2.35) 

в котором (1)

т( )
л

л

x x

ds
H x

dx 

 , а ( )лK x  вычисляется в соответствии с пра-

вилами, соответствующими выбранному варианту МНК. Повторим эту  
операцию до тех пор, пока значение оценки не перестанет сколько-нибудь 
существенно изменяться. В общем виде данный алгоритм для случая 
ММНК имеет вид: 

 ( 1) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )x x K x y s x H x x x            ; (2.36) 

( ) ( ) т ( ) 1ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )K x P x H x R
    ;       (2.37) 

  1( ) 1 т ( ) 1 ( )ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( )x
P x P H x R H x

      ;         (2.38) 

=0,1,2..,   (0)
x̂ x . 

Для случая ОМНК в этих выражениях следует положить 1( ) 0x
P

   и 

0x   а для МНК, кроме того, 1
R E

  . Такие алгоритмы в теории оценива-
ния получили наименование итерационных алгоритмов (iterated 

algorithm) или алгоритмов с локальными итерациями [20, 21, 25, 32, 
34]. 
Заметим, что в силу выполнения равенства типа KH E  при использо-

вании МНК или ОМНК выражение для оценки (2.36) может быть пред-
ставлено в следующей, удобной при практической реализации, рекуррент-
ной относительно номера итерации форме: ( 1) ( ) ( 1)ˆ ˆ ˆx x x

     , где 
( 1) ( ) ( )ˆ ˆ ˆ( ) ( )x K x y s x
       . 

Если полагать, что ошибки измерения представляют собой центриро-
ванный случайный вектор с матрицей ковариаций R , а оцениваемый век-
тор является случайным вектором с математическим ожиданием x и мат-
рицей ковариаций x

P , то выражение (2.38) с точностью до предположения 
о справедливости линеаризованного описания будет определять расчет-

ную матрицу ковариаций ошибок оценивания. Этот термин использу-
ется в связи с тем, что матрица ковариаций, получаемая в предположении 
о справедливости линеаризованного представления функции ( )s x , в общем 
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случае отличается от действительной матрицы ковариаций, которая для 
произвольной оценки ( )x y , в том числе и для оценки, вырабатываемой с 
помощью линеаризованного или итерационного алгоритмов, задается  как 

 т( ( ))( ( ))P M x x y x x y     .       (2.39) 

В этой связи встает проблема адекватности, т.е. соответствия расчет-
ных матриц ковариаций их действительным значениям. 

y





xdx

xds
xs

ˆ

)(
),ˆ(

1ˆ x

x
 

Рис. 2.5. Блок-схема итерационного алгоритма оценивания 

Важно также подчеркнуть, что получаемые в результате алгоритмы пе-
рестают быть линейными относительно измерений, поскольку появляется 
нелинейная зависимость от измерений, в силу того, что от измерений зави-

сят матрицы ( ) ( )ˆ ˆ( ) ( ( ))K x K x y
  . Зависимость от измерений появляется 

также и для расчетной матрицы ковариаций ( ) ( )ˆ ˆ( ) ( ( ))P x P x y
  . 

Блок-схема, соответствующая итерационному алгоритму, представлена 
на рис. 2.5. 

 П р и м е р   2.6. Получим основанные на линеаризации обычный и 
итерационный алгоритмы, соответствующие МНК, в задаче оценивания 
фазы гармонического колебания в предположении, что амплитуда и часто-
та известны. Для простоты считаем амплитуду единичной.  
Критерий (2.1) для МНК при 0x    в этом случае запишется как 

мнк 2

1

( ) ( sin( ))
m

i i

i

J x y t x


    .   (2.40) 

Для нахождения оценки, соответствующей критерию (2.40), следует 
найти точку расположения на оси абсцисс его минимального значения. Для 
этого необходимо решить нормальное уравнение, соответствующее необ-
ходимому условию существования экстремума, которое в данном случае 
примет вид 

мнк

1

( )
2 ( sin( ))cos( ) 0

m

i i i

i

dJ x
y t x t x

dx 

       . 
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Ясно, что сведение задачи минимизации критерия (2.40) к задаче нахож-
дения корней этого нелинейного уравнения не упрощает ее решения. Ис-
пользуем линеаризованное описание функций sin( )

it x  : 

sin( ) sin( ) ( ) cos( )л л л
i i it x t x x x A t x         , 1.i m , 

где л
x   выбранная точка линеаризации. Тогда критерий в окрестности 

точки линеаризации будет представлять собой параболу: 

мнк 2

1

( ) ( ( ) ( )cos( ))
m

л л л
i i

i

J x y x x x t x


      ,   (2.41) 

где ( ) sin( )л л
i i iy x y t x



    .  

Примеры графиков для минимизируемого критерия, соответствующего 
исходной нелинейной функции и ее линеаризованному описанию при ис-

тинном значении фазы 0
2


   и 0

3

4
лx


   , изображены на рис. 2.6. 

 

Рис. 2.6. График критерия мнк
0( )J   (1) и его приближенного описания (2)  

в задаче оценивания фазы 

Эта оценка соответствует точке минимума параболы (2.41). Полагая до-
полнительно, что ошибки измерения являются некоррелированными меж-

ду собой случайными величинами с одинаковой дисперсией 2
r , нетрудно 

найти выражение и для соответствующей этой оценке расчетной  
дисперсии 

2
мнк 2

0
2

0
1

( ( ))

cos ( )
m

i

i

r

t


  
  

. 

Принимая в качестве следующей точки линеаризации (1)
0

ˆл
x    и проводя 

повторную обработку измерения, получаем более точное описание поведе-
ния минимизируемого критерия в окрестности точки экстремума, а, следо-
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вательно, и более точное значение оценки и соответствующей ей расчет-
ной дисперсии. Общие выражения для оценки (2.36) и ее расчетной дис-
персии, соответствующие итерационному алгоритму в рассматриваемой 
задаче, конкретизируются как  

 ( ) ( ) ( ) ( )
0 0 0 0 0

( 1) 1
0 0

2 ( )
0

1

ˆ ˆ ˆ ˆcos( ) sin( ) cos( )( )
ˆ

ˆcos ( )

m

i i i i

i

m

i

i

t y t t

t

   

 





             
   

  




, 

(2.42)

 

2
мнк ( ) 2

0
2 ( )

0
1

ˆ( ( ))
ˆcos ( )

m

i

i

r

t







  
  

. 

Используя такую процедуру вычисления оценки до тех пор, пока она не 
перестает существенным образом изменяться, получаем оценку со значи-
тельно меньшей ошибкой, чем для одной итерации, т.е. при использовании 
линеаризованного алгоритма.  
Описанная ситуация поясняется с помощью приводимых ниже рисунков 

и результатов вычисления оценки, ее ошибки и расчетной дисперсии для 
нескольких итераций, представленных в табл. 2.6. Предполагалось, что ис-

тинное значение фазы 0
2


  , а точка линеаризации 0

3

4
л 

  . 

 

Рис. 2.7. Графики критерия мнк
0( )J   и его приближенного 

описания при разном числе итераций 

Заметим, что выражение для расчетной дисперсии практически не меня-

ется в силу малого изменения значения производной функции sin( )it x   

при изменении точки линеаризации. 
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Т а б л и ц а  2.6 

Значения оценок 
( )
0

ˆ  , их ошибок 
( )  и расчетных СКО 

мнк ( )
0

ˆ( )   

при использовании итерационного алгоритма в задаче оценивания фазы 

0

3

4
л 

    истинное значение 0
2


   

Номер 
итерации 

( )
0

ˆ   ( )  
мнк ( )

0
ˆ( )   

1 1,6499 0,0791 0,0422 

2 1,5233 -0,0475 0,0422 

3 1,5164 -0,0544 0,0422 

4 1,5161 -0,0547 0,0422 

5 1,5161 -0,0547 0,0422 

 

 

Рис. 2.8. Графики зависимости ошибок оценок фазы от номера итераций 

Используя рекуррентную относительно номера итерации процедуру, 
можем записать 

( 1) ( ) ( 1)
0 0 0

ˆ ˆ ˆ       , 

где 

 ( ) ( )
0 0

( 1) 1
0

2 ( )
0

1

ˆ ˆcos( ) sin( )
ˆ

ˆcos ( )

m

i i i

i

m

i

i

t y t

t

 

 





      
 

  




.    

Линеаризованный и итерационный алгоритмы широко используются 
при решении задачи определения координат по точечным ориентирам. В 
частности, конкретизируем эти алгоритмы для примера решения такой за-
дачи на плоскости. 
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 П р и м е р   2.7. Будем полагать, что есть измерения (1.16) до двух 
точечных ориентиров, для простоты считая, что один из них расположен 
на оси 1ox , а второй – на оси 2ox . Для начала запишем алгоритм МНК, ос-
нованный на линеаризации.  
Предварительно заметим, что минимизируемый критерий имеет вид 

                          
22 2 2мнк

1 2 1 1 2 2
1

( , ) i i

i

i

J x x y x x x x


      
 

 ,                 (2.43) 

а его приближение, соответствующее линеаризованному описанию функ-

ции    2 2

1 1 2 2( ) ( ) i i

i i
s x D x x x x x      в окрестности точки линеариза-

ции, представляет собой параболоид 

    
2 2мнк

1 2 1 1 1 2 2 2
1

( , ) ( ) ( )л л
i i i

i

J x x y H x x x H x x x


      ,   (2.44) 

где 1( ) sinП ( )л л
i iH x x  , 2 ( ) cosП ( )л л

i iH x x  ,  

   2 2

1 1 2 2( ) ( )л i л i л
i i i л i

y x y D x y x x x x


       , 1,2i  . 

Вводя 

1 1 1

2 2 2

sinП ( ),cosП ( ) ( )

sinП ( ),cosП ( ) ( )

л л л

л л л

x x H x
H

x x H x

   
     

   
; 1

2

( )

( )
л

л

y x
y

y x

 
  
 





; л

x x x    

и привлекая (2.9), запишем 

мнк т т 1 т т
1 1 2 2 1 1 2 2

ˆ ( ( ) ( ) ( ) ( )) ( ( ) ( ) ( ) ( )),л л л л л л л лx H x H x H x H x H x y x H x y x
      

где  ( ) sinП ( ),cosП ( )л л л
i i i

H x x x  , 1,2i  . 

Предполагая дополнительно, что ошибки измерения  не коррелирован-
ные между собой случайные величины с одинаковыми дисперсиями, рав-

ными 2
r , конкретизируем также выражение (2.25) для расчетной матрицы 

ковариаций ошибок оценивания  

  1мнк 2 т т
1 1 2 2( ) = ( ) ( ) ( ) ( )л л л л лP x r H x H x H x H x


 . 

Будем считать, что точка линеаризации выбрана в начале координат, т.е. 
0л

x  . В этом случае 1( ) 90лП x   , 2 ( ) 0лП x   и, следовательно, H E  . 

Принимая во внимание этот факт, получаем:  

1мнк

2

( )
ˆ

( )
л

л

y x
x

y x

 
   

 




;  
2

мнк
2

0

0

r
P

r

 
  
 

. 

Таким образом, уточненные координаты объекта, вычисляемые с помо-
щью МНК, будут иметь вид 

мнк мнкˆ ˆ ( )л л
i i i i i л ix x x x D x y       

или с учетом того, что точка линеаризации выбрана в начале координат, 



 

46

мнк мнкˆ ˆ (0)i i i ix x D y    , 1,2i  . 

Выбирая теперь в качестве мнкˆл
ix x  , повторим вычисления еще раз, 

при этом заметим, что при мнкˆ 0ix   матрица H  уже не будет единичной, 

так как 1П ( )лx  и 2П ( )лx  будут отличны от 90º и нуля соответственно. Для 

реализации итерационного алгоритма следует повторить описанные дейст-
вия до тех пор, пока мнкˆ

ix  на очередном шаге не станет пренебрежимо ма-
лой. 
Ясно, что полученные оценки будут совпадать с оценками ОМНК, если 

весовая матрица Q  выбрана диагональной с элементами 21 / r , 0x  , а 
матрица D  нулевая. 
Легко обобщить представленный алгоритм для случая, когда проведено 

m  измерений. В частности, считая, что ( )лx x x x      центрированный 

вектор с матрицей ковариаций x
P , а ошибки измерения 

iv   не коррелиро-

ванные между собой и с вектором x  центрированные с.в. с заданными 

дисперсиями 2
ir , 1.i m , для расчетных матриц ковариаций ошибок оце-

нок, соответствующих различным вариантам МНК, можно записать:  
1 1

мнк 2

1 1 1

( ) ( ) ( ) ( )
m m m

л л л л
i i i i

i i i

P x M x r M x M x

 

  

    
     
    
   ; (2.45) 

1

омнк
2

1

1
( ) ( )

m
л л

i

i i

P x M x
r





 
  
 
 ;    (2.46) 

1

ммнк 1

2
1

1
( ) ( ) ( )

m
л x л

i

i i

P x P M x
r







 
  
 

 ,   (2.47) 

где 
2

2

sin П ( ) 0.5sin 2П ( )
( )

0.5sin 2П ( ) cos П ( )

л л
л i i

i л л
i i

x x
M x

x x

  
 
 

.   (2.48) 

Если считать измерения равноточными, т.е. полагать 2 2
ir r , 1.i m , то 

приведенные выражения упрощаются к виду: 
1

мнк омнк 2

1

( ) ( ) ( )
m

л л л
i

i

P x P x r M x





    
 
 ;     (2.49) 

1

ммнк 1

2
1

1
( ) ( ) ( )

m
л x л

i

i

P x P M x
r







 
  
 

 .       (2.50) 

При использовании итерационного алгоритма для получения расчетной 

матрицы ковариаций вместо л
x  следует принять значение, полученное для 

последней итерации.  
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Заметим, что число измерений и количество точечных ориентиров могут 
между собой не совпадать.    
Из полученных в примере 2.7 соотношений следует, что расчетная точ-

ность оценивания в задаче определения координат по точечным ориенти-
рам в значительной степени определяется взаимным расположением ори-
ентиров. Действительно, вводя радиальную среднеквадратическую по-
грешность определения координат места м , можем записать 

омнк омнк 1
м

1

(1,1) (2,2) ( ( )) .
m

л
i

i

DRMS P P r Sp M x




         (2.51) 

Отсюда следует, что м  при одинаковой величине r  в пренебрежении 

априорной информации определяется произведением среднеквадратиче-
ской ошибки измерения дальностей на некоторый коэффициент 

1

1

( )
m

л
i

i

PDOP Sp M x





   
 
 ,           (2.52) 

зависящий от взаимного расположения точечных ориентиров. Этот коэф-
фициент называется геометрическим фактором (Position Dilution of 
Precision). Например, в частном случае двух точечных ориентиров при  
П2=П1+90 нетрудно убедиться в том, что м 2r   (см. задачу 2.2.5). Оче-
видно, что при увеличении числа используемых ориентиров m  расчетная 
радиальная среднеквадратическая погрешность будет уменьшаться.  

Задачи к разделу  
Задача 2.1. Задан критерий вида 

ммнк т 1 т 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x
J x y Hx R y Hx x x P x x

       . 

Покажите, что значение x , при котором этот критерий достигает мини-
мального значения, определяется как 

1 т 1 1 т 1ˆ( ) (( ) ) ( ).x
x y x P H R H H R y Hx

        

Примечание. Задачу решите, используя: 
а) систему нормальных уравнений; 
б) процедуру выделения полного квадрата 
Задача 2.2. Покажите, что при решении задачи оценивания вектора x по 

измерениям (2.1) с помощью МНК и ОМНК будут справедливы следую-
щие соотношения [6, 25]: 

мнк т мнкˆ ˆ( ) 0,y y y  ; 
омнк т омнкˆ ˆ( ) 0,y y Qy   

где мнк мнк мнкˆ ˆ ;y Hx HK y   омнк омнк омнкˆ ˆ .y Hx HK y   

Задача 2.3. Пусть в критерии (2.16) 1
Q R

 , 1( )x
D P

 ,  

и, таким образом, в выражении для оценки ммнк ммнкˆ ( ) ( )x y x K y Hx   , со-
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ответствующей ММНК, матрица ммнк
K  определяется как 

ммнк 1 т 1 1 т 1(( ) )x
K P H R H H R

     . Полагая, что x  и v   некоррелирован-

ные случайные векторы с матрицами ковариаций x
P  и R , а математиче-

ское ожидание вектора x  равно x , покажите, что матрица ковариаций 
ошибок оценок ММНК определяется как  

   11ммнк т 1xP P H R H
   . 

Задача 2.4. Рассчитайте величину геометрического фактора в задаче 
оценивания координат объекта на плоскости по измерениям (1.16) для слу-
чая двух точечных ориентиров, считая, что выполнены следующие пред-
положения: точка линеаризации расположена в начале координат; один из 
точечных ориентиров расположен на оси 1ox ; второй – на оси 2ox ; ошибки 

измерения  не коррелированные между собой центрированные случайные 
величины с одинаковыми дисперсиями, равными 2

r .  

Контрольные вопросы  

1. Сформулируйте постановку задачи оценивания с использованием МНК, 
ОМНК и ММНК и поясните их особенности.  

2. Что такое невязка измерений и система нормальных уравнений? Приве-
дите пример системы нормальных уравнений для задачи оценивания фа-
зы.  

3. Решите задачу оценивания амплитуды гармонического сигнала с ис-
пользованием МНК.  

4. Получите алгоритмы вычисления оценок МНК и его модификаций для 
линейной задачи в общем виде. Проиллюстрируйте применение этих ал-
горитмов на примере решения простейшей задачи оценивания постоян-
ной величины. 

5. Приведите уравнения для ошибок оценок МНК и его модификаций и 
выражения для матриц ковариаций ошибок оценок для линейной задачи 
оценивания. Какие дополнительные предположения о свойствах ошибок 
измерения необходимо ввести для вычисления матриц ковариаций оши-
бок оценивания при решении задачи с помощью МНК? 

6. Поясните, как с использованием измерений (1.21) могут быть получены 
алгоритмы оценивания, основанные на линеаризации функции. Проил-
люстрируйте это на примерах оценивания фазы гармонического сигнала 
и оценивания координат на плоскости по измерениям дальностей до то-
чечных ориентиров.  

7. В чем особенность итерационного алгоритма? При каких условиях этот 
алгоритм может обеспечить нахождение оценки, соответствующей 
МНК? 
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РАЗДЕЛ 3 

Решение задач оценивания 

на основе небайесовского подхода. 

Метод максимума правдоподобия
 
 

В настоящем разделе рассмотрим небайесовские алгоритмы, которые 
строятся в предположении о случайном характере только ошибок измере-
ния, и при этом считаются полностью известными их статистические свой-
ства. Последнее означает, что задана ф.п.р.в. ( )vf  . Неизвестный оцени-

ваемый вектор, как и в методе наименьших квадратов и его модификациях, 
предполагается неслучайным (детерминированным) вектором. Подход к 
получению оценок при таких предположениях получил название небайе-
совского, или классического подхода (метода) [7, 16, 25, 27]. 

3.1. Основные положения и постановка задачи  

Введение предположения о случайном характере ошибок измерения с 
известной ф.п.р.в. ( )vf   уже на этапе проектирования алгоритмов дает 
возможность при фиксированных значениях x  рассматривать измерения 
как случайный вектор, свойства которого определены с помощью услов-
ной к x  ф.п.р.в. ( / )f y x . В полной мере это относится и к оценке ( )x y , и к 

ее ошибке ( ) ( )y x x y    , представляющим собой преобразования измере-
ний y . Принимая во внимание соотношение ( )y s x v    и фиксируя x , для 

( / )f y x  можно записать выражение  
( / ) ( ( ))vf y x f y s x  ,       (3.1) 

в котором ( )vf    ф.п.р.в. ошибок измерения.  

Так, полагая, что в выражении ( )y s x v   ошибки измерения представ-

ляют собой гауссовский центрированный вектор с известной матрицей ко-
вариаций R , ( / )f y x  может быть конкретизирована в виде 

т 1

/2

1 1
( / ) exp ( ( )) ( ( ))

2(2 ) detm
f y x y s x R y s x

R

       
.      (3.2) 

Если, кроме того, считать iv , 1.i m  не зависимыми между собой случай-

ными величинами с дисперсиями 2
ir , 1.i m , то ( / )f y x  представляется как 
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2

2
12

2

1

1 1 ( ( ))
( / ) exp

2
2

m

i i

mm
i i

i

i

y s x
f y x

r
r





 
  

 



.     (3.3) 

Количественная характеристика качества оценивания x  по измерениям 
y  может быть введена с помощью скалярной функции ( ( ))L x x y  , уста-
навливающей определенный штраф за отличие оценки от истинного зна-
чения оцениваемого параметра и называемой функцией потерь. Наи-
большее распространение при анализе качества оценок в задачах  
обработки навигационной информации получила квадратичная функция  

потерь  

   2 т т

1

( ( )) ( ) ( ( )) ( ( )) ( ( ))( ( ))
n

i i

i

L x x y x x y x x y x x y Sp x x y x x y


              . 

Введем связанный с ней критерий в виде математического ожидания от 
этой функции  

   т
/ /( ) ( ( )) ( ( )) ( ( ))x xJ x M L x x y M x x y x x y    y y

   ,       (3.4) 

который в силу справедливости перестановки местами операций взятия 
математического ожидания и вычисления следа матриц также может быть 
записан в виде 

 т/( ) ( ( ))( ( )) ( )
x

J x M Sp x x y x x y SpP x   y
  , 

где  
   т/( ) ( ) ( )

y x
P x M x x y x x y            (3.5) 

 матрица ковариаций ошибок оценивания.  
Важно заметить, что знак математического ожидания соответствует 

функции ( / )f y x . Для того чтобы подчеркнуть этот факт, у этой матрицы 

и критерия введен аргумент x .  
Таким образом, задача синтеза алгоритма в рамках небайесовского 

подхода может быть конкретизирована следующим образом.  
Найти алгоритм вычисления оценки неизвестного детерминированного 

вектора x  по измерениям ( )y s x v  , в которых    m-мерный случайный 

вектор ошибок измерения с заданной ( )vf   исходя из минимизации крите-
рия (3.4), т.е. 

/

2

( )
1

ˆ( ) arg min ( ( )) .
x

n

i
x y

i

x y M x x y


 
  

 
y

  

Задача анализа точности в рамках небайесовского подхода сводится к 
вычислению матрицы ковариаций ошибок оценивания (3.5). 
Критерий (3.4) получил наименование среднеквадратического крите-

рия, а оценка, обеспечивающая его минимум – оптимальной в средне-
квадратическом смысле небайесовской оценкой. Заметим, что критерий 
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(3.4) принципиально отличается от критериев, рассмотренных в предыду-
щем части, поскольку цель решения задачи заключается в обеспечении оп-
ределенных требований к ошибкам оценки искомого вектора, а не к вы-
численным значениям измеряемых параметров.  
К сожалению, для сформулированной задачи не удается установить об-

щего правила нахождения оценок, минимизирующих критерий (3.4). В 
связи с этим выбор того или иного алгоритма оценивания в предположе-
нии о случайном характере ошибок измерения и детерминированном ха-
рактере неизвестного вектора проводят путем сравнения соответствующих 
им значений критерия и сопоставления свойств получающихся оценок. 
Важную роль при таком сопоставлении играют такие понятия, как несме-
щенность, состоятельность и эффективность. Приведем определения этих 
понятий и поясним их смысл. 
В рамках небайесовского подхода оценка ( )x y  называется несме-

щенной, если ее математическое ожидание совпадает с истинным значе-
нием параметра x , т.е.  

/ { ( )}
y x

M x y x ,      (3.6) 

или, записывая более подробно, 

/ { ( )} ( ) ( / )
y x

M x y x y f y x dy x   . 

Как правило, при минимизации критерия (3.3) накладывают дополни-
тельное требование к несмещенности оценки. Оценка, обеспечивающая 
минимум этого критерия при выполнении требования (3.6), называется не-
байесовской несмещенной оценкой с минимальной дисперсией. 
Для объяснения понятия состоятельности предположим, что имеется по-

следовательность измерений скалярной величины i iy x v  , 1.i m , и с 
их использованием вырабатывается оценка mx . Эта оценка  называется со-

стоятельной, если она сходится по вероятности к истинному значению 
оцениваемой величины при увеличении числа измерений m , т. е.  

limPr( ) 1,m
m

x e x x e


         (3.7) 

где e   сколь угодно малое положительное число.  
Аналогично можно определить состоятельность оценки и в векторном 

случае. 
Понятие эффективности оценки связано с неравенством Рао–Крамера. 

Для несмещенных оценок ( )x y  неравенство Рао–Крамера в рамках не-
байесовского подхода формулируется следующим образом [7, 25, 27]:  

1( ) ( )P x I x
 ,     (3.8) 

где 
т

/

ln ( / ) ln ( / )
( )

y x

f y x f y x
I x M

x x

           
.     (3.9) 
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Из этого неравенства следует, что можно указать такую матрицу ( )I x  

при фиксированном значении x , которая будет всегда меньше либо равна 
матрице ковариаций для любой несмещенной оценки. Напомним, что знак 
неравенства для матриц означает справедливость неравенства для соответ-
ствующих квадратичных форм, см. соотношение (П1.35). В этом смысле 
матрица 1( )I x

  определяет предельно достижимую точность решения 

задачи в рамках небайесовского подхода. Будем называть эту матрицу 
матрицей, характеризующей нижнюю границу точности, или просто мат-

рицей нижней границы. Для справедливости приведенного неравенства 
требуется, чтобы ( / )f y x  удовлетворяла условиям регулярности, суть ко-

торых сводится к абсолютной интегрируемости и существованию первых и 
вторых производных по x . Оценка, для которой в (3.8) достигается знак 
равенства, называется эффективной небайесовской оценкой. Стоящая 
справа в выражении (3.9) матрица называется информационной матри-

цей Фишера. 
Если найден алгоритм вычисления эффективной оценки ˆ( ),x y  то для 

нее, как следует из (3.8), справедливо следующее неравенство: 

   т т
/ /

ˆ ˆ( ( ))( ( )) ( ( ))( ( ))
y x y x

M x x y x x y M x x y x x y      ,     (3.10) 

означающее, что какой бы ни выбирался любой другой алгоритм вычисле-
ния несмещенной оценки ( ),x y  соответствующая ему матрица ковариаций 

ошибок будет всегда меньше или равна матрице, обратной информацион-
ной матрице Фишера. 
Использование неравенства Рао–Крамера оказывается весьма полезным 

при анализе точности, поскольку с его помощью удается оценить потенци-
ально достижимую точность без построения самой процедуры оценивания. 
Введенные выше определения, касающиеся свойств получаемых оценок, 

позволяют более предметно проводить их сопоставление.  

3.2. Метод максимума правдоподобия 

Наибольшее распространение в рамках небайесовского подхода получил 
алгоритм вычисления оценок, основанный на максимизации ( / )f y x  как 

функции x  при фиксированных значениях измерений y . Эта функция в 

теории оценивания получила название функции правдоподобия, а метод 
вычисления, основанный на ее максимизации – метод максимума функ-

ции правдоподобия (МФП) [7, 16, 21, 25]. Заметим, что значение 
( * / )f y x , умноженное на величину малого приращения измерений y , т.е. 
( * / )f y x y , в скалярном случае приближенно определяет вероятность для 

измерения попасть в интервал ( *, * )y y y , т.е. 
Pr( * * ) ( * / )y y y y f y x y     . Таким образом, смысл процедуры мак-

симизации функции правдоподобия заключается в том, чтобы при фикси-
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рованных значениях измерений подобрать такое значение искомого пара-
метра, при котором эта вероятность достигает наибольшего значения. Час-
то вместо функции правдоподобия имеют дело с ее логарифмом или лога-

рифмической функцией правдоподобия ln ( / )f y x . Обычно эти функции 

определяются с точностью до произвольного постоянного множителя. 
Из теории оценивания известно, что оценка, соответствующая максиму-

му функции правдоподобия, обладает важными свойствами: она состоя-
тельна; в асимптотике при неограниченном увеличении числа измерений 
m  не смещена и нормальна (имеет гауссовское распределение) [7]. 
Кроме того, установлен следующий факт: если существует эффектив-

ная небайесовская оценка, то она является оценкой, максимизирую-

щей функцию правдоподобия [7]. Перечисленные свойства оценки, соот-
ветствующей максимуму функции правдоподобия, и объясняют ее широ-
кое использование в рамках небайесовского подхода. Однако следует 
иметь в виду, что эта оценка не является общим решением задачи миними-
зации критерия нахождения несмещенных оценок с минимальной диспер-
сией и даже не всегда при ограниченном объеме измерений является про-
сто несмещенной [16]. 
Итак, оценка максимального правдоподобия (maximum likelihood 

estimate) отыскивается путем выбора значения x , которое максимизирует 
( / )f y x , т.е. 

мфпˆ ( ) arg max ( / ),
x

x y f y x                    (3.11) 

либо  
мфпˆ ( ) arg max ln ( / ).

x
x y f y x  

Для обеспечения максимума функции правдоподобия требуется, чтобы 
соответствующая оценка удовлетворяла необходимому условию максиму-
ма 

мфпˆ ( )
( / ) 0,

x y

d
f y x

dx
  

или 

мфпˆ ( )
ln ( / ) 0.

x y

d
f y x

dx
                 (3.12) 

Эти уравнения получили названия уравнений правдоподобия.  
Как и в случае МНК, приведенные условия являются лишь необходи-

мыми для обеспечения максимума, и каждое из полученных решений 
должно проверяться на достаточное условие типа  

мфп

2

т ˆ ( )
ln ( / ) 0.

x y

d
f y x

dxdx
                 (3.13) 

Рассмотрим два примера. 
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 П р и м е р   3.1. Конкретизируем алгоритм вычисления оценки, мак-
симизирующей функцию правдоподобия, для задачи оценивания скаляр-
ной величины x  по скалярным измерениям  

i iy x v  , 1.i m ,            (3.14) 

в которых iv , 1.i m   не зависимые между собой гауссовские случайные 
величинами с одинаковыми дисперсиями 2

r , т.е. 2
R r E .  

 
Так как функция правдоподобия для этого примера имеет вид (3.3), а 

( )s x x , алгоритм нахождения оценки сведется к минимизации критерия  

мфп 2

2
1

1
( ) ( )

2

m

i

i

J x y x
r 

   , 

откуда 
мфп

1

1
ˆ ( )

m

i

i

x y y
m 

  . 

Таким образом, оценка, соответствующая максимуму функции правдо-
подобия, в данном примере представляет собой среднеарифметическое по 
всем измерениям.  
Проанализируем свойства этой оценки.  

Поскольку  мфп
/ /

1

1
ˆ ( ) ( )

m

y x y x i

i

M x y M x v x
m 

 
   

 
 , оценка является не-

смещенной, а дисперсия ее ошибки вычисляется как 

  
2 2

2мфп
/ /2

1

1
ˆ ( )

m

y x y x i

i

r
M x y x M v

m m

       
   
 . 

В силу того, что дисперсия ошибки оценки стремится к нулю при увели-

чении числа измерений m , оценка мфпˆ ( )x y  является состоятельной. 

Рассчитаем предельно достижимую точность для этого примера.  
В данном случае имеем 

т
2

ln ( / ) 1
( )

f y x
H y Hx

x r


 


, 

где т
H   строка, состоящая из единиц. 

Принимая во внимание тот факт, что  

 т 2
/ ( )( )

y x m
M y Hx y Hx r E   , 

получаем          
2

( )
r

P x
m

 . 

Таким образом, в задаче оценивания скалярной величины по измерени-
ям (3.14) в условиях, когда ошибки измерения – независимые между собой 

гауссовские случайные величины с одинаковыми дисперсиями 2
r , диспер-
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сия ошибки несмещенной оценки не может быть меньше 
2

r

m
. Отсюда сле-

дует, что оценка, соответствующая максимуму функции правдоподобия, в 
этом примере является  несмещенной эффективной оценкой, а следова-
тельно, и несмещенной оценкой с минимальной дисперсией.    

3.3. Общее решение линейной гауссовской задачи. 

Взаимосвязь с алгоритмами метода наименьших квадратов 
Решение задачи нахождения несмещенной эффективной оценки в при-

мере 3.1 оказалось достаточно простым. Более того, нетрудно было заме-
тить, что полученный алгоритм совпал с алгоритмом МНК. Это является 
следствием того, что в примере решалась линейная гауссовская задача. 
Именно в этом случае алгоритм нахождения оценки, соответствующей 
максимуму функции правдоподобия, реализуется наиболее просто. Пока-
жем это.  
Будем считать, что рассматривается линейная задача оценивания посто-

янного n -мерного  вектора x  по измерениям m -мерного вектора измере-
ний y Hx v  , в предположении, что ошибки измерения v  представляют 
собой центрированный случайный гауссовский вектор с матрицей кова-
риаций R . Получим оценку, соответствующую максимуму правдоподобия, 
и проанализируем ее свойства. 
При сделанных предположениях функция правдоподобия совпадает с 

выражением (3.2), в котором ( )s x Hx , т.е. 
т 1

/2

1 1
( / ) exp ( ) ( )

2(2 ) detm
f y x y Hx R y Hx

R

       
, 

а логарифмическая функция правдоподобия может быть записана в виде 
мфп т 1( ) ( ) ( )J x y Hx R y Hx

   .   (3.15) 

Таким образом,  
мфп мфпˆ ( ) arg max ( , , ) arg min ( ).

xx
x y N y Hx R J x              (3.16) 

Заметим, что полученный критерий (3.15) совпадает с критерием  (2.13)  

для ОМНК при 1
Q R

 , что позволяет получить  следующие выражения: 
мфп мфпˆ ( )x y K y ;    (3.17) 

  1мфп мфп мфп т т 1( )P K R K H R H
  ,  (3.18) 

где           1мфп т 1 т 1
K H R H H R

  .                    (3.19) 

Оценка (3.17) является несмещенной.  

Действительно, поскольку  /y xM y Hx , а мфп 0E K H  , то 

 мфп
/ ( ) 0

y x
M x K y  . 
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В силу того, что ошибка оценки мфп мфпˆ( ) ( )y x x y    может быть пред-

ставлена в виде, аналогичном (2.23) , т.е.  
мфп мфп( ) ,y K        (3.20) 

эта ошибка не зависит от оцениваемого вектора x , а зависит только от 
ошибок измерения. Т.е. ошибка оценки в методе максимума правдоподо-
бия в рассматриваемой задаче инвариантна относительно оцениваемого 
вектора. Существенно, что и матрица ковариаций здесь также не зависит 
от оцениваемого вектора.  
Поскольку в рассматриваемой задаче достаточно просто отыскивается 

матрица, характеризующая нижнюю границу точности, нетрудно также 
убедиться в том, что оценка (3.17) является эффективной. Действительно, 
поскольку ( )s x Hx , то, принимая во внимание соотношение  

т 1ln ( / )
( )

f y x
H R y Hx

x


 


 

и тот факт, что выполнены условия регулярности, легко вычислить мате-
матическое ожидание в (3.9) и для информационной матрицы Фишера по-
лучить 

т 1( )I x H R H
 .                      (3.21) 

Сопоставляя 1( )I x
  с матрицей ковариаций мфп ( )P x , задаваемой выра-

жением (3.18), убеждаемся в их совпадении.  
Таким образом, в линейной гауссовской задаче оценка максималь-

ного правдоподобия (3.17) является несмещенной эффективной небай-

есовской оценкой с матрицей ковариаций (3.18) или, что то же самое, 
несмещенной небайесовской оценкой с минимальной дисперсией. 

Обсудим теперь связь с МНК. Замечаем, что полученные выражения 
(3.17), (3.18) идентичны выражениям (2.28), (2.29), соответствующим 

ОМНК при 1
Q R

 . Это вполне логично, поскольку в рассматриваемом 

случае задача минимизации критерия ОМНК совпадает с задачей максими-
зации функции правдоподобия, так как критерий (3.15) совпадает с крите-
рием ОМНК.  
Из сказанного следует, что оценка, соответствующая методу макси-

мума функции правдоподобия в задаче оценивания x  по измерениям 

(1.11)  при гауссовском характере ошибок измерения, совпадает с 
оценкой обобщенного метода наименьших квадратов, если весовая 

матрица в его критерии 1
Q R

 .  

Поскольку оценка МФП, как отмечалось выше, совпадет с оценкой 
ОМНК, то для оценок ОМНК при соответствующем выборе матрицы бу-
дет справедлив вывод.  
В линейной гауссовской задаче оценка, соответствующая ОМНК, 

при выборе весовой матрицы в критерии такой, что 1
Q R

 , является 
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несмещенной эффективной небайесовской оценкой с матрицей кова-

риаций (3.18). 
В силу отмеченного совпадения результаты, рассмотренные в примерах 

2.2 -2.5 и касающиеся ОМНК, можно трактовать как результаты, соответ-
ствующие методу максимума функции правдоподобия, если дополнитель-
но предположить гауссовский характер ошибок измерения и принять 

1
Q R

 .  

3.4. Решение нелинейной гауссовской задачи. 

Взаимосвязь с алгоритмами метода наименьших квадратов 
Обсудим теперь, к чему сводится алгоритм нахождения оценки, соответ-

ствующей максимуму функции правдоподобия в нелинейной задаче оце-
нивания постоянного неизвестного n-мерного вектора x  по m-мерным из-
мерениям ( )y s x v  , где т

1( ) ( ( ),.. ( ))ms s x s x   – m-мерная в общем случае 
нелинейная функция, а v   m-мерный центрированный случайный гаус-
совский вектор ошибок измерения с матрицей ковариаций R . В этом слу-
чае логарифмическая функция правдоподобия может быть записана в виде 

мфп т 11
( ) ln ( / ) ( ( )) ( ( ))

2
J x f y x y s x R y s x     . (3.22) 

Отсюда следует, что для нахождения оценки необходимо либо отыски-
вать максимум этого критерия, либо решать систему нелинейных уравне-
ний 

т
1ln ( / ) ( )
( ( )) 0

f y x ds x
R y s x

x dx


  


  (3.23) 

с последующей проверкой условия (3.13).  
Нетрудно заметить, что вид критерия (3.22), соответствующий рассмат-

риваемому гауссовскому случаю, с точностью до постоянного множителя 
совпадает с критерием (2.5) обобщенного метода наименьших квадратов, 

если в ОМНК в качестве весовой матрицы выбрать матрицу 1
Q R

 . От-
сюда вытекает следующий вывод, аналогичный выводу для линейной за-
дачи. Оценка, соответствующая методу максимума функции правдо-

подобия, в нелинейной задаче оценивания x  по измерениям (1.21) при 

гауссовском характере ошибок измерения совпадает с оценкой обоб-

щенного метода наименьших квадратов, если весовая матрица в его 

критерии 1
Q R

 . 

Из сказанного следует, что рассмотренные в подразделах 2.3, 2.4 пути 
построения алгоритмов и анализ их точности можно трактовать как мето-
ды решения задач оценивания на основе максимизации функции правдо-
подобия в предположении гауссовского характера ошибок измерения. В 
частности, здесь могут быть использованы линеаризованный и итерацион-
ный алгоритмы. Следует заметить при этом, что при анализе точности 
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должна быть использована матрица, подобная матрице (2.39). При этом 
при вычислении математического ожидания необходимо использовать ус-
ловную ф.п.р.в. ( / ).f y x  

Ясно, что при нахождении этой матрицы, например в соответствии с ме-
тодом статистических испытаний, необходимо выполнять значительный 
объем вычислений. И здесь весьма полезным оказывается привлечение не-
равенства Рао–Крамера, поскольку в нелинейной гауссовской задаче по 
аналогии с тем, как это было сделано для линейного случая, достаточно 
просто найти матрицу, характеризующую нижнюю границу точности. 
Действительно, полагая, что функция ( )s x  обеспечивает выполнение усло-

вий регулярности, и принимая во внимание соотношение 
т

1ln ( / ) ( )
( ( ))

f y x ds x
R y s x

x dx


 


,  (3.24) 

получаем 
т

1

т

( ) ( )
( )

ds x ds x
I x R

dx dx

 .        (3.25) 

Нетрудно заметить, что если применительно к рассматриваемой задаче 
считать допустимым линеаризованное описание для ( )s x  и приближенно 

решать задачу методом максимума правдоподобия с использованием 
(3.17), то матрица ковариаций, вычисляемая согласно (3.18), совпадет с 

1( )I x
 , поскольку 

  11 1 т 1 мфп( ) ( ) ( ) ( )л л лI x I x H x R H x P
     . 

Конкретизируем полученные соотношения применительно к двум при-
мерам. 

 П р и м е р   3.2. Получим выражение для  нахождения нижней грани-
цы точности в задаче оценивания скалярной величины x  по измерениям  

( )i i iy s x v  , 1.i m ,    (3.26) 

в которых iv , 1.i m  предполагаются независимыми между собой гауссов-

скими случайными величинами с одинаковыми дисперсиями 2
r , т. е. 

2
R r E .  
Используя выражение (3.25), запишем 

2

2
1

1 ( )
( )

m

i

i

ds x
I x

r dx

   
 

 . 

Если ввести величину, характеризующую значения производной 
2

1

1 ( )
( )

m

i

i

ds x
g x

m dx

   
 

 , 

то выражение для нижней границы точности можно записать как 
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2
1

2
( ) ( )

( )

r
P x I x

g x m

  .             (3.27) 

Заметим, что 1 мнк 2( ) ( ( ))I x x
   , где мнк 2( ( ))x  значение расчетной дис-

персии ошибки оценки, соответствующей линеаризованному МНК с точ-

кой линеаризации л
x x . 

Нетрудно конкретизировать полученные соотношения для примера 2.6. 
В частности, величина, характеризующая значение производной, будет оп-
ределяться как 

2

2 1

cos ( )

( )

m

i

i

t x

g x
m



 



.    

 П р и м е р   3.3. Получим выражение для матрицы, характеризующей 
нижнюю границу точности, в нелинейной задаче определения координат 
места по измерениям дальностей (1.16) до m точечных ориентиров, пола-
гая, что ошибки измерения являются независимыми между собой гауссов-

скими центрированными случайными величинами с дисперсиями 2
ir , 

1.i m .  
Принимая во внимание (3.25), для матрицы нижней границы можем за-

писать выражение: 
1

1

2
1

1
( ) ( )

m

i

i i

I x M x
r







 
  
 
 , в котором Mi(x) определяются 

соотношением (2.64), т. е. 
2

2

sin П ( ) 0.5sin 2П ( )
( )

0.5sin 2П ( ) cos П ( )
i i

i

i i

x x
M x

x x

  
  
 

. 

Если предположить, что линеаризованное описание в области априор-
ной неопределенности справедливо, то увидим, что матрица ковариаций 

для ОМНК при замене значения л
x  на истинное значение x , как следует из 

примера 2.7, будет совпадать с расчетной матрицей, характеризующей 
нижнюю границу точности.    
В общем случае при использовании неравенства Рао–Крамера для ана-

лиза точности в нелинейных задачах необходимо помнить, что действи-
тельная матрица ковариаций ошибок оценивания для исследуемых алго-
ритмов задается соотношением  

 т( ( ))( ( ))P M x x y x x y      

и может существенно отличаться от 1( )I x
 . В частности, такая ситуация 

может иметь место для линеаризованного алгоритма в силу приближенно-
сти описания (1.22). Вместе с тем неравенство (3.8), которое в данном слу-
чае конкретизируется как 
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1т
1

т

( ) ( )
( )

ds x ds x
P x R

dx dx



 
  
 

 , 

справедливо всегда, если ( )s x  обеспечивает выполнение условий регуляр-

ности для функции правдоподобия (3.2). Это означает, что какой бы алго-
ритм ни был выбран для решения рассматриваемой задачи, матрица кова-
риаций его ошибок будет всегда превышать матрицу, стоящую в правой 
части неравенства и вычисляемую при фиксированном значении неизвест-
ного вектора.  

Задачи к разделу 
Задача 3.1. Получите выражение для функции правдоподобия и диспер-

сии, характеризующей нижнюю границу точности, в задаче оценивания 
скалярной величины x  по измерениям 

( )i i iy s x   , 

где ошибки измерения  

i id v    

представляют собой сумму центрированной гауссовской случайной вели-

чины с дисперсией 2
d , описывающей систематическую составляющую, и 

независимых между собой и от d  центрированных гауссовских случайных 

величин с одинаковыми дисперсиями 2 2
ir r , 1.i m . 

Покажите также, что при получении оценки соответствующей максиму-
му функции правдоподобия можно использовать критерий 

22
мфп 2

2 2 2
1 1

1
( ) ( ( )) ( ( ))

2

m m

d
i i i i

i id

J x y s x y s x
r m r 

   
          

  . 

Задача 3.2. Покажите, что выражение  
22

мфп 2

2 2 2
1 1

1
( ) ( ( )) ( ( ))

2

m m

d
i i i i

i id

J x y s x y s x
r m r 

   
          

   

из задачи 3.1 может быть представлено в виде 
2

мфп 1
2 2

1 1

ˆ( ( ) ( ))
,

m

i i i

i i

y s x d x
J

r



 

 


  
    (1) 

где 
2

1
1 12 2

1

ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ( ) ( )),i
i i i i i

i

d x d x y s x d x
r


 




   

 



 ;         (2) 

2 2
2 1

2 2
1

i
i

i

r

r






 

 



  1.i m ; 2 2
0 d   , 0

ˆ ( ) 0.d x         (3) 

Задача 3.3. Пусть  имеются два измерителя, вырабатывающие показания  
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1 1

2 2

;

,

y x v

y x v

 
 

 

в которых т
1 2( , )x x x  представляет собой двухмерный вектор, задающий 

координаты объекта на плоскости. Считая, что этот вектор является детер-
минированным вектором, а двухмерные векторы ошибок измерения явля-
ются центрированными гауссовскими векторами с матрицами ковариаций 

1R , 2R , получите алгоритм вычисления эффективной оценки и соответст-
вующей ему матрицы ковариаций. Сопоставьте результаты с решением для 

ОМНК, полагая матрицу Q  блочно-диагональной с блоками 
1

1
R

  и 
2

1
R

 .  

Задача 3.4. Получите основанный на линеаризации и итерационный ал-
горитмы оценивания, соответствующие методу максимума правдоподобия  
в задаче оценивания фазы гармонического колебания по измерениям  
(1.14), т.е. 

0sin( )i i iy A t v     , 1.i m , 

в предположении, что амплитуда A и частота 2 f   известны, а ошибки 

измерения являются некоррелированными между собой гауссовскими слу-

чайными величинами с одинаковой дисперсией 2
r . Сопоставьте результа-

ты с решением для МНК 

Задача 3.5. Покажите, что оценки, соответствующие методу максимума 
функции правдоподобия, не зависят от линейных невырожденных преоб-
разований по отношению к используемым измерениям.  

Задача 3.6. Полагая, что решению подлежит линейная задача оценива-
ния вектора x  по измерениям y Hx v  , а оценки отыскиваются в виде 
ˆ( )x y Ky , найдите выражение для матрицы K , удовлетворяющей усло-

вию 0E KH   и обеспечивающей минимум критерия (3.4), т.е. 
 т

/
ˆ ˆ( ( )) ( ( ))

y x
J M x x y x x y   .  

Предварительно убедитесь в том, что при выполнении оговоренного ус-
ловия при вычислении выбранного критерия J  достаточно ввести предпо-
ложение только о случайном характере вектора ошибок измерения v  и за-
даться лишь  его первыми двумя моментами.  
Полагая далее, что   центрированный случайный вектор с известной 

матрицей ковариаций R , получите выражение для соответствующей мат-
рицы ковариаций ошибок таких оценок. 

Контрольные вопросы  

1. Сформулируйте задачу оценивания в рамках небайесовского подхода. В 
чем особенности такой постановки по сравнению с постановкой задачи с 
использованием МНК и его модификаций? 
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2. Дайте определение несмещенной и состоятельной оценок, а также не-
смещенной небайесовской оценки с минимальной дисперсией. 

3. Приведите формулировку неравенства Рао–Крамера и поясните его 
смысл. Что такое эффективная оценка? 

4. Поясните суть метода максимума правдоподобия, что такое функция 
правдоподобия и уравнение правдоподобия? 

5. Получите выражение для информационной матрицы Фишера для линей-
ной и нелинейной гауссовской задач оценивания. 

6. Получите решение линейной гауссовской задачи оценивания методом 
максимума правдоподобия. Является ли полученная оценка эффектив-
ной? Какова взаимосвязь с алгоритмами метода наименьших квадратов? 

7. Как соотносится матрица, характеризующая нижнюю границу точности, 
с действительной матрицей ковариаций ошибок оценивания в нелиней-
ной гауссовской задаче и расчетной матрицей, соответствующей линеа-
ризованному алгоритму? 
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РАЗДЕЛ 4 

Байесовский подход. Оптимальные оценки 

 

 

Рассмотрим теперь задачу оценивания (1.21) в рамках байесовского 

подхода, т.е. полагаем, что оцениванию подлежит n-мерный постоянный 
вектор x по m-мерному вектору измерений ( )y s x v  . Основная особен-

ность этого подхода заключается в предположении о случайном характере 
оцениваемого вектора x и ошибки измерения . Это дает возможность вве-
сти совместную ф.п.р.в. ( , )f x v , которая, в свою очередь, позволяет перей-

ти к ф.п.р.в. ( , )f x y  и затем ввести условную (апостериорную) ф.п.р.в. 

( / )f x y  [6, 7, 16, 25, 27, 37]. Ранее при обсуждении метода максимума 
правдоподобия уже вводилась условная плотность ( / )f y x . Учитывая 

важность понятия апостериорной плотности в задаче оценивания, решае-
мой в рамках байесовского подхода, обсудим это понятие более подробно. 

4.1. Формула Байеса и апостериорная плотность 

Итак, будем полагать, что совместная ф.п.р.в. ( , )f x y определена. Для 

этой плотности справедлива формула умножения плотностей вероятно-

сти 
( , ) ( / ) ( ) ( / ) ( ).f x y f x y f y f y x f x     (4.1) 

Входящие в эти соотношения плотности ( / )f x y  и ( / )f y x  являются 

уcловными плотностями и определяют статистические свойства векторов x 
и y  при условии, что вектор, стоящий справа от черты, фиксирован. При 

решении задач оценивания условные плотности ( / )f x y  и ( / )f y x  также 
называют апостериорными плотностями, тем самым подчеркивается тот 
факт, что эти плотности соответствуют апостериорной ситуации, т.е. та-
кой, при которой один из векторов, связанный с оцениваемым вектором, 
фиксируется. В этом случае исходные плотности ( )f x , ( )f y  принято на-
зывать априорными. Из соотношения (4.1) следует, что  

( , ) ( , )
( / )

( ) ( , )

f x y f x y
f x y

f y f x y dx
 


.       (4.2) 
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Зависящая от измерений y  функция ( ) ( , )f y f x y dx  , по сути, обеспе-
чивает нормировку, т.е равенство единице для выражения, стоящего в пра-
вой части (4.2). 
Соотношение (4.2) известно как формула Байеса. Выражения (4.2) 

обеспечивают возможность нахождения условных плотностей по извест-
ной совместной плотности ( , )f x y . Из них, в частности, следует, что при 

независимости векторов x и y  условные и априорные ф.п.р.в. между собой 

совпадают. 
Запишем соотношения, позволяющие находить параметры условной га-

уссовской плотности распределения [18]. Предположим, что совместная 
ф.п.р.в. двух гауссовских векторов x и y  размерности n и m имеет вид 

    т тт т т т( , ) , ; , ,f x y N x y x y P , 

где       
т( )

x xy

xy y

P P
P

P P

 
  
 

. 

Ясно, что для каждого вектора по отдельности для ф.п.р.в. справедливо 
следующее представление:  

 ( ) ; , x
f x N x x P ; 

 ( ) ; , y
f y N y y P . 

Используя соотношение (4.2) и правила обращения блочных матриц, 
можно показать, что условная плотность ( / )f x y  также является гауссов-

ской, т.е.  /ˆ( / ) ; ( ), x y
f x y N x x y P , а ее параметры определяются с помо-

щью следующих соотношений:  

  1
ˆ( ) ( )xy y
x y x P P y y


   ;   (4.3) 

/ 1 т( ) ( )x y x xy y xy
P P P P P

  .    (4.4) 

Эти соотношения определяют правило нахождения параметров услов-
ной гауссовской плотности для двух совместно гауссовских векторов.  

 П р и м е р   4.1. Предположим, что задана скалярная гауссовская слу-

чайная величина x с плотностью 2
0( ) ( ; , )f x N x x   и набор величин  

( )i iy s x v  , 1.i m , 

в которых ( )s x  – известная в общем случае нелинейная функция, напри-

мер, 3( )s x x . Считаем, что iv , 1.i m  – независимые между собой и от x  

гауссовские случайные величины с ф.п.р.  2( ) ;0,
i i

f v N v r . Запишем вы-

ражение для апостериорной плотности. Используя (4.2) и сделанные пред-
положения, получим 
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22

2

1 1 1
( / ) exp ( ( ))

( ) 2
ix

x
f x y y s x

c y P r

 
     

 
 , 

где нормирующий множитель определяется как 
22

2

1 1
( ) exp ( ( ))

2
ix

x
c y y s x dx

P r





 
     

 
 . 

Функция ( )c y с точностью до коэффициентов совпадает с ( )f y . Она 
обычно называется нормирующим множителем. Для частного случая, ко-
гда ( )s x x , в этих выражениях ( )s x  надо заменить на x. Для этого частно-

го случая нетрудно показать, что апостериорная плотность является гаус-
совской  /ˆ( / ) ; ( ), x y

f x y N x x y P , а ее параметры определяются в виде 
2
0

2 2
10

ˆ( ) ( )
m

i

i

x y x y x
r m 

  
      

 ; 

1
2 2
0

2 2 2 2
0 0

1 m r
P

r r m


  

      
. 

Для того чтобы убедиться в этом, необходимо сначала записать пара-
метры гауссовской плотности составного вектора 1 2( , , ,..... )T

mz x v v v , затем 

найти параметры гауссовской плотности для составного вектора 
1 2( , , ,..... ) ( , )T T T

mz x y y y x y  . Это сделать нетрудно, если учесть, что 

z Tz , где T  – матрица, легко определяемая из соотношения 
i iy x v  , 

1.i m . Далее необходимо воспользоваться соотношениями (4.3.), (4.4.). 
Нетрудно убедиться в том, что в рассматриваемом примере при ( )s x x  

функция ( )f y  будет определяться как 
2 2

1 0( ) ( ; ; )m m m m mf y N y xI I r E     , 

где m mI  , m mE  –m m  матрица, состоящая из единиц и единичная 

матрица.    

4.2. Постановка и общее решение байесовской задачи оценивания 

Сформулируем теперь постановку задачи оценивания, решаемую в рам-
ках байесовского подхода, и приведем для нее общее решение. 
Как и в предыдущем разделе, введем квадратичную функцию потерь  

 2 т

1

( ( )) ( ) ( ( )) ( ( ))
n

i i

i

L x x y x x y x x y x x y


          

и связанный с ней критерий в виде математического ожидания квадратич-
ной функции потерь 

     т( ( )) ( ( ))( ( ))B

x,y x,y
J M L x x y M Sp x x y x x y Sp P         . 



 

66

Этот критерий в рамках байесовского подхода называют байесовским 
риском или средними байесовскими потерями.  
Заметим, что он отличается от аналогичного критерия, введенного в 

предыдущем разделе, поскольку здесь математическое ожидание вычисля-
ется с учетом случайного характера как x, так и y . 

Задача оценивания вектора x  по измерениям y  в рамках байесовского 

подхода формулируется так: найти такую оценку, которая обеспечит ми-
нимум математического ожидания для квадратичной функции потерь, т.е. 

 2

( )
1

ˆ( ) arg min ( ( )) arg min
x,y

n

i
x(y) x y

i

x y M x x y Sp P


 
   

 
 

 . 

Такая оптимальная в среднеквадратическом смысле оценка в дальней-
шем называется оптимальной байесовской оценкой или, как правило, 
просто оптимальной оценкой. 
В теории оценивания весьма важным является следующее утверждение.  
Оптимальной байесовской оценкой является математическое ожи-

дание, соответствующее апостериорной плотности ( / )f x y , т.е.  
ˆ( ) ( / ) .x y xf x y dx            (4.5) 

Действительно, записывая критерий в виде  
т( ( )) ( ( )) ( / ) ( )B

J x x y x x y f x y dxf y dy       

и дифференцируя его по оценке, можем записать 

т т( ( )) ( ( )) ( / ) 2 ( ( )) ( / ) 0.
( )

d
x x y x x y f x y dx x x y f x y dx

dx y
        


 

Отсюда следует, что  
т т( / ) ( ) ( / ) .x f x y dx x y f x y dx   

Принимая во внимание условие нормировки, получаем (4.5). Таким об-
разом, для нахождения оптимальной оценки в рамках байесовского под-

хода требуется вычисление многократного интеграла (4.5). 
При анализе точности в рамках байесовского подхода используются ус-

ловная и безусловная апостериорные матрицы ковариаций ошибок 

оценивания: 
т т

|
ˆ ˆ ˆ ˆ( ) {[ ( )][ ( )] } [ ( )][ ( )] ( / )

x y
P y M x x y x x y x x y x x y f x y dx      ,(4.6) 

т т
,

ˆ ˆ ˆ ˆ{[ ( )][ ( )] } [ ( )][ ( )] ( , )x yP M x x y x x y x x y x x y f x y dxdy       . (4.7) 

Матрица  ( )P y  характеризует точность оценивания при их конкретных 

значениях измерений, а P  – точность оценивания в среднем по всем изме-
рениям.  
Важно обратить внимание на следующее обстоятельство. В отличие от 

алгоритмов, получаемых с использованием МНК или небайесовского под-
хода, в рамках байесовского подхода указывается не только алгоритм вы-
числения самой оценки, но и процедура вычисления соответствующей ей 
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матрицы ковариаций ( )P y , характеризующей расчетную точность оцени-

вания для конкретной реализации измерений, используемой при нахожде-
нии оценок. Это имеет принципиальное значение при решении задач оце-
нивания, связанных с обработкой навигационной информации.  
С учетом сказанного под задачей синтеза оптимального алгоритма в 

рамках байесовского подхода будем понимать нахождение процедуры, 
обеспечивающей не только вычисление самой оценки (4.5) , но и соответ-
ствующей ей текущей характеристики точности в виде условной апостери-
орной матрицы ковариаций (4.6).  
Под задачей анализа точности в рамках байесовского подхода будем пони-

мать получение безусловной апостериорной матрицы ковариаций P  (4.7). 

4.3. Свойства оптимальных байесовских оценок 

Определение 1. 

Байесовская оценка ( )x y  называется несмещенной, если выполнено 

следующее равенство 

( )yM x y x . 

Заметим, что это определение отличается от того, которое было введено 
при рассмотрении небайесовского подхода. В то же время оно представля-
ется вполне логичным, поскольку здесь оцениваемый вектор считается 
случайным. 

Свойство 1. Оценка (4.5) является несмещенной. В справедливости это-
го нетрудно убедиться, поскольку  

ˆ ˆ{ ( )} ( ) ( ) ( | ) ( )

( | ) ( ) ( | ) ) ( ) { }.

y y y

x x x

M x y x y f y dy xf x y f y dxdy

xf y x f x dydx x f y x dy f x dx M x

  

  

 
  

 

Свойство 2 (свойство ортогональности). Ошибка оптимальной оценки 
не коррелирована (ортогональна) с измерениями, т.е. 

т
,

ˆ{( ( )) } 0.x yM x x y y          (4.8) 

Это равенство легко доказать, если вычислять математическое ожидание 
последовательно, сначала по ( / )f x y , а затем по ( )f y .  

Аналогично можно показать, что ошибка оценки не коррелирована 

(ортогональна) с оптимальной оценкой, т. е. 
т

,
ˆ ˆ{( ( )) ( )} 0.x yM x x y x y   

Свойство 3. Матрицы ковариаций ошибки оценки (4.6), (4.7) удовлетво-
ряют следующим неравенствам: 

0P P  ;        ( ) ( ) 0.P y P y     (4.9) 

где ( ),P y P    условная и безусловная матрицы, задаваемые выражениями, 

аналогичными (4.6), (4.7), и характеризующие точность произвольной 



 

68

оценки ( )x y . Напомним, что выражение 0P   для матрицы означает неот-
рицательную определенность соответствующей ей квадратичной формы 
(см. соотношение (П1.34)). В связи с приведенным неравенством можно 
говорить о том, что оптимальная в среднеквадратическом смысле оценка 
минимизирует матрицу ковариаций ошибок оценивания, а сама апостери-
орная матрица ковариаций P  характеризует потенциальную точность 
оптимального оценивания в рамках байесовского подхода. Диагональ-
ные элементы этих матриц соответственно определяют потенциальную 

точность оценивания компонент jx , 1.j n . 

Свойство 4. Оптимальная оценка (4.5) минимизирует определители 
матриц P  и ( )P y . 

Свойство 5. Оптимальная оценка m-мерного вектора x , связанного с n -
мерным вектором x  линейным преобразованием x Tx , где Т  произ-
вольная mn матрица, определяется как ˆ ˆ( ) ( )x y Tx y , где ˆ( )x y   оптималь-

ная оценка вектора x .  
В этом нетрудно убедиться, используя (4.5). 

Определение 2. 

В рамках байесовского подхода также вводится понятие эффективности 
оценок, которое, как и при небайесовском подходе, вытекает из неравен-

ства РаоКрамера  
т 1

,
ˆ ˆ{( ( ))( ( )) } ( ) ,Б

x yP M x x y x x y I
       (4.10) 

где Б
I  определяется как  

т
, ,

,

ln ( , ) ln ( , )
.x y x yБ

x y

f x y f x y
I M

x x

           
    (4.11) 

Справедлива следующая цепочка неравенств: 
1( )БP P I
  .       (4.12) 

Оценку ˆ( )x y  называют эффективной байесовской оценкой, если в 

(4.12) знак неравенства переходит в равенство. Знак «больше либо равно» 

в неравенстве 1( )БP I
  означает, что оптимальная в среднеквадратиче-

ском смысле оценка не всегда обязана быть эффективной. В этом смысле 
матрица Б

I  определяет предельно достижимую точность оценивания в 

рамках байесовского подхода. В связи с этим матрицу 1( )БI
 , так же, как 

в небайесовском подходе, называют матрицей нижней границы точно-

сти. Следует обратить внимание на тот факт, что в рамках байесовского 
подхода устанавливается граница для безусловной матрицы ковариаций. 

Соотношение между 1( )БI
  и матрицей ( )P y , которая для нелинейных за-

дач зависит от измерений, не устанавливается. 
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Свойство 6. Если эффективная оценка существует, то она представляет 
собой оптимальную в среднеквадратическом смысле оценку, определяе-
мую в виде (4.5). [7] 

4.4. Решение линейной гауссовской задачи. 

Взаимосвязь с алгоритмами метода наименьших квадратов 
Наиболее просто в рамках байесовского подхода решается задача оцени-

вания в линейном гауссовском случае.  
Пусть требуется найти оптимальную в среднеквадратическом смысле 

байесовскую оценку вектора x по измерениям (1.2), т.е. y Hx v  , в кото-

рых x  и  предполагаются совместно гауссовскими векторами. В силу га-
уссовского характера x,  и линейности измерений совместная плотность 

( , )f x y , а следовательно, и  апостериорная плотность ( / )f x y  также будут 
гауссовскими. Для нахождения этой плотности следует действовать так же, 
как и в примере, рассмотренном в п.4.1: записать совместную плотность 

для вектора ( , )T T T
z x v , затем найти параметры гауссовской плотности 

вектора ( , )T T T
z x y , принимая во внимание, что z Tz , а затем найти па-

раметры условной плотности ( / )f x y . Вычисляя значения y Hx , xy
P , 

y
P , нетрудно конкретизировать выражения для оценки и матрицы кова-
риаций. В частном случае, когда векторы x и  между собой независимы, 

т.е.  ( ) ( ) ( )f z f x f   , учитывая используемые обозначений v
P R , 

/x y
P P , получаем: 

y Hx ; тxy x
P P H ; тy x

P HP H R  . 

Отсюда следует: 
ˆ( ) ( )x y x K y Hx   ;    (4.13) 

  1т тx x
K P H HP H R


  ;    (4.14) 

  1т т ( )x x x x x
P P P H HP H R HP E KH P


     .      (4.15) 

С использованием леммы об обращении матриц [6] 

  111 т 1 т т
P H R H P PH HPH R HP

       , 

матрицы P  и K  могут быть также представлены в виде 

   11 т 1xP P H R H
   ;    (4.16) 

т 1.K PH R
      (4.17) 

В линейной гауссовской задаче оптимальная в среднеквадратическом 
смысле оценка является эффективной, поскольку 

  1 т 1
ln ( , )

( ) ( ( ))x,y x
f x y

P x x H R y s x
x

 
    


, 
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то, подставляя это выражение в (4.11), можем записать 

   111 т 1( ) ( )Б xP P y I P H R H
     .   (4.18) 

Важно подчеркнуть, что апостериорная плотность в рассматриваемой 
задаче является гауссовской, а алгоритм вычисления оптимальной в сред-
неквадратическом смысле оценки  линейным относительно измерений y . 

Существенно также, что условная матрица ковариаций ( )P y  от измерений 

не зависит и, следовательно, она совпадет с безусловной матрицей кова-
риаций P , что в общем нелинейном случае не выполняется. 
Установим связь оптимальных оценок с оценками, отыскиваемыми ме-

дом наименьших квадратов. Убедимся в справедливости следующего ут-
верждения. 
В линейной гауссовской задаче при отсутствии корреляции между 

оцениваемым вектором и вектором ошибок измерения и соответст-

вующем выборе критерия в модифицированном методе наименьших 

квадратов (ММНК), т.е. когда в качестве x  принимается значение, 
совпадающее с математическим ожиданием вектора x, а в качестве 
матриц D  и Q – матрицы 1( )x

D P
 , 1

Q R
 , оценки ММНК совпада-

ют с оптимальными байесовскими оценками.  
Как отмечалось выше, апостериорная плотность в линейной гауссовской 

задаче также является гауссовской, а следовательно, она представляет со-
бой симметричную функцию, и соответствующее ей математическое ожи-
дание ˆ( )x y , т.е. оптимальная оценка (4.5), совпадает со значением x, при 

котором эта плотность достигает максимального значения.  
Запишем следующее выражение для совместной ф.п.р.в.:  

( , ) ( / ) ( ) ( ) ( )vf x y f y x f x f y Hx f x   . 

Таким образом, для апостериорной плотности будем иметь 

  1т 1 т1
( / ) exp ( ) ( ) ( ) ( ) ,

2
xf x y c y Hx R y Hx x x P x x

        
 

(4.19) 

где c  нормирующий множитель, не зависящий от x. 
Принимая во внимание такое представление для ( / )f x y , нетрудно по-

нять, что максимизация апостериорной плотности равносильна минимиза-
ции критерия  

т 1 т 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x
J x y Hx R y Hx x x P x x

       ,            (4.20) 

совпадающего с критерием, используемым в ММНК, при соответствую-
щем выборе матриц Q  и D . Этот факт и объясняет совпадение оценки 

ММНК при независимых x и  с оптимальной байесовской оценкой, кото-
рая в линейной гауссовской задаче, в свою очередь, совпадает с линейной 
оптимальной оценкой. Соответственно совпадают и матрицы ковариаций 
их ошибок. 
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4.5. Линейные оптимальные оценки.  

Постановка задачи и ее общее решение 
Зачастую для простоты получаемого алгоритма оценивания вводятся ог-

раничения на класс оценок. Например, нередко считают, что отыскиваемая 
байесовская оценка линейным образом зависит от измерений, т.е. опреде-
ляется как  

( ) ( )x y x K y y   .     (4.21) 

Принимая во внимание сказанное, задачу нахождения оценки вектора x  
по измерениям y  можно сформулировать следующим образом: найти 

оценку, минимизирующую математическое ожидание квадратичной функ-
ции потерь в классе линейных оценок вида (4.21). Нетрудно убедиться, что 
оценка, определяемая в виде (4.21), является несмещенной. 
Таким образом, стоит задача нахождения линейных несмещенных бай-

есовских оценок с минимальной дисперсией или, что то же самое, зада-
ча нахождения оптимальных в среднеквадратическом смысле байесов-

ских линейных оценок. Далее в целях сокращения будем говорить просто 
о линейных оптимальных оценках. Алгоритм, обеспечивающий нахож-
дение таких оценок, назовем линейным оптимальным алгоритмом. 

Подставляя (4.21) в выражение для критерия B
J , можем записать  

 
   

т
,

т
,

( ( )) ( ( ))

[ ( ) ( ) ]

B

x y

x y

J M x x K y y x x K y y

M Sp x x K y y x x K y y

       

       
 

     т т( )( ) ( )( )x,ySpM x x x x K y y x x                      (4.22) 

т т т т( )( ) ( )( )x x y y K K y y y y K        

 т тx yx xy y
Sp P KP P K KP K    .    

Таким образом, алгоритм вычисления оценки сводится к задаче пара-
метрической оптимизации критерия B

J  относительно матрицы K . Иными 
словами – не требуется нахождение самой апостериорной плотности. 
Справедливо следующее утверждение. 
Для того чтобы линейная оценка (4.21) при решении задачи оцени-

вания вектора x с использованием известных фиксированных значе-
ний вектора измерений y  обеспечивала минимум критерия (4.22), не-
обходимо и достаточно, чтобы матрица lin

K , используемая при вычис-
лении этой оценки, удовлетворяла уравнению (доказательство – в зада-
че 4.1) 

lin y xy
K P P .     (4.23) 

Если матрица y
P  не вырождена, то тогда из (4.23) следует 

1( )lin xy y
K P P

      (4.24) 

и, таким образом, 
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1ˆ( ) ( ) ( ) ( )lin xy y
x y x K y y x P P y y

      .  (4.25) 

Используя (4.25), нетрудно записать выражение для матрицы ковариа-
ций: 

,
ˆ ˆ{( ( ))( ( )) }

( ) ( ) .

lin T

x y

x lin y lin T lin yx xy lin T

P M x x y x x y

P K P K K P P K

   

   
 

Преобразуя это выражение с привлечением (4.24), получаем 
-1( )lin x xy y yx x lin yx

P P P P P P K P    .   (4.26) 

Таким образом, процедура вычисления оптимальных в среднеквадрати-
ческом смысле линейных оценок задается соотношениями (4.24)–(4.26) и 
для синтеза алгоритма необходимо располагать априорными математиче-
скими ожиданиями x  и y  и матрицами x

P , y
P , xy

P . Знание этих матриц 

обеспечивает также решение задачи анализа точности, поскольку с их ис-
пользованием удается найти апостериорную матрицу ковариаций ошибок 

lin
P , соответствующих оптимальному линейному алгоритму.  
В частном случае, когда в линейной задаче в измерениях y Hx v   век-

торы x и  не коррелированы, а  – центрирован, нетрудно убедиться в том, 
что (см. задачу 4.2) соотношения (4.25), (4.26) для оптимальной линейной 
оценки и матрицы ковариаций ее ошибок сводятся к выражениям (4.13) – 
(4.17). Напомним, что эти соотношения определяют алгоритм нахождения 
оптимальной байесовской оценки, отыскиваемой без ограничения на класс 
используемых оценок в виде условного математического ожидания  (4.5). 
Таким образом, справедлив следующий важный вывод. 
В линейной гауссовской задаче оптимальная линейная байесовская 

оценка и просто оптимальная байесовская оценка между собой совпа-

дают. 
Рассмотрим пример. 

 П р и м е р   4.2. Найдем выражение для оптимальной линейной оцен-
ки и соответствующей ей дисперсии скалярной случайной величины x, 

равномерно распределенной в интервале ,
2 2

b b   
, по измерениям 

i iy x v  ,  1.i m , в которых iv  – независимые между собой и от x случай-

ные величины, равномерно распределенные в интервале ,
2 2

a a   
. 

Применительно к рассматриваемой задаче для оптимальной линейной 
оценки и соответствующей ей дисперсии получим: 

2
0

2 2
10

ˆ ( ) ( ),
m

lin

i

i

x y x y x
r m 


    

    ; 
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2 2
0

2 2
0

lin r
P

r m




 
, 

которые после подстановки значений математических ожиданий 0x  , 

0v   и дисперсий 2 2
0 / 12b  , 2 2 / 12r a  запишем в следующем виде: 

2

2 2
1

ˆ ( )
( )

m
lin

i

i

b
x y y

a b m 


   ; 

2 2

2 212( )
lin a b

P
a b m




. 

В частности, при a b  имеем: 
1

1
ˆ ( )

m
lin

i

i

x y y
m 

  ;  
2

12
lin b

P
m

 . 

Приведенный алгоритм будет оптимальным линейным алгоритмом не 
только для случайных величин с равномерным распределением, но и для 
любых центрированных случайных величин, имеющих произвольное рас-
пределение и заданные дисперсии 2 2

0 / 12b  , 2 2 / 12r a . В частности, 

этот алгоритм будет оптимальным для центрированных гауссовских слу-
чайных величин с такими же дисперсиями.    

С учетом сказанного можно сформулировать следующий вывод. 
Алгоритм вычисления линейных оптимальных оценок в линейной 

задаче полностью определяется первыми двумя моментами для со-

ставного вектора  тт т,z x v  и не зависит от вида ф.п.р.в. ( , )f x v . 

Иными словами, линейный оптимальный алгоритм в линейной задаче 
не зависит от характера распределений оцениваемого вектора и оши-
бок измерения. Заметим, что в нелинейной задаче это утверждение не-
справедливо. 

4.6. Повышение точности оценивания при использовании 

 нелинейных алгоритмов  
В общем случае точность оценивания, достигаемая при использовании 

нелинейного алгоритма, может быть повышена по сравнению с точностью 
линейного оптимального алгоритма. Проиллюстрируем это на примере 4.2, 
рассмотренном в предыдущем пункте. С этой целью получим оптималь-
ную байесовскую оценку для этого примера.  
Запишем сначала выражения для ( , ) ( / ) ( )f x y f y x f x  и ( )yf y . С учетом 

специфики рассматриваемой задачи эти функции можно представить в виде 

 

 

1
( / ), 0,

( , )

0 , 0,

f y x x b
bf x y

x b

  
 

; 

0

1
( ) ( / )

b

f y f y x dx
b

  . 
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Для получения значений ( )f y  при фиксированных значениях измерений 

требуется располагать ( / )f y x . Можно записать  

1

( / ) ( )
m

v i

i

f y x f y x


  , 

где   

1
, [ , ]

( / ) ( )

0, [ , ]

i i

i v i

i i

x y a y
f y x f y x a

x y a y

     
  

,  1.i m , 

и таким образом  

*, ,
( / )

0, .

c x
f y x

x


  

    (4.27) 

В этом соотношении *
c   некоторая константа, а область   представля-

ет собой отрезок, формируемый в результате пересечения всех интервалов 

[ , ]i iy a y , 1.i m , т. е.  

1 2 max min
1

[ , ] [ , ] [ , ]
m

i i

l

y a y d d y a y


      . (4.28) 

Границы этого интервала 1 maxd y a   и 2 mind y  определяются макси-

мальным maxy  и минимальным miny  измеренными значениями. Учитывая 

(4.27), (4.28) и тот факт, что  

0

0

( / )

ˆ( )

( / )

b

b

xf y x dx

x y

f y x dx





, 

для оптимальной байесовской оценки можем записать выражение 
22

1 1

2
2 1

2 1 2 1

1 1 ( )
ˆ( ) ,

2 2

cc

c c

x c c
x y xdx

c c c c

     
    

            (4.29) 

в котором 1 2[ , ]c c   отрезок, представляющий собой пересечение априор-

ной области [0, ]b  и области  , так что 

 1 1max 0,c d ;   2 2min ,c b d . 

Важно подчеркнуть при этом, что оценка (4.29) нелинейным образом за-
висит от измерений. Выражение (4.29) есть следствие того факта, что апо-
стериорная плотность в рассматриваемой задаче соответствует равномер-
ному распределению на отрезке 1 2[ , ]c c .  

С учетом сказанного нетрудно показать, что 
2

2 2 1

0

( )
ˆ( ) ( ( )) ( / )

12

b
c c

P y x x y f x y dx


   .             (4.30) 
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В частности, если 1 maxd y a   и 2 mind y  не выходят за пределы апри-

орной области [0, ]b , то для оптимальной оценки и условной дисперсии 

будут справедливы следующие соотношения: 

min maxˆ( )
2 2

y y a
x y


  ;        (4.31) 

2
2 min max

0

( )
ˆ( ) ( ( )) ( / )

12

b
y a y

P y x x y f x y dx
 

   . 

Из выражения (4.31) фактически следует, что оптимальная оценка пред-
ставляет собой среднее арифметическое максимального и минимального 
значений измерений, подсчитанное с учетом известного математического 
ожидания для ошибок измерений.  
В целях сопоставления точности с помощью метода статистических ис-

пытаний были рассчитаны значения среднеквадратических ошибок ( )opt
m  

и ( )lin
m , характеризующие точность оптимальных нелинейной и линей-

ной оценок.  
В табл. 4.1 и на рис. 4.1 приведены результаты, полученные при 
1, 0,1b a   и разном количестве измерений 1,2.....100m  , при этом чис-

ло реализаций 1000L  . 
Т а б л и ц а   4.1 

Значения среднеквадратических ошибок оптимальных линейных  

и нелинейных оценок 

Число измерений 10 20 100 
Линейная оптимальная оценка 0,0091 0,0065 0,0029 
Нелинейная оптимальная оценка 0,0064 0,0034 0,00075 

0   10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 
0

0.005

0.01

0.015

0.02

0.025

0.03

.с.к.о

1 2

m  

Рис. 4.1. Значения с.к.о. для оптимального линейного (1) и  
нелинейного (2) алгоритмов при разном числе измерений  
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Из представленных результатов следует, что точность нелинейного оп-
тимального алгоритма заметно выше точности алгоритма, оптимального в 
классе линейных алгоритмов, что вполне согласуется с приведенным в на-
чале подраздела утверждением. Формально такое отличие объясняется 
тем, что вид апостериорной функции плотности распределения вероятно-
стей (рис. 4.2) заметно отличается от гауссовского. 

1m

2m

x

2m

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0

5

10

15

20

25

30 yxf /

3m

1m

x

2m

 

Рис. 4.2. Апостериорные ф.п.р.в. при m=1, 2, 3 
 

На качественном уровне можно дать следующее объяснение такого от-
личия. Замечаем, что при выполнении условия 2

a b m  алгоритм вычис-
ления оптимальной линейной оценки фактически сведется к нахождению 

среднего арифметического по всем значениям / 2iy a , 1.i m , принадле-
жащим отрезку min max[ / 2, / 2]y a y a  . В то же время в оптимальном не-
линейном алгоритме апостериорная область значений 1 2[ , ]c c  определяется 

пересечением априорной области [0, ]b  и отрезка max min[ , ]y a y .  

2/min ay   

minmax yy   

miny  

maxmin yay 

2/max ay 

2/a  

ay max  
 

Рис. 4.3. Формирование апостериорной области  
для оптимальной нелинейной оценки  



 

77

Очевидно, что при увеличении числа измерений повышается вероят-
ность появления измерения с минимальным (близким к нулю) и макси-
мальным (близким к a ) значениями ошибки, т. е. miny x , а maxy x a  . 

Отсюда следует, что длина отрезка max miny y , определяющего область 

значений всех измерений, которые используются при вычислении среднего 
арифметического, стремится к величие a , задающей размер априорной об-
ласти. В то же время длина отрезка min maxy a y  , определяющего размер 

апостериорной области для оптимальной нелинейной оценки, будет стре-
миться к нулю (рис. 4.3). 

Задачи к разделу  
Задача 4.1. Запишите выражение для оптимальной оценки и ее диспер-

сии для задачи нахождения скалярной с.в. x по измерениям i iy x v   при 

независимых x  и iv , 1.i m , для которых заданы 2
0( ) ( ; , )f x N x x  , 

( ) ( ;0, )f v N v R , где R   диагональная матрица с элементами 2
ir , 1.i m . 

Упростите полученные выражения для случая, когда 2 2
ir r , 1.i m , и со-

поставьте их с аналогичными выражениями, соответствующими ММНК.  

Задача 4.2. Найдите такие ф.п.р.в. для ошибок измерения и оцениваемо-
го скаляра x в условиях примера 4.1, при которых полученный там алго-
ритм будет оптимальным байесовским алгоритмом. 

Задача 4.3. Покажите, что для оптимальной байесовской оценки (4.5) 
центрированного вектора x  справедливо следующее соотношение: 

,
ˆ ˆ( ) ( )T x

x yM x y x y P P  , 

где x
P  и P   априорная и апостериорная безусловная матрицы ковариа-

ций. 

Задача 4.4. Решая задачу нахождения оптимальной линейной несме-
щенной оценки так, как она сформулирована в подразделе 4.4, и полагая, 
что векторы x и y  – центрированные, т.е. 0x   и 0y  , докажите следую-

щее утверждение. 
Для того чтобы линейная оценка ( )x y Ky  вектора x по измерениям 

(1.21) обеспечивала минимум критерия (4.24), необходимо и достаточно, 

чтобы матрица lin
K , используемая при вычислении этой оценки, удовле-

творяла уравнению 
lin y xy

K P P .      (1) 

Задача 4.5. Запишите выражения для оптимальной в 
среднеквадратическом смысле линейной оценки и соответствующей ей 
апостериорной матрицы ковариаций ошибок, полагая, что решению 
подлежит линейная задача оценивания по измерениям (1.2), т.е. 
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y Hx v  , в условиях, когда вектор оцениваемых параметров x и вектор 

ошибок измерения  считаются случайными коррелированными между 
собой векторами с нулевыми математическими ожиданиями и для них 

задана матрица ковариаций в виде ,

т

x

x v P B
P

B R

 
  
 

.  

Важным здесь представляется тот факт, что вид плотности ( , )f x v  не 
предполагается гауссовским, более того считается, что вид этой плотности 
не задается. 

Задача 4.6. Получите выражение для оптимальной в среднеквадратиче-
ском смысле линейной оценки и соответствующей ей матрицы ковариа-
ций, полагая, что решению подлежит предыдущая задача 4.5 в условиях, 
когда ошибки измерения отсутствуют, а 0B  . 

Задача 4.7. Получите выражение для оптимальной в 
среднеквадратическом смысле линейной оценки и соответствующей ей 
матрицы ковариаций, полагая, что решению подлежит задача 4.5 при 

0B  , а измерения имеют вид: y Hx v u   , где u – известный m-мерный 

вектор. 

Контрольные вопросы  

1. Что такое апостериорная плотность и как она может быть найдена в за-
даче оценивания? 

2. Сформулируйте постановку задачи получения оптимальной в средне-
квадратическом смысле оценки вектора x по измерениям ( )y s x v   без 
введения ограничений на класс используемых оценок и приведите ее 
общее решение.  

3. Перечислите свойства оптимальных байесовских оценок. 
4. Как модифицируется постановка задачи получения линейной оптималь-
ной в среднеквадратическом смысле оценки вектора x по измерениям у  

по сравнению с постановкой задачи, в которой не вводится ограничение 
на класс используемых оценок? 

5. Приведите необходимые и достаточные условия оптимальности при на-
хождении линейной оценки вектора x по измерениям у . Опишите алго-

ритм нахождения линейной оптимальной оценки.  
6. При каких предположениях оптимальная в среднеквадратическом смыс-
ле оценка вектора x по линейным измерениям y Hx v  , совпадет с 
оценками, соответствующими методу наименьших квадратов? 

7. Приведите пример задачи, в которой дисперсия ошибки оценивания для 
оптимального алгоритма существенно ниже дисперсии ошибки оцени-
вания для линейного оптимального алгоритма. 
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РАЗДЕЛ 5 

Алгоритмы комплексной обработки измерений 

 

Задача комплексной (совместной) обработки измерений заключается 
в получении оценки искомого вектора c использованием измерений, по-
ступающих от всех имеющихся датчиков и систем.  
Цель этого раздела – с одной стороны, показать, что задача комплексной 

обработки по сути представляет собой обычную задачу оценивания, а с 
другой – обсудить специфику применения рассмотренных ранее методов 
для такой задачи в зависимости от уровня имеющейся априорной инфор-
мации [25, 27, 31].  

5.1. Примеры и постановка задачи комплексной обработки 

В простейшем варианте с задачей комплексной обработки приходится 
иметь дело при нахождении n-мерного вектора неизвестных параметров x 
по данным двух датчиков (систем), показания которых могут быть пред-
ставлены в следующем виде:  

1 1

2 2

;

.

y x v

y x v

 
 

 

Здесь 1v , 2v  – ошибки каждого из датчиков. Предполагается, что датчики 

или системы обеспечивают измерения одних и тех же параметров. В част-
ности, при определении координат и скорости это могут быть показания 
различных навигационных систем, таких, например, как инерциальные и 
спутниковые системы и т.п.  
Нетрудно заметить, что эта задача представляет собой частный случай 

задачи (1.10), (1.11), т.е. оценивания x по измерениям y Hx v  . В этом 

легко убедиться, положив т т т т т т
1 2 1 2( ) ( )y y ,y ,v ν ,ν  , n

n

E
H

E

 
  
 

, где 
nE  – nn 

единичная матрица.  
Отсюда с очевидностью следует, что, задача комплексной обработки из-

мерений двух датчиков (систем) представляет собой стандартную линей-
ную задачу оценивания.  
Предположим, что требуется найти оценку x по двум наборам измере-

ний:  
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1 1,y x v   

2 2( )y s x v  , 

где 2y  – вектор размерности l ; т
1( ) ( ( ),.... ( ))ls x s x s x    – l-мерная нелинейная 

вектор-функция, зависящая от n-мерного неизвестного вектора x; 1v  и 2v  – 

векторы соответствующих размерностей.  
Особенность этих измерений заключается в том, что одно из них обес-

печивает непосредственное измерение всех компонент искомого вектора, а 
другое – некоторую функцию от этого вектора x. Важно подчеркнуть, что 
размерность измерения y2 в общем случае не совпадает с размерностью 
вектора оцениваемых параметров и в этом смысле может быть произволь-
ной.  
Вводя l n -мерную вектор-функцию ( )s x  и вектор  

1

2

( ) ,
( )

vx
s x v

vs x

  
    
   

, 

приходим к нелинейной задаче оценивания (1.20), (1.21), сформулирован-
ной в разделе 1.7, т.е. к оцениванию x по измерениям ( )y s x v  .  

Таким образом, задача комплексной обработки в рассматриваемом случае 
представляет собой стандартную, но уже нелинейную задачу оценивания.  
Как и прежде, основное внимание в дальнейшем будем уделять линей-

ным задачам или задачам, которые могут быть сведены к линейным. Про-

ведя линеаризацию ( )s x , например в точке 0л
x  , можем записать 

1 1

2 2 2

;

(0) ,

y x v

y y s Hx v

 

   
 

где т

0

( )

x

ds x
H

dx 


  – l n  матрица. После линеаризации задачу комплексной 

обработки опять же нетрудно свести к стандартной  линейной задаче оце-
нивания x по измерениям y Hx v  . Действительно, это легко сделать, ес-
ли а в качестве H  принять матрицу размерности ( )l n n  , т.е. 

т

0

( )
n n

x

E

H ds x

dx





 
 
 
  

 , 

считая при этом, что т т т т т т
1 2 1 2( ) ( )y y ,y ,v ν ,ν  . 

С задачей рассмотренного типа приходится сталкиваться, например, при 
уточнении (коррекции) показаний навигационной системы о коорди-

натах объекта с использованием некоторых корректирующих измере-
ний. В качестве таких измерений могут быть использованы, например, 
дальности до точечных ориентиров. В частном случае, полагая, что 

т
1 2( , )x x x   двухмерный вектор координат объекта на плоскости, и име-
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ются навигационная система, измеряющая 1 1y x v  , где (1) (2) т
1 1 1( , )y y y , 

(1) (2) т
1 1 1( , )v v v , и корректирующее измерение ( 1l  ) дальности до точечного 

ориентира, можем записать: 
(1) (1)
1 1 1y x v  ; 
(2) (2)
1 2 1y x v  ; 

   2 2

2 1 1 2 2 2
o o

y x x x x v     , 

где т
1 2( , )o o

x x x  – известные координаты точечного ориентира.  
После линеаризации функции ( )s x , например, в точке 0л

x  , корректи-

рующее измерение 2y  можно представить как  

2 2 2 1 2 2( ) (0) sinП cosПл
y x y s Hx v x x v        . 

Таким образом, вводя (1) (2) т
1 1 2( , , )v v v v , 

1 0

0 1

sinП cosП
H

 
   
   

, нетрудно 

все измерения (1) (2) т
1 1 2( , , )y y y y  записать как y Hx v  . Здесь П – угол, 

определяющей ориентацию единичного вектора (sinП,cosП)T относитель-

но оси 2OX . 

В наиболее общем случае задача комплексной обработки в линейной по-
становке может быть сформулирована следующим образом: 
оценить постоянный n-мерный вектор x, используя набор из m вектор-

ных измерений вида  
,j j jy H x v   1.j m , 

в которых 
jH  – jm n  матрицы; jv  – jm -мерные векторы ошибок измере-

ния; j  – номер измерения.  

Введя m n

  матрицу H , где 

1

m
j

j

m m


 , составные векторы измерений 

y  и их ошибок  в виде 

1

2

m

H

H
H

H

 
 
 
 
 
 


, 

1

2

m

y

y
y

y

 
 
 
 
 
 


, 

1

2

m

v

v
v

v

 
 
 
 
 
 


, 

замечаем, что и в этом общем случае задача сводится к обычной постанов-
ке – оценить x  по y Hx v  . 

Обсудим в следующих разделах различные варианты построения алго-
ритмов комплексной обработки. 
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5.2. Комплементарный фильтр. Инвариантная схема обработки  

При наличии данных от двух и более измерителей при решении задачи 
комплексной обработки нередко используется так называемый комплемен-
тарный фильтр. Такой фильтр используется в условиях, когда априорная 
информация о векторе x отсутствует и предполагается лишь наличие апри-
орной статистической информации об ошибках измерения. Суть компле-
ментарного (инвариантного) фильтра заключается в использовании раз-
ностных измерений Δy, не содержащих искомого вектора x, с целью полу-
чения оценки ошибок одного измерителя v1  на фоне ошибок другого изме-
рителя v2 (рис. 5.1). 

22  xy

11  xy

21  y
1̂ x̂

2y

 

Рис. 5.1. Комплементарный фильтр, инвариантная схема  
комплексной обработки. 

Проиллюстрируем применение этого фильтра и проанализируем свойст-
ва получающихся при этом оценок на примере простейшей задачи ком-
плексной обработки измерений 

1 1

2 2

;

,

y x v

y x v

 
 

 

рассмотренной в предыдущем подразделе.  
Будем полагать, что ошибки измерения 1v , 2v  являются не коррелиро-

ванными между собой центрированными векторами с известными матри-
цами ковариаций 0, 1,2jR j  . 

Для построения комплементарного фильтра сформируем разностные 
измерения [31] 

1 2 1 2 ,y y y v v             (5.1) 

из которых исключается отыскиваемый вектор x, и используем их для оце-
нивания ошибок одного измерителя на фоне ошибок другого измерителя. 
Для определенности будем считать, что в качестве оцениваемого вектора 
выступает 1v , а в качестве ошибок измерения  вектор 2v . 
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Наличие информации о математических ожиданиях и матрицах кова-
риаций ошибок 1v , 2v  позволяет, опираясь на результаты подраздела 4.5, 

сформулировать задачу получения для 1v  оптимальной в среднеквадрати-

ческом смысле линейной оценки и соответствующей ей матрицы ковариа-
ций по измерениям y , которые, как нетрудно показать, могут быть опре-
делены в виде 

  11 1 1
1 1 2 2 1 2

ˆ ( );v R R R y y
                 (5.2) 

 1
11 1

1 2 .v
P R R

         (5.3) 

Оценку искомого вектора x  с использованием данных от комплемен-
тарного фильтра сформируем как  

   11 1 1 1 1
1 1 1 1 1 2 1 2 1 2 1 2

ˆ ˆ ˆ ( )x y v x v v R R R R y R y y
                . 

Это выражение легко преобразовать к виду 

  11 1 1 1
1 2 1 1 2 2

ˆ )x R R R y R y
        .       (5.4) 

Очевидно, что ошибка оценки 1 1
ˆ ˆx x v v      не зависит (инвариант-

на) от оцениваемого вектора x и, таким образом, обладает относительно 
него свойством инвариантности. Именно это и определило название для 
такой схемы обработки  инвариантная схема. Соответствующие алго-
ритмы получили также наименование инвариантных алгоритмов обра-

ботки. Иногда говорят об инвариантном характере оценок. Матрица кова-
риаций для полученной таким образом ошибки оценки x  будет совпадать с 
матрицей (5.3) для ошибок оценки 1v . 

Запишем измерения 1y , 2y  как y Hx v  , где 

т т т т т т
1 2 1 2( ) ( )y y ,y ,v ν ,ν  , n

n

E
H

E

 
  
 

 и 1

2

0

0

v R
R

R

 
  
 

. Для решения задачи 

получения оценки x при сделанных предположениях может быть исполь-

зован ОМНК, описанный в разделе 2. Полагая в критерии (2.13) 1
Q R

 , 

нетрудно убедиться, что оценка (5.4) совпадает с оценкой ОМНК (задача 
5.1).  
Из сказанного следует, что комплементарный фильтр (инвариантную 

схему) в рассматриваемом случае можно трактовать как специальным 

образом организованную процедуру получения оценок, соответствую-
щих ОМНК. Ее особенность заключается в том, что не требуется вводить 
каких-либо предположений о статистических свойствах искомого вектора 
x при получении алгоритма оценивания. 
Заметим, что, если дополнительно предположить, что 1v  и 2v  –

гауссовские, то оценка (5.2) для ошибки 1v  первого измерения становится 

оптимальной байесовской оценкой, а оценка (5.4) будет совпадать, в свою 
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очередь, с оценкой, максимизирующей функцию правдоподобия. Иными 
словами, оценка, полученная с использованием инвариантного алгоритма, 
будет соответствовать оценке МФП. В этих условиях можно говорить о 
том, что комплементарный фильтр (инвариантная схема) обеспечивает по-
лучение оценок, соответствующих МФП, ошибка которой также не зави-
сит от вектора оцениваемых параметров. 
Описанный выше прием может быть использован и при обработке изме-

рений, заданных в виде 
1 1y x v  ;     (5.5) 

2 2y Hx v  .     (5.6) 

Для получения комплементарного фильтра (инвариантного алгоритма) в 
этом случае следует сформировать разностное измерение  

2 1 1 2y y Hy Hv v      . 

Далее, считая ошибки 1v , 2v  не коррелированными между собой центри-

рованными векторами с известными матрицами ковариаций 0, 1,2jR j  , 

нетрудно в рамках байесовского подхода получить следующие выражения 
для линейной оптимальной оценки и соответствующей ей ошибки вектора 

1v  по измерениям 2 1y y Hy   : 

  11 т 1 т 1
1 1 2 2 2 1

ˆ ( )v R H R H H R y Hy
     , 

 1
11 т 1

1 2 .v
P R H R H

    

Вычитая полученное значение оценки ошибки первого измерителя 1̂v  из 
его показаний 1y , для оценки x  получаем  

  11 т 1 т 1
1 1 2 2 2 1

ˆ ( )x y R H R H H R y Hy
      .  (5.7) 

Нетрудно убедиться (задача 5.2) в том, что и в этом случае полученная 
таким образом оценка и соответствующая ей матрица ковариаций будут 
соответствовать оценкам ОМНК или МФП, если предположить гауссов-
ский характер ошибок измерений.  
Важно подчеркнуть, что для построения инвариантной схемы среди ис-

пользуемых измерений можно было бы выделить хотя бы одно измерение 
типа y x v  , обеспечивающее непосредственное измерение искомого 

вектора x. 

5.3. Неинвариантная схема обработки  

Следует обратить внимание на тот факт, что описанная в подразделе 5.1 
инвариантная схема обеспечивает нахождение оптимальных в среднеквад-
ратическом смысле байесовских оценок по разностным измерениям y  

лишь для ошибок измерений, а не для искомых параметров. Для получения 
оптимальной байесовской оценки искомого вектора x требуется ввести 
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предположение о его случайном характере. В этом случае задачу ком-
плексной обработки целесообразно сводить к традиционной постановке 
задачи оценивания вектора x по измерениям y=Hx и использовать для ре-
шения байесовские алгоритмы, описанные в подразделах 4.4. или 4.5. По-
скольку ошибка байесовской оценки ˆ( ) ( )( )x x y E KH x x Kv      зави-

сит не только от ошибок измерения, но и от самого оцениваемого парамет-
ра, алгоритм, с помощью которого отыскивается эта оценка, называют 
иногда неинвариантным алгоритмом. Соответствующая этому алгорит-
му блок-схема приведена на рис. 5.2. Здесь, в отличие от предыдущего 
случая, оба измерения равноправно используются в алгоритме, в котором 
привлекается априорная информация как об ошибках измерения, так и о 
самом оцениваемом векторе.  
Заметим, что инвариантная схема также может быть представлена в виде 

блок-схемы, в которой каждое измерение используется равноправно, если 
под алгоритмом понимать часть, выделенную пунктиром (см. рис. 5.1). 

 

x̂

22  xy

11  xy

 

Рис. 5.2. Неинвариантная (байесовская) схема построения алгоритма  
комплексной обработки  

Принципиальное отличие инвариантного и неинвариантного алгоритмов 
заключается в том, что в первом случае используется априорная информа-
ция только о стохастических свойствах ошибках измерения, а во втором  
привлекается еще информация и о векторе оцениваемых параметров. 
Достоинство инвариантной схемы заключается в том, что не требуется 

вводить каких-либо предположений о статистических свойствах относи-
тельно оцениваемого вектора. В ряде случаев это оказывается вполне оп-
равданным, так как зачастую ввести адекватное описание для x бывает за-
труднительно. Вместе с тем следует помнить, что при наличии информа-
ции о векторе оцениваемых параметров отказ от нее может привести к су-
щественной потере в точности. Рассмотрим пример, иллюстрирующий 
возможный проигрыш в точности в случае неучета априорной информации 
о свойствах оцениваемого вектора. 
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 П р и м е р   5.1. Предположим, что в моменты времени 
it  ( 1.i m ) 

проведены измерения высоты летательного аппарата не только с использо-
ванием спутниковой системы, но и с данными от баровысотомера. Запи-
шем эти измерения в виде  

CHC CHC

i i iy h v  , 1.i m ;    (5.8) 
БВ БВ
i i iy h v  , 1.i m .    (5.9) 

Введем векторы т
1,( .... )

m
x h h , т

1 2( ,... )CHC CHC CHC CHC

mv v v v , 
т

1 2( ,... )БВ БВ БВ БВ
mv v v v  и матрицу 

mH E . Ясно, что, используя такие обозна-
чения, эти измерения могут быть представлены в виде y Hx v  .  

Будем для начала считать, что информация о статистических свойствах 
оцениваемого вектора отсутствует и такая информация имеется лишь для 
векторов ошибок различных измерителей. При этом полагаем, что они га-
уссовские, центрированы и не коррелированы между собой, а матрицы ко-

вариаций для каждого из них заданы как 2
j j m

R r E , ,j СНС БВ . 

Решим задачу с использованием комплементарного фильтра (инвари-
антной схемы) и разностных измерений 

CHC БВ CHC БВ
i i i i iy y y v v     . 

Используя (4.13), нетрудно получить выражение для оценки (задача 5.3) и 
убедиться в том, что матрица ковариаций ошибок оценивания для вектора 
x будет диагональной, и при 2

jr r , ,j СНС БВ  для нее будет справедли-

во выражение 
2

мфп

2
m

r
P E . Отсюда следует, что дисперсия ошибки изме-

рения высоты в каждый дискретный момент снизится лишь в два раза.  
Будем теперь полагать, что имеется априорная информация о векторе . В 

частности, предположим, что на интервале наблюдения высота постоянна  
и представляет собой центрированную гауссовскую случайную величину с 
дисперсией 2

0 . В этом случае, используя материалы подраздела 4.4, мож-

но получить оптимальную байесовскую оценку и соответствующую ей 
дисперсию ошибки оптимальной оценки (задача 5.4). При сделанных 

предположениях можем записать матрицу ковариаций в виде 2
0

x

m mP I   , 

где m mI    матрица, составленная из единичек. Поскольку в силу вырож-

денности 2
0

x

m mP I    применить выражение для вычисления матрицы ко-

вариаций ошибок оценивания в виде (4.16) не представляется возможным, 
используем выражение (4.15). Учитывая специфику матрицы mH E , по-

лучаем 

 2 2 2 1 2
0 0 0( 2 )

m m m m m m m m
P I E I r E I


        . 

Принимая во внимание вытекающее из (П1.59) соотношение 
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2
2 2 1 0
0 2 2 2

0

1 2
( 2 )

2 2
m m m m m m m m

I r E E I I
r m r


  

 
      

, 

можно показать, что диагональные элементы матрицы ковариаций для 
оцениваемого вектора, собственно говоря, определяющие точность оцени-
вания высоты, будут задаваться соотношением 

2 2
2 0

2 2
02

h

r

m r


 

 
.    (5.10) 

Смысл этого выражения вполне понятен, так как при сделанных  пред-
положениях, в сущности, решается задача оценивания постоянной скаляр-
ной величины по 2m  измерениям с независимыми ошибками измерения с 
дисперсиями 2

r . 

Пренебрегая вкладом априорной информации и полагая 2 2
0r   , полу-

чаем, что дисперсия ошибки определения высоты снизится в 2m раз, т.е. 
2

2

2
h

r

m
  , что существенно выше, чем в предыдущем случае.    

5.4. Централизованная и децентрализованная схемы обработки  

Рассмотрим сформулированную выше задачу комплексной обработки 
измерений  

,j j jy H x v   1.j i ,        (5.11) 

в которых jH   jm n  матрицы; jv   jm -мерные векторы ошибок измере-
ния; j  – номер измерения.  

Введем следующие обозначения: 

1

2

i

i

y

y
Y

y

 
 
 
 
 
 


, 

1

2

i

i

v

v
V

v

 
 
 
 
 
 


, 

1

2

i

i

H

H

H

 
 
 
 
 
 

H


, 

где векторы измерений iY  и их ошибок iV  – размерности  m =

1

i

j

j

m m


 , а 

матрица iH  – размерности mn. 

Запишем измерения (5.11) как  

i i iY x V H . 

Обсудим решение этой задачи в предположении, что x  и jv  случайные 
центрированные векторы с заданными матрицами ковариаций x

P , 

jR , 1.j i . В целях простоты считаем, что все эти векторы не коррелирова-
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ны между собой. В этом случае матрица ковариаций iR  для составного 

вектора iV  будет иметь следующий вид: 

1

2

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

i

i

R

R

R

 
 
 
 
 
 

R


. 

При сделанных предположениях для решения этой задачи можно ис-
пользовать оптимальный байесовский алгоритм и получить следующие 
выражения для оптимальной в среднеквадратическом смысле оценки и со-
ответствующей ей матрицы ковариаций: 

т 1ˆ ( )i i i i i ix Y P Y
 H R ,                        (5.12) 

1

1 т 1

1

( )
i

x

i j j j

j

P P H R H



 



 
  
 

 .   (5.13) 

Отсюда имеем 
1

1 т 1 т 1

1 1

ˆ ( ) ( )
i i

x

i i j j j j j j

j j

x Y P H R H H R y



  

 

   
    
   

  .       (5.14) 

При получении оптимальной оценки по всему имеющемуся набору из-
мерений могут быть использованы две схемы обработки. Одна из них  по-
лучила название централизованной схемы обработки (рис. 5.3). Такое 
название объясняется тем, что выполнение всех вычислений предполагает-
ся осуществлять централизованно в одном алгоритме.  

T
ii yyY ),...( 1

iii xHy 

111  xHy

ii Px ,ˆ

 

Рис. 5.3. Централизованная схема вычисления оптимальной оценки 

Вместе с тем при вычислении искомой оценки может быть использована 
и другая схема.  
Предположим, что справедливо неравенство  
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1 т 1( )x

j j jP H R H
  , 1.j i ,           (5.15) 

означающее, что априорной информацией о векторе x  можно пренебречь. 
Введем частные оптимальные оценки  

 ( ) ( ) т 1ˆ j j

j j jx P H R y
 ,               (5.16) 

где     ( ) т 1 1( )j

j j jP H R H
  ,                    (5.17) 

т. е. оценки искомого вектора, полученные с использованием данных толь-
ко частных j -х измерений. 

Принимая во внимание (5.14) (5.16), легко убедиться в том, что выраже-
ние для оптимальной оценки, полученной по всему набору измерений, мо-
жет быть преобразовано к виду 

   
1

1 1( ) ( ) ( )

1 1

ˆ ˆ
i i

j j j

i

j j

x P P x


 

 

   
    
   
  .        (5.18) 

Иными словами, оптимальная оценка, полученная с использованием 
всего набора измерений, представляет собой «взвешенную» сумму част-
ных оптимальных оценок. 
Предположение (5.15) можно и не вводить, если при получении частных 

оценок вместо (5.17) использовать соотношения  
1

( ) 1 т 11
( )j x

j j j
P P H R H

i


    

 
.   (5.19) 

Блок-схема, соответствующая этому варианту, приведена на рис. 5.4. 
Эта схема называется децентрализованной в силу того, что вычисления 
частных оценок и соответствующих им матриц ковариаций может осуще-
ствляться в отдельных блоках, а искомая оценка затем определяется путем 
взвешивания этих частных оценок. 

111  xHy

iii xHy 

11 ,ˆ Px

ii Px ,ˆ

ii Px ,ˆ

 

Рис. 5.4. Децентрализованная схема обработки 
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Заметим, что, если дополнительно предположить, что x  и jv  являются 

гауссовскими векторами, то полученные выше оценки будут оптимальны-
ми байесовскими оценками, минимизирующими среднеквадратический 
критерий без ограничения на класс используемых алгоритмов. 

5.5. Рекуррентная схема обработки 

Наибольшее применение при решении задач обработки навигационной 
информации получила рекуррентная схема. Суть этой схемы заключается в 
том, что искомая оценка получается не в результате обработки всего набо-
ра измерений, а формируется путем последовательной обработки каждого 
имеющегося измерения и результатов, полученных на предыдущем шаге 
обработки. Соответствующие алгоритмы получили название рекуррент-

ных алгоритмов. 
Идею получения таких алгоритмов легко пояснить на простейшем при-

мере оценивания скалярной величины по скалярным измерениям  

i iy x v  . 

Если считать, что ошибки измерения представляют собой некоррелиро-
ванные случайные величины с одинаковыми дисперсиями, то в этом слу-
чае оценку, соответствующую, например, ОМНК, можно определить в ви-

де среднего арифметического накопленных измерений, т.е. 
1

1
ˆ

i

i j

j

x y
i 

  . За-

писывая цепочку равенств 
1

1

1 1 1
1

1 1 1
ˆ ˆ ˆ ˆ( )

i

i ji
j i

i j i i i i

j

y y
y i

x y x x y x
i i i i i




  






      


 , 

получаем  

1 1

1
ˆ ˆ ˆ( )i i i ix x y x

i
    .     (5.20) 

По аналогии получим рекуррентный алгоритм применительно к рас-
смотренной в предыдущем подразделе задаче, полагая, что измерения 
(5.11) поступают в схему обработки последовательно. Введем оценку и 
матрицу ковариаций ее ошибок, соответствующую обработке ( 1i  )-го из-
мерения в виде 

1
1 1

1 т 1 т 1
1 1

1 1

ˆ ( ) ( )
i i

x

i i j j j j j j

j j

x Y P H R H H R y


 

  
 

 

   
    
   

  ,       (5.21) 

1
1

1 т 1
1

1

( )
i

x

i j j j

j

P P H R H




 




 
  
 

 .   (5.22) 

Тогда можно записать следующую цепочку равенств: 
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1
т 1 т 1 т 1

1 1

ˆ ( )
i i

i i i j j j i i i i j j j

j j

x Y P H R y P H R y H R y


  

 

   
      

   
   

 
1

т 1 1 т 1 т 1 1
1 1 1 1 1

1

ˆ ( )
i

i i i i i i j j j i i i i i i i

j

P H R y P P H R y P H R y P x Y


    
    



  
         



   т 1 1 т 1
1 1 1 1 1 1 1
ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )

i i i i i i i i i i i i i i i i
P H R y P x Y PH R H x Y H x Y

  
          

 т 1 1 т 1
1 1 1 1 1

ˆ ˆ( ( )) ( )
i i i i i i i i i i i i i i

PH R y H x Y P P H R H x Y
  

          

т 1
1 1 1 1

ˆ ˆ( ) ( ( ))i i i i i i i i ix Y PH R y H x Y


      ; 
1

1 т 1

1

( )
i

x

i j j j

j

P P H R H



 



 
   
 

  

 
1

1 11 т 1 1 1 т 1
1

1

( )
i

x T

j j j i i i i i i i

j

P H R H H R H P H R H


     




 
     
 

 , 

из которых с очевидностью вытекают искомые рекуррентные соотноше-
ния: 

т 1
1 1 1 1

ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ( ))i i i i i i i i i i ix Y x Y PH R y H x Y


      ;  (5.23) 

  11 т 1
1i i i i iP P H R H

 
  .   (5.24) 

Важно подчеркнуть, что эти соотношения носят рекуррентный характер 
как для оценки, так и для матрицы ковариаций. Если ввести матрицу 

т 1
i i i iK PH R

 ,     (5.25) 

то выражение для оценки можно представить как 

1 1 1 1
ˆ ˆ ˆ( ) ( ( ))i i i i i i i ix x Y K y H x Y      .    (5.26) 

Принимая во внимание выражения (4.14), (4.15), матрицу ковариаций 
ошибок оценивания iP  и матрицу iK  можно вычислять как  

т т 1
1 1 1 1 1( ) ( )i i i i i i i i i i i i iP P P H H P H R H P E K H P


         ,  (5.27) 

т т 1
1 1( )i i i i i i iK P H H P H R


   .   (5.28) 

Как будет показано в следующих разделах, фактически это есть соотно-
шения фильтра Калмана для рассматриваемой здесь задачи оценивания по-
стоянного вектора.  

Задачи к разделу  
Задача 5.1.  
Решите задачу оценивания вектора по измерениям 

1 1

2 2

;

,

y x v

y x v
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с использованием метода обобщенных наименьших квадратов, полагая, 

что в критерии (2.13) 
1

1

1
2

0

0

R
Q

R





 
  
 

. 

Полагая, что ошибки измерения представляют не коррелированные ме-
жду собой центрированные векторы с матрицами ковариаций 1R  и 2R , за-
пишите, используя (2.29), матрицу ковариаций для ошибок полученной 
оценки  
Сопоставьте полученные соотношения с результатами, соответствую-

щими комплементарному фильтру для рассматриваемой задачи.  

Задача 5.2. Используя соотношения, соответствующие ОМНК в задаче 
нахождения неизвестного n -мерного вектора x  по измерениям типа (5.5), 
(5.6), записываемым в виде 

1 1y x v  ; 

2 2y Hx v  , 

где 2y   вектор размерности l ; H   матрица  l n , конкретизируйте вы-

ражения для оценки этого вектора, считая, что 1
Q R

 .  

Дополнительно полагая, что 1v  и 2v   некоррелированные между собой 

центрированные векторы с известными матрицами ковариаций 

0, 1,2jR j  , а R   матрица ковариаций вектора 1

2

v

v

 
 
 

, получите с ис-

пользованием (2.29) выражение для матрицы ковариаций ошибок. Убеди-
тесь в том, что полученные оценки совпадают с оценками, соответствую-
щими комплементарному фильтру. При каких условиях эта оценка будет 
соответствовать оценке МФП? 

Задача 5.3. В примере 5.1 получите выражение для оценки вектора x по 
измерениям (5.8.), (5.9) и матрицы ковариаций ошибок в случае использо-
вания для решения задачи комплементарного фильтра. 
Задача 5.4. В примере 5.1 получите выражение для оценки вектора x по 

измерениям (5.8.), (5.9) и матрицы ковариаций ошибок в случае использо-
вания для решения задачи оптимального байесовского алгоритма. 

Задача 5.5. В моменты времени ( 1)it t i   , 1.i m  с равным интерва-
лом t  проведены измерения высоты летательного аппарата с использова-
нием спутниковой системы и данных от баровысотомера. Ошибки измере-
ния представляют не зависимые между собой для разных моментов време-
ни случайные величины с дисперсиями 2

СНСr  и 2
БВr . Высота объекта описы-

вается в виде полинома первой степени 0i ih x Vt  . 



 

93

Сформулируйте задачу комплексной обработки этих измерений в целях 

получения оптимальных оценок вектора т т
1 2 0( , ) ( , )x x x x V  , полагая, что 

его компоненты являются не зависимыми между собой и от ошибок изме-
рений гауссовскими с.в. с математическим ожиданием т

0( , 0)x  и диспер-

сиями 2
0 , 2

V . Запишите выражение для матрицы ковариаций ошибок оп-

тимальных оценок. 

Задача 5.6. Рассмотрим обсуждавшуюся выше задачу коррекции пока-
заний навигационной системы о двухмерных координатах объекта по из-
мерению дальности до одного точечного ориентира, полагая, что она мо-
жет быть решена в линеаризованной постановке и, таким образом, измере-
ния могут быть записаны в следующем виде: 

(1) (1)
1 1 1y x v  ; 
(2) (2)
1 2 1y x v  ; 

2 2 1 2 2sinП cosПy Hx v x x v      , 

где т
1 2( , )x x x   двухмерный вектор, задающий координаты объекта на 

плоскости, а угол П  задает ориентацию единичного вектора 
т(sinП,cosП)  относительно оси 2Ox . 

Пусть (1) (2) т
1 1 1( , )v v v   центрированный вектор ошибок измерений с мат-

рицей ковариаций R , которой соответствуют параметры эллипса ошибок 
, ,a b  , а ошибка 2v   не коррелированная с этим вектором центрированная 

случайная величина с дисперсией, совпадающей с 2
b .  

Конкретизируйте комплементарный (инвариантный) фильтр для оценки 

координат и убедитесь в том, что он соответствует ОМНК при 1
Q R

 .  

Найдите такое значение угла П , при котором величина радиальной 
среднеквадратической ошибки будет наименьшей. 

Задача 5.7. Имеются две системы, вырабатывающие измерения 

1 1

2 2

;

,

y x v

y x v

 
 

 

в которых т
1 2( , )x x x  представляет собой двухмерный вектор, задающий 

координаты объекта на плоскости. Предполагается, что двухмерные векто-
ры ошибок измерения являются некоррелированными центрированными 
случайными векторами с матрицами ковариаций 1 20, 0R R  .  

Получите выражение для матрицы ковариаций ошибок оценок, соответ-
ствующих ОМНК, полагая матрицу Q  блочно-диагональной с блоками 

1

1
R

  

и 
2

1
R

 .  

Используйте предположение о том, что размеры малой и большой полу-
осей эллипсов, соответствующих этим матрицам, одинаковые, т.е. 
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1 2a a a  , и 1 2b b b  , и определите, при какой взаимной ориентации 

этих эллипсов радиальная среднеквадратическая ошибка будет наимень-
шей (наибольшей).  

Контрольные вопросы  

1. Сформулируйте задачу комплексной обработки и проиллюстрируйте ее 
на примерах. Что такое комплементарный фильтр (инвариантный алго-
ритм)? 

2. На примере обработки данных от двух измерителей поясните суть инва-
риантного алгоритма. Почему используется такое название? Приведите 
соответствующую ему схему обработки измерений. Какова его связь с 
алгоритмом ОМНК и МФП? 

3. Поясните, в чем особенность неинвариантного алгоритма. Приведите 
соответствующую ему схему обработки измерений. Обсудите достоин-
ства и недостатки этого алгоритма по сравнению с инвариантным алго-
ритмом. 

4. Поясните, в чем особенность централизованной и децентрализованной 
схем обработки данных от нескольких измерителей. 

5. Поясните, каким образом могут быть получены рекуррентные алгорит-
мы оценивания в задаче оценивания вектора постоянных параметров. 
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РАЗДЕЛ 6 

Случайные последовательности 

 

В этом разделе приводятся основные определения, связанные с поняти-
ем случайных последовательностей, и обсуждаются их свойства и методы 
описания [18, 21, 25, 27, 31-34]. 

6.1. Определение случайной последовательности и ее описание 
Рассмотрим последовательность скалярных величин 1 2 3, , ,..... ,...ix x x x . 

Последовательность называется случайной, если каждая из входящих в 
нее величин ix  является случайной. На рис. 6.1 приведен пример реализа-
ций случайной последовательности. Если полагать, что нижний индекс со-
ответствует значениям времени it , то в этом случае будем говорить о вре-
менной случайной последовательности. В дальнейшем речь будет идти о 
временных случайных последовательностях, и нижний индекс будет трак-
товаться как значение дискретного времени. 

 

Рис. 6.1.  Пример набора реализаций случайной последовательности 

Пусть ix , 1,2..i    случайная последовательность. Если зафиксировать, 

например, два произвольных момента времени it  и jt , то в результате 
можно сформировать двухмерный случайный вектор, компонентами кото-
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рого являются две случайные величины ix  и jx . Совместные статистиче-
ские свойства этого вектора можно определить либо с помощью ф.р.в., ли-
бо с помощью ф.п.р.в. Аналогичные функции можно ввести и для вектора, 
включающего большее число значений последовательности. Ясно, что 
описание случайной последовательности будет полностью заданным, если 
будут определены функции плотности распределения вероятности 

1 2( , ..... )if x x x  для любого конечного набора значений последовательности в 

произвольно выбранные моменты времени 1 2, ..... it t t .  

При решении прикладных задач нередко ограничиваются заданием не-
которых характеристик случайной последовательности, наиболее важными 
из которых являются математическое ожидание и дисперсия случайной 

последовательности. Располагая для произвольного i -го момента време-
ни ф.п.р.в. ( )if x , эти характеристики можно определить: 

  ( )
i i i i i

x M x x f x dx   ;    (6.1) 

    2 22 ( )i i i i i i iM x x x x f x dx     .   (6.2) 

Если считать известной совместную ф.п.р.в. ( , )i jf x x  для значений по-

следовательности в произвольные моменты времени, то можно ввести еще 
одну весьма важную характеристику  

 ( , ) ( )( ) ( )( ) ( , )
i i j j i i j j i j i j

k i j M x x x x x x x x f x x dx dx       ,  (6.3) 

называемую корреляционной функцией случайной последовательно-

сти.  
Аналогичная характеристика для двух разных последовательностей на-

зывается взаимно корреляционной функцией. 
Функция (6.3) задает значения коэффициента корреляции между слу-

чайными величинами, соответствующими i -му и j -му моментам времени. 

В силу соотношения (4.1) 
( , ) ( / ) ( )i j i j jf x x f x x f x , 

где ( / )i jf x x   условная плотность для значений последовательности в i -й 

момент при условии, что значение в j -й момент зафиксировано.  

Поскольку при i j , ( / ) ( )i j i jf x x x x   , т.е. переходная плотность 
представляет собой дельта-функцию, ясно, что  

2( , ) ik i i   ,     (6.4) 

т.е. дисперсия последовательности в фиксированный момент времени сов-
падает с величиной корреляционной функции при совпадающих значениях 
аргумента i j . 

Случайные последовательности могут быть не только скалярными, но и 
векторными. Под случайной n-мерной векторной последовательностью 
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понимают последовательность, значения которой представляют собой  
n-мерный случайный вектор.  
Пусть ix , 1,2..i   n-мерная случайная последовательность. Заметим, 

что здесь и далее для указания дискретного момента времени, которому 
соответствует вектор, так же, как и для обозначения его компонент, ис-
пользуется нижний индекс.  
Если требуется одновременное указание момента времени и номера 

компоненты, то используется двойная индексация, т. е. т
1( ,..., )i i inx x x , 

причем на первом месте всегда будет стоять индекс, соответствующий 

времени, а на втором  индекс, соответствующий номеру компоненты.  
Все приведенные выше определения могут быть обобщены на случай 

векторной последовательности. В частности, корреляционная функция бу-
дет представлять собой корреляционную матрицу, определяемую как 

т( , ) ( )( ) ( , )
i i j j i j i j

k i j x x x x f x x dx dx    .  (6.5) 

При одинаковых значениях аргумента i j  корреляционная матрица 
совпадает с ковариационной матрицей, т.е. 

т( , ) ( )( ) ( )i i i i i i ik i i P x x x x f x dx    .          (6.6) 

6.2. Стационарные случайные последовательности.  

Дискретный белый шум 

Рассмотрим некоторые наиболее распространенные типы случайных по-
следовательностей. Зафиксируем моменты времени в порядке их возраста-
ния и поставим им в соответствие значения последовательности 

1 2, ...... kx x x . Важным классом случайных последовательностей являются 

стационарные случайные последовательности. 
Стационарной в широком смысле называется такая последователь-

ность, у которой математическое ожидание от времени не зависит, а кор-
реляционная функция зависит от разности ( )i j , т.е. 

ix x ; 

( ) M{( )( )}i i j jk i j x x x x    . 

Из последнего соотношения также следует независимость от времени 
дисперсии стационарной последовательности, поскольку 

2 (0)k  . 

Если перечисленные свойства не выполняются, то последовательность 
называется нестационарной.  
Стационарной в узком смысле является такая последовательность, для 

которой плотность 1( ,,..... )kf x x , введенная для любого конечного набора 
значений последовательности, при одновременном изменении всех момен-
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тов времени на некоторую величину   не изменяется, т.е. 
1 1( ,,..... ) ( ,,..... )k kf x x f x x  . 

Последовательность, у которой математическое ожидание – нулевое 
( 0x  ), называется центрированной. Реализации, представленные на рис. 
6.1, соответствуют центрированной последовательности. Пример реализа-
ции нецентрированной случайной последовательности приведен на рис. 6.2. 
Понятно, что нецентрированная случайная последовательность, у кото-

рой математическое ожидание непостоянно, является нестационарной, так 
что реализация на рис. 6.2 представляет собой пример нестационарной по-
следовательности.  
Рассмотрим последовательность, значения которой в разные моменты 

времени между собой независимы:  

1 2
1

( , ,..... ) ( )
k

k j

j

f x x x f x


 .    (6.7) 

 

Рис. 6.2. Пример реализации нецентрированной случайной последовательности 

Поскольку из условия независимости следует некоррелированность зна-
чений случайной последовательности, нетрудно понять, что корреляцион-
ная функция такой последовательности будет иметь следующий вид: 

2( , ) i ijk i j    ,     (6.8) 

где ij  – символ Кронекера.  
Последовательность, имеющая корреляционную функцию вида (6.8) на-

зывается дискретным белым шумом. Иными словами, дискретный белый 
шум – это такая последовательность, значения которой в различные момен-
ты времени между собой не коррелированы. Если белый шум – центриро-
ванный, а дисперсии для всех моментов времени одинаковы, то шум будет 
стационарным. Пример реализации такого шума представлен на рис. 6.3. 
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Рис. 6.3. Пример реализации стационарного белого шума  

Заметим, что корреляционная функция характеризует временные свой-
ства последовательности, определяя количественно уровень статистиче-
ской зависимости ее значений в разные моменты времени. Вместе с тем 
существенным является вид функций плотностей распределения 1( )f x , 

1 2( , )f x x , 1 2 3( , , )f x x x  и т.д. К примеру, можно ввести гауссовские последо-

вательности. 
Случайная последовательность называется гауссовской, если плотности 

распределения вероятности 1( ,..... )kf x x  для любого набора ее значений в 

произвольные моменты времени являются гауссовскими. В частности, ес-
ли это требование выполнено для белого шума, то такой шум называется 
гауссовским дискретным белым шумом. Важно подчеркнуть, что для 
гауссовского белого шума для любого набора значений справедливо соот-
ношение (6.7). Таким образом, наряду с (6.8), для любых i j  можно запи-

сать  
( , ) ( ) ( )i j i jf x x f x f x . 

Гауссовские последовательности обладают весьма важным свойством, 
заключающимся в том, что, располагая математическим ожиданием (6.1) и 
корреляционной функцией (6.3), можно определить ф.п.р.в. 1( ,..... )kf x x  для 

любого набора значений последовательности в произвольные моменты 
времени. Иными словами, задание (6.1) и (6.3) обеспечивает полное описа-
ние его статистических свойств. Это есть следствие того факта, что гаус-
совская плотность полностью определяется двумя первыми моментами. 

 П р и м е р   6.1. Пусть для скалярной стационарной гауссовской по-
следовательности заданы математическое ожидание ix  и корреляционная 
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функция k(i). Требуется записать плотность распределения 1 2 3( , , )f x x x  для 

вектора, составленного из значений последовательности T
1 2 3( , , )x x x x .  

Поскольку вектор T
1 2 3( , , )x x x x – гауссовский, то для отыскания соот-

ветствующей ему ф.п.р.в. достаточно найти математическое ожидание 
т

321 ),,( xxxx   и ковариационную матрицу 






















)0()()(

)()0()(

)()()0(

3213

3212

3121

kttkttk

ttkkttk

ttkttkk

P
x

. 

Отсюда следует, что 

),,,;,,(),,( 321321321
x

PxxxxxxNxxxf  .     

6.3. Марковские  последовательности  

Рассмотрим скалярную последовательность ix . Зафиксируем моменты 

времени в порядке возрастания и сформируем вектор 1 2, ...... kx x x . Для этого 

вектора может быть записана совместная плотность распределения вероят-
ности 1( ,..... )kf x x , для которой (см. задачу 6.1), как следует из формулы 

умножения плотностей вероятности (4.1), в общем случае справедливо 
представление 

1 1 2 1 1 2 3 1 1( ,..... ) ( / , ,.. ) ( / , ,.. )... ( )k k k k k k kf x x f x x x x f x x x x f x     .   (6.9) 

При исследовании временных свойств последовательностей существен-
ным является вопрос о зависимости статистических свойств ее значений в 
текущий момент времени kx  от значений в предыдущие моменты времени 

1 2 1, ...... kx x x  . Эта зависимость определяется условными плотностями веро-

ятности вида 1 1( / ,..., )k kf x x x  . Важным классом случайных последователь-

ностей являются марковские последовательности. Отличительная особен-
ность марковских последовательностей заключается в том, что статистиче-
ские свойства ее значений в текущий момент определяются лишь значе-
ниями в ближайший предшествующий момент времени. С учетом сказан-
ного можно дать следующее определение марковской последовательности. 
Марковской последовательностью называется такая случайная после-

довательность, для которой свойства ее значений kx  в момент kt  при из-
вестном значении в ближайший момент 1kt   зависят только от значений по-

следовательности в этот момент и не зависят от значений последователь-
ности в моменты 1kt t  , т.е. 

1 2 1 1( / , .... ) ( / )
k k k k k

f x x x x f x x   .   (6.10) 

Условная плотность вероятности марковской последовательности 

1( / )k kf x x   называется плотностью вероятности перехода или переход-

ной плотностью.  
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Для марковской последовательности выражение (6.9) может быть пре-
образовано к виду 

1 1 1
2

( ,... ) ( ) ( / )
k

k j j

j

f x x f x f x x 


  . 

Таким образом, задание плотности вероятности перехода и ф.п.р.в. для 
начального значения 1( )f x  достаточно для нахождения совместной функ-

ции плотности распределения вероятностей для набора значений марков-
ской последовательности в произвольные моменты времени.  
Рассмотренные выше типы случайных последовательностей легко 

обобщаются на векторный случай. 

6.4. Формирующий фильтр  

Важную роль при решении прикладных задач играют последовательно-
сти, задаваемые с помощью рекуррентных разностных уравнений вида 

1i i i i ix x w    , 1,2...i  ,      (6.11) 

в которых ix  – n-мерный вектор; iw  – некоррелированный с 0x , центриро-

ванный p -мерный дискретный белый шум с корреляционной функцией 

вида  
т

{ }
i j ij i

M w w Q  ,    (6.12) 

где 
iQ  – p p -матрица ковариаций; 

i , 
i   известные nn и n p -

матрицы.  
Вектор 0x , задающий значение последовательности в начальный момент 

времени, также предполагается случайным с известным математическим 
ожиданием 0x  и матрицей ковариаций 0P .  

Нетрудно заметить, что для такой последовательности справедливо со-
отношение (6.10), т.е. последовательность, определяемая (6.11), является 
марковской. Если значение последовательности в начальный момент вре-
мени 0x  и белый шум iw  являются гауссовскими, т.е. 

0 0 0 0( ) ( ; , )f x N x x P ;    (6.13) 

( ) ( ;0, )i i if w N w Q ,    (6.14) 

то последовательность ix  будет гауссовской марковской последова-

тельностью.  
Этот факт есть следствие того, что линейные преобразования гауссов-

ских векторов порождают гауссовский вектор, а векторы 0x  и 1,.... iw w  яв-

ляются совместно гауссовскими (см. задачу 6.2). 
Уравнение (6.11) называется формирующим фильтром (shaping filter) 

случайной последовательности. Это название обусловлено тем, что слу-
чайная последовательность формируется в результате преобразования дис-
кретного белого шума с помощью разностного уравнения (6.11). Входной 
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белый шум iw , получил наименование порождающего шума (generating 

или forcing noise). Матрица i  называется матрицей динамики, матрица 
i  – матрицей порождающих шумов, а вектор ix  – вектором состояния.  

Принимая во внимание результаты задачи 6.3, нетрудно убедиться в том, 
что эволюция во времени математического ожидания и матрицы ковариа-
ций для последовательности (6.11) определяется с помощью рекуррентных 
соотношений: 

 

1i i ix x   ;     (6.15) 

 т( )( )
i i i i i

P M x x x x   т т
1i i i i i i

P Q      ,    (6.16) 

позволяющих вычислять искомое значения на текущем шаге с использова-
нием известных значений на предыдущем шаге. 
Из (6.15) с очевидностью следует, что последовательность, формируемая 

с помощью соотношения (6.11), при центрированном характере порож-
дающих шумов будет центрированной, когда центрированным является 
вектор начальных условий.  
При необходимости нетрудно, используя правила преобразования слу-

чайных векторов и соотношения (6.11), (6.12), получить матрицу ковариа-
ций PX

i для составного вектора  тт т т
0 1, ,...,

i i
X x x x , cо значениями последо-

вательности во все предшествующие моменты времени, включая началь-
ное значение (см. задачу 6.6). 
Достоинство описания последовательностей с использованием форми-

рующего фильтра (6.11) и соотношений (6.15), (6.16) заключается в том, 
что с их помощью рекуррентно может решаться как задача формирования 
самой последовательности, так и задача вычисления соответствующих ей 
расчетных статистических характеристик в виде математических ожида-
ний и матриц ковариаций. В частности, диагональные элементы матрицы 

ковариаций определяют расчетные дисперсии 2 ( ) [ , ]
i i

j P j j  , 1.j n  для 

каждой компоненты вектора состояния. С учетом сказанного формирую-
щие фильтры (6.11) широко используются при решении прикладных задач 
для моделирования случайных последовательностей. С этой целью необ-
ходимо, с использованием датчика случайных чисел сформировать слу-
чайный вектор 0x , векторы iw  и, привлекая рекуррентные соотношения 

(6.11), получать необходимые значения реализаций, формируемых в об-
щем случае с использованием соотношения 

i i iz H x .        (6.17) 

Далее, если это особо не оговаривается, при рассмотрении примеров по-
лучения реализаций с помощью формирующих фильтров для определен-
ности предполагается, что используются датчики гауссовских случайных 
величин.  
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 П р и м е р   6.2. Частным случаем последовательности (6.11) является 
последовательность, в которой отсутствуют порождающие шумы, т.е. по-
следовательность вида  

1i i ix x   .      (6.18) 

Для определения ее математического ожидания необходимо использо-
вать (6.15), а матрица ковариаций в этом случае может быть найдена, если 
задаться матрицей ковариаций в начальный момент времени 0P  и выраже-
нием т

1i i i i
P P   . 

Если матрица i  – единичная, т.е. i E  , то в результате получаем по-

следовательность 

1i ix x  ,            (6.19) 

представляющую собой постоянный вектор с математическим ожиданием 

0x  и матрицей ковариаций 0P .    

 П р и м е р   6.3. Если в уравнении формирующего фильтра (6.11) 

i E   и имеются порождающие шумы, причем i E  , то тогда  
1i i ix x w  .    (6.20) 

Ясно, что такая последовательность может быть представлена в виде 
суммы двух некоррелированных между собой слагаемых, одним из кото-
рых является постоянный случайный вектор, а другим – сумма некоррели-
рованных между собой значений дискретного белого шума от первого до 
текущего моментов времени, т.е.  

0
1

i

i j

j

x x w


  .    (6.21) 

Поскольку порождающий шум считается центрированным, то 0ix x , 

для любого i . Соотношение (6.16) в данном случае конкретизируется как 

1i i iP P Q  . 

Если матрицы ковариаций для порождающего шума постоянные, т.е. 
iQ Q , то это позволяет записать 

0iP P iQ  .          (6.22) 

Из последних двух соотношений следует, что, несмотря на постоянство 
матриц, определяющих формирующий фильтр, получающаяся последова-
тельность не является стационарной, поскольку соответствующая ей мат-
рица ковариаций при увеличении времени также увеличивается.  
Последовательность (6.20) называется последовательностью с некор-

релированными приращениями. Это определение есть следствие того, 
что для нее приращения ( )

i j
x x  на непересекающихся интервалах време-

ни между собой не коррелированы. В этом легко убедиться, поскольку на 
таких интервалах приращения определяются значениями белого шума, со-
ответствующими различным моментам времени. Если все векторы – гаус-
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совские, то такие приращения будут между собой независимыми, а после-
довательность (6.20) будет называться последовательностью с независи-

мыми приращениями.  

В скалярном случае последовательность (6.20) называется винеровской 

последовательностью. В англоязычной литературе для нее используется 
термин random walk (случайное блуждание).    

 П р и м е р   6.4.  В разделе 1 приводился пример описания изменения 
высоты за время проведения измерений в виде  

0i ih x Vt  , 1.i m ,    (6.23) 

где 0 ,x V  – начальная высота и вертикальная скорость, полагаемая посто-

янной; ( 1)it i t    – моменты времени от начала наблюдения.  

В разделе 1 такая модель изменения высоты сводилась к заданию двух 
неизвестных величин. Покажем, что эту модель можно получить и с ис-
пользованием формирующего фильтра. Введем вектор состояния 

т т
1 2( , ) ( , )

i i i i
x x x h V  .     (6.24) 

Поскольку 

1,11

1,22

1

0 1

ii

ii

xx t

xx





     
     
    

, 

где t  – интервал проведения измерений, то при 0i  ,  1,0
i

H  , 

1

0 1
i

t 
   

 
     (6.25) 

получим 

 1,0
i i i i i

z H x x h   .       (6.26) 

Если задаться матрицей ковариаций для начального момента времени в 
виде 

2
0

0 2

0

0 V

P
 

   
, 

то, используя (6.16), нетрудно убедиться в том, что 

 22 2 2
0[1,1] ( 1)

ih i V
P i t        . 

Если добавить порождающий шум с дисперсией 2
1q  в первое уравнение 

1,11

1,22

1 1

0 1 0

ii

i

ii

xx t
w

xx





       
       
      

, 

то вместо (6.23) получим следующую более общую модель для описания 
изменений высоты: 

0
1

i

i i j

j

h x Vt w


   . 
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Поскольку матрица динамики определяется выражением (6.25), а матри-

ца при порождающих шумах 
1

0
i

 
   

 
, то в данном случае с помощью 

(6.16) получим  

 22 2 2 2
0[1,1] ( 1) ( 1)

ih i V
P i t q i          . 

 
На рис. 6.4 приведены примеры реализаций изменения высоты, полу-

ченные путем моделирования с помощью формирующего фильтра и дат-
чика случайных чисел, для двух указанных случаев при следующих исход-
ных данных: время 100 с, дискретность проведения измерений 1 с, 

0 10 м   м, 0,1м/cV   при  (а) 1 0q   и 1 1q  м (б). Здесь же приведены 

величины 3
ih

  , задающие расчетные утроенные среднеквадратические 
отклонения  и в гауссовском случае определяющие область наиболее веро-
ятных значений такой последовательности в каждый момент времени. 

  а)                         б) 

Рис. 6.4. Графики реализаций изменения высоты и соответствующих утроенных 
значений расчетных СКО при отсутствии и наличии порождающего шума  

 

6.5. Динамика изменения матрицы ковариаций  

марковской последовательности 

Из (6.16) следует, что в общем случае матрица ковариаций марковской 
последовательности, описываемой с помощью формирующего фильтра, во 
времени изменяется, причем iP  может как «возрастать», т.е. 1i iP P , так и 

«убывать»: 1i iP P .  

Поясним это на скалярном примере, полагая  

1i i ix x w        (6.27) 

и считая 1   и 2
i

Q q  для всех i . В этом случае, вводя обозначение 
2

i i
P   , выражение (6.16) запишем как 
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2 2 2 2
1i i q     . 

Если соотношение величин 2 , 2
q  и 2

0  таковы, что 2 2 2 2
0 0q     , т.е. 

2
2
0 21

q
 


, то дисперсия при увеличении i  возрастает, т.е. 2 2

1i i   . Если 

же 2 2 2 2
0 0q     , 

2
2
0 21

q 
   

, то дисперсия уменьшается. Когда суще-

ствует решение уравнения 2 2 2 2
q      , дисперсия последовательности 

(6.27) с увеличением i  перестает меняться и принимает значение 
2

2

21

q
 


. Это возможно при 2 1  . Если принять 

2
2
0 21

q
 


, то дис-

персия будет постоянной для всех i . Ясно также, что при 1   дисперсия 
может только возрастать, и поэтому не существует положительного реше-
ния уравнения 2 2 2 2

0 0q     ; при 1   дисперсия также будет возрастать.  

В векторном случае, для того чтобы матрица ковариаций (6.16) при 
, ,i i iQ Q       сохранялась постоянной, необходимо, чтобы суще-

ствовало решение P  для следующего уравнения: 
т т

P P Q       .    (6.28) 

В этой ситуации последовательность (6.11) при центрированном харак-
тере порождающего шума будет стационарной марковской последова-

тельностью. 

 П р и м е р   6.5. Пусть задана винеровская последовательность (6.20), 

и при этом 2
0 0P   , 2

Q q .  

Приведем пример реализации этой последовательности и соответст-
вующих ей в каждый момент времени расчетных значений СКО: 

2 2
0i i

P q i     , при разных соотношениях дисперсии начального зна-
чения и дисперсий порождающих шумов. Для определенности полагаем, 
что ix  описывает изменение вертикальной координаты. 

Как отмечалось выше, значения такой последовательности в каждый 
момент времени представляют собой сумму двух слагаемых: случайной 
величины и суммы значений белошумной последовательности, накоплен-
ных к текущему моменту. 

При 2
0 0   слагаемое в виде постоянной величины отсутствует. Такая 

реализация и соответствующие ей расчетные СКО в виде σi
  представле-

ны на рис. 6.5, а, при 1q  м/с, 0 0  . Здесь и в следующем примере для 
определенности считается, что значения последовательности формируются 

на интервале 100 с с дискретностью 1 с. При выполнении условия 2 2
0q i    
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( 1,0 /q м с =1,0 м/с, 0 10м  = 10 м) для последнего момента вклад двух 

слагаемых в результирующее значение дисперсии одинаков (рис. 6.5, б). 

а)       б) 

      

Рис. 6.5. Реализация винеровской последовательности и соответствующие ей 
расчетные значения СКО при нулевом и ненулевом начальных значениях 

При выполнении условия 2 2
0q i    ( 100i  , 1,0 /q м с =1,0 м/с, 

0 10м  = 100 м) реализации будут мало отличаться от реализаций для по-

стоянного вектора (рис. 6.6). 

 

Рис. 6.6. Реализация винеровской последовательности и соответствующие ей 

расчетные значения СКО при выполнении условия 2
0

2 iq  

Для всех трех вариантов формируемые последовательности в рассмот-
ренном примере являются нестационарными, хотя в последнем случае эта 
нестационарность в сравнительном плане проявляется весьма незначи-
тельно, т.е. СКО изменчивой части существенно меньше СКО постоянной 
составляющей.    

 П р и м е р   6.6. Пусть требуется сформировать реализации центри-
рованной случайной последовательности с корреляционной функцией 
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2( )
i j

k i j e
    . Такая последовательность обычно называется экспо-

ненциально-коррелированной последовательностью.  

Нетрудно убедиться в том, что это может быть сделано с помощью фор-

мирующего фильтра вида (6.11), в котором e
  , 21 e     ; 0x  – 

центрированная случайная величина с дисперсией 2
0 0P   , причем 0   , 

а iw  – центрированный, дискретный белый шум с единичной дисперсией, 

независимый от 0x  [21, 25]. 

Это действительно так, поскольку при таких параметрах уравнение 
(6.28) преобразуется к тождеству: 2 2 2 2 2(1 )e e

         , означающему, 

что дисперсия этой последовательности постоянна. Кроме того, используя 
определение корреляционной функции, можем также записать следующее 
равенство: 

    2
1 1 1 1( , 1) ( ( 1)) (1)

i i i i i i
k i i k i i k M x x M x x w x e


               , 

которое нетрудно обобщить на случай 1i j  . 

Ниже приведены графики реализации такой последовательности при 
0,1  , 1м  , для трех случаев: стационарный случай, при выполнении 

условий 2 2 2 2
0 0      , 0 1м    = 1 м (рис. 6.7); нестационарный слу-

чай с возрастающей дисперсией при выполнении условий 2 2 2 2
0 0      , 

0 0     (рис. 6.8, а), нестационарный случай с убывающей дисперсией 

при выполнении условий 2 2 2 2
0 0      , 0 3м     (рис. 6.8, б). На гра-

фиках представлены как сами значения реализаций, так и соответствую-

щие им утроенные расчетные значения СКО в виде 3( )
i i

P   . 

 

 

Рис. 6.7. Реализация экспоненциально коррелированной последовательности 
(стационарный случай) 
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Во всех случаях, как отмечалось выше, поскольку выполнено условие 
2 2 1e

    , дисперсия выходит на установившийся режим 
2 2

2 2

2

(1 )
1

1

e

e

 

  

 
    


. 

а)        б)  

  

Рис. 6.8. Реализации экспоненциально коррелированной последовательности и 
соответствующие утроенные расчетные значения СКО (нестационарный случай) 

Из представленных соотношений следует, что, если требуется сформи-

ровать последовательность с заданными 2  и   при единичной дисперсии 
дискретного шума, то для получения такой последовательности необходи-

мо выполнение условия 2 2 2 2 2(1 ) (1 )e
        .  

Это условие при 1   может быть записано как 2 22    .    

Задачи к разделу 
Задача 6.1. Задана совместная плотность распределения вероятности 

1( ,..... )kf x x , покажите, что для нее справедливо следующее представление: 
1 1 2 1 1 2 3 1 1( ,..... ) ( / , ,.. ) ( / , ,.. )... ( )k k k k k k kf x x f x x x x f x x x x f x     . 

Задача 6.2. Поясните, почему векторы 0x  и 1,.... iw w , имеющие гауссов-

ские ф.п.р.в. (6.13), (6.14), причем 0x  не коррелирован с lw , а lw , 
j

w  не 

коррелированы между собой при l j , , 1.l j i , являются совместно гаус-
совскими. 

Задача 6.3. Покажите, что эволюция во времени математического ожи-
дания и матрицы ковариаций для последовательности (6.11) определяются 
соотношениями (6.15), (6.16): 

1i i ix x   ; 

 т( )( )i i i i iP M x x x x   т т
1i i i i i i

P Q      . 
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Задача 6.4. Рассчитайте матрицу ковариаций для случайного вектора, 

формируемого согласно выражению 
1

i

i j

j

x w


 , в котором 
j

w , 1.j i  – не 

коррелированные между собой центрированные случайные векторы с оди-
наковой матрицей ковариаций Q  для каждого момента времени.  

Задача 6.5. Рассчитайте матрицу ковариаций для случайного вектора, 

формируемого согласно выражению 
1

i

i j

i

x w


 , в котором для всех 1.j i , 

j
w w  – один и тот же центрированный случайный вектор с матрицей ко-

вариаций Q .  

Задача 6.6. Получите правило нахождения матрицы ковариаций iX
P  со-

ставного вектора  тт т т
0 1, ,...,

i i
X x x x , компоненты которого описываются 

соотношениями (6.11), (6.12). Найдите эту матрицу для случая 1i  . 

Задача 6.7. Получите выражение для ф.п.р.в. составного вектора 

 тт т т
0 1, ,...,

i i
X x x x  для гауссовской марковской последовательности, зада-

ваемой (6.11)(6.14).  
Задача 6.8. Пусть в предыдущей задаче 1i  , и 1 E  , т.е. 1 1 0 1x x w   . 

Учитывая, что ф.п.р.в. для составного вектора т т т
1 0 1( , )X x x  может быть 

представлена в виде (см. задачу 6.6) 

1 1 1( ) ( ;0, )f X N X P ,     (1) 

где 

1

1

т
0 0

1 т
1 0 1 0 1

P P
P

P P Q

 
  

     
,    (2) 

убедитесь, что представление (1) для ф.п.р.в. идентично тому, которое по-
лучено в предыдущей задаче. 

Пояснение. Раскройте выражение (1) и при вычислении 1
1P
  воспользуй-

тесь правилом обращения блочных матриц (выражение (П1.47) Приложе-
ния 1). 

Задача 6.9. Получите выражение для корреляционной функции центри-
рованной винеровской последовательности, для которой начальное усло-

вие нулевое, а порождающий шум имеет одинаковую дисперсию 2
q . 

Контрольные  вопросы  

1. Дайте определение случайной последовательности, поясните, что такое 
математическое ожидание, дисперсия и корреляционная функция для 
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случайной последовательности. Приведите примеры скалярных случай-
ных последовательностей. 

2. Поясните, что такое центрированная, стационарная и гауссовская слу-
чайные последовательности.  

3. Дайте определение дискретного белого шума. Может ли дискретный бе-
лый шум быть нестационарным или негауссовским?  

4. Введите понятие марковской последовательности. Поясните, что такое 
формирующий фильтр, приведите примеры.  

5. Получите рекуррентные соотношения для нахождения математического 
ожидания и матрицы ковариаций марковской последовательности, за-
данной с помощью формирующего фильтра.  

6. Что такое винеровская последовательность, каковы ее свойства? Являет-
ся ли винеровская последовательность марковской? 

7. Поясните, почему при постоянных матрицах , , Q   в соотношениях 

(6.11), (6.12) и невыполнении равенства (6.28) последовательность не 
является стационарной?  
Проиллюстрируйте это на примере. 
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РАЗДЕЛ 7 

Фильтрация случайных последовательностей. 

Дискретный фильтр Калмана
 

 

В разделах 2–4 применительно к задаче оценивания вектора постоянных 
параметров были подробно рассмотрены возможные варианты построения 
алгоритмов в зависимости от уровня предполагаемой априорной информа-
ции об оцениваемом векторе и ошибках измерения. В этой главе мы рас-
смотрим задачу оценивания последовательностей, описывающих изме-
няющиеся во времени параметры, и при этом будем исходить из предпо-
ложения о том, что они носят случайный характер. Такое предположение 
позволяет сформулировать задачу в рамках байесовского подхода как за-
дачу нахождения оптимальных в среднеквадратическом смысле оценок. 
Предполагается, что случайная последовательность задается с помощью 
линейного формирующего фильтра и имеются измерения, линейным обра-
зом зависящие от оцениваемой последовательности. Описывается знаме-
нитый рекуррентный дискретный фильтр Калмана, позволяющий элегант-
но решить обсуждаемую задачу [7, 18,21, 25, 27, 30-35]. 

7.1. Постановка и решение задачи нерекуррентного оптимального 

 линейного оценивания случайных последовательностей 

Несмотря на то, что наша цель заключается в получении рекуррентного 
алгоритма, для установления преемственности рассматриваемой в настоя-
щем разделе задачи оценивания последовательности с задачей оценивания 
постоянного вектора рассмотрим сначала постановку и алгоритм решения 
задачи в нерекуррентной форме. 
Рассмотрим следующую простейшую задачу оценивания случайных по-

следовательностей. Предположим, что с помощью корреляционных и вза-
имно корреляционных функций заданы статистические свойства двух ска-
лярных случайных последовательностей ix  и iy , 1,2..i  : 

 ( , ) ( )( )
x

k M x x x x        ;            (7.1) 

 ( , ) ( )( )
y

k M y y y y        ;            (7.2) 

 ( , ) ( )( )xyk M x x y y        ,   , 1,2...v             (7.3) 



 

113

и известны их математические ожидания 
j

x  и 
j

y , 1.j i .  

Считаем также, что в результате проведения измерений зафиксированы 
все накопленные к текущему моменту i  значения последовательности 

j
y , 

1.j i , т.е. известен вектор т
1( ,..., )

i i
Y y y . 

Требуется, располагая измеренными значениями последовательности yi, 
полученными на текущий момент, найти оценку значений последователь-
ности 

j
x  для некоторого момента времени j.  

Из представленной постановки следует, что необходимо оценить значе-
ния одной случайной последовательности по известным значениям другой, 
коррелированной с ней последовательности. 
Различное соотношение между i  и j  в приведенной постановке соот-

ветствует различным задачам оценивания [18, 21]: 
j i  задача фильтрации (filtering problem), когда дискретный мо-

мент времени, для которого отыскивается оценка, совпадает с текущим 
моментом – моментом поступления очередного измерения; 

j i  задача интерполяции или сглаживания (smoothing problem), 

когда оценка отыскивается для более раннего момента времени по сравне-
нию с текущим моментом; 

j i  задача прогноза или экстраполяции (forecasting problem), ко-

гда оценка отыскивается для будущего момента времени. 
Специфика этих задач поясняется на рис. 7.1. Задачи фильтрации и про-

гноза обычно решают в режиме реального времени (on-line mode), когда 
оценку требуется получить на текущий момент времени или в текущий 
момент времени предсказать значение оцениваемого параметра. Задачи же 
сглаживания решаются в так называемом камеральном режиме обработ-

ки, когда оценки формируются после того, как получены все измерения 
(off-line mode). 

Задача фильтрации ij   Задача сглаживания ij  Задача прогноза ij   

Текущий 
момент i  

Момент 
оценивания  i  

Оцениваемая 
последовательность 

 

Текущий 
момент i

Момент 
оценивания  j  

Оцениваемая 
последовательность 

 

 

Момент 
оценивания j

Текущий 
момент i  

Оцениваемая 
последовательность 

Рис. 7.1. Различные типы задач оценивания 



 

114

В целях выявления взаимосвязи задач оценивания случайной последова-
тельности с задачей оценивания постоянного вектора введем составной 

вектор  тт т,
j i

x Y  и рассмотрим сначала, к чему сводятся нерекуррентные 
алгоритмы оценивания, т.е. такие, в которых при вычислении оценок на 
текущем шаге используется весь набор измерений т

1( ,..., )
i i

Y y y . Введем 

также обозначение /
ˆ ( )

j i i
x Y , означающее, что оценка 

j
x  на момент j  фор-

мируется по измерениям, накопленным к текущему моменту i , т.е. полага-
ем, что в общем случае момент времени, для которого вычисляются оцен-
ки, может не совпадать с текущим моментом времени.  
Конкретизация рассмотренных в разделах 2–4 постановок задачи оцени-

вания постоянного вектора зависела от объема используемой априорной 
статистической информации. В рамках рассматриваемой постановки пред-

полагаются известными два первых момента для вектора  тт т,j ix Y , что по-

зволяет по аналогии с тем, как это было сделано в подразделе 4.5, сформу-
лировать задачу нахождения несмещенных оценок /

ˆ ( )
j i i

x Y , минимизирую-

щих среднеквадратический критерий  

  2б
/ /

ˆ ( )
j i j j i i

J M x x Y      (7.4) 

в классе оценок, зависящих от измерений линейным образом. 
Такие оценки будем называть оптимальными в среднеквадратиче-

ском смысле линейными оценками случайной последовательности 

или линейными несмещенными оценками с минимальной дисперсией.  
В сущности, это есть байесовская постановка задачи оценивания слу-

чайных последовательностей с ограничением на класс используемых оце-
нок при минимизации выбранного критерия. Опираясь на результаты под-
раздела 4.5, в котором приведен алгоритм решения такой задачи, с учетом 
соотношений (4.24), (4.25) для искомой линейной оценки можно записать 
выражение 

/
ˆ ( ) ( )

j i j j i i i
x Y x K Y Y   ,    (7.5) 

где /j i
K  – матрица-строка размерности 1 i , удовлетворяющая уравнению 

ВинераХопфа для дискретного времени 

/
j ii

x YY

j i
K P P ,        (7.6) 

в котором 

 ( )( )j ix Y

j j
P M x x y y    ,  1.i       (7.7) 

– матрица-строка, определяющая корреляцию 
j

x  со значениями 1,.... iy y ; 

 ( )( )iY
P M y y y y      , , 1.v i      (7.8) 

– матрица ковариаций для всего набора измерений размерности m m .  
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Апостериорная дисперсия для ошибки оценки (7.5) задается соотноше-
нием 

/ /
j i i

x Y xlin

j i j i
P P K P  ,       (7.9) 

в котором  

 2( )jx

j j
P M x x       (7.10) 

 дисперсия оцениваемой последовательности. 

Элементы входящих в приведенные выражения матриц j ix Y
P , iY

P , а так-

же величина jx
P  легко отыскиваются с использованием (7.1) – (7.3). 

Если матрица iY
P  не вырождена, то можно записать явное выражение 

для оценок и соответствующих им дисперсий: 

  1

/
i i ix Y Y

j i
K P P


 ;     (7.11) 

-1
/ ( )j j i i ji

x x Y Y xYlin

j i
P P P P P  .         (7.12) 

В подразделе 4.3 (соотношение (4.8)) отмечалось, что ошибка оценки, 
минимизирующей среднеквадратический критерий типа (7.4) в классе ли-
нейных оценок, ортогональна ко всему набору измерений или произволь-
ной их комбинации. В данном случае это соотношение может быть записа-
но в одной из следующих эквивалентных форм: 

  тˆ ( ) 0
j j i i

M x x Y Y  ,    (7.13) 

т.е. 
   т тˆ ( )

j i j i i
M x Y M x Y Y ,    (7.14) 

или 

   ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )T T

j j i j i j iM x x Y M x Y x Y ,   (7.15) 

т.е. 
      ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )

j j i j i j i
M x x Y M x Y x Y .         (7.16) 

Обращаем внимание на тот факт, что приведенное решение на основе 
уравнения ВинераХопфа справедливо для любого типа оценок: фильтра-
ции, сглаживания и прогноза. 
В полной мере приведенные результаты будут справедливыми и в слу-

чае, если последовательности являются векторными, и при этом в качестве 
критерия вместо (7.4) используется критерий 

б т
/ / /

ˆ ˆ{( ( )) ( ( ))}
j i j j i i j j i i

J M x x Y x x Y   . 

Полагая, что xi и yi (i=1, 2..) представляют собой n- и m-мерные последо-

вательности с математическими ожиданиями 
j

x ,
j

y  ( 1.j i ) для линейных 

оптимальных оценок, минимизирующих такой критерий, будут справедли-

вы приведенные выше выражения. При этом матрицы j ix Y
P , iY

P  и jx
P  бу-



 

116

дут иметь размерности  n i m  ,  n i m  ,    i m i m    и nn соответ-
ственно.  

Нетрудно заметить, что после того, как введен вектор  тт т,j ix Y , задачи 

оценивания случайной последовательности для каждого момента времени 
в представленной постановке ничем не отличаются от задачи оценивания 
постоянного вектора, рассмотренной в разделах 2–4. Особенность заклю-
чается лишь в том, что необходимые для их решения матрицы ковариаций 
формируются с использованием корреляционных и взаимно корреляцион-
ных функций (7.1)–(7.3). 
 П р и м е р   7.1. Предположим, что ix  представляет собой стационар-

ную центрированную случайную последовательность с корреляционной 

функцией вида 2( )
i j

k i j e
     и на интервале 1.i   проводятся измере-

ния этой последовательности, которые могут быть представлены как 

i i iy x v  ,                        (7.17) 

где iv  – независимая от ix  последовательность, представляющая собой 

центрированный дискретный белый шум с дисперсией 2
r . Требуется найти 

оценку последовательности в некоторый момент времени j . 

Применительно к рассматриваемому примеру имеем: 
2jx

P   ;      (7.18) 

      2 2iY
P M x x M v v e r

 
          ,    , 1.v i  ,  (7.19) 

    2j ix Y j

j
P M x x e

 
   , 1.i  .   (7.20) 

Принимая во внимание эти выражение, можно записать следующее со-

отношение для матрицы /j i
K : 

   1 1 22
/

1
1 12 2 2 2

12 2 2

12 2 2

1 12 2 2 2

, ,...

.

i i i
j j j ix Y Y

j i

i

i

K P P e e e

r e e

e r

r e

e e r

      

  





  

   

    
 
   

  
   
 
     

 

Используя (7.5), (7.9) и последнее соотношение, можно конкретизиро-
вать выражения для интересующей нас оценки и соответствующей ей апо-
стериорной дисперсии ошибки.    
Важно подчеркнуть, что в рассмотренной постановке не предполагается 

задание функциональной зависимости между измеряемой и оцениваемой 
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последовательностями, а исходная информация задается в виде математи-
ческих ожиданий, корреляционных и взаимно корреляционных функций. В 
сущности, это есть обобщение задачи линейной регрессии для случайных 
последовательностей, решаемой при наличии информации лишь об их 
первых и вторых моментах. Причем полученное решение соответствует 
так называемой нерекуррентной процедуре, при которой для нахождения 
оценок (7.5) каждый раз привлекается весь набор имеющихся измерений. 
Хотя приведенные выражения и позволяют определять оценки и соответ-
ствующие им характеристики точности, использование их при решении 
прикладных задач затруднительно. В частности, это связано с тем, что при 

увеличении числа измерений размерность матрицы iY
P  все время возрас-

тает, что осложняет процедуру ее обращения. Далее основное внимание 
уделяется задачам рекуррентной фильтрации, при решении которых удает-
ся построить удобные для реализации алгоритмы.  

7.2. Постановка линейной задачи рекуррентной оптимальной  

фильтрации случайных последовательностей  

Сформулируем задачу построения рекуррентных алгоритмов нахож-

дения оптимальных в среднеквадратическом смысле линейных оце-
нок случайных последовательностей, т.е. задачу построения линейных 

рекуррентных оптимальных алгоритмов. Применительно к задаче оце-
нивания постоянного вектора рекуррентные алгоритмы рассматривались в 
подразделе 5.5. Их суть заключается в том, что искомая оценка для задан-
ного набора измерений i  формировалась путем последовательной обра-
ботки очередного i -го измерения и оценки, полученной на предыдущем 

шаге обработки по набору измерений  т1 1 1,...,i iY y y  . Соответствующая 

текущей оценке матрица ковариаций также вычислялась с использованием 
матрицы ковариаций для предыдущего шага. Применительно к рассматри-
ваемой задаче рекуррентные алгоритмы могут быть получены в случае, ко-
гда решается задача фильтрации, т.е. i j . При этом предполагается, что 

случайная последовательность задана с помощью линейного формирую-
щего фильтра вида (6.11), а измерения линейным образом зависят от оце-
ниваемой последовательности.  
Постановка такой задачи в общем случае может быть сформулирована 

следующим образом. 
Задана n-мерная случайная последовательность в виде формирующего 

фильтра  
1 ,i i i i ix x w        (7.21) 

и имеются m-мерные измерения, связанные с этой последовательностью 
соотношением вида 

,i i i iy H x v       (7.22) 
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где iw  – p -мерный вектор порождающих шумов; iv  – m-мерный вектор 

ошибок измерения; i , iH , i  – известные матрицы размерности  nn, 

mn, n p  соответственно. При этом 
iw  и 

iv  представляют собой дискрет-
ные, центрированные белые шумы:  

т

{ } ;i j ij iM w w Q   
т

{ }i j ij iM v v R  .   (7.23) 

Вектор начальных условий 0x  считается центрированным вектором с 
матрицей ковариаций 0P , а векторы 0x , 

iw , 
iv  – не коррелированными ме-

жду собой, т.е. 

 т 0i jM w v  ,  т0 0iM x v  ,  т0 0iM x w  .  (7.24) 

Центрированный характер случайных векторов предполагается лишь 
для упрощения получаемых выражений. 
Требуется, располагая накопленными к текущему моменту времени i  

измерениями т т т т
1 2( , ,... )i iY y y y , найти рекуррентный алгоритм вычисления 

оптимальных в среднеквадратическом смысле несмещенных линейных 
оценок последовательности (7.21), минимизирующих критерий  

    б т
/ /

ˆ ˆ( ) ( )i i i i i i i i iJ M x x Y x x Y   ,  (7.25) 

и рекуррентный алгоритм вычисления матриц ковариаций ошибок оцени-
вания 

/ /
ˆ( ) ( )i i i i i i iY x x Y   ,    (7.26) 

определяемых как  

   т/ /
ˆ ˆ( ) ( )

i i i i i i i i i
P M x x Y x x Y   .  (7.27) 

В соответствии с терминологией, введенной в подразделе 7.1, можно 
также говорить о задаче фильтрации вектора состояния, описываемого с 
помощью соотношения (7.21), по измерениям (7.22) или о задаче фильт-

рации, сформулированной на языке пространства состояний.  
Далее для оценки /

ˆ ( )i i ix Y  и ее ошибки будем использовать обозначения 

/
ˆ ˆ ˆ( ) ( )i i i i i ix Y x Y x  , / ( ) ( )i i i i i iY Y     .  

Нетрудно заметить, что рассмотренная в разделах 2-4 задача оценивания 
постоянного вектора представляет собой  частный случай сформули-
рованной здесь задачи фильтрации последовательности. Действительно, 
эта задача получается, если в уравнениях (7.21) принять 0iw   и 0i  , a 

i E  . 

Можно выделить следующие отличительные особенности приведенной 
постановки по сравнению с той, которая рассматривалась ранее: 
 решается задача оценивания марковской последовательности; 
 формирующий фильтр для марковской последовательности – линейный; 
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 введены ошибки измерения и определена функциональная зависимость 
измерений от оцениваемой последовательности и ошибок измерений, 
причем эта зависимость также линейная.  
Эти особенности создают предпосылки успешного решения задачи по-

лучения удобных в вычислительном отношении рекуррентных линейных 
алгоритмов в виде дискретного фильтра Калмана, соотношения для кото-
рого и рассмотрим далее. 
Важно подчеркнуть, что в представленной постановке, как и в преды-

дущем подразделе, не вводится информация о законах распределения слу-
чайных последовательностей и решение задачи предполагается находить в 
классе линейных оценок. 

7.3. Дискретный фильтр Калмана для случайных последовательностей 

При построении оптимального рекуррентного алгоритма сформулиро-
ванной выше задачи предполагается, что оценка на текущем шаге ˆ

ix  вы-

числяется с использованием очередного измерения iy , оценки 1
ˆ

ix   и соот-
ветствующей ей матрицы ковариаций ошибок 1iP  для предыдущего шага 
(рис. 7.2).  

Блок прогноза
)(ˆ)(ˆ 1111/   iiiiii YxYx 

Априорные
данные

,i ,i iQ

Задержка

)(ˆ 11  ii Yx 1iP

)(ˆ 11/  iii Yx 1/ iiP

Обработка измерения
на i-м шаге

))(ˆ()(ˆ)(ˆ
11/11/  

iiiiiiiiiii
YxHyKYxYx

Априорные
данные

,iH iR

Текущее
измерение

iy

iP)(ˆ ii Yx

 

Рис. 7.2. Блок-схема фильтра Калмана для дискретного времени 

В подразделе 5.5 был получен рекуррентный алгоритм применительно к 
задаче оценивания постоянного вектора. Там подчеркивалось, что на каж-
дом шаге фактически происходит уточнение оценки, полученной с исполь-
зованием предшествующих измерений, путем добавления корректирующе-
го слагаемого, представляющего собой произведение коэффициента уси-
ления на разность между текущим измерением и его прогнозируемым зна-
чением. При получении рекуррентного алгоритма для случайной последо-
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вательности, задаваемой с помощью формирующего фильтра (7.21), ло-
гично предположить, что его структура сохранится прежней. Особенность 
применительно к изменяющейся последовательности должна проявиться в 
том, каким образом находить оценку прогноза значений последовательно-
сти и прогноза значений текущего измерения на очередном шаге обработ-
ки, располагая значением оптимальной оценки 1

ˆ
ix  , соответствующей на-

бору измерений 1iY  . Ясно, что это следует делать с учетом уравнения ди-

намики (7.21) для оцениваемой последовательности.  
Принимая во внимание сказанное выше, можно показать, что решение 

задачи получения рекуррентного алгоритма вычисления оптимальных в 
среднеквадратическом смысле линейных несмещенных оценок, минимизи-
рующих среднеквадратический критерий, задается в виде набора соотно-
шений, в котором выделяют два блока (см. рис. 7.2) [6, 18, 21, 25, 31-35].  
В первом блоке (блоке прогноза) вычисляется линейная оптимальная 

оценка значений вектора состояний в i -й момент по измерениям 1iY  , т.е. 
оценка прогноза на один шаг вперед / 1

ˆ
i ix   (state estimate extrapolation 

[32]) и соответствующая ей матрица ковариаций ошибок прогноза 
(error covariance extrapolation [32]), которые отыскиваются с использова-
нием оптимальной оценки 1

ˆ
ix   и матрицы ковариаций 1iP  на предыдущем 

шаге: 
/ 1 1

ˆ ˆ
i i i ix x   ;     (7.28) 

т т
/ 1 1i i i i i i i iP P Q       ,          (7.29) 

где 
       т т

/ 1 / 1 1 / 1 1 / 1 / 1
ˆ ˆ( ) ( ) ;i i i i i i i i i i i i i iP M x x Y x x Y M             

/ 1 / 1 1
ˆ ( )i i i i i ix x Y     . 

Во втором блоке осуществляется вычисление искомой текущей оценки 
ˆ

ix  и расчетной матрицы ковариаций ее ошибок 
iP  с использованием теку-

щего измерения iy  и результатов, полученных в блоке прогноза:  
/ 1 / 1

ˆ ˆ ˆ( )i i i i i i i ix x K y H x    ;    (7.30) 
т т 1

/ 1 / 1( )i i i i i i i i iK P H H P H R


   ;   (7.31) 
т т 1

/ 1 / 1 / 1 / 1 / 1( ) ( )i i i i i i i i i i i i i i i i i iP P P H H P H R H P E K H P


         . (7.32) 

Эти соотношения и определяют знаменитый фильтр Калмана (ФК) для 

дискретного времени. Рекуррентный характер этого алгоритма очевиден, 
поскольку при нахождении прогноза и соответствующей ему матрицы ко-
вариаций, помимо априорной информации в виде матриц i , i  и iQ , ис-
пользуется только оценка и матрица ковариаций ее ошибок, полученные на 
предыдущем шаге, а при нахождении очередной оценки и соответствую-
щей ей матрицы ковариаций – лишь результаты, полученные в блоке про-
гноза, само текущее измерение и априорная информация в виде матриц iH  
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и iR . Несмотря на использование только очередного измерения, получае-
мая в результате оценка является оптимальной (минимизируют критерий 
(7.25)) по всему набору измерений, и в блок-схеме сохранена зависимость 
оценок от соответствующих наборов измерений. 
В англоязычной литературе для соотношений (7.30) обычно использу-

ются термины state estimate observational update или просто state 

estimate update, а для (7.32) – error covariance update [32]. Матрица Кi на-
зывается матрицей коэффициентов усиления ФК (Kalman gain matrix) 

или просто коэффициентом усиления ФК.  
Как и в подразделе 4.4, можно показать, что для матриц Кi, iP  будут 

также справедливы следующие, удобные в некоторых практических при-
ложениях представления: 

т 1
i i i iK PH R

 ;      (7.33) 
1 т 1 1

/ 1( )i i i i i iP P H R H
  
  .          (7.34) 

Вычисление коэффициента усиления и матрицы ковариаций в соответ-
ствии с выражениями (7.31), (7.32) предпочтительнее в тех случаях, когда 
m n , в то время как при n<<m и диагональной матрице iR  удобнее ис-
пользовать выражения (7.33), (7.34). 
Следует обратить внимание на тот факт, что матрицы ковариаций оши-

бок оценок iP  не зависят от измерений, а определяются только матрицами 

ковариаций iQ  и iR , характеризующими свойства порождающих шумов и 

ошибок измерения, и матрицами наблюдения iH .  

Таким образом, все вычисления, связанные с нахождением матриц кова-
риаций и коэффициента усиления, могут быть в принципе выполнены за-
ранее. Иногда блок, реализующий эти вычисления, называют ковариаци-

онным каналом, а блок, реализующий вычисления оценок (7.30) – оце-
ночным каналом. Весьма существенно, что алгоритм ФК является линей-
ным относительно измерений, а коэффициент усиления также зависит 
лишь от матриц iQ , iR  и iH  и, следовательно, не зависит от измерений.  

Впервые соотношения для ФК были приведены и доказаны в знамени-
той работе Калмана [35]. Доказательство проведено на основе использова-
ния свойства ортогональности.  
После выхода в свет этой публикации появились различные варианты 

доказательства оптимальности оценок, получаемых с помощью ФК.  
Важно еще раз обратить внимание на тот факт, что здесь рассматривает-

ся задача получения оценок, оптимальных в классе линейных, при этом ка-
ких-либо предположений о законах распределения случайных последова-
тельностей не вводится. Если предположить гауссовский характер распре-
делений, то оказывается, что приведенный выше алгоритм будет обеспечи-
вать получение оптимальных байесовских оценок, т.е. оценок, которые 
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минимизируют среднеквадратический критерий типа (7.4) без введения ог-
раничений на класс используемых оценок.  

Т а б л и ц а   7.1 

Соотношения для алгоритма дискретного фильтра Калмана 

Постановка задача фильтрации 

Уравнение для вектора со-
стояния 1i i i i ix x w     

Измерения i i i iy H x v   

Начальные условия 0 00,x P  

Порождающие шумы 
т0, { } ;i i j ij iw M w w Q    

Шумы измерения 
т0, { } ;i i j ij iv M v v R    

Взаимная корреляция  т0 0iM x w  ;  т 0i iM w v  ;  т0 0iM x v   

Матрицы 
i , – n n , i  - n p , iQ  - p p  

iH m n  , 
iR m m   

Минимизируемый критерий 

    тб
,

ˆ ˆ( ) ( )
i ii x Y i i i i i iJ M x x Y x x Y    

Решение задачи фильтрации 

Прогноз / 1 1
ˆ ˆ

i i i ix x    

Матрица ковариаций оши-
бок прогноза 

т т
/ 1 1i i i i i i i iP P Q        

Оценка / 1 / 1
ˆ ˆ ˆ( )i i i i i i i ix x K y H x     

Коэффициент  
усиления 

т т 1
/ 1 / 1( )i i i i i i i i iK P H H P H R


    вариант 1 
т 1

i i i iK PH R
    вариант 2 

Матрица ковариаций оши-
бок оценивания 

/ 1( )i i i i iP E K H P     вариант 1 
1 т 1 1

/ 1( )i i i i i iP P H R H
  
              вариант 2 

 
Подчеркнем, что алгоритм ФК определяет не только удобную процедуру 

вычисления самих оценок, что обеспечивает решение задачи синтеза ал-

горитма оценивания случайной последовательности, но и процедуру 



 

123

вычисления расчетной матрицы ковариаций, характеризующей текущую 
точность алгоритма оценивания, что важно при решении задачи анализа 

точности оценивания случайной последовательности.  

В частности, диагональные элементы определяют расчетные дисперсии 
ошибок оценивания, которые, в свою очередь определяют расчетные СКО 
ошибок оценивания для всех компонент вектора состояния.  
Сформулированная задача и представленные соотношения сведены в 

табл. 7.1. 
Поскольку с помощью ФК в рамках рассмотренной постановки отыски-

ваются оценки, оптимальные в классе линейных, можно говорить о том, 
что с помощью ФК рассчитывается потенциальная точность оценивания 

случайной последовательности (7.21) по измерениям (7.22) с использо-

ванием линейных оценок.  
Конкретизируем приведенные соотношения алгоритма ФК на простей-

ших примерах.  
 П р и м е р   7.2. Получим выражения для фильтра Калмана в задаче 

оценивания скалярного параметра 1i ix x x   по скалярным измерениям 

,i iy x v  в которых 0x x  – центрированная случайная величина с дис-
персией 2

0 ; iv   не зависящий от x центрированный дискретный белый 

шум, т.е. 2{ }i j ij iM v v r  . 

В данном случае 1H   , 0Q   . Поскольку оцениваемый пара-
метр не меняется, блок прогноза существенно упрощается: 

/ 1 1
ˆ ˆ

i i ix x  ; 

/ 1 1i i iP P  . 

Таким образом, выражения для оценки примут вид  

1 1
ˆ ˆ ˆ( )i i i i ix x K y x    . 

Для вычисления коэффициента усиления и дисперсии ошибки опти-
мальной оценки здесь удобно использовать выражения (7.33), (7.34):  

1
2

1

i
i

i i

P
K

P r








; 

2
1 1 1 1
1 2

1

( ) i i
i i i

i i

P r
P P R

P r

   




  


, 2
0 0P   . 

Если предположить, что дисперсии всех измерений одинаковы, т.е. 
2 2

ir r , то легко убедиться в том, что 
2

0
2

0

i

P r
P

iP r



. 

Отсюда следует, что в условиях, когда априорная дисперсия существен-

но больше дисперсии измерений, т.е. при 2
0P r , выражения для коэф-
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фициента усиления и апостериорной дисперсии могут быть определены 

как 
1

iK
i

 , 
2

i

r
P

i
 , и, таким образом, 1 1

1
ˆ ˆ ˆ( )i i i ix x y x

i
    . 

Как и следовало ожидать, последнее выражение в этом случае представ-
ляет собой рекуррентную формулу вычисления среднего арифметического 

1

1
ˆ

i

i j

j

x y
i 

  . 

На рис. 7.3 приведены реализации ошибок фильтрации и соответствую-

щие утроенные расчетные значения ее СКО в виде 3( )
i i

P    для случая 
2

0 0 1P    , 2 1r  .  

 

Рис. 7.3. Реализации ошибок фильтрации и соответствующие утроенные значе-
ния СКО при оценивании постоянной величины 

Как следует из графика, величина СКО ошибки оценивания неограни-
ченно уменьшается, в данном случае на рассматриваемом интервале вре-
мени, достигая уровня примерно 0,1.    

 П р и м е р   7.3. Пусть требуется решить задачу фильтрации винеров-
ской последовательности 1i i ix x w   по измерениям i i iy x v  , в которых 

0x  – центрированная случайная величина с дисперсией 2
0 ; iw , iv   не за-

висящие друг от друга и от 0x  центрированные дискретные белые шумы 

такие, что 2{ }i j ijM v v r  , 2{ }i j ijM w w q   [21].  

В данном случае 1H   , 1  . Несмотря на то, что оцениваемый па-
раметр здесь изменяется, выражения для оценок будут иметь тот же вид, 
что и в предыдущем примере, т.е.  

/ 1 1
ˆ ˆ

i i ix x  ;  1 1
ˆ ˆ ˆ( )i i i i ix x K y x    . 

Для дисперсий ошибок прогноза и дисперсий ошибок оценок будем 
иметь следующие выражения: 
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2
/ 1 1i i iP P q   ; 

/ 1
/ 1 2

/ 1

1 i i
i i i

i i

P
P P

P r






 
   

 или  
2

2
1 2 2

1

.
i i

i

r
P P q

P q r




 
     

 

На рис. 7.4 представлены результаты решения задачи фильтрации вине-
ровской последовательности на интервале 20 с при 1q  , 2 4r   в виде 
реализации ошибок фильтрации и соответствующих утроенных значений 

СКО ( 3( )i iP    при разных значениях 2
0 0P   . 

а) 2
0 0 1P P        б) 2

0 0 0P P      

в) 2
0( 3 ) 1P P    

Рис. 7.4. Реализация ошибок фильтрации винеровской последовательности  
и соответствующие утроенные значения СКО:  

а  стационарный случай, дисперсия ошибки постоянна; б  дисперсия ошибки 
увеличивается и выходит на установившееся значение;  в  дисперсия ошибки 

уменьшается и выходит на установившееся значение     

 П р и м е р   7.4. Получим соотношения ФК для рассмотренной в 
примере 7.1 задачи фильтрации скалярной стационарной экспоненциально-
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коррелированной последовательности, имеющей корреляционную функ-

цию 2( )
i j

k i j e
     [6]. 

С учетом примера 6.6 уравнения (7.21), (7.22) в данном случае конкрети-

зируются следующим образом: 1i i ix x w   ; i i iy x v  , где e
  , 0x  – 

центрированная случайная величина с дисперсией 2
0P   , а iw , iv  не за-

висящие от 0x  центрированные дискретные белые шумы с дисперсиями 
2 2 2(1 )q e

     и 2
r  соответственно.  

Уравнения для блока прогноза здесь могут быть записаны как  

/ 1 1
ˆ ˆ

i i ix x   ; 2 2
/ 1 1i i iP P q    , 

а уравнения для оценок и дисперсий их ошибок – в виде  
1 1

ˆ ˆ ˆ( )i i i i ix x K y x      
1 1

2 2 2 2
/ 1 1

1 1 1 1
i

i i i

P
P r P q r

 

 

   
          

, где 
2
i

i

P
K

r
 . 

На рис. 7.5 представлен пример реализаций ошибок фильтрации экспонен-
циально-коррелированной последовательности и соответствующих им утро-

енных расчетных значений СКО в виде 3( )i iP   , при 0,1  , =1 м, 
2 0,21(1 ) 0,2q e

    м2 и двух значениях дисперсии ошибок измерения: 
2 1r   м2

 (а) и 2 2(0,1)r   м2 (б) 

 

Рис. 7.5. Реализации ошибок фильтрации экспоненциально-коррелированной по-
следовательности и соответствующих им утроенных расчетных значений СКО 

при разных уровнях ошибок измерения    

Как видно из графиков, дисперсии достигают некоторых установивших-
ся значений, величина которых существенным образом зависит от уровня 
ошибок измерения и порождающего шума. Причины и возможность нали-
чия установившегося значения обсуждаются далее. 

б) а) 
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7.4. Уравнения ошибок фильтра Калмана. 

Инновационная последовательность 

Вычитая из уравнения формирующего фильтра (7.21) значения оценок 
(7.28), (7.30), нетрудно получить уравнения для ошибок прогноза и оши-

бок фильтрации, вырабатываемых ФК: 

/ 1 1 1 1
ˆ

i i i i i i i i i i i ix w x w             ;  (7.35) 

1 1 / 1
ˆ ˆ( )i i i i i i i i i i i i i i ix w x K H x H x K v             

1 1( )i i i i i i i i i i i iw K H w K v              

1( ) ( ) .i i i i i i i i i iE K H E K H w K v          (7.36) 

 
Из последнего уравнения, в частности, следует, что ошибка линейной 

оптимальной оценки является марковской последовательностью и для нее 
справедливо следующее рекуррентное соотношение: 

1( ) ( )i i i i i i i i i i iE K H K H w K v         ,  (7.37) 

в котором в правой части присутствуют как порождающие шумы, так и 
шумы измерения.  
В том, что для матриц ковариаций ошибок (7.35), (7.36) будут справед-

ливы соотношения (7.29), (7.32) или, что то же самое, (7.34), нетрудно убе-
диться непосредственно (см. задачу 7.1), используя выражение для коэф-
фициента усиления (7.31). 
Ясно также, что для оценок, отыскиваемых с помощью ФК, будет вы-

полняться условие ортогональности (7.15), т.е. 

  ˆ ˆ( ) ( ) 0T

i i i j i
M x x Y x Y  .    (7.38) 

Любопытно отметить, что (см. задачу 7.3) 

   т т тˆ( ) ( ( ))
i ii i i x Y i i i i i

M Y x M x x Y x P    .    (7.39) 

Важную роль при анализе свойств оценок ФК играет невязка измере-
ния, которая в рассматриваемом случае определяется как 

/ 1 1
ˆ ( )i i i i i iy H x Y    .           (7.40) 

Эта последовательность обладает весьма важным свойством, заклю-
чающимся в том, что она представляет собой дискретный центрированный 
белый шум, т.е. 

 тi j ij i
M L    ,        (7.41) 

где 
т

/ 1i i i i i iL H P H R  .           (7.42) 

Тот факт, что матрица ковариаций невязки определяется соотношением 
(7.42), доказывается весьма просто (см. задачу 7.2). Убедимся в справедли-
вости (7.41). Поскольку  

1/ / 1 1
ˆ ( ),

i iy Y i i i i iM y H x Y
    то при j i  
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1 1

т т
/ 1 1 /

ˆ ( ) 0
i i i iY i i i i i j Y y Y i j

M y H x Y y M M y
      , 

т.е. 
 т 0

i j
M y  , для j i .    (7.43) 

Аналогично  т 0
i j

M    , для j i . Если j i , то такое равенство легко 

получить, убеждаясь в том, что  т 0i jM y  . Таким образом, последнее 
равенство справедливо для любых несовпадающих j  и i , а следовательно, 

справедливо и (7.41). Из доказанного утверждения, в сущности, вытекает, 
что случайная последовательность iy  с помощью соотношения (7.40) пре-
образуется в белый шум. В связи с этим такая операция называется иногда 
выбеливанием. 
Из (7.40), (7.43) следует, что невязка, соответствующая текущему мо-

менту времени, ортогональна набору предыдущих измерений 

 т1 1 1,...,
i i

Y y y  , а текущее измерение может быть представлено в виде 
суммы  

/ 1 1
ˆ ( )i i i i i iy H x Y    . 

Заметим, что выражение для оценки, вырабатываемой в фильтре Калма-
на, может быть записано как сумма двух слагаемых: 

/ 1 1
ˆ ˆ ( )i i i i i ix x K Y    ,    (7.44) 

одно из которых представляет собой линейную комбинацию набора пре-
дыдущих измерений  т1 1 1,...,i iY y y  , а второе – линейную комбинацию 

компонент вектора невязки 1( )i iY  , ортогонального к 1iY  . Так как в этом 

векторе содержится новая информация, которой нет в 1iY  , именно за счет 
использования i  и происходит обновление информации, что и объясняет 
используемый для невязки (7.40) термин – инновационная, или обнов-

ляющаяся последовательность (innovations sequences [32]). 

 П р и м е р   7.5. Конкретизируем приведенные уравнения для ошибок 
оценивания применительно к задаче фильтрации постоянной величины и 
винеровской последовательности.  
Для постоянной величины:  

/ 1 1i i i    ; 

1(1 )i i i i iK K v     ; 

/ 1 1 1
ˆ ( )i i i i i i iy x Y v        ; 

2
1i iL P r  . 

Для винеровской последовательности: 

/ 1 1i i i iw     ; 
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1(1 ) (1 )i i i i i i iK K w K v       ; 

/ 1 1 / 1 1
ˆ ( )i i i i i i i i i i iy x Y v w v             ; 

2 2
1i iL P q r   . 

Любопытно отметить, что невязка измерения, формируемая как разность 
между измеренными значениями и текущей оценкой  

1
ˆ ( ) (1 ) (1 ) (1 )i i i i i i i i i i i iy x Y v K K w K v             , 

в отличие от невязки, формируемой как разность между измеренными зна-
чениями и оценкой прогноза, уже не является белым шумом.    

7.5. Динамика изменения матрицы ковариаций  

и установившийся режим в задаче фильтрации  

Немаловажным при исследовании поведения ошибок ФК является во-
прос о характере изменения соответствующих матриц ковариаций во вре-
мени. Выше при рассмотрении скалярных примеров уже отмечалось, что 
дисперсия ошибки фильтрации может достигать некоторого установивше-
гося значения. Обсудим этот вопрос более подробно.  
Анализ уравнения (7.32) для матрицы ковариаций показывает, что в ней 

имеются два слагаемых. Первое слагаемое  
т т

/ 1 1i i i i i i i iP P Q            (7.45) 

отражает факт изменения матрицы ковариации ошибок оценивания при 
вычислении оценки прогноза, обусловленный, в частности, наличием по-
рождающих шумов. Чтобы проанализировать характер этого изменения, 

введем матрицу (1)
/ 1 1i i i iP P P     и представим ее в виде (1)

/ 1 1i i i iP P P    . 

Из результатов подраздела (6.5) и уравнения (7.45) следует, что матрица 
ковариаций ошибок прогноза / 1i iP   может как «возрастать» по сравнению с 
матрицей ковариаций ошибок 1iP  на предыдущем шаге, так и «убывать». 

Убывание в принципе возможно, если матрица ковариаций (дисперсии) 
самой оцениваемой последовательности уменьшается. Однако при реше-
нии прикладных задач, как правило, происходит возрастание матрицы ко-
вариаций ошибок оцениваемой последовательности. Это, в частности, оз-
начает, что дисперсии ошибок оценок каждой компоненты, определяемые 
диагональными элементами, могут лишь увеличиваться или, в крайнем 
случае, сохраняться на прежнем уровне. Такое поведение обусловлено тем, 
что значение вектора состояния изменяется в соответствии с уравнением 
формирующего фильтра (6.11), в правой части которого присутствует по-
рождающий шум, увеличивающий неопределенность в знании вектора со-
стояния на каждом шаге. Даже в случае, если значение вектора состояния в 
какой-то момент времени было известно точно, например 1 0iP  , при про-

гнозе соответствующая матрица ковариаций т
/ 1i i i i iP Q     возрастает  
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и становится отличной от нуля, поскольку т 0i i iQ    при 0Q  . Более под-

робно это обсуждается далее в примере 7.6. 
Второе слагаемое в выражении для матрицы ковариаций, отражающее 

влияние очередного (текущего) измерения, может быть представлено  
в виде  

(2) т т 1
/ 1 / 1 / 1 / 1( )i i i i i i i i i i i i i i iP P P P H H P H R H P


        . 

Так как справа стоит неотрицательно определенная матрица, то 

/ 1 0i i iP P    и, следовательно, / 1i i iP P  , т.е. матрица ковариаций ошибок 

оценок при обработке очередного измерения может лишь уменьшиться 
или сохраниться на прежнем уровне по сравнению с матрицей ковариаций 
ошибок прогноза. Это соотношение представляется вполне логичным, по-
скольку использование новой измерительной информации не должно сни-
жать точность оценивания. 
Таким образом, для матрицы ковариаций можно записать 

(1) (2)
1i i i iP P P P     . 

Ясно, что при равенстве между собой слагаемых (1)
iP  и (2)

iP  матрица 
ковариаций ошибок фильтрации не будет зависеть от времени, т.е. будет 
постоянной. В этом случае говорят об установившемся режиме задачи 

фильтрации. В частности, такой режим может иметь место при решении 
задач фильтрации, в которых все используемые в соотношениях фильтра 
Калмана матрицы ( , , , ,Г H Q R ) являются постоянными. На существо-

вание установившегося решения уже обращалось внимание, когда приво-
дились результаты моделирования задач фильтрации винеровской и экспо-
ненциально-коррелированной последовательностей по их измеренным на 
фоне белого шума значениям в примерах 7.3, 7.4. Очевидно, что для того 
чтобы имел место установившийся режим, необходимо существование ре-
шения следующего уравнения: 

 

т т т т т

1т т т т т

( )

( ) ( ).

ф ф

ф ф

P P Q P Q H

H P Q H R H P Q

  



 

            

           
  (7.46) 

Здесь ф
P  определяет матрицу ковариаций ошибок фильтрации для устано-

вившегося режима. При выполнении условия (7.46) матрица ковариаций 
ошибок прогноза и коэффициент усиления также сохраняются постоянны-
ми: 

т тпр
P P Q       ; 

т 1ф
K P H R


  . 

Таким образом, уравнение фильтра Калмана превращается в стационар-
ное разностное уравнение  

1 1 1
ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( )i i i i i ix x K y H x E K H x K y              , 
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которое соответствует так называемому фильтру Винера для дискретного 

времени. 

 П р и м е р   7.6. Проанализируем возможную динамику изменения 
дисперсии ошибок и получим фильтр Винера применительно к задаче, 
рассмотренной в примере 7.3, т.е. к задаче оценивания винеровской после-
довательности по ее измеренным значениям на фоне белого шума.  
Поскольку 1  , то 2

/ 1 1i i iP P q   , и таким образом на каждом шаге 
при прогнозе дисперсия ошибки увеличивается на величину, совпадаю-

щую с дисперсией порождающего шума 2
q , т.е. (1) 2

iP q    

(рис. 7.6). 

2)1(
qPi 

1iP
iP

)2(
iP

iP

1/ iiP

i-1 i Номер  
измерения  

Рис. 7.6. Динамика изменения дисперсии ошибок фильтрации и прогноза  
в задаче оценивания винеровской последовательности 

При обработке же очередного измерения, как показано на рис. 7.6, дис-
персия ошибки уменьшается, так как 

(2) / 1
/ 1 / 1 2

/ 1

0i i
i i i i i i

i i

P
P P P P

P r


 



 
      

. 

Если (2) 2
iP q  , то дисперсия ошибки на очередном шаге будет больше, 

чем на предыдущем, т.е. 1i iP P , и при увеличении числа измерений дис-
персия ошибки будет возрастать. Если (2) 2

iP q  , то дисперсия ошибки 

при увеличении числа измерений будет уменьшаться: 1i iP P .  

При (1) (2)
i iP P    дисперсия на текущем и предыдущем шагах будет 

одинаковой, и ее значение при заданных 2
q  и 2

r  можно найти путем ре-
шения уравнения  
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2 2
21

2 2
1

( )i

i

P q
q

P q r








 
. 

Нетрудно убедиться в том, что решение этого уравнения будет совпа-
дать с решением уравнения вида (7.46), которое в данном случае записы-
вается как 

 
2

2

2 2
0ф ф

ф
r

P q P
P q r

 


 
     

 

или 

 2 2 2 2 0ф ф
P P q q r    . 

Решив уравнение, для установившейся дисперсии получим 
2 4 2 2 `2

2 `2

2

4
1

2 4 2 2
ф q q q q r

P q r
q

         . 

Заметим, что рассматриваемое уравнение имеет два решения. В принци-
пе необходимо проанализировать оба эти решения, если они положитель-
ны. Если одно из них отрицательно, то, поскольку дисперсия отрицатель-
ной быть не может, естественно, используется только одно положительное 
решение. Если значение дисперсии в начальный момент времени принять 

равным 2
0 P  , то дисперсия будет неизменной, начиная с первого изме-

рения; если 2
0 P  , то дисперсия будет уменьшаться, стремясь сверху к 

установившемуся значению 2
i

i
P

  . Если 2
0 P  , то дисперсия будет 

увеличиваться, приближаясь к тому же самому значению снизу. При нали-
чии установившегося значения у дисперсии ошибки фильтрации коэффи-
циент усиления и дисперсия ошибки прогноза будут также стремиться к 
установившимся значениям: 

2

ф
P

K
r


  ;  2пр ф

P P q   . 

Так, к примеру, полагая 2 1q  , 2 2r  , получаем 1P   и 
1

2
K  . Таким 

образом, фильтр Винера будет иметь вид 

1
1

ˆ
ˆ ˆ0,5 0,5

2
i i

i i i

x y
x x y 




   , 

т.е. оценка на текущем шаге представляет собой среднее арифметическое 
между оценкой на предыдущем шаге и текущим измерением.  
Как показано в задаче 7.6, при выполнении условия q r  можно запи-

сать: P rq  ; ( )пр
P q r q   ; 

q
K

r
  . В случае же, когда q r , 2

P r  , 

2пр
P q  , 1K  .     
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Нетрудно конкретизировать уравнение (7.46) (задача 7.7) и для устано-
вившегося режима задачи фильтрации экспоненциально-коррелированной 
последовательности по измерениям на фоне белого шума. 

7.6. Постановка и общее решение задачи рекуррентной оптимальной 

фильтрации случайных последовательностей с нелинейными изме-
рениями 

Рассмотрим более общую, чем в предыдущем разделе, постановку ре-
куррентной оптимальной байесовской задачи фильтрации случайных по-
следовательностей. Во-первых, снимем ограничение на линейный характер 
оценок, используемых при минимизации критерия (7.25), а во-вторых, бу-
дем считать, что зависимость измерений от оцениваемых параметров мо-
жет быть нелинейной. 
Постановка такой задачи в общем случае может быть сформулирована 

следующим образом [24, 25, 30, 37]. 
Задана n-мерная случайная последовательность в виде формирующего 

фильтра  
1i i i i ix x w    ,    (7.47) 

и имеются m-мерные измерения 
( ) ,i i i iy s x v       (7.48) 

где 
iw   p -мерный вектор порождающих шумов; 

iv   m-мерный вектор 

ошибок измерения; i , i   известные матрицы размерности mn, n p  

соответственно; т
1( ) ( ( ),..., ( ))i i i i im is x s x s x   известная m-мерная функция, в 

общем случае нелинейная относительно аргумента x.  
Последовательности 

iw  и 
iv  представляют собой дискретные, центриро-

ванные белые шумы, для которых значения в несовпадающие моменты 
времени, кроме того, независимы между собой, а вектор начальных усло-
вий 0x  считается центрированным вектором с матрицей ковариаций 0P . 

Векторы 0x , iw , iv  также считаются независимыми между собой. 

Предполагаются также известными законы распределения для случайно-
го вектора 0x  и последовательностей iw  и iv , задаваемые с помощью соот-
ветствующих ф.п.р.в. 

0 0( )xf x , ( )
iw if w  и ( )

iv if v . 

Требуется, располагая измерениями т т т т
1 2( , ,... )i iY y y y  и не вводя огра-

ничений на класс используемых оценок, найти рекуррентный алгоритм 
вычисления оптимальных в среднеквадратическом смысле оценок после-
довательности (7.1), минимизирующих критерий  

    тб ˆ ˆ( ) ( )i i i i i i iJ M x x Y x x Y   ,    (7.49) 

и соответствующих им характеристик точности в виде матриц ковариаций 
ошибок оценивания (7.26). 
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Когда измерения линейны и при минимизации (7.49) используются 
только линейные оценки, решение задачи определяется соотношениями 
(7.28)(7.32). Их обоснование проведено в 7.3 исходя из соотношений для 
линейной задачи оценивания постоянного вектора. В рассматриваемом 
случае для получения искомых алгоритмов будем опираться на подраздел 
4.2, согласно которому искомая оценка определяется как  

ˆ ( ) ( / )
i i i i i i

x Y x f x Y dx  ,    (7.50) 

где ( / )i if x Y   апостериорная ф.п.р.в. или просто апостериорная плот-
ность.  
Характеристики точности в виде условной и безусловной апостериор-

ных матриц ковариаций ошибок оптимальных оценок случайной по-
следовательности будут задаваться следующими соотношениями: 

тˆ ˆ( ) ( ( ))( ( )) ( / )
i i i i i i i i i i i

P Y x x Y x x Y f x Y dx   ;     (7.51) 

тˆ ˆ( ( ))( ( )) ( , )
i i i i i i i i i i i

P x x Y x x Y f x Y dx dY    .     (7.52) 

Здесь безусловная апостериорная матрица ковариаций iP  характеризует 
потенциальную точность решения сформулированной задачи опти-

мальной фильтрации в среднем по всем измерениям, а матрица ( )i iP Y  

характеризует расчетную точность для данного текущего набора измере-
ний. Именно для этой матрицы и предполагается получить рекуррентный 
алгоритм ее вычисления. 
Оценку (7.50) будем называть оптимальной в среднеквадратическом 

смысле байесовской или просто оптимальной оценкой случайной по-
следовательности. Она будет обладать всеми свойствами оптимальных 
оценок, подробно рассмотренных в подразделе 4.3.  
Здесь так же, как это было сделано в 4.2, уместно обратить внимание на 

то, что помимо указания на правило вычисления оптимальной оценки 
(7.50) задается и правило (7.51) вычисления соответствующей ей текущей 

апостериорной матрицы ковариаций ошибок ( )i iP Y , характеризующей 

расчетную точность оценивания для конкретного набора измерений. Таким 
образом, как и в случае оценивания постоянного вектора, под задачей 

синтеза оптимальных алгоритмов оценивания случайных последова-

тельностей будем понимать задачу построения процедуры, обеспечиваю-
щей вычисление как самой оценки (7.50), так и соответствующей ей ус-
ловной апостериорной матрицы ковариаций (7.51). Саму эту процедуру на-
зовем оптимальным алгоритмом. Под задачей же анализа точности 
оценивания случайных последовательностей будем понимать задачу 

вычисления и анализа безусловной апостериорной матрицы ковариа-

ций iP . 

Отметим основные отличительные особенности приведенной постанов-
ки по сравнению с постановкой в подразделе 7.2.  
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1. Не вводятся ограничения на класс используемых оценок при минимиза-
ции выбранного критерия. 

2. Предполагается нелинейным характер зависимости измерений от оцени-
ваемых параметров. 

3. Считаются известными функции плотности распределения для вектора 
начальных условий, порождающих и измерительных шумов, а не только 
их первые два момента. 

4. Вместо условий некоррелированности (7.23), (7.24) значений случайных 
векторов в различные моменты времени предполагаются выполненными 
условия их независимости.  
Из соотношений (7.50), (7.51) следует, что, как и в случае оценивания 

вектора постоянных параметров, для решения сформулированной задачи 
необходимо располагать апостериорной плотностью ( / )i if x Y , нахождение 
которой и составляет основное содержание и основную сложность задачи 
нелинейной фильтрации [24, 37]. 
Решение задачи рекуррентной оптимальной фильтрации существенным 

образом упрощается при гауссовском характере апостериорной плотности. 
Нетрудно понять, что апостериорная плотность будет гауссовской, если 
зависимость измерений от оцениваемой последовательности линейная, т.е. 

( )
i i i is x Н x , а векторы начальных условий, порождающих и измеритель-

ных шумов являются гауссовскими, т.е.  
0 0 0( ) ( ;0, )f x N x P ; ( ) ( ;0, )i i if w N w Q ; ( ) ( ;0, )i i if v N v R . 

Таким образом, ясно, что, если в задаче, рассматриваемой в подразделе 
7.2, дополнительно предположить гауссовский характер начальных усло-
вий, порождающих и измерительных шумов, то апостерирная плотность 
будет тоже гауссовской. Более того, можно показать, что эта задача реша-
ется с использованием соотношений (7.28)-(7.32) для ФК.  
Отсюда следует, что приведенные в подразделе 7.3 соотношения ФК 

в гауссовском случае обеспечивают получение оптимальных в средне-
квадратическом смысле байесовских оценок случайной последова-

тельности (7.21) по измерениям (7.22), т.е. оценок, минимизирующих 

среднеквадратический критерий без ограничений на класс оценок. 
Из приведенных утверждений следует, что для рассматриваемого част-

ного случая оценки, вырабатываемые ФК, обладают всеми свойствами оп-
тимальных оценок (см. подраздел 4.3).  
В частности, условная и безусловная матрицы ковариаций ошибок оп-

тимальных оценок будут совпадать между собой, т.е. ( )
i i iP P Y , и если 

определить произвольный, не обязательно линейный, алгоритм вычисле-
ния оценок ( )ix Y  и найти соответствующую безусловную матрицу кова-
риаций их ошибок iP , то в соответствии со свойствами 3, 4, приведенны-

ми в подразделе 4.3, всегда будут выполняться следующие соотношения:  
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0i iP P  , 

det( ) det( )i iP P . 

Важным также является свойство 5, означающее, что получение опти-
мальной оценки полного вектора состояний обеспечивает получение опти-
мальной оценки вектора, представляющего собой произвольное линейное 
преобразование оцениваемого вектора.  
Таким образом, матрица ковариаций ошибок оценок (7.32), вычисляемая 

в фильтре Калмана, характеризует потенциальную точность оценивания 

случайной гауссовской последовательности, формируемой с помощью 

уравнений (7.21).  
Следует заметить, что соотношения (7.50), (7.51) могут быть использо-

ваны  и в более общем случае, когда нелинейными являются не только из-
мерения, но и уравнения формирующего фильтра. Для получения конкрет-
ных алгоритмов используются различные методы аппроксимации апосте-
риорной плотности, как это описано в многочисленных работах, в частно-
сти в [24, 37]. 

Задачи к разделу 
Задача 7.1. Пусть в задаче фильтрации, сформулированной в  

п. 7.2, известна матрица ковариаций ошибок фильтрации на предыдущем 

шаге  т
1 1 1i i i

P M     , а на текущем шаге прогноз и оценка вычисляются в 

виде / 1 1
ˆ ˆ

i i i ix x   ; / 1 / 1
ˆ ˆ ˆ( )i i i i i i i ix x K y H x    , где матрица iK  задается выра-

жением (7.31). Покажите, что для матриц ковариаций ошибок прогноза и 
ошибок фильтрации справедливы соотношения (7.29), (7.34). 

Задача 7.2. Покажите, что матрица ковариаций для невязки 

/ 1 1
ˆ ( )i i i i i iy H x Y     определяется выражением т

/ 1i i i i i iL H P H R  . 

Задача 7.3. Докажите справедливость соотношения  т( )
i i i i

M Y x P  . 

Задача 7.4. Запишите уравнение ошибок для установившегося режима 
задачи из примера 7.6. 

Задача 7.5. Найдите значение дисперсии ошибки фильтрации, ошибки 
прогноза и коэффициента усиления в установившемся режиме в задаче 
оценивания винеровской последовательности из примера 7.6 для случая, 
когда q r  и q r . 

Задача 7.6. Конкретизируйте уравнение (7.46) для установившегося зна-
чения дисперсии ошибки фильтрации скалярной экспоненциально-
коррелированной последовательности по измерениям на фоне белого шу-
ма. Найдите его приближенное решение и выражения для дисперсии 
ошибки прогноза, коэффициента усиления и фильтр Винера при выполне-
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нии условия q r . Установите связь уравнения для установившегося зна-
чения дисперсии ошибки фильтрации с аналогичным уравнением в приме-
ре 7.6.  

Контрольные  вопросы  

1. Сформулируйте постановку задачи нахождения оптимальных в средне-
квадратическом смысле линейных оценок одной случайной последова-
тельности по измерениям другой, коррелированной с ней последова-
тельности. Запишите ее решение с использованием дискретного вари-
анта уравнений ВинераХопфа.  
Поясните, в чем специфика задач фильтрации, сглаживания и прогноза.  

2. Сформулируйте постановку линейной задачи рекуррентного оценива-
ния случайной последовательности, заданной с помощью формирую-
щего фильтра.  

3. Какие основные блоки содержит алгоритм дискретного фильтра Кал-
мана? Поясните, почему этот алгоритм является рекуррентным. Кон-
кретизируйте эти блоки на примере решения задачи оценивания посто-
янной скалярной величины. 

4. Поясните, что такое ошибки прогноза и ошибки фильтрации. Запишите 
уравнение для этих ошибок. Почему ошибки фильтрации являются 
марковской последовательностью? 

5. Как соотносятся матрицы ковариаций для ошибок прогноза и фильтра-
ции при наличии установившегося режима? 

6. При каких условиях существует установившийся режим в задаче 
фильтрации?  

7. Что такое фильтр Винера? Поясните его связь с фильтром Калмана. 
Приведите пример. 

8. Приведите постановку и общее решение задачи рекуррентной опти-
мальной байесовской фильтрации случайных последовательностей. 

9. В чем отличие постановки задачи рекуррентной оптимальной байесов-
ской фильтрации от задачи рекуррентной оптимальной линейной 
фильтрации случайных последовательностей? 

10. При каких дополнительных условиях по сравнению с условиями задачи 
п.7.2 фильтр Калмана будет оптимальным без введения ограничения на 
класс используемых оценок? 
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РАЗДЕЛ 8 

Фильтрация случайных процессов. 

Фильтр Калмана–Бьюси
 

 
Как правило, на практике постановка прикладных задач фильтрации 

формулируется в непрерывной форме с использованием дифференциаль-
ных уравнений. В этом случае приходится иметь дело со случайными про-
цессами. Вопросам фильтрации случайных процессов с позиций подхода, 
предложенного Р. Калманом, и посвящен настоящий раздел [11, 18, 20, 21, 
26, 30-34, 35, 37].  

8.1. Случайные процессы и методы их описания  

Случайным процессом ( )tx  в скалярном случае называется такая 

функция времени t , значение которой при любом фиксированном значе-
нии t  является случайной величиной.  
Далее по аналогии с тем, как это было сделано применительно к случай-

ным последовательностям, для случайных процессов ( )tx  и их возможных 

реализаций ( )x t  будем использовать одинаковые обозначения ( )x t . 

Основные характеристики и классы случайных процессов вводятся по 
аналогии со случайными последовательностями. В частности, корреляци-
онная функция для случайного процесса определяется как 

т
1 2 1 1 2 2 1 1 2 2 1 2( , ) ( ( ) ( ))( ( ) ( )) ( , , , )

x
k t t x t x t x t x t f x t x t dx dx    , (8.1) 

а для стационарных процессов, как следует из подраздела 6.2, корреляци-
онная функция будет зависеть от разности аргументов. 

 П р и м е р   8.1. В качестве примера корреляционной функции ста-
ционарного процесса можно привести функцию вида 

2( )x xk e
    .     (8.2) 

Процесс с такой корреляционной функцией называется экспоненци-
ально-коррелированным и является обобщением экспоненциально-
коррелированной последовательности, введенной в примере 6.6 [25]. Здесь 

2(0)x xk    – дисперсия процесса, а к 1/     интервал корреляции. 
Графики функции (8.2) при единичной дисперсии и двух значениях ин-

тервалов корреляции 1k  с и 0.1k  с приведены на рис. 8.1. 
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Для описания свойств стационарных процессов, помимо корреляцион-
ной функции, используют его спектральную плотность, которая вводится 
как преобразование Фурье от корреляционной функции, т.е. 

( ) ( )exp( )
x x

S k j d





      .     (8.3) 

Справедливо и обратное представление: 
1

( ) ( )exp( )
2

x x
k S j d





    
  .    (8.4) 

 

Рис. 8.1. Корреляционная функция  ek xx
2)(  

при двух значениях интервалов корреляции     

Функция (8.3) иногда называется энергетическим спектром стационар-
ного процесса [16] или спектральной плотностью средней мощности. В 
англоязычной литературе для (8.3) используется термин power spectral 

density (PSD) [32]. В силу четного характера функций ( )xS  , ( )xk   приве-
денные соотношения можно записать как 

0

( ) ( )cos 2 ( )cos
x x x

S k d k d

 



          ; 

0

1 1
( ) ( )cos ( )cos .

2
x x x

k S d S d

 



        
    

Из последнего выражения с очевидностью вытекает следующее  соот-
ношение:  

21
( ) (0)

2
x x x

S d k





   
  ,    (8.5) 

означающее, что площадь, ограниченная ( )xS   и осью абсцисс, с точностью 

до постоянного коэффициента определяет величину дисперсии процесса 2
x . 
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 П р и м е р   8.2 Получим выражение для спектральной плотности 
экспоненциально-коррелированного процесса с корреляционной функцией 
(8.2) и проанализируем ее поведение. Используя таблицы преобразования 
Фурье, можно показать, что спектральная плотность, соответствующая 
функции (8.2), будет определяться как [18, 26] 

2

2 2

2
( ) x

xS
 

 
  

.    (8.6) 

Графики спектральной плотности при двух значениях интервала корре-
ляции к 1 /    приведены на рис. 8.2. 

 

Рис. 8.2. Графики спектральной плотности экспоненциально-коррелированного 
процесса при разных значениях интервала корреляции 

 

Рис. 8.3. Графики спектральной плотности экспоненциально-коррелированного 
процесса при разных значениях интервала корреляции  

в логарифмическом масштабе    
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Полоса частот, в которой эта спектральная плотность отлична от нуля, 
может быть оценена величиной , поскольку при изменении  в пределах 
от 0 до  значения спектральной плотности уменьшаются лишь в два раза 

– от 
22

(0) x
x

S





 до 
2

( ) x
x

S


 


, существенно снижаясь при   .  

Наиболее отчетливо это проявляется, если построить график спектраль-
ной плотности для положительных значений частот в логарифмическом 
масштабе. Пример таких графиков при 1   и двух значениях    = 1с-1 и  
  = 10с-1  представлен на рис. 8.3. 
Процесс с постоянной спектральной плотностью во всем диапазоне час-

тот, для которого ( )xS Q  , называется белым шумом. Величина Q  на-
зывается интенсивностью белого шума. Корреляционная функция для 
белого шума имеет вид  

( ) ( ),xk Q         (8.7) 

который вытекает из следующего представления для дельта-функции ( )   

[14]: 
1

( )
2

j
e d

   
  . 

Из выражения (8.7) следует, что непрерывный белый шум, в отличие от 
дискретного, имеет бесконечную дисперсию. Значения же в любые несов-
падающие моменты времени, как и в случае дискретного времени, не кор-
релированы. 
Обращаем внимание на то, что размерность интенсивности белого шума 

равна размерности его дисперсии, умноженной на единицу времени, т.е.  

   2единицы времяQ     . 

Сказанное вполне согласуется с выражением ( ) ( ),k Q     поскольку 

здесь слева стоит величина, имеющая размерность  
[единицы2], а справа – величина, размерность которой определяется как 

 Q [время]-1. Это есть следствие того, что дельта-функция, у которой ар-

гументом является время, имеет размерность, обратную размерности вре-
мени     1

( ) времяt
  , так как из свойств дельта-функции следует, что 

( ) 1d





    . 

Можно отметить, что белый шум обладает в некотором смысле проти-
воположными свойствами по сравнению с частным случаем процесса, 
представляющего собой неизменную во времени случайную величину, для 
которого корреляционная функция постоянна, а спектральная  плотность – 
дельта-функция:  

2( ) ,x xk    ; 2( ) 2 ( )x xS      . 
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Примеры графиков корреляционных функций и спектральных плотно-
стей случайной константы, белого шума и экспоненциально-
коррелированного процесса сведены в табл. 8.1. 

Т а б л и ц а   8.1 
Корреляционные функции и спектральные плотности простейших 

процессов 

Вид процесса 
Корреляционная 

функция Спектральная плотность 

Случайная  
константа  

с дисперсией  
2
x  

 
( )k   



2
x  

 
2( )
x

k     

 
( )xS   

ω 

2( ) 2 ( )
x x

S       

Белый шум  
интенсивности 

2
q  

 ( )k   



 
2( ) ( )

x x
k       

 )(S  

2
q  

ω 

 
2( )

x
S q   

Экспоненци-
ально-

коррелирован-
ный процесс 

 
2( )

x x
k e

     
2

2 2

2
( ) x

x
S

 
 

 
 

8.2. Формирующий фильтр 

Рассмотрим n-мерный случайный процесс ( )x t , задаваемый в виде  
( ) ( ) ( ) ( ) ( )x t F t x t G t w t  .    (8.8) 

где ( )F t , ( )G t , ( )Q t   известные nn-, n p - и p p -матрицы. Полагаем, 

что в начальный момент времени (0)x  представляет собой случайный век-

тор с известным математическим ожиданием (0)x  и матрицей ковариаций 

(0)P , ( )w t   не зависящий от (0)x  центрированный р-мерный белый шум 
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( ( ) ( )) ( ) ( )T
M w t w t Q t t      .   (8.9) 

Как и в случае последовательностей, уравнение (8.8), используемое для 
описания процессов, называется формирующим (shaping) фильтром; бе-
лый шум в правой части – порождающим (generating, forcing) белым шу-
мом или шумом системы; матрица ( )F t  – матрицей динамики; матрица 

( )G t  – матрицей порождающих шумов, а вектор ( )x t  – вектором состоя-

ния. 
Используем выражение (П3.8) из приложения 3 и запишем решение 

уравнения (8.8) в виде 

1

1 1( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( )d
t

t

x t t t x t t G w        ,  (8.9) 

где 1( , )t t  – фундаментальная матрица для уравнения ( ) ( ) ( )x t F t x t . 

Можно показать, что математическое ожидание, матрица ковариаций и 
корреляционная функция определяются следующими соотношениями  
(задача 8.1): 

0 0( ) ( , ) ( )x t t t x t  ;    (8.10) 

0

0 0 0( ) ( , ) ( ) ( , ) ( , ) ( ) ( ) ( ) ( , ) ; (8.11)
t

T T T

t

P t t t P t t t t G Q G t d           

2 1 1 2 1

2 1

2 1 2 2 1

( , ) ( ), ,
( , )

( ) ( , ), .T

t t P t t t
k t t

P t t t t t

 
 

 
   (8.12) 

Принимая во внимание выражения (П3.9), (П3.10), нетрудно также убе-
диться, что матрица ковариаций (8.11) является решением дифференци-
ального уравнения 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )T T
P t F t P t P t F t G t Q t G t   .  (8.13) 

Частным случаем уравнений (8.8), (8.13) являются стационарные уравне-
ния, в которых матрицы F, Q  и G  постоянны: 

( ) ( ) ( )x t Fx t Gw t  ;         (8.14) 
T T

P FP PF GQG   .        (8.15) 

Обсудим условия, при которых на выходе стационарной системы (8.14) 
можно получить стационарный процесс. Очевидно, что в первую очередь 
необходимо, чтобы математическое ожидание процесса в начальный мо-
мент времени равнялось нулю, т.е. 0( ) 0x t  , в противном случае матема-
тическое ожидание процесса ( )x t , как следует из (8.10), будет зависеть от 
времени. Для того чтобы от времени не зависела матрица ковариаций, оп-
ределяемая уравнением (8.13), необходимо выполнение условий, при кото-
рых существует его установившееся решение. Это означает, что существу-
ет матрица P , такая что при P P  

0T T
P FP P F GQG      .   (8.16) 
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Если матрицу ковариаций P(0) для вектора x(0) выбрать совпадающей с 
решением этого уравнения (0)P P , то процесс ( )x t , порожденный  

уравнением (8.14), становится стационарным, поскольку ( ) (0)P t P , кроме 
того, как вытекает из (8.12), корреляционная функция  

( ) ( )k P    , ( ) ( )T
k P          (8.17) 

будет зависеть только от  . Из (8.17) также следует, что 

( ) ( ) ( )T
k k P      .    (8.18) 

Таким образом, условиями стационарности процесса на выходе ста-

ционарной системы при поступлении на ее вход белого шума являются 
центрированность значений процесса в начальный момент времени, нали-
чие решения уравнения (8.16) и выбор начальной матрицы ковариаций, 
совпадающей с этим решением.  
Если установившееся решение (8.16) существует, но начальная матрица 

ковариаций не совпадает с P , то, поскольку (t)P P  при увеличении 

времени, процесс после завершения переходного режима при t   мож-
но считать стационарным. 

З а м е ч а н и е  1 . Если дополнительно предположить, что (0)x  и по-

рождающий шум – гауссовские, т.е. 
( (0)) ( (0); (0), (0))f x N x x P ;   (8.19) 

( ( )) ( ( );0, ( ))f w t N w t Q t ,    (8.20) 

то и процесс ( )x t  также будет гауссовским. Это есть следствие того, что 

при линейных преобразованиях гауссовских векторов в результате получа-
ется гауссовский вектор. 

З а м е ч а н и е  2 . Используя выражение (8.9), нетрудно убедиться в 
том, что процесс ( )x t  является марковским. Действительно, если зафикси-

ровать моменты времени 1 2 3t t t  , то, как следует из (8.9), значение про-

цесса в момент 3t  при фиксированных его значениях в моменты 1t  и 2t  за-
висит только от момента 2t  и не зависит от 1t . При этом существенным яв-

ляется тот факт, что ( )w t   белый шум, не зависящий в статистическом 

смысле от начальных условий (0)x . 

 П р и м е р.   8.3. Рассмотрим формирующий фильтр 
2( ) ( ) 2 ( )
x

x t x t w t     .           (8.21) 

Получим корреляционную функцию, соответствующую этому процессу, 
и конкретизируем уравнение (8.15).  

Поскольку F   , 22w xq    , уравнение (8.14) примет вид 
2
w

P P P q    . 
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В силу того что 0( )
0( , ) t t

t t e
   , решение этого уравнения можно пред-

ставить как 

0

0

2 ( ) 2 2 ( )
0( ) ( ) 2

t

t t t

x

t

P t P t e e d
          . 

Понятно, что (8.16) сводится к уравнению 22 2
x

P    , имеющему ре-
шение 2

xP   . Таким образом, при 2(0)
x

P    процесс будет стационарным, 

а соответствующая ему корреляционная функция  примет вид  
2( ) ( ) ( )
x

k k P e
        .    

8.3. Постановка и общее решение задачи оптимальной 

линейной фильтрации. Фильтр Калмана-Бьюси 

Приведем математическую постановку и общее решение задачи опти-
мальной линейной фильтрации, рассматриваемой в рамках концепции про-
странства состояний. Напомним, что такое решение задачи фильтрации 
было получено Р. Калманом сначала для дискретного времени, а уже затем 
совместно с Бьюси – для случая непрерывного времени [36]. Это и опреде-
лило название для этого фильтра – фильтр Калмана–Бьюси. 
Математическую постановку калмановской задачи непрерывной опти-

мальной линейной фильтрации сформулируем по аналогии с тем, как это 
было сделано для дискретного случая.  
Предположим, что задан n-мерный марковский процесс 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )x t F t x t G t w t  , 0 0( )x t x    (8.22) 

и имеются  m-мерные измерения 
( ) ( ) ( ) ( )y t H t x t v t  ,          (8.23) 

где ( )F t , ( )G t , ( )H t  – известные в общем случае, зависящие от времени 

матрицы размерности nn, n p , mn соответственно; 0x  – центрирован-

ный вектор начальных условий с матрицей ковариаций 0P ; ( )w t , ( )v t  – не 
коррелированные между собой и с начальными условиями 0x  центриро-

ванные белые шумы заданной интенсивности, т.е. 
 0 ( ) 0T

M x w t  ;   ( ) ( ) 0T
M w t v t  ;   0 ( ) 0T

M x v t  ;     (8.24) 

{ ( ) ( )} ( ) ( )T
M w t w Q t t     ,  ( ) 0Q t  ;   (8.25) 

{ ( ) ( )} ( ) ( )TM v t v R t t     ,  ( ) 0R t  .   (8.26) 

Задача фильтрации в пространстве состояния для непрерывного време-
ни формулируется так. С использованием измерений (8.23) 

 ( ) ( ) : [0, ]Y t y t   , накопленных на интервале [0, ]t , в момент времени t  

необходимо получить линейную оптимальную в среднеквадратическом 
смысле оценку вектора ( )x t , т.е. такую, которая обеспечивает минимизацию 

критерия  
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 б ˆ ˆ( ) ( ( ) ( )) ( ( ) ( ))T
r t M x t x t x t x t   .   (8.27) 

Можно показать, что оценка и соответствующая ей матрица ковариаций 
ошибок определяются с помощью следующих соотношений [18, 36]: 

ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( )( ( ) ( ) ( ))x t F t x t K t y t H t x t   ;   (8.28) 
1( ) ( ) ( ) ( )T

K t P t H t R t
 ;       (8.29) 

1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).T T T
P t P t F t F t P t P t H t R t H t P t G t Q t G t

     (8.30) 

Эти уравнения и определяют знаменитый непрерывный фильтр Кал-

мана–Бьюси (ФКБ). 
Важно заметить, что невязка измерений ˆ( ) ( ) ( )y t H t x t , называемая, как 

и в дискретном случае, инновацией, представляет собой белый шум с мат-
рицей интенсивности, равной R. 
Располагая (8.8), (8.28), нетрудно (задача 8.3) получить уравнение и для 

ошибок фильтрации. 
Матрица ковариации называется апостериорной матрицей ковариации. 
Из (8.28) следует, что выражение для оценки может быть записано как 

ˆ ˆ( ) ( ( ) ( ) ( )) ( ) ( ) ( )x t F t K t H t x t K t y t   ,   (8.31) 

т.е. фильтр Калмана представляет собой линейную в общем случае неста-
ционарную динамическую систему, свойства которой определяются мат-
рицей ( ( ) ( ) ( ))F t K t H t , а на ее вход поступают измерения, «взвешенные» 

с помощью матрицы ( )K t . 

На рис. 8.3, 8.4 представлены блок-схемы формирования оцениваемого 
процесса и самих измерений и блок-схема фильтра Калмана–Бьюси. 

)(tw
 

)0(x

)(tx

)(tv

)(ty

 

Рис. 8.3. Блок-схема формирования оцениваемого процесса и его измерений 
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Рис. 8.4. Блок-схема фильтра Калмана–Бьюси 
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Сопоставление этих схем показывает, что фильтр Калмана–Бьюси в сво-
ей структуре содержит блок, аналогичный формирующему фильтру, в ко-
торый добавляется единичная, отрицательная обратная связь, а вместо по-
рождающего белого шума на вход поступают невязки измерений 

ˆ( ) ( ) ( ) ( )t y t H t x t   , «взвешиваемые» с матрицей ( )K t . 

Как и в дискретном случае, в приведенном алгоритме можно условно 
выделить два «канала»: оценочный «канал», которому соответствует ли-
нейное дифференциальное уравнение для оптимальных оценок (8.28), и 
ковариационный «канал», которому соответствует нелинейное диффе-
ренциальное уравнение Рикатти (8.30). Причем это уравнение, так же 
как и матрица коэффициента усиления ( )K t , не зависит от измерений, а 
зависит только от матриц ( ), ( ), ( )F t G t Q t  и ( ), ( )H t R t , определяющих свой-

ства оцениваемого и измеряемого процессов. Оба эти уравнения необхо-
димо решать при отыскании оценок, причем уравнение для матрицы кова-
риаций можно решить заранее, поскольку оно не зависит от поступающих 
измерений. 
Приведенные выше соотношения вместе с условиями, при которых ре-

шается задача, сведены в табл. 8.2 [18, 21, 26, 36]. 
Т а б л и ц а   8.2 

Постановка задачи фильтрации 

и алгоритм непрерывного фильтра Калмана-Бьюси 

Исходные данные 
Уравнение для  
вектора состояния 

( ) ( ) ( )x F t x G t w t   

Измерения ( ) ( )y H t x v t     

Начальные условия 
0x центрированный случайный вектор  

с матрицей ковариаций 0P  

Порождающие шумы т{ ( ) ( )} ( ) ( )M w t w Q t t     , ( ) 0Q t   

Шумы измерения т{ ( ) ( )} ( ) ( )M v t v R t t     , ( ) 0R t   

Взаимная корреляция  т
0 ( ) 0M x w t  ;  т( ) ( ) 0M w t v t    т

0 ( ) 0M x v t   

Матрицы ( )F t  – n n , ( )G t  – n p  ( )H t  – m n  

Постановка задача фильтрации и минимизируемые критерии 

С использованием измерений  ( ) ( ) : [0, ]Y t y t    найти оценку ˆ( )x t , ми-

нимизирующую критерий  б тˆ ˆ( ) ( ( ) ( )) ( ( ) ( ))r t M x t x t x t x t   ,  

и матрицу ковариаций ошибок оценивания 

 тˆ ˆ( ) ( ( ) ( ))( ( ) ( ))P t M x t x t x t x t   , б ( ) ( )r t SpP t  

Решение задачи фильтрации 

Начальные условия ˆ(0) 0x  , 0(0)P P    

Оценка ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( )( ( ) ( ) ( ))x t F t x t K t y t H t x t    
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Коэффициент усиле-
ния 

т 1( ) ( ) ( ) ( )K t P t H t R t
    

Матрица ковариаций 
ошибок оценивания 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

T

T T

P t P t F t F t P t

P t H t R t H t P t G t Q t G t


  

 


 

Важно обратить внимание на требование невырожденности матрицы, 
определяющей интенсивность белошумных ошибок измерений, т.е. 

( ) 0R t  . Это обусловлено тем фактом, что при вычислении матрицы кова-
риаций требуется матрица, обратная ( )R t . 

 П р и м е р   8.4. Решим задачу фильтрации постоянной скалярной ве-
личины 

0x   
по измерениям на фоне белого шума, т.е. 

( ) ( ),y t x v t   

в которых x – центрированная случайная величина с дисперсией 2
x , ( )v t   

не коррелированный с x центрированный белый шум с корреляционной 
функцией 

2{ ( ) ( )} ( )T
M v t v r t     . 

В этом примере 0, 0, ( ) 1F G H t   , 2
0 0P   , и уравнения (8.28)–(8.30) 

сводятся к следующим: 

ˆ ˆ( ) ( )( ( ) ( ))x t K t y t x t  ; 
2( ) ( ) /K t P t r ; 2 2( ) ( ) /P t P t r . 

Путем непосредственной подстановки нетрудно убедиться в том, что 
2 2

2 2
( ) x

x

r
P t

r t




 
 и 

2

2 2
( ) x

x

K t
r t




 
. 

Если выполнено неравенство 
2

2
x

r

t
  , означающее малое влияние ап-

риорной информации, можно записать следующие приближенные выраже-

ния: 
2

( )
r

P t
t

 ,
1

( )K t
t

 , из которых для оценки получаем уравнение в виде 

1
ˆ ˆ( ) ( ( ) ( ))x t y t x t

t
  . 

Учитывая, что фундаментальная матрица в данном случае определяется 
как 

0
0( , )

t
t t

t
  , 

общее решение линейного нестационарного уравнения для оценки приме-
нительно к рассматриваемой задаче можно записать  
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0
0

0 0

1 1
ˆ( ) ( ) ( )

t t
t

x t x y d y d
t t t


     

  . 

Отсюда следует, что при сделанных предположениях в рассматриваемом 
примере, так же, как и в аналогичной дискретной задаче, алгоритм получе-
ния оптимальной оценки сводится к вычислению среднего значения от 
всех поступивших измерений.    

З а м е ч а н и е  1 . Помимо самих оценок, в фильтре Калмана–Бьюси 
вырабатывается матрица ковариаций ( )Р t , диагональные элементы кото-

рой характеризуют текущую точность оценивания, что весьма важно при 
решении задач обработки навигационной информации. 

З а м е ч а н и е  2 .  Поскольку общее решение нестационарного диффе-
ренциального уравнения (8.31) определяется с помощью соотношения 
(П3.5), оценки, вырабатываемые ФКБ, линейным образом зависят от изме-
рений. Так что оценки ФКБ являются оптимальными в среднеквадратиче-
ском смысле линейными оценками.  
Заметим, что в приведенной постановке задачи, как и в предыдущем 

разделе, не оговаривался вид функций плотности распределения для поро-
ждающих шумов, белошумных ошибок измерений и начальных условий. 
Если дополнительно предположить их гауссовский характер, то оценки, 
определяемые согласно приведенным соотношениям, будут оптимальными 
в среднеквадратическом смысле без добавления слова «линейные», иными 
словами, они обеспечат минимизацию критерия (8.27) без предположений 
о линейном характере алгоритма оценивания.  

З а м е ч а н и е  3 .  В случае, когда решается задача фильтрации для 
стационарной системы, для которой матрицы , , ,F G Q R  постоянны, урав-

нение (8.22) может иметь установившееся решение, т.е.  
1 0T T T

P F FP P H R HP GQG


       . 

В этом случае, поскольку 1T
K P H R


 , уравнение (8.28) для оценки 

также становится стационарным, т.е. 
ˆ ˆ ˆ( ).x Fx K y Hx    

Можно показать, что этому уравнению соответствует передаточная 
функция  

1( ) ( ( )) .W p pE F KH K
    

Именно эта передаточная функция будет получена при решении задачи 
фильтрации в установившемся режиме при ее решении, которое было 
предложено в свое время Н. Винером. Таким образом, при сделанных 
предположениях фильтр Калмана будет совпадать с фильтром Винера. 
З а м е ч а н и е  4 . В ряде случаев при получении решения уравнения 

(8.30) при отсутствии порождающих шумов, т.е. при 
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1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )T T
P t P t F t F t P t P t H t R t H t P t

   , 

удобно перейти к уравнению для обратной матрицы, используя соотноше-
ние 1( ) ( )P t P t E

  . Нетрудно убедиться, что в этом случае  
1

1 1 1( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )T TdP t

F t P t P t F t H t R t H t
dt


      , 

или, принимая во внимание (П3.10)  

0

1 1 1
0 0 0 0 0( ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

t

T T T

t

P t t t P t t t H R H t d
           . 

8.4. Связь непрерывных и дискретных алгоритмов фильтрации 

Несмотря на то, что постановка прикладных задач формулируется, как 
правило, в непрерывной форме, их решение осуществляется с использова-
нием средств вычислительной техники, что требует дискретного представ-
ления задачи. Для этого в первую очередь необходимо, задавшись интер-
валом дискретизации t , найти такую n-мерную случайную последова-
тельность 

1i i i i ix x w        (8.32) 

с дискретным p -мерным центрированным белым шумом iw , математиче-
ское ожидание и матрица ковариаций которой в дискретные моменты вре-
мени совпадали бы с аналогичными параметрами для непрерывного про-
цесса (8.8), т.е. 

( ) ( )i i i im Mx Mx t x t   ,         (8.33) 

     ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
TT

i i i i i i i i iP M x m x m M x t x t x t x t      .   (8.34) 

Эти равенства будем называть условиями стохастической (статистиче-
ской) эквивалентности, под которыми понимается совпадение статисти-
ческих характеристик (8.33), (8.34) для непрерывного случайного процесса 
и его дискретного аналога для одних и тех же  моментов времени [26, 32]. 
Из сказанного следует, что требуется найти такие матрицы i , i  и мат-

рицу ковариаций дискретного белого шума iQ , которые обеспечат выпол-

нение этих условий. Получающуюся в результате последовательность бу-
дем называть последовательностью, эквивалентной в стохастическом 

смысле процессу (8.8). 
Принимая во внимание соотношения (8.10), заметим, что при выборе 

матрицы i  в (8.32) в виде 
1 1( , )i i it t t     ,    (8.35) 

условие (8.32) будет выполнено.  
Используя (8.11), запишем 
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1

1 1 1

1 1 1

( ) ( , ) ( ) ( , )

( , ) ( ) ( ) ( ) ( , ) .
i

i

T

i i i i i i

t

T T

i i i i i

t

P t t t P t t t

t G t Q t G t t d



  

  

   

           
        (8.36) 

Принимая во внимание выражение (6.16), нетрудно заметить, что при 
вычислении матрицы i  с помощью (8.35) для выполнения равенства 

( )i iP P t , обеспечивающего совпадение матриц ковариаций непрерывного 

процесса и его дискретного аналога, матрицы 
i  и 

iQ  следует выбирать 

такими, что 
*T

i i i di
Г Q Г Q ,          (8.37) 

где  
1

1

*
1 1( , ) ( ) ( ) ( ) ( , )

i

i

t t

T T

di i i

t

Q t t G Q G t t d






              .        (8.38) 

Поскольку размерность матрицы iQ  соответствует размерности вектора 
iw  и равна p , размерность матрицы i  должна быть n p . 

Таким образом, для получения дискретного представления процесса, за-
даваемого уравнением (8.8), необходимо воспользоваться соотношениями 
(8.35), (8.37), (8.38). 
Предположим, что непрерывная система стационарна, т.е. матрицы  
, ,F G Q  не зависят от времени. В этом случае матрица динамики определя-

ется как матричная экспонента 
( )

0

/ !
k

F t F t

i i
e e F t   



       ,  (8. 39) 

а выражения (8.37), (8.38) примут вид 
*T

d dQ Q   ,     (8.40) 

где 
*

0

( ) ( )
t

T T

d
Q GQG d



      .           (8.41) 

Полагая в *( ) ( *)       , где  * 0, t   , по теореме о среднем мо-

жем записать 

 * * * T
T

dQ GQG t    .        (8.42) 

Если, к примеру, в силу малости t принять  *
i E  , то 

* T

dQ GQG t  .     (8.43) 

Используя (8.37), (8.38), запишем 
T T

dQ GQG t    .        (8.44) 

Полагая 
G t   ,         (8.45) 
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для матрицы ковариаций дискретного белого шума, соответственно, полу-
чаем следующее выражение: 

1
dQ Q

t



.          (8.46) 

Если ввести дискретный шум как среднее значение непрерывного белого 
шума на интервале дискретизации, т.е. 

0

1
( )

t

i
w w t dt

t




  ,    (8.47) 

то соответствующая ему матрица ковариаций будет определяться как 
1

( )T

i iМ w w Q
t




 (см. задачу 8.2), т.е. при выборе матриц с помощью соот-

ношений (8.45), (8.46) матрица ковариаций дискретного шума соответству-
ет матрице ковариаций непрерывного шума, осредненного на интервале 
дискретизации.  
Следует иметь в виду приближенный характер приведенных соотноше-

ний. В особой степени это касается матриц dQ  и  . Для более точного их 

нахождения требуется вычисление матрицы *
dQ  согласно (8.38) с после-

дующим использованием соотношения (8.37). 
Чтобы завершить получение постановки задачи фильтрации в дискрет-

ной форме, необходимо найти матрицы iH  и iR , с помощью которых мож-

но записать соответствующие измерения. При определении этих матриц 
исходят из того, что набор измерений на интервале 1 1[ , ]i it t t t     заменя-

ется одним измерением, формируемым путем осреднения, т.е. 
1

( ( ) ( ) ( ))
i

i

t

i

t t

y H t x t v t dt
t 

 
  .     (8.48) 

В этом случае матрицы iH  и iR  определяются как  

( ) ( )i iH t H t H  ;     (8.49) 

1 1( ) ( ), [ , ]i i iR t R t t t t t     ;   (8.50) 

1
( )

i iR R t
t




.     (8.51) 

Последнее соотношение следует из того факта, что 

1
( )

i

i

t

i

t t

v v t dt
t 


  . 

Ясно, что для получения дискретного аналога непрерывной задачи важ-
ным представляется правильный выбор интервала дискретизации t . Этот 
интервал, в первую очередь, необходимо выбирать из условий малой из-
менчивости на интервале дискретизации 1 1[ , ]i it t t t     матриц ( ), ( )F t H t  

и матриц, входящих в (8.38). Кроме этого, необходимо учитывать возмож-
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ную изменчивость процесса, обусловленную внутренней динамикой, опре-
деляемой матрицей ( ) ( ) ,i iF t F t F   которая предполагается постоянной 

для 1 1[ , ]i it t t t    . Известно, что эта изменчивость определяется  собст-
венными частотами, которые зависят от собственных чисел матрицы. В 
этой связи при выборе интервала дискретизации стремятся обеспечить 
справедливость соотношения 

max
/t k   ,     (8.52) 

где k  принимается равным 0,10,2, а
max

  – максимальный модуль собст-
венных чисел матрицы динамики.  

 П р и м е р   8.5. Получим дискретный вариант задачи фильтрации 
экспоненциально-коррелированного процесса, описываемого уравнением 

2( ) ( ) 2 ( )xx t x t w t     , 

по измерениям 
( ) ( ) ( )y t x t v t  , 

где 2
x  – дисперсия процесса; 1 /k    – интервал корреляции;  

w(t)  белый шум единичной интенсивности; v(t)  независимый от w(t) и 

x(0) белый шум измерения с интенсивностью 2
r .  

Во-первых, заметим, что здесь можно непосредственно воспользоваться 
выражениями (8.41), не прибегая к его приближенному представлению. 

Действительно, поскольку F
e e

  , 22 xG    , 1Q  , можем записать 

* 2 2 2 2

0

2 (1 )
t

t

d x x
Q e d e


          . 

Последнее выражение есть следствие равенства 
0

2 2

0 2

1 1
(1 )

2 2

t

x

t

e d e d e


   

 

    
   . 

Таким образом, принимая 
1

dQ
t




 и используя (8.40), т.е. *T

d dQ Q   , 

получаем следующее выражение для Г: 
2 2(1 )t

x e t
      . 

Полагая 2 1 2t
e t
     , можем также записать приближенное выраже-

ние 

 22 x t     , 

очевидно совпадающее с (8.45). 
Таким образом, дискретную задачу можно сформулировать так:  
оценить последовательность 

2 2
1 (1 )t t

i i x ix e x e tw
  

     ,   (8.53) 
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по измерениям 

i iy x v  , 

где ( ) ( )
i

i

t t

i i

t

y y t y d



    , ( ) ( )
i

i

t t

i i

t

v v t v d



    , полагая, что iw , iv  есть дис-

кретные независимые между собой белошумные последовательности с 

дисперсиями 
1

dQ
t




 и 
2

2
d

r
r

t



. 

В первом приближении вместо (8.53) можно использовать 

 2
1 2t

i i x ix e x tw


     , 

либо 

 2
1 1 2i i i x ix x tx tw        , 

при 
1

dQ
t




.  

Заметим, что, если принять дисперсию порождающего шума единичной, 
т.е. 1dQ  , то тогда коэффициент при порождающем шуме в последних 

двух уравнениях должен определяться как 22
x

t  . 

С учетом соотношения (8.52) и того факта, что k   , при выборе ин-

тервала дискретизации рекомендуется учитывать условие 0.1
k

t



.    

Задачи к разделу 
Задача 8.1. Покажите, что математическое ожидание, матрица ковариа-

ций и корреляционная функция процесса, задаваемого формирующим 
фильтром (8.8), будут определяться соотношениями (8.10)(8.12). 

Задача 8.2. Пусть ( )w t  представляет собой центрированный белый шум 

с интенсивностью Q . Введем случайную последовательность, определяе-
мую как 

1
( )

i

i

t t

i

t

w w t dt
t




  , 

где t  – интервал дискретизации.  

Найдите корреляционную функцию для этой последовательности. 

Задача 8.3. Располагая уравнениями для оцениваемого процесса 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )x t F t x t G t w t   

и уравнениями для оценки 

ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( )( ( ) ( ) ( ))x t F t x t K t y t H t x t   , 
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запишите уравнения для ошибок фильтрации. Является ли процесс, описы-
вающий ошибки фильтрации, стационарным и марковским? 

Задача 8.4. Запишите уравнения для оценки и апостериорной дисперсии 
в фильтре Калмана в задаче фильтрации винеровского процесса, описы-

ваемого уравнением 2( ) 2 ( )xx t w t   , при использовании измерений 

( ) ( ) ( )y t x t v t  , в которых v(t)  независимый от w(t) и x(0) белый шум 

измерения с интенсивностью 2
r . Получите решения этих уравнений. 

Задача 8.5. Запишите уравнения для оценки и апостериорной дисперсии 
в фильтре Калмана для задачи фильтрации марковского процесса (8.21) по 
его измерениям ( ) ( ) ( )y t x t v t  , в которых v(t)  независимый от w(t) и 

x(0) белый шум измерения с интенсивностью 2
r . Получите решения этих 

уравнений. 

Задача 8.6. Получите выражения для апостериорной дисперсии для не-
прерывной задачи оценивания центрированной случайной величины с 
дисперсией 2

0  по измерениям ( ) ( )y t x v t  , в которых ( )v t  – белый шум 

интенсивности 2
r , независимый от x. Получите аналогичное выражение 

при переходе от непрерывной задачи к ее дискретному аналогу и сопос-
тавьте эти выражения.  

Задача 8.7. Запишите алгоритм ФКБ в задаче оценивания координат и 
скорости объекта, которые удовлетворяют уравнению  

;

0,

X V

V






  

при наличии измерений только координат, т.е. 
y X v  , 

где ( )v t  – центрированный некоррелированный с X  белый шум интенсив-

ности 2
r .  

Получите выражения для дисперсии ошибки оценивания координат и 
скорости. 
Примечание. Для получения решения для матрицы ковариаций рекомен-

дуется перейти к уравнению для обратной матрицы – см. замечание 4 в 
конце подраздела 8.3 

Задача 8.8. Покажите, что рассмотренная в задаче 8.7 задача может быть 
сформулирована как задача оценивания двух постоянных величин. Полу-
чите выражение для матрицы ковариаций для такой постановки. 

Контрольные вопросы 

1. Дайте определение математического ожидания, дисперсии и корреляци-
онной функции для случайного процесса.  
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2. В чем отличие случайной последовательности от случайного процесса? 
Перечислите их общие характеристики. 

3. Какой процесс является стационарным? Что такое спектральная плот-
ность процесса? Как найти дисперсию процесса, зная его спектральную 
плотность? 

4. Дайте определения формирующего фильтра для случайного процесса. 
Приведите соотношения для математического ожидания и матрицы ко-
вариаций для случайного процесса, задаваемого формирующим фильт-
ром. 

5. Сформулируйте постановку задачи оптимальной линейной фильтрации 
случайного процесса. 

6. Приведите и прокомментируйте соотношения для непрерывного ФКБ. 
Сопоставьте блок-схемы формирующего фильтра и ФК. 

7. Поясните процедуру перехода от непрерывной задачи фильтрации к ее 
дискретному аналогу. 
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ПРИЛОЖЕНИЯ 

 

Приложение 1  

П1. Основные матричные операции 

В этом подразделе приведены основные понятия из теории матричного 
исчисления. При его формировании использованы материалы книг  
[3, 9]. 
Матрицей называется таблица, содержащая в общем случае n строк и m 

столбцов, элементами которой могут быть числа, символы и выражения 
различного вида. Матрицу A  можно представить как 

11 1

1

1

. . .

. . . . .

. . .

. . . . .

. . .

m

i ij im

n nm

a a

a a aA

a a

 
 
 
 
 
 
 
 

.       (П1.1) 

Для матрицы могут быть использованы также следующие обозначения: 

 ij
A a ;  ( , )A A i j ;  [ , ]A A i j , 1.i n , 1.j m . 

Вектор  

1

.

.

n

a

a

a

 
 
 
 
 
 

      (П1.2) 

и строка 

1[ ,..... ]na a a        (П1.3) 

представляют собой частные случаи матриц размерности 1n  и 1 n  соот-
ветственно. 
Квадратная матрица. Квадратной называется матрица, у которой число 

строк и столбцов одинаково, т.е. матрица размерности nn. 
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Диагональная матрица. Квадратная матрица A  размерности n называ-
ется диагональной, если все ее элементы, кроме тех, которые стоят на диа-
гонали, равны нулю. 

11

22

1 1

0 . 0 0

0 . 0 0

. . . . .

0 0 . 0

0 0 . 0
n n

nn

d

d

D

d

d

 

 
 
 
 
 
 
 
 

.   (П1.4) 

 
Для диагональной матрицы нередко используется следующее обозначе-

ние:  ii
D diag d , 1.i n . 

Единичная матрица. Единичной матрицей называется диагональная 
матрица с единицами на диагонали. Обычно для этой матрицы использует-
ся обозначение E , т.е. 

1 0 . 0 0

0 1 . 0 0

. . . . .

0 0 . 1 0

0 0 . 0 1

E

 
 
 
 
 
 
 
 

.       (П1.5) 

Транспонированная матрица. Пусть задана матрица 
 , 1. , 1.

ij
A a i n j m    размерности nm. Транспонированной матрицей 

т
A  называется такая матрица размерности m n, которая определяется как 

 т , 1. , 1.
ji

A a j m i n   .      (П1.6) 

Очевидно, что строки такой матрицы являются столбцами матрицы A , а 
строки A  – столбцами т

A . 
Верхней треугольной матрицей называется матрица, у которой отлич-

ны от нуля элементы, стоящие на диагонали и выше: 
* * . * *

0 * . * *

. . . . .

0 0 . * *

0 0 . 0 *

A

 
 
 
 
 
 
 
 

.       (П1.7) 

У нижней треугольной матрицы от нуля отличны элементы, стоящие 
на диагонали и ниже. 
Симметричная (симметрическая) матрица. Квадратная матрица раз-

мерности n называется симметричной, если  
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т
A A .     (П1.8) 

Блочная матрица. Матрица, имеющая вид  

11 1

1

1

. . .

. . . . .

. . .

. . . . .

. . .

m

i ij im

n nm

A A

A A AA

A A

 
 
 
 
 
 
 
 

,         (П1.9) 

где ijA , 1. , 1.i n j m   представляют собой матрицы, т.е. матрица, состав-

ленная из блоков, называется блочной матрицей.  
Блочно-диагональная матрица  такая, у которой отличны от нуля 

только блоки, стоящие на диагонали. 
След матрицы. Следом квадратной матрицы A  называется величина, 

равная сумме диагональных элементов, т.е. 

1

n

ii

i

TrA a


 .        (П1.10) 

Такое обозначение происходит от английского слова trace, одно из зна-
чений которого – след. 
Иногда эту величину обозначают как  

1

n

ii

i

SpA a


 .        (П1.11) 

Это обозначение соответствует немецкому варианту этого слова, кото-
рое произносится как «шпур». 
Сложение матриц. Пусть заданы три матрицы , ,A B C  размерности nm. 

Элементы матрицы C , равной сумме двух матриц A  и B  
C A B  ,        (П1.12) 

определяются с помощью следующего выражения 

, 1. , 1.ij ij ijc a b i n j m    .       (П1.13) 

Умножение матрицы на число. При умножении матрицы на число на 
это число умножается каждый элемент матрицы, т.е. 

 ij
A a   .        (П1.14) 

Умножение матриц. Пусть заданы матрицы A  и B  размерности nm и 
m l  соответственно. Элементы n l  матрицы C , равной произведению 
двух матриц A и В, 

C AB ,         (П1.15) 

определяются как 
1

, 1. , 1.
m

ij ik kj

k

c a b i n j l


   . 
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Из приведенного определения следует, что операция умножения кор-
ректна только в случае, когда число столбцов матрицы, стоящей в произ-
ведении на первом месте, равно числу строк матрицы, стоящей на втором 
месте, т.е. когда 

C AB ,        (П1.16) 

и имеет следующую структуру: 

11 1 11 1

11 1

1

1 1

. . . . .
. . .

. . . . . . . . .
. . . . .

. . . . . . . . .
. . . . .

. . . . . . . . .
. . .

. . . .. .

C A

B

m l

m

l lm

n nm n nl

lm

c c a a
b b

n n l

b b
c c a a

 
    

     
                                 

 

 


 m














. 

Будем говорить, что в этом случае размерности матриц согласованы. 

В результате умножения 1 n  строки т
a на 1n  столбец b  получаем ска-

ляр, в то время как умножение столбца b  на строку a дает квадратную 
матрицу, т.е. 

1 1 1

т

1

. .

. . . .

. . . .

. .

n

n n n

b a b a

ba

b a b a

 
 
 
 
 
 

.    (П1.17) 

Величину  

2 т

1

n

i

i

a a a a


           (П1.18) 

будем называть нормой вектора a  или его модулем. С другими опреде-
лениями нормы вектора, а также нормы матрицы можно ознакомиться в 
работе [3]. 
В общем случае операция умножения матриц некоммутативна, т.е. 

AB BA . 

Если операция перестановки справедлива, то матрицы называют ком-

мутативными. 

Из сказанного с очевидностью следует, что т т( )a a Sp aa . 

При выполнении операций умножения блочных матриц можно ис-
пользовать правила для обычных матриц, т.е. 
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11 12 11 12 11 12 11 11 12 21 11 12 12 22

21 22 21 22 21 22 21 11 22 21 21 12 22 22

C C A A B B A B A B A B A B
C

C C A A B B A B A B A B A B

        
                 

. 

Здесь важно иметь в виду, что при выполнении этих операций размерно-
сти перемножаемых блоков должны быть согласованы.  

Определитель или детерминант квадратной матрицы  ij
A a  размер-

ности n может быть вычислен с использованием определителей для матриц 
размерности 1n   с помощью следующего выражения: 

1 1
1

det( )
n

j j

j

A a A


 ,     (П1.19) 

в котором 1 jA  – алгебраические дополнения, т.е. определители для мат-
риц порядка 1n  , получаемых вычеркиванием 1-й строки и j -го столбца 
у матрицы A, умноженные на 1( 1) j .  

Аналогичное представление может быть получено для произвольной i-й 
строки 

1

det( )
n

ij ij

j

A a A


 , 

в котором ijA   определители порядка 1n  , получаемые вычеркиванием  

i -й строки и j -го столбца и умножением на ( 1)i j . 

К примеру, для двухмерной матрицы легко получить 

11 12

11 22 21 12

21 22

det
a a

a a a a
a a

 
  

 
. 

Для определителя также используется обозначение  
det( )A A . 

Квадратная матрица называется невырожденной или несингулярной, 
если ее определитель отличен от нуля, т.е. 

det( ) 0A A  . 

В противном случае матрица называется вырожденной или сингуляр-

ной. 
Введем сокращенное обозначение для определителей, составленных из 

элементов прямоугольной nm матрицы 

1 1 1 2 1

2 1 2 2 2

1 2

1 2

1 2

...

......

... . . . .

...

p

p

p p p p

i k i k i k

i k i k i kp

p

i k i k i k

a a a

a a aii i
A

kk k

a a a

 
  
 

. 
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Такой определитель называется минором p -го порядка, если 

1 21 ... pi i i n      и 1 21 ... pk k k m     . Миноры, у которых 

1 1 2 2, ,.. p pi k i k i k   , называются главными. 

Наибольший из порядков, отличных от нуля миноров, порождаемых 
матрицей, называется рангом матрицы. Если r  – ранг прямоугольной 
nm матрицы, то очевидно, что ,r n m . 

Обратная матрица. Пусть задана невырожденная n n матрица  ij
A a . 

Обратной матрицей 1
A
  называется такая, для которой справедливо сле-

дующее соотношение: 
1

AA E
  .     (П1.20) 

Обозначим обратную матрицу как  1
ij

A B b
   . 

Для элементов обратной матрицы справедливо соотношение  
[3, с.345] 

det( )

ji

ij

A
b

A
 , 11 11 1 1det( ) .. n nA a A a A   ,  (П1.21) 

в котором jiA  – алгебраические дополнения. 

К примеру, для двухмерной матрицы легко получить 

1

11 12 22 12

21 22 21 1111 22 21 12

1a a a a

a a a aa a a a

    
      

. 

Заметим, что для обратной матрицы справедливо равенство 1
A A E
  , 

т.е. прямая и обратная матрицы коммутативны. 
Ортогональная матрица. Квадратная матрица A  называется ортого-

нальной при условии, что  
т

AA E .          (П1.22) 
Характеристическим многочленом квадратной матрицы A  называется 

многочлен  
( ) det( )p A E    .    (П1.23) 

К примеру, для двухмерной матрицы этот многочлен имеет вид 

11 12 2
11 22 11 22 12 21

21 22

( ) det( ) ( )
a a

p A E a a a a a a
a a

  
              

. 

Характеристическое уравнение определяется как 

( ) det( ) 0p A E     . 

Собственные значения матрицы. Собственными значениями квадрат-
ной матрицы A  размерности n называются n корней ее характеристическо-
го уравнения 

( ) det( ) 0p A E     .   (П1.24) 
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Совокупность всех n собственных чисел называется спектром матрицы.  
Собственным вектором квадратной матрицы A  называется такой век-

тор x, для которого выполняется следующее равенство: 
Ax x  ,       (П1.25) 

т.е.  ( ) 0A E x   , где   собственное число.  

Это равенство означает, что умножение матрицы на такой вектор не ме-
няет его направления. Поскольку характеристическое уравнение матрицы 
размерности n имеет n корней, соответственно для каждого корня (собст-
венного числа) будет свой собственный вектор. Таким образом, матрица 
имеет n собственных чисел и собственных векторов. Существенно, что не-
которые из собственных чисел могут между собой совпадать, а одному и 
тому же собственному значению может соответствовать несколько раз-
личных собственных векторов. Задача их нахождения известна как про-

блема собственных чисел. 
Преобразование подобия. Пусть заданы две квадратные n n матрицы 

A  и С , причем матрица С  не вырождена. Определим квадратную матрицу 
B  как 

1
B CAC

 .      (П1.26) 
Матрицы B  и A  называются подобными матрицами, а матрица С  

преобразованием подобия. Нетрудно убедиться в том, что подобные мат-
рицы имеют одинаковые характеристические многочлены. Действительно,  

1 1 1

1

det( ) det( ) det( )det( )det( )

det( )det( ) det( ).

B E CAC CC A E C C

A E CC A E

  



        

     
 

Отсюда вытекает, что подобные матрицы имеют одинаковые 
собственные числа.  
Легко убедиться в том, что определитель и след квадратной матрицы A  

могут быть представлены с использованием  собственных чисел, т.е. 

1

n

i

i

TrA


  ,      (П1.27) 

1

det( )
n

i

i

A


  .      (П1.28) 

Отсюда следует, что определители и следы подобных матриц одинаковы. 
Диагонализация симметричных матриц. Симметричная матрица A  

всегда с помощью ортогонального преобразования подобия может быть 
приведена к диагональному виду, т.е. всегда можно найти такую ортого-
нальную матрицу  

т
T T E , т

1 ... ...
j n

T t t t    ,  (П1.29) 

для которой 

 т , 1.j ijTAT j n    ,   (П1.30) 



 

164 

где ,j jt , 1.j n  – собственные числа и собственные векторы матрицы А, 

т.е.  
j j jA t t  ,      (П1.31) 

причем т
i j ij

t t   . Здесь величина 
ij
  представляет собой символ Кронекера 

1, ,

0, .
ij

i j

i j


   

       (П1.32) 

Последнее условие означает дополнительное требование, накладывае-
мое на значение модулей собственных векторов, т.е. их модули должны 
быть равны единице. 
Важно заметить, что возможность преобразовать матрицу к диагональ-

ному виду в общем случае, когда матрица не является симметричной, су-
ществует не всегда. Однако произвольную квадратную матрицу можно 
преобразовать к другим матрицам специального (говорят еще – нормаль-
ного или канонического) вида, таким, например, как матрица Жордана, 
матрица Фробениуса и т.д. [9].  
Квадратичная форма. Пусть заданы квадратная матрица A  и вектор x 

размерности n. Квадратичной формой называется выражение 
т

y x Ax .       (П1.33) 

Квадратичная форма называется положительно определенной в слу-
чае, если при любых отличных от нуля значениях вектора x величина квад-
ратичной формы положительна, т.е. 

т 0, при 0y x Ax x   .     (П1.34) 

Матрицу A  в этом случае называют положительно определенной.  
Если знак строгого неравенства заменить на  , то тогда квадратичная 

форма и соответствующая ей матрица будут называться неотрицательно 

определенными.  
Если знак в неравенстве заменить на противоположный, то получим от-

рицательно определенную квадратичную форму и матрицу.  
Матричные неравенства. Говорят, что квадратная матрица A  больше 

другой квадратной матрицы B  при условии, если неравенства 
т т 0x Ax x Bx      (П1.35) 

или т ( ) 0x A B x   справедливы при отличных от нуля значениях вектора 
x . Аналогично можно ввести и другие типы неравенств. 
Можно показать, что в случае, когда выполняется какое-то неравенство 

для матриц, то такое же неравенство будет справедливо и для их собствен-
ных чисел. Так, если все собственные числа квадратной матрицы A  поло-
жительны или неотрицательны (отрицательны или не положительны), т.е. 

0j
   или 0

j
   ( 0

j
   или 0

j
  ), 1.j n , то соответствующие нера-
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венства будут справедливы и для самой матрицы, т.е. 0A   или 0A   
( 0A   или 0A  ). 
Функции от матриц. Некоторые функции от квадратных матриц могут 

быть введены с помощью степенных рядов. Матрица m
A  степени m опре-

деляется как 

...m

m

A A A A   .     (П1.36) 

Используя это определение, можно ввести, например, матричную экс-
поненту, задаваемую в виде  

0

exp( )
!

i

A

i

A
e A

i





  .    (П1.37) 

Функции ( )f A  от симметричных матриц могут быть введены и иначе. 
Для этого сначала матрицу A  с помощью ортогонального преобразования 
сводят к диагональному виду, т.е. получают представление 

 т , 1.jTAT diag j n     , 

из которого следует, что  т
A T T  . 

Далее ( )f A  определяют как 
т( ) ( )f A T f T  ,           (П1.38) 

где  ( ) ( ) , 1.
j

f diag f j n    . 

Можно показать, что введенное таким образом определение будет сов-
падать с определением с помощью разложения в ряд [9]. 
Производная и интеграл матрицы, элементы которой зависят, напри-

мер, от времени, т.е.  ( ) ( ) , 1. , 1.ijA t a t i n j m   , представляют собой мат-

рицу  ( ) ( ) , 1. , 1.
ij

A t a t i n j m     либо 

0 0

( ) ( ) , 1. , 1.
t t

ij
A d a d i n j m

 
       

 
   

0 0

( ) ( ) , 1. , 1.
t t

ij
A d a d i n j m

 
       

 
   

с элементами в виде производной или интеграла от элементов исходной 
матрицы. 
Можно также ввести производную скалярной функции ( )s x  по век-

торному аргументу  

т
1

( ) ( ) ( )
... .

n

ds x s x s x

dx x x

  
    

      (П1.39) 

Запись 
( )ds x

dx
 будет означать 
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1

( )

( )
........

( )

n

s x

x
ds x

dx
s x

x

 
  

  
  
  

,    (П1.40) 

таким образом, 
т

т

( ) ( )ds x ds x

dx dx

    
.          (П1.41) 

 
Отсюда следует, что  

2 2

1 1 12

т т
2 2

1

( ) ( )
...

( ) ( )
....................

( ) ( )
...

n

n n n

s x s x

x x x x
d s x d ds x

dxdx dx dx
s x s x

x x x x

  
             
  
     

, 

т2 2

T T

( ) ( )d s x d s x

dxdx dx dx

 
  
 

. (П1.42) 

Вектор-функцию векторного аргумента и ее производную по век-

торному аргументу т
1,( ... )

n
x x x определим как 

1 1

1

( ,... )

.
( )

.

( ,... )

n

m n

s x x

s x

s x x

 
 
 
 
 
 

.         (П1.43) 

и 

1 1

1

т

1

( ) ( )
...

( )
....................

( ) ( )
...

n

m m

n

s x s x

x x
ds x

dx
s x s x

x x

  
   

  
   

   

, а 

1

1 1т

1

( ) ( )
...

( )
....................

( ) ( )
...

m

m

n n

s x s x

x x
ds x

dx
s x s x

x x

  
   

  
   
   

, (П1.44) 

т.е. 
тт

т

( ) ( )ds x ds x

dx dx

    
. 

В общем случае, если A   квадратная симметричная матрица, то 
т

т ( )
[ ( ) ( )] 2 ( )

d dg x
g x Ag x Ag x

dx dx
 . 

Производную скалярной функции ( )s A  по матрице (матричный 

градиент) введем как  
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( )

ij

ds A ds

dA da

    
  

. 

К примеру, для квадратной матрицы A справедливо [32, с. 23]: 

( ( ))ds Sp A
E

dA
 , т т( ( ))ds Sp BAC

B C
dA

 ; 

т
т( ( ))

( )
ds Sp ABA

A B B
dA

  .   (П1.45) 

Формула обращения блочных матриц [18, с. 107]. Пусть 

т( )

x xy

xy y

P P
P

P P

 
  
 

,    (П1.46) 

где x
P , y

P , xy
P  – nn, mm и nm матрицы, причем для x

P , y
P  существу-

ют обратные матрицы. В этом случае обратная матрица 1
P

  определяется 
как  

1

т

A B
P

B C

  
  
 

,     (П1.47) 

где 

 
11

x xy y yxA P P P P
    

, 

   
11 1

x xy y yx xy yB P P P P P P
      

, 

 
11

y yx x xyC P P P P
    

. 

Справедливы также следующие соотношения: 

     1 1 1
x x xy yx x

A P P P CP P
  

  , 

   1 1
xy y x xy

B AP P P P C
 

    , 

     1 1 1
y y yx xy y

C P P P AP P
  

  . 

В табл. П1.1 представлены некоторые полезные матричные соотноше-
ния, в частности, так называемая лемма об обращении матриц  

[18, с. 216] 

  111 т 1 т т
P H R H P PH HPH R HP

       ,     (П1.48) 

где P, R  квадратные невырожденные матрицы размерности n  и m ;  
H  mn матрица. 
Из этой леммы следует, что  
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 1 11 1
P R P P P R P

        ,              (П1.49) 

а также  
2

12 2

2 2 2

1 q
r E q I E I

r nq r

  
       

,       (П1.50) 

Последнее соотношение легко получается, если принять  

1 2
P r E

  ,  1,1...1H  , 1 2
R q

  . 

Т а б л и ц а   П1.1 
Некоторые полезные матричные соотношения 

Соотношение Примечание 
т т т( )AB B A                                 (П1.51) 

A, B  произвольные матрицы 
согласованной размерности 

( ) ( ) ( )Tr ABC Tr BCA Tr CAB       

(П1.52) 
A, B, С  произвольные матрицы 
согласованной размерности 

1

( )
n

i

i

Tr A


                                  (П1.53) 
A  квадратная матрица, 

i   собственные числа A 

det( ) det( )det( )AB A B                (П1.54) A, B  квадратные матрицы оди-
наковой размерности 

1

det( )
n

i

i

A


                                (П1.55) 
A  квадратная матрица, 

i   собственные числа A  

1 1 1( )AB B A
                               (П1.56) 

A, B  квадратные невырожден-
ные матрицы одинаковой раз-
мерности 

 

11 1

1

T

T T

P H R H

P PH HPH R HP

 



   

  
      (П1.57) 

P, R  квадратные невырожден-
ные матрицы размерности n и m, 
H   m n матрица  

 1 11 1
P R P P P R P

          (П1.58)
P, R   квадратные невырожден-
ные матрицы одинаковой раз-
мерности 

2
12 2

2 2 2

1 q
r E q I E I

r nq r

  
       

 

(П1.59) 

I  n-мерная квадратная матрица, 
составленная из единиц; 

2 2,r q   положительные вели-

чины 

т ( )Ax A
x





, т т т( )x A A

x





       (П1.60) A   квадратная симметричная 

матрица, 
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т( ) 2x Ax Ax
x





,  

т т
т ( ) 2x Ax x A

x





                        (П1.61) 

т
1( ,... )nx x x   n -мерный вектор 

2
т

т ( ) 2x Ax A
x x




 
                        (П1.62) 

т
т ( )

[ ( ) ( )] 2 ( )
g x

g x Ag x Ag x
x x

 


 
, 

в частности, 

т

т

[( ) ( )]

2 ( )]

y Hx A y Hx
x

H A y Hx


  


 

            (П1.63) 

A   квадратная симметричная 
матрица, 

т
1 1 1( ) ( ( ,... ),... ( ,... ))n m ng x g x x g x x  

 m-мерная вектор-функция, 
x , y  n- и m-мерный векторы,  

H  mn-матрица 
т т

1 1 т 1

2

( ) ( )

x Ax x z

x A z A x A z z A z
  

 

   
  (П1.64) 

A   квадратная невырожденная 
симметричная матрица, 

,x z    n-мерные векторы 

Задана 
т( )

x xy

xy y

P P
P

P P

 
  
 

 

Найти  1

т

A B
P

B C

  
  
 

                 (П1.65) 

 
11

y yx x xyC P P P P
    

 

   
11 1

x xy y yx xy y
B P P P P P P

      

 
11

x xy y yxA P P P P
    

 

 

Приложение 2  

П2. Случайные величины и векторы 

П2.1. Случайная величина и ее описание 
Случайной называется такая величина, значение которой заранее неиз-

вестно, и можно лишь указать некую числовую меру (вероятность) того, 
что она будет принадлежать той или иной заранее определенной области 
значений [13, 14, 16, 25, 32]. 
Случайную величину будем считать заданной, если определена функ-

ция, позволяющая вычислять вероятность того, что случайная величина 
будет принадлежать тому или иному интервалу или их произвольному на-
бору. Такой функцией является функция распределения вероятностей, 
представляющая собой скалярную функцию ( )F xx  и определяющую веро-

ятность того, что случайная величина x  принадлежит открытому интерва-
лу ( , )x , т.е. вероятность того, что xx . Таким образом, 

( ) ( : )F x x x Pr x x .           (П2.1) 
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Функция (П2.1) является неотрицательной, неубывающей, непрерывной 
слева функцией, удовлетворяющей условиям: 

( ) ( : ) 0F     x Pr x x ;    (П2.2) 

( ) ( : ) 1F     x Pr x x .    (П2.3) 

Помимо функции распределения вероятности, для описания свойств 
случайных величин используют также функцию плотности распределе-
ния вероятности (ф.п.р.в.), определяемую как 

( )
( )

dF x
f x

dx
 x

x .     (П2.4) 

Ф.п.р.в. вероятностей облает следующими свойствами: эта функция яв-
ляется неотрицательной,  ( ) 0f x x ); 

( ) ( )
x

F x f u du


 x x ,    (П2.5) 

( ) 1f u du





 x ,     (П2.6) 

1 2 2 1 2 1( ) ( : ) ( : ) ( ) ( )x x x x F x F x       x xPr x Pr x x Pr x x   (П2.7) 

или             
2

1

1 2 2 1( ) ( ) ( ) ( )
x

x

x x F x F x f u du     x x xPr x .        (П2.8) 

Принимая во внимание (П2.4), можно записать  

0 0

( ) ( ) ( )
( ) lim lim

dx dx

F x dx F x x x dx
f x

dx dx 

    
 x x

x

Pr x
; 

из этого соотношения следует, что при малых dx  
( ) ( ) ( ) ( )x x dx F x dx F x f x dx      x x xPr x .  (П2.9) 

Помимо ф.р.в. и ф.п.р.в., для описания статистических свойств с.в. ис-
пользуется набор ее числовых характеристик. Основными из них являются 
математическое ожидание, моменты, дисперсия, среднеквадратиче-
ское отклонение (СКО); для СКО иногда используют термин стандарт-

ное отклонение или стандарт. Если речь идет об ошибке, то используется 
термин среднеквадратическая ошибка, для которой будем использовать 
аббревиатуру с.к.о. В англоязычной литературе для среднеквадратической 
ошибки используют термин Root Mean Square Error (RMSE). Связь пе-
речисленных характеристик с ф.п.р.в. определяется соотношениями, пред-
ставленными в табл. П2.1. 
Случайная величина, имеющая нулевое математическое ожидание, на-

зывается центрированной случайной величиной.  

Предположим, что с помощью некоторой в общем случае нелинейной 
функции ( )g   в результате преобразования случайной величины x  с из-
вестной ф.п.р.в. ( )f xx  сформирована новая с.в. ( )gy x . Справедливы 

следующие соотношения: 
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   y ( ) ( ) ( )y M M g x g x f x dx   y x x ; 

   y ( ) ( ) ( )n n n
M M g x g x f x dx  y x x . 

Т а б л и ц а   П2.1 

Основные числовые характеристики случайной величины 

Характеристика Определение 
Математическое   
ожидание 

( ) ( )M x x xf x dx  x x                (П2.10)

Момент n-го порядка ( ) ( )n n
M x x f x dx x x                  (П2.11)

Центральный момент  
n-го порядка 

( ) ( ) ( )n n
M x x x x f x dx  x x   (П2.12)

Дисперсия 

2( ) ( )D x x f x dx  x                  (П2.13)

2 2
D M x x x                             (П2.14)

Среднеквадратическое 
отклонение (СКО)  1/22( ) ( )x x f x dx   x             (П2.15)

П р и м е ч а н и е.  В приведенных соотношениях пределы интегрирования 
считаются бесконечными. В дальнейшем, когда пределы не указываются, 
они предполагаются бесконечными. 

П2.2. Гауссовские случайные величины и их характеристики 

Гауссовской или нормальной случайной величиной называется та-
кая, для которой ф.р.в. и ф.п.р.в. имеют вид  

2

1/2 2

1 ( )
( ) exp

(2 ) 2

x
t x

F x dt


 
     

x ;    (П2.16) 

2

1/2 2

1 ( )
( ) exp .

(2 ) 2

x x
f x

 
     

x  

Эти функции называют соответственно гауссовским (нормальным) 

распределением вероятности и гауссовской (нормальной) функцией 

плотности распределения вероятностей. 
Для гауссовской ф.п.р.в. используется следующее обозначение: 

2
2

1/2 2

1 ( )
( ) exp ( ; , )

(2 ) 2

x x
f x N x x

 
       

x .      (П2.17) 

Вид гауссовских ф.р.в. и ф.п.р.в. и их зависимость от математического 
ожидания и СКО показан на рис. П2.1. 
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Fx(x)

fx(x)

x 

x  

Рис. П2.1. Графики ф.р.в. и ф.п.р.в. гауссовской случайной величины  
при различных значениях математического ожидания ( 0, 1, 2x x x   )  

и СКО σ 1; σ 0,5;σ 0,25    

Нетрудно также заметить, что для гауссовской ф.п.р.в. медиана, матема-
тическое ожидание и мода между собой совпадают. Понятно, что такое 
распределение является унимодальным. 
Нечетные центральные моменты гауссовской случайной величины рав-

ны нулю, т.е. [14, c.576] 
2 1

( ) ( ) 0
k

x x f x dx


  x , 

а для четных моментов справедливо выражение 
2

2( ) ( ) 1 3 ..(2 1)
k

k
x x f x dx k      x , 1,2...k  . 

В табл. П2.2 представлены значения вероятности 

 x k x k x k           Pr x Pr x  для гауссовской с.в. при различ-

ных значениях k . 
Т а б л и ц а   П2.2 

Значения вероятности x k    Pr x  для гауссовского  

распределения при различных k  

k 1 2 3 4 

x k   Pr x

 

0,6827 0,9545 0,9973 0,9999 
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Обычно величину, равную 3σ , называют предельным значением или 

предельной ошибкой, если с.в. описывает погрешности тех или иных из-
мерений. Тот факт, что для гауссовской случайной величины 

3x    Pr x =0,997, называют правилом трех сигм. 

П2.3. Случайные векторы и их описание 
Случайным называется вектор, каждая компонента которого является 

случайной величиной. Для случайного вектора т
1( ,... )nx x x  его свойства в 

полном объеме задаются совместной ф.р.в. или совместной ф.п.р.в., оп-
ределяемыми в следующем виде: 

1 1( ) ( ,..., );n nF x x x  x Pr x x         (П2.18) 

1

( )
( )

...

n

n

F x
f x

x x



 

x
x ;       (П2.19) 

1

1( ) ... ( ) ...
nx x

nF x f u du du
 

  x x .                      (П2.20) 

Выражение (П2.18) задает вероятность события, при котором для каж-

дой компоненты выполняется неравенство j jxx , 1. .j n  

Совместная ф.п.р.в., так же, как и в одномерном случае, является неот-
рицательной функцией и удовлетворяет условию нормировки 

1... ( ) ... 1nf x dx dx

 

 

  x .                (П2.21) 

 
Кроме того, совместная ф.п.р.в. удовлетворяет условиям согласованно-

сти, которые при m<n записываются как 

1 2, ,..., 1 2 1 2 1 1( , ,..., ) ... ( , ,..., , ... ) ...
m m m m n m n

f x x x f x x x x x dx dx   x x x x ,   (П2.22) 

и является симметричной функцией своих аргументов. Последнее 
означает, что ф.п.р.в. для вектора т

1( ,... )nx x x  не зависит от того, в какой 

последовательности расположены его компоненты, в частности 

, ,( , ) ( , )
i j j ii j j i

f x x f x xx x x x . 

Вероятность попадания случайного вектора в область  , его математи-
ческое ожидание x  и матрица ковариаций P , которая является обобще-
нием понятия дисперсии на многомерный случай, имеют вид  

( ) ( ) ;f x dx


   xPr x                (П2.23) 

( ) ( );x xf x dx M x  x x                (П2.24) 

т т т( )( ) ( ) ( )P x x x x f x dx M xx xx     x x .  (П2.25) 
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Здесь и в дальнейшем интегралы понимаются как многократные, причем 
если область интегрирования не указана, как уже отмечалось выше, то 
пределы по каждой компоненте предполагаются от   до  . Диагональ-
ные элементы матрицы ковариаций определяют дисперсии соответствую-
щих компонент случайного вектора.  
Математическое ожидание  , ( )( )

i j i i j j
M x x x x x x  для двух случайных 

величин ix  и jx  называется коэффициентом корреляции. Таким обра-
зом, недиагональные элементы  

 , ,( )( ) ( )( ) ( , )
i j i jij i i j j i i j j i j i j

P M x x x x x x x x f x x dx dx      x x x x , i j , , 1.i j n  

определяют коэффициенты корреляции между различными компонентами.  
В силу свойства симметричности ф.п.р.в. справедливо равенство ij jiP P , 

означающее симметричность матрицы ковариаций, т.е. т
P P . Важным 

свойством матрицы ковариаций является тот факт, что она является неот-
рицательно определенной матрицей, т.е. такой, для которой т 0x Px   при 
любом 0x  .  
Если математическое ожидание случайного вектора – нулевое, то, как и 

в скалярном случае, такой вектор называется центрированным.  

Если  , ( )( ) 0
i j i i j jM x x x x  x x , то случайные величины называются 

некоррелированными или ортогональными. Отсюда следует, что для 
случайного вектора, у которого компоненты не коррелированы между со-
бой, матрица ковариаций имеет диагональный вид. Если заданы два слу-
чайных вектора, то можно ввести матрицу взаимной корреляции, опре-
деляемую как 

т( )( ) ( , )B x x y y f x y dxdy    x,y , 

где ( , )f x yx,y   совместная ф.п.р.в. Если эта матрица равна нулю, то гово-

рят о том, что случайные векторы некоррелированы или ортогональ-

ны. 
Важным также является понятие независимости с.в. Случайные вели-

чины ix , 1.i n  называются взаимно независимыми, если совместная 

ф.п.р.в. равна произведению ф.п.р.в. для каждой из этих с.в., т.е. 

1
1

( ... ) ( )
i

n

n i

i

f x x f x


x x . 

Аналогично вводится определение и для независимых случайных век-

торов. 
Независимые случайные величины являются некоррелированными, по-

скольку 

 , ,( )( ) ( )( ) ( , )
i j i ji i j j i i j j i j i j

M x x x x x x x x f x x dx dx      x x x x

( ) ( ) ( ) ( ) 0
i ji i i i j j j j

x x f x dx x x f x dx    x x . 
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Обратное утверждение в общем случае несправедливо. 
Приведенные выше понятия, конкретизированные для двухмерного век-

тора т
1 2( )x x ,x , представлены в табл. П2.3. 

Т а б л и ц а   П2.3 

Основные определения и соотношения для двухмерного случайного вектора 

Соотношение Определение 
Функция распределения 
вероятностей 1 1 2 2( ) ( , );F x x x  x Pr x x  

Связь ф.п.р.в. и ф.р.в. 
2

1 2

( )
( )

F x
f x

x x



 x , 

1 2

2 1( ) ( )
x x

F x f u du du
 

  x x  

Условие нормировки 1 2( ) 1f x dx dx

 

 

  x  

Симметричность ф.п.р.в. 1 2 2 1( , ) ( , )f x x f x xx x  

Условия  
согласованности 

1 1 1 2 2( ) ( , )f x f x x dx x x  

2 2 1 2 1( ) ( , )f x f x x dx x x  

Независимость 
1 21 2 1 2( , ) ( ) ( )f x x f x f xx x x  

Некоррелированность 1 1 2 2( )( ) 0M x x x x  x  

Вероятность попадания слу-
чайного вектора в область   

1 2Pr( ) ( )f x dx dx


   xx  

Математическое  
ожидание 

1 2 1 2( , ) ( )
ii i i i i

x x f x x dx dx x f x dx   x x ,  

1,2i   

Коэффициенты  
корреляции 12 21 1 1 2 2 1 2 1 2( )( ) ( , )P P x x x x f x x dx dx    x

Дисперсии компонент 2 2( ) ( )
ii i i i i

x x f x dx   x , 1,2i   

Матрица ковариаций 
11 12

21 22

P P
P

P P

 
  
 

, 2
ii iP   , 1,2i  , т 0P P   

П.2.4. Гауссовские случайные векторы и их характеристики 

Гауссовским случайным вектором называется такой, для которого 
ф.п.р.в. определяется в виде 

 т 1

/2 1/2

1
( ) ( ; , ) exp 0.5( ) ( )

(2 ) (det )n
f x N x x P x x P x x

P

    
x .  (П2.26) 

В этом выражении x  и P  представляют собой математическое ожида-
ние и матрицу ковариаций, которые, как и в одномерном случае, полно-
стью определяют гауссовскую ф.п.р.в.  
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Векторы называются совместно гауссовскими, если их совместная 
плотность распределения – гауссовская. Заметим, что возможны ситуации, 
при которых каждый вектор или с.в. по отдельности – гауссовские, а их 
совместная плотность таковой не является. 
Если совместно гауссовские векторы x  и y  не коррелированы, т.е.  

тM {( )( ) } 0x x y y  x,y , то они и независимы между собой и, таким обра-
зом, ( , ) ( ) ( )f x y f y f xx,y y x . 

В частности, в этом легко убедиться на примере, когда x  и y   скаляры, 

поскольку  
2 2

11

, 1/2 1/2
22 11 22 11 22

0 1 ( ) ( )
( , ) ; , exp

0 (2 ) 2 2

Px x x x y y
f x y N

Py y P P P P

       
               

x y

2 2

1/2 1/2 1/2 1/2
11 11 22 22

1 ( ) 1 ( )
exp exp

(2 ) 2 (2 ) 2

x x y y

P P P P

    
         

. 

Как отмечалось ранее, в общем случае такое утверждение несправедли-
во.  
Проанализируем вид двухмерной гауссовской ф.п.р.в. Предположим, 

что матрица ковариаций – недиагональная, т.е.  
2
1

2
2

*

*

r
Р

r

 
   

.     (П2.27) 

 
Вводя нормированный коэффициент корреляции в виде 

1 2

*r
r 

 
,            (П2.28) 

нетрудно убедиться в том, что 

2
1 1 21

2

2
1 2 2

1

1

1(1 )

r

P
rr



     
      

.   (П2.29) 

Таким образом, ф.п.р.в. для двухмерного гауссовского вектора может 
быть записана как 

2 2
1 1 2 2

2 2 22
1 1 2 21 2

1 1 2
( ;0, ) exp

2(1 )2 1

x rx x x
N x P

rr

                  
.   (П2.30) 

Уравнение 
2 2

21 1 2 2
1 2 2 2

1 1 2 2

2
( , )

x rx x x
g x x c   

   
   (П2.31) 
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при разных значениях c  задает эллипсы. Но при этом их оси развернуты 
относительно вертикальной оси на некоторый угол. В качестве примера на 
рис. П2.3 изображены изолинии при 0,75r  .  

x2 

x1 

Рис. П2.3. Изолинии ф.п.р.в. для центрированного гауссовского вектора  
при 1 2 1     

При решении навигационных задач на плоскости нередко полагают, что 
координаты объекта представляют собой гауссовский случайный вектор с 
математическим ожиданием в точке его предполагаемого местонахожде-
ния. Для описания неопределенности расположения точки на плоскости 
используют введенные выше эллипсы равных вероятностей, в частности 
эллипс, соответствующий уравнению (П2.31) при 1c  .  

 

a

b 

2x

1x  

 

Рис. П2.4. Эллипс ошибок для двухмерного гауссовского вектора  
с независимыми компонентами 

Поскольку этот эллипс пересекает оси в точках, совпадающих со значе-
ниями соответствующих СКО, т.е. при 2 1 10,x x   , а при 1 2 20,x x    

1 2 20,x x   , он получил наименование среднеквадратического эллипса 

ошибок, или стандартного эллипса [10]. В навигационных приложениях 
для его описания используют параметры эллипса: большую a  и малую 
b  полуоси и дирекционный угол  , задающий ориентацию большой по-
луоси относительно оси 2x . Эти три параметра полностью определяют 
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матрицу ковариаций двухмерной гауссовской плотности [25]. На рис. П2.4 

изображен частный случай, когда 2 b  , 1 a  , 90   , и таким образом 
2

2

0

0

a
P

b

 
  
 

,     (П2.32) 

т.е. размеры полуосей эллипса определяют значения СКО по каждой коор-
динате.  
При оценивании точности местоположения подвижных объектов весьма 

важным представляется умение охарактеризовать неопределенность ме-
стоположения одним числом. Для этих целей обычно используют значения 
вероятности попадания точки на плоскости в ту или иную заданную об-
ласть  . Для двухмерного центрированного гауссовского вектора с 
ф.п.р.в. (П2.30) эта вероятность определяется как  

1 2 1 222
1 2

1 1
( ) exp ( , )

2(1 )2 1
g x x dx dx

rr 

 
       

Pr x ,   (П2.33) 

где 1 2( , )g x x   эллипс равных вероятностей (П2.31). 

Если в качестве   выступает область, ограниченная 1 2( , )g x x ,то, пере-
ходя к полярным координатам, можно показать, что [16, с. 68]  

2
2

1 2 2
( : ( , ) ) 1 exp

2(1 )

c
g x x c

r

 
     

Pr x .  (П2.34) 

Для случая независимых с.в. при 1 2      эллипс превращается в ок-

ружность радиусом R c   и, таким образом, из (П2.34) получаем, что ве-
роятность нахождения случайного вектора в круге с таким радиусом опре-
деляется распределением Рэлея 

 
2 2 2 2

2 21 2
1 22 2 2

: : ( ) 1 exp
2

x x R R
x x R F R

   
              

Pr x Pr x , R>0. (П2.35) 

Величина R , соответствующая 50-процентному попаданию гауссовско-
го случайного вектора в круг заданного радиуса, т.е. когда вероятность по-
падания равна 0,5, называется круговой вероятной ошибкой (КВО), а 
круг, соответственно, кругом равных вероятностей. В случае когда эл-
липс представляет собой окружность, т.е. при независимых с.в. и равных 

СКО 1 2     , 50-процентное попадание в круг (Pr=0,5) достигается при 

его радиусе, равном 1,177. Для 3,4σR   Pr=0,997. Если это не так, то ра-
диус круга, при котором достигается вероятность попадания в него, равная 
0,5, следует отыскивать с помощью соотношения (П2.33). 
Иногда используют понятие радиальной среднеквадратической 

ошибки (Distance Root Mean Square (DRMS)  
2 2
1 2DRMS     .    (П2.36) 



 

179 

В зависимости от значений матрицы ковариаций или параметров эллипса 
этой величине соответствует 65–68% попадания в круг такого радиуса. Не-
редко используют удвоенную радиальную среднеквадратическую ошибку 
(2DRMS). Ей соответствует вероятность попадания в круг радиуса, равно-
го удвоенной радиальной ошибке. Точное значение вероятности зависит от 
конкретных соотношений дисперсий и коэффициента корреляции, а при-
мерная ее величина определяется как Pr=0,95. 

Приложение 3  

П3. Обыкновенные дифференциальные уравнения  

Обыкновенным дифференциальным уравнением в форме Коши на-
зывается уравнение вида [6, 14, 26, 32] 

( ) ( , ( ), ( ))x t F t x t u t ,    (П3.1) 

где т
1( ) ( ( ),... ( ))nx t x t x t  – n-мерный вектор; т

1( ) ( ( )... ( ))pu t u t u t  – p -

мерный вектор входного воздействия, под которым может пониматься как 

управление, так и возмущение; т
1(.) ( (.),... (.))nF F F  – n-мерная в общем 

случае нелинейная вектор-функция. Вектор т
1( ) ( ( ),... ( ))nx t x t x t  называют 

фазовым вектором.  
В тех случаях, когда ( , ( ), ( )) ( ( ), ( ))F t x t u t F x t u t  не зависит явно от вре-

мени, уравнение называется стационарным. При наличии такой зависи-
мости уравнение называется нестационарным. 
При ( ) 0u t   уравнение называют однородным, а при ( ) 0u t   – неодно-

родным. 
Уравнение  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )x t F t x t G t u t  ,                  (П3.2) 

в котором ( ), ( )F t G t  – матрицы соответствующей размерности, называется 

линейным дифференциальным уравнением.  
Если матрицы ( ), ( )F t G t  зависят от времени, то уравнение называется 

нестационарным линейным дифференциальным уравнением. 
Если матрицы ,F G  не зависят от времени, т.е. 

( ) ( ) ( )x t Fx t Gu t  ,    (П3.3) 

уравнение называется стационарным линейным дифференциальным 

уравнением.  
Решением дифференциального уравнения называется такая функция 

времени ( )x t , 0 0( )x t x , подстановка которой в исходное дифференциаль-
ное уравнение превращает его в тождество. Значение функции 0 0( )x t x  в 

начальный момент  называется начальным условием. 
Фундаментальной, или переходной, матрицей системы уравнений 

(П3.2) называется такая матрица, которая удовлетворяет уравнению 
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0
0

( , )
( ) ( , )

d t t
F t t t

dt


     (П3.4) 

при начальном условии вида 0 0( , )t t E  . 

Общее решение дифференциального уравнения (П3.2), удовлетво-
ряющее начальному условию 0 0( )x t x , имеет вид [6, с. 507;  14, с. 42]  

0

0 0( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( )d
t

t

x t t t x t t G u        .   (П3.5) 

Первое слагаемое представляет общее решение линейного однородного 
нестационарного дифференциального уравнения 

( ) ( ) ( )x t F t x t . 

Второе слагаемое является частным решением дифференциального 
уравнения (П3.2) при 0( ) 0x t  . Частным такое решение называется потому, 

что оно соответствует нулевым начальным условиям и зависит от конкрет-
ного (частного) вида входного воздействия ( )u t . 

Для того чтобы показать, что (П3.5) является решением (П3.3), необхо-
димо воспользоваться следующим правилом [14, с. 114]: 

0 0

( , ) ( , ) ( , )
t t

d d
g t d g t t g t d

dt dt
       .   (П3.6) 

Дифференцируя (П3.8) и учитывая, что  

0 0( , ) ( ) ( , )t t F t t t   , 

получаем 

0

0 0( ) ( ) ( , ) ( ) ( , )G( ) ( ) ( ) ( , )G( ) ( )d

( ) ( ) G( ) ( ).

t

t

x t F t t t x t t t t u t F t t u

F t x t t u t

         

 


 

Для стационарных уравнений (П3.3) фундаментальная матрица зависит 
от разности аргументов и представляет собой матричную экспоненту  
для F  

0( )
0 0

0

1
( ) ( )

!
F t t i i

i

t t e F t t
i






     .   (П3.7) 

Поскольку 0( )
0

0

1
( )

!
F t t i i

i

Fe F F t t
i






  , легко убедиться в том, что 0( )F t t
e

  

удовлетворяет уравнению типа (П3.4).  
Таким образом, общее решение стационарного линейного дифференци-

ального уравнения (П3.3) может быть записано как  

0

0

( ) ( )
0( ) ( ) G ( )d

t

F t t F t

t

x t e x t e u
     .  (П3.8) 

Рассмотрим линейное матричное дифференциальное уравнение 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )T
P t F t P t P t F t Q t   .  (П3.9) 

Нетрудно убедиться, что общим решением этого уравнения является 
матрица  

0

0 0 0( ) ( , ) ( ) ( , ) ( , ) ( ) ( , )
t

T T

t

P t t t P t t t t Q t d          ,  (П3.10) 

где 0( , )t t  – фундаментальная матрица для уравнения ( ) ( ) ( )x t F t x t .  

Действительно, осуществляя дифференцирование этого соотношения, с 
учетом (П3.6) получаем 

0 0

0 0 0 0 0 0( ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( )

( ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) .

T T T

t t

T T T

t t

P t F t t t P t t t t t P t t t F t

Q t F t t Q t d t Q t F t d

     

              



 

Принимая во внимание (П3.10), получаем (П3.9). Для стационарного 
случая решение (П3.10) имеет вид  

                  0 0

0

( ) ( ) ( ) ( )
0( ) ( )

T T
t

F t t F t t F t F t

t

P t e P t e e Qe d
      .       (П3.11) 
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Миссия университета – генерация передовых знаний, внедрение иннова-
ционных разработок и подготовка элитных кадров, способных действовать 
в условиях быстро меняющегося мира и обеспечивать опережающее разви-
тие науки, технологий и других областей для содействия решению актуаль-
ных задач.  

 

ИСТОРИЯ КАФЕДРЫ ИНФОРМАЦИОННО-НАВИГАЦИОННЫХ СИСТЕМ 

 

Кафедра «Информационно-навигационные системы» является одной из 
старейших в университете. 
В 30-е гг. XX века отечественная промышленность приступила к созда-

нию новых навигационных приборов – гирокомпасов, лагов, эхолотов. В 
связи с этим в 1934 г. рядом предприятий и организаций было внесено 
предложение во Всесоюзный совет народного хозяйства (ВСНХ) СССР о 
подготовке необходимых инженерных кадров. В сентябре 1937 г. была 
создана кафедра навигационных приборов. С 1937/38 учебного года на ка-
федре была начата подготовка специалистов.  
В разработке профиля кафедры принимали участие видные ученые и 

специалисты промышленности и флота страны, в том числе академик 
А.Н. Крылов, профессора Б.И. Кудревич и К.С. Ухов, доцент 
Д.Н. Иконников, инженеры М.М. Блиок, М.А. Шиф и многие другие. 
Первым заведующим кафедрой стал профессор Л.П. Шишелов, зани-

мавший в то время должность декана факультета «А» (точной механики). 
В том же 1937 г. на кафедре организована лаборатория, заведующим ко-

торой был назначен П.А. Ильин. Он окончил ЛИТМО в 1931 г. в числе 
первых выпускников и, приобретя опыт работы на производстве, в 1936 г. 
поступил в аспирантуру. С этого момента вся его деятельность была связа-
на с кафедрой и направлена на совершенствование учебного процесса. 
Благодаря его активной деятельности и связям с промышленностью лабо-
ратория была оснащена современными на тот период навигационными 
приборами, а учебный процесс обеспечен необходимыми учебными посо-
биями. В 1940 г. состоялся первый выпуск инженеров по навигационным 
приборам. 
Во время Великой Отечественной войны в период блокады Ленинграда 

на время эвакуации ЛИТМО лабораторное оборудование кафедры остава-
лось в осажденном городе и было сохранено. Поэтому практически сразу 
после реэвакуации института в 1944 г. на кафедре были возобновлены за-
нятия. 
С 1945 г. по 1962 г. кафедру возглавлял крупный ученый в области на-

вигации, гидрографии, штурманских приборов, доктор технических наук, 
профессор К.С. Ухов, который при поддержке профессора Б.И. Кудревича 
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основал научно-педагогическую школу «Навигационные приборы». При 
нем в 1956 г. в связи с изменением номенклатуры специальностей кафедра 
была переименована в кафедру гироскопических и навигационных прибо-
ров. Чтобы удовлетворить потребности промышленности, в эти годы на 
кафедре обучалось от 4 до 5 групп студентов, включая группы вечернего 
образования.

С 1963 г. по 1970 г. кафедрой заведует (по совместительству) главный 
инженер Ленинградского научно-производственного объединения «Ази-
мут», лауреат Ленинской премии, доктор технических наук, профессор 
С.Ф. Фармаковский. В этот период коллектив кафедры значительно укре-
пил и расширил связи с промышленностью. В гироскопическом приборо-
строении получают развитие газовые опоры как в осях подвеса, так и в ка-
честве главных опор ротора гироскопа. На кафедре гироскопических и на-
вигационных приборов разрабатываются теоретические основы расчета и 
проектирования газодинамических подшипников. Результаты использова-
ны в НПО «Азимут» и других организациях. 
Во второй половине 60-х гг. под руководством профессора П.А. Ильина 

разворачиваются работы по исследованию и разработке лазерных гироско-
пов. Для проведения работ по договорам с Московским институтом элек-
троавтоматики при кафедре в 1966 г. создается отраслевая лаборатория 
квантовой гирометрии под научным руководством с.н.с. Г.М. Кузнецова. 
В 1969 г. в издательстве «Машиностроение» публикуется монография 

д.т.н., профессора М.А. Сергеева «Наземные гирокомпасы». В 1970 г. он 
избирается по конкурсу заведующим кафедрой и руководит ею до 1982 г. 
В промышленности ведутся работы по созданию космических летательных 
аппаратов, сверхзвуковых самолетов, атомных подводных лодок, межкон-
тинентальных ракет. В этих условиях кафедра расширяет профиль подго-
товки специалистов и в 1973 г. переименовывается в кафедру бортовых 
приборов управления. 
С 1982 г. по 1991 г. кафедру возглавляет профессор В.А. Каракашев, 

создавший совместно со своими учениками О.Н. Анучиным и 
Г.И. Емельянцевым (впоследствии доктора наук) научно-педагогическую 
школу «Инерциальные навигационные системы». На кафедре разрабаты-
ваются новые учебные планы, совершенствуется преподавание дисциплин, 
большое внимание уделяется внедрению в учебный процесс вычислитель-
ной техники. Преподаватели кафедры проходят переподготовку и повы-
шение квалификации в области вычислительной техники. На кафедре ве-
дутся научно-исследовательские работы совместно и по заказам навигаци-
онно-гидрографического института, ЦНИИ «Электроприбор», завода 
«Баррикада» в Волгограде. 
С 1991 г. кафедру возглавляет директор ГНЦ РФ ЦНИИ «Электропри-

бор» (в настоящее время АО «Концерн «ЦНИИ «Электроприбор»), лауреат 
Ленинской и Государственной премий, в то время член-корреспондент, 
впоследствии академик РАН В.Г. Пешехонов. Под руководством 
В.Г. Пешехонова кафедра ориентируется на подготовку специалистов в 
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области создания приборов и систем, измеряющих перемещения, скорости 
и ускорения морских подвижных объектов и образующих интегрирован-
ные навигационно-управляющие комплексы судов и кораблей различного 
назначения, а также комплексы пространственной ориентации и стабили-
зации информационно-измерительной аппаратуры на их борту. В соответ-
ствии с произошедшими изменениями в научной и педагогической дея-
тельности кафедры в апреле 2003 г. кафедра получила свое современное 
наименование – она была переименована в кафедру информационно-
навигационных систем. 
По инициативе академика В.Г. Пешехонова, начиная с 2004/05 учебного 

года, студенты и преподаватели кафедры активно включаются в межвузов-
скую программу интенсивной подготовки специалистов, которая реализу-
ется на базе ЦНИИ «Электроприбор». С этой целью между ЦНИИ «Элек-
троприбор» и тремя ведущими университетами города 
(СПб ГЭТУ «ЛЭТИ», СПбГУ ИТМО и СПб ГУАП) заключается и успеш-
но реализуется соглашение о межвузовской углубленной подготовке ин-
женерных кадров и проведении совместных научных исследований в об-
ласти навигации на базе ЦНИИ «Электроприбор». В сентябре 2008 г. ка-
федра преобразуется в базовую при ЦНИИ «Электроприбор». 
За работы в области объединения усилий вузов при подготовке специа-

листов коллективу, в состав которого вошли профессора 
СПб ГЭТУ «ЛЭТИ» Ю.В. Филатов и Ю.А. Лукомский, а также д.т.н. 
О.А. Степанов (ЦНИИ «Электроприбор»), в 2010 г. присуждается премия
Правительства Санкт-Петербурга «За выдающиеся достижения в области 
высшего и среднего профессионального образования за 2010 г.» в области 
интеграции образования, науки и промышленности. 
Укрепляется международное сотрудничество, в частности с междуна-

родной общественной организацией «Академия навигации и управления 
движением», учрежденной в 1995 г. как общественное объединение веду-
щих ученых в области навигации и управления движением и в настоящее 
время насчитывающей более 400 членов, работающих в различных уни-
верситетах и организациях десяти стран (России, Украины, Германии, 
США, Франции, Китая, Южной Кореи, Белоруссии, Турции, Индии). Ве-
дущие профессора кафедры читают лекции в Китае и Финляндии, активно 
выступают с докладами на авторитетных международных и российских 
конференциях. 
В 2011 г. в ЦНИИ «Электроприбор» открывается новый комплекс учеб-

ных помещений, включающий лабораторию, компьютерный класс и зону 
отдыха для студентов. Лаборатория, оснащенная современным оборудова-
нием для проведения лабораторных работ, фактически является центром 
коллективного пользования для ведущих вузов города, готовящих специа-
листов в области навигации и управления. 
В 2012 г. кафедра информационно-навигационных систем отметила свой 

75-летний юбилей.  
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В настоящее время кафедра активно участвует в реализации Программы 
повышения конкурентоспособности Университета ИТМО, в частности, в 
2014 г. в рамках открытого конкурса создана международная научная ла-
боратория «Интегрированные системы ориентации и навигации» (руково-
дители:  Степанов О.А. – профессор, д.т.н., заместитель заведующего ка-
федрой; Троммер Г.Ф. – профессор, директор Института оптимизации сис-
тем Технологического университета Карлсруэ, Германия). Ее сотрудники 
проводят исследования по различным направлениям, связанным с научной 
тематикой кафедры. За последнее время выполнены работы в рамках семи 
грантов, поддержанных Российским фондом фундаментальных исследова-
ний, и работы по крупному проекту, поддержанному Российским научным 
фондом, на тему «Решение проблемы высокоточных измерений гравита-
ционного поля в труднодоступных районах Земли с подвижных объектов». 
В 2014–2016 гг. по результатам научных исследований опубликовано зна-
чительное количество печатных работ, в том числе более 120 публикаций, 
рецензируемых в базах Scpopus и Web of Science. 
В настоящее время на кафедре созданы все необходимые условия для 

освоения важной профессии, связанной с созданием информационно-
навигационных систем, и проведением в этой области научных исследова-
ний на современном уровне. 
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