N.Mamadaliev. M Tuxtasinoy

VARIATSION HISOB
VAOPTIMAL

BOSHQARUVANING ASOSIY
MASALALARI

f@{& ﬂ@*

-
Y i




O’ZBEKISTON RESPUBLIKASI
DLIY VA O'RTA MAXSUS TA LIM VAZIRLIGI
MIRZO ULUG’BEK NOMIDAGI O’ZBEKJSTON MILLIY
UNIVERSITETI '

N.Mamadaliev, M. Tuxtasinov

VARIATSION HISOB VA OPTIMAL BOSHQ{KRUVNING
ASOSIY MASALALARI

“TosHIeTt
“Universitet”
2013



Mazkur o’quv qo’llanma matemgika, mexanika, tadbiqiy matematika va
informatika vyo’'nalishlarida ta’lim cayotgan 4-bosqich talabalari uchun
mo’ljallangan. Ushbu qo’llanma «Vanakion hisob va optimallashtirish usullari»
hamda «Jarayonlar tadgiqoti va optimalboshgaruv» nomli umumiy kurslarning
negivida yozilgan bo’lib, namunaviy fan dasturida ko’msatilgan barcha
mavzularni o’z ichige oladi. Asosiy eibor «Variatsion hisob va Optimal
boshqaruuv» ning asosiy masalalariga qeratilgan. Mavzulaming nazariy qismi
yetarli darajada masala va misollami yechish orqali  yoritilgan hamda mavzu
so'ngida mustaqil shug’ullanish uchun masala ra misollar keltirilgan.

Ma'sul muharrir: f.-m.1.d. SH.G.Qosimov

Tagqrizchilar: prof. M.M.Aripov, katta il.xodim. Q.Qo’chqorov

Mirzo Ulug’bek nomidagi O’zbekiston Milliy universiteti O’quv-ushibiy
kengashining 2011 yil 26 apreldagi  majlisining 9 sonli garori bilan nashrga
tavsiya etilgan,

ISBN - 978 — 9943305 - 63 . 2



KIRISH

Fan wva texmkaning jadal suratlar  bilan rivojlanishi, aynigsa
boshqariladigan jarayonlaming insoniyat hayotiga kirib kelishi bilan yangi
turdagi variatsion masalalar vujudga keldi. Xususan, zamonaviy muhandisning
kundalik hayotda mstematikaning xilma-xil wsullarini tatbiq qilishde doimo
undan yaxshi matematik tayyorgarlik va qat’iy ko'nikmapa ega bo'lishni talab
giluvchi masalalar bilan ishlashiga tog’ri keladi.

Variatsion hisobning wyjudga kelishi XVII asming oxirlariga to’g'ri
keladi. Variatsion hisobning asosiy masalasi [.Bemulti tomonidan 1696 yilda
qo’yilgan brahistohrona haqidagi masalaning bevosita umumiy holi sifatida
yuzaga keldi. Bu masala matematik masaialar yangi sinfining o'ziga xos
hususiyatlarini muzassamlashtirgan bo’lib, variatsion hisobming butun tarihi
davomida yangi usullami sinab ko’rish ob’yekti hamda juda ko’p qizigarli va
muhim umurnlashtirishlaming asosi bo’lib xizmat gildi. &'sha paytdan boshlab
matematikaning cheksiz o’lchovli funksional farzolarda ekstrermal masalalamni
o'rganuvchi bo'limi variatsion hisob deb atala boshlandi. Yangi bo'limning
nomi uning asosiy usuli -variatsiyalami hisoblash (tahlil gilish) dan kelib
chiggan. XX asming ikkinchi yarmidan boshlab, hozirgi zamon fani va
texnikasining masalalari bilan bog'liq holda variatsion hisobning yangi
tarmog’i-optimal boshqaruv nazariyasi yuzaga keldi va jadal rivojlana boshladi.
Bu hagda mazkur go'llanmaning III bobida so’z yuritamiz.Variatsion hisab
klassik matematik analizning tatbig uchun muhim bo'lgan bo'limi hisoblanadi.
Ushbu go’llanmada variatsion hisob va optimal boshgaruwning asosiy
masalalarini sodda va ravon tilda yoritishga harakat qilingan. Optimatlashtrish
masalalari inson faoliyatining turli sohalarida uchraydi. Differensial va integral
hischiting yuzaga kelishi optimallashtirish usullarining rivojlanishiga kuchli
ta’sir ko’rsatib, bu hol XVIII asrda variatsion hisobning paydo be’lishiga olib
keldi. Qisqa vaqgt ichida nazariyaming shunday vangi bo’limlan (chizigli
programmashtirish, optimal boshqaruv nazarivasi va boshqalar) yaratildiki, ular
amalda uchraydipan ko'piab ekstremal masalalami yechishning qgator samaraii
hisoblash usullarining yaratilishiga olib keldi.

Ushbu qo'llanmaning bosh magsadi- . variatsion hisob va optimal
bashqaruy nazariyasining asosiy masalalari va tushunchalanni sodda va -
tushunarli holda o’guvchiga yetkazishdan iborat.

Zaruriy va yetarli shartlar teorema ko’rinishide ifoda qilingan. I1-bob
funksionahing variatsiyasi, variatsion hisobning asosiy masalasi va uning -
urmumlashmalarini bayon yetgan. 111-bob esa, optimal boshqaruv nazariyasining
asosiy masatasini chizigli tizimlar uchun go’yilishi, optimallikning zaruriy va
yetarli shartlari, Pontryaginning maksimum prinsipidan iborat.

Ushbu qo’llanmada mavzulamni  boyitish hamda kengroq  yoritish
maqsadida yetarli darajada misol va masalalar keltirilgan.



DASTLABKE MULOHAZALAR

1. Agar A-ixtivoriy elementlar to'plami bo'lsa, u holda “a element A
to ‘plamga tegishli ” degan tasdiq ramziy ko’rinishda a& 4 kabi yoziladi. ‘

aeA(yokige 4) yozuv a elementning A to’plamga_ tegishli emasligini
anglatadi.

Agar A va B to'plamlar bo'lse, u holda “4 B 1o plammng qism to 'plami”
{ramziy ko’rinishda 4 < B) degan tasdig A to’plamning har qanday x elcmenti B
to’plamga ham tegishli ekanligini anglatadi.

2. Ikkita A va B to’plamlaming birlashmasi va kesishmasi quyidagi tarzda
aniglanadi: '

AURB={x|xe A yoki x ¢ B} birlashma A va B to’plamlardan aqalli bittasiga .
tegishli bo’lgan x elementlaming majmuidir, '

ANB={x|xe A, xe B} kesishma- bir vaqtning o’zidaham A ga, ham B ga - -
tegishli bo’lgan elementlar majmuidir. :

3. Agar A-haqiqiy soniar to’plami bo’lsa, u holda A ning yugori chegarasi
{aniq yugori chegarasi} deb, barcha azed lar uchun a<M munosabatni
gqanoatlantiruvehi eng kichik M haqigiy songa aytiladi. Boshqa so’z bilan
aytganda, agar ixityoriy ee 4 lar uchun gxM munosabalga ega bo’lsakda,.
ammo ¢ >0 ning qanday bo'lishidan qgat’iy nazar (yetarlicha kichik bo’isa ham)
M - & <h munosabatni ganocatlantiruvchi aqalli bitta be 4 clement topiisa, u
holda M soni A ning yuqori chegarasi bo'ladi.

Agar bunday son mavjud bo’lmasa, u holda A ning yuqori chegarasi.
sifatida + o olinadi,

Ikkala holda ham, A to'planming yuqori chegarasi Supd4 kabi belgilanadi.
A to 'plamning quyf chegarasiga ham shunga ¢’xshash ta’rif beriladi va u inf A
ko'rinishda belgilanadi. '

4. Chizigli fazo deb, qo’shish hamda songa ko’ paytmsh ama]lan .

amqlangam, jumladan:



Dx+y=y+x;
Dyx+rPtz=x+(y+2);

3) shunday 0 element (nol elememt) mavjudki, ixtiyorty x< ® uchun
x+0=x munosabat o’rinli bo’ladi;

4) har bir reR® uchun shunday —x (garama-qarshi} element mavjudki, "
x+(-x =0 munaosabat o’rinlj bo’iadi;

B lx=x

6) a(fe)=(ab)x.

N la+Br=ax+ fix;

B) a(x+ y)=ax+ay,

aksiomalarni gancatlantiryvehi ixtiyoriy tabiatli x,y,2... elementlardan tashkil
topgan R to’plamga aytiladi, _ '

5} R chizigli fazo normallangan foze deyiladi, agar har bir xcR®
elementgz i manfiy bo’imagan haqigiy son-mazkur elementning normasi mos
qo’yilgan bo'lsa, jumladan;

D=0 bo'ladi, fagat va faqat x=0 da;

2) jo =] L}

N+ M <fxl+if (normaning uchburchak aksiomasi) munosabatlar o'rinki
bo'tsa. '

6) Ixtiyoriy tabiatli x,y,z,... elementlaming M to’plami metrik fazo deb
ataladi, agar M to’plarming har bir x,y clementlar juftligiga quyidag shartlarni
qanoatlantiruvchi p(x, y) manfiy bo’tmagan haqiqiy son mos qo'yilgan bo’isa :

1} plx,y)= 0 bo’ladi, faqat va faqat x=y bo’lgenda (ayniyat aksiomnasi) ;

2} plx.y)= p(y,x) (simmetriya aksiomasi} ; '

3) Py + p(y,23 2 p(x, ) {uchburchak aksiomasi)

Ptx,y) son x va y elementlar orasidagi masofi deyiladi.

Har qanday chiziqli normallangan fazo metrik fazo bo'la oladi : buning
uehun p(x, y)=|x - 3}, deb olish yetarlidir.



7. Clab] fazo - [ab] da barcha uzluksiz bo’lgan w(x) funksiyalar

fazosidir;
. = vy

Clab) fazo - [ab) da birinchi tartibli hosllasi bilan wzluksiz bo'lgan

barcha y(x) funksiyalar fazosidir:
i, = maxdy(x)l+ maxly'(x)l-

C[a.8) fazo - [a)b] da netartibli (n-qayd etilgan natural son) hosilaga cga

- bo’lgan uziuksiz y(x) funksiyalar fazosidir: -
. %,Z“u maxy ().
Ayrim hollarda C,Ja,b} da ¥(x) elementning normasi
b= mathoe), [y

ko'rinishda anigianadi.



1 BOB

KO’P O*ZGARUVCHILI FUNISTYALARNING
EKSTREMUM! o

1 §. Shartsiz ekstrenum

n o'lchovli evklid B~ fazosining qandaydir [ sohasida f(x,x;,...,x,) yoki
gisqacha f(x) funksiya berilgan bo’lsin. f(x) funkiya «, € D nugtada o’zining
eng katta (eng kichik) qiymatigs erishadi deyilady agar re D nugta ganday
bo’lmasin, f(x)< f{x,). (f{x)Z f(x,)) bo'lsa.

Veyershtrass teoremasi. Epiq chegaralungan whada har qanday uzluksiz
funksiya o’zining eng katta va eng kichik giymatiga ershadi.

Ta'rif 1. f(x) funksiya D E® sohath ‘aniglangan bo'lsin.
% = (x" %220y nuqta f(x) funksivaning gat'iy masimum (mes ravishda
qat'iy minimum) nugtasi deyiladi, aga: x™ nuqtaning shunday /{x"™) atroti
mavjud ho’lib, barcha x e U{(x*) D,x# & nugtalar uchun f(x) < j(x™) (mos
ravishda f{x)> F(x™)) tengsizlik bajarilsa,

Qat’iy maxsimum {mos ravishda qat’iy minimum)} nugtalar barcha
e U(x™yn D, x = ¥ nugtalarde

Af = f(x) < F(x™) <0, (mos ravistda Af = f(x)-< f(x*) >0}
bo’lish bilan tavsiflanadi. .

Agarda, 1™ nugtaning U(x°) atrfi mavjud bo’lib, barcha
e U™ D,y # x nugtalar uchun £(x) < £(x™) (mos ravishda f(x)2 f(x™))
tengsiziik bajarilsa, u holda v nuqta f(x) fimksiyaning oddiy maxsimum (mos
ravishda oddiy minimum) nuqtasi deyiladi,

Ta’rif 2, Maxsimum va minimum nugtalar fw) funksiyaning ekstremum
nuqtalari deyiladi.

1. Ta'rifdan foydalanib, quyidagi funksiyalaring ekstremum nugtalari
topilsin: )
a). f(xl,x;) = xlz + xzz;

2 2 R H
£ +x, +x, 20,
b}‘ f(xux:) = ! 2! “g‘:" x; -
+1, agar x"+x, =0,
€). Dix’ +x,° <1} sohada flrax)=x’ -z

Teorema 1. (Ekstremumming zanmy sharti). Aytaylik 1,
x=(x,x;,.,x,) funksiya @ = (x?,x7,..,2")} nuqtaning qandaydir [/(x'") atrofida
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aniglangan bo’lsin. Agar bu nuqta Fi{x) funksiyaning ekstremum nuqtasi bo’lsa
va agar f{x) funksiyanming bu nuqtadag,i %,(1_12, Ln), hosilasi mavjud

!

bo’lsa, u holda %—l= 0, (j=l2..m), bo'ladi.

r

CAgar six) funksiya ¢ ekstremum nuqtada differensiallanuvchi bo’lsa, u
holda uning differensiali o’sha nuqtada nolga teng bo'ladi, ya'ni df(x"")=0.

Misol 1. = x* + y* funksiyaning ekstremum nugtasi topilsin.

Ychish.  Ushbu funksiyaning ekstremum nugtalarini dz=0 ga
aylantiruvehi nuqtalar ichidan izlaymiz. Bizning holda 4z = 2xix+ 2ydy bo’ladi.
dz =0 shart yagona x=0, y= ¢ nugtalarda bajariladi. Hagiqatdan ham, agar

=y=0 bo'lsa, dz=0 hn ladi. Aksinchasi, dz=0 bo'lsin, dr,d¢ lamni
lxllyonyllgldan foydalamb dy=0 ni deb tanlaymiz, u holda 0=dz=2xdx
bo'ladi va dx ni 1xt1yonyhgldan x =0 kelib chiqadi. Xuddi shuningdek, y =0 ni
ham olamiz.” (0,0) riuqtaﬂa z=0 ga ega bo'lamiz, qolgan nuqgtalarda esa
z=x"+y'>0 bo’ladi. Shunmg uchun, 0.0) nugta z=x +y’ funk51yamng
qat’iy minimum nuqtasi bo’ladi.

Agar  differensiallanmaydigan  nuqtalami  qo’shib,  ekstremum
qidirilayotgan nuqtalar sinfini kengaytirsak, u holda quyidagi ekstremumning
zaruriy shartiga kelamiz.

Agar ™ nugta f{x ,.x.,..x_} funksiyaning ckstremum nugtasi bo'lsa, u

i 2

. ’ L]
holda uning ™ nuqradagi ha’r bir xususiy hosilasi '6%:—) G=12...m),
.J- 1

no Iga teng bo Tady yoki mmyud bo Imaydi.
Misol 2. :z=x"+y%, 220, konusning yuqori pallasml qaraymiz,

Ravshanki, 0(,0) nuqtada z minimumga erishadi. Lekin, 0(0,0) nuqtada g

% hosilalar mavijud emas. '

Ta'rif 3. f(x) funksiya ekstremumining zarutiy sharti bajarilgan nuqtatar
J(x) funksiyaning kritik nugqtalari, deb ataladi.
df(x™y=0 ga aylantiradigan ' nuqta f(x) funksiyaning statsionar
«
nuqtasi deyitadi. df(x®)=0 shart W%_’:u, (j =12,...n}, shartga ekvivalent.
X ; .
Teorema 2 (Qat’iy ckstremumning yetarli sharti). Aytaylik, f(x)
funksiya »™ =(x,x%,..,x") nugtaning biron atrofida ikkinchi tartibli uzluksiz
hosilaga ega va #™ nugts f(x) funksiyaning statsionar nuqtasi bo'lsin. Agar
kvadratik forma '



» a’f(x(ﬂ:)
Ay by, dx) = S =T dy (1)
g ha=t miax)f

ya'ni kvadratik formada f(o funksiyaning +® nugladagi ikkinchi taribli
differensiali musbat aniglangan (manfty aniglangan) bo’lsa, u holda x nuqta
qat’ly minimum (mos ravishda nugta qat’iy maxsimum) bo'fadi. Agar (1)
kxvadratik forma aniglanmagan bo'lsa, u holda x™ nugtada ckstremum
bo'lmaydi.

1° . Kvadratik forma musbat aniglanganiigining Sitvestr kriteriyasi,
Ushbu

A=A Xy X, )= D AR, (2)

L]

kvadratik formaning a, =, j,i=12,..,n, musbat aniglangan bo’liskligi uchun

4y, 4y . . a4y,
6 a dy  dy dy n gy . -y,
a>0, 1" Taola, a, af>0..0. . .. >0
dy  d5
B3 Gy fy
i, [ P
L1} Al L

o'rinti bo'lishi zarur va yetarli.
{2) kvadratik forma manf{iy anigiangan bo’lishligi uchun

wo oy o Ay
z  a 1“” a, & n iy .. Gy,
2,90, | " Hs0la, e aylctlll. 0 L =D a0
1 n
dy, Wy fy
anl anl . aan

o'ninli bolishi zarur va yetarli.

n=2 bo'lgan holni qaraylik. f(x,») funksiya (x,.»,) nuqtaning biron
airofida aniglangan va ikkinchi tartibli uzluksiz xususiy hosilaga ega hamda
{%,,»,) statsionar nugta bo’lsin, yani

f;(xn-ynj = f;(xniyn} =0,
Unda, agar (x,.¥,) da
Loty () >0

bo’lsa, u hoida (x,.»,) nuqta fixy) funksivaning ekstremum nuqtasi bo’ladi.
Shuningdek, agar fo <0, <0 bo'lsa, maksimum va agar f_>0,(/, >
b0’1sa minimum bo'ladi. Agar (x,,3,) nugtada 7, £, ~(f.) <0 bo’lsa, u holda
{r,.¥,) nuqtada extremum yo'q. Va nihoyat, qachonki (x,y,) nuqtada
July =(f,1 =0 bo'lsa, u holda (x,.y,) nugtada ekstremum bo'lishi ham,
bo’lmasligi ham mumkin. Bu oxirgi kol slohida tekshiravni talab ctadi.



Misol 3. z=x*+y*, r=-x"—»', 2=x'-y* funksiyalami qaraymiz. (0,0)
nugta har bir funksiya uchun statsionar nuqta bo’ladi va bu nuqtada har bir
funksiya wuchun z,z -(z,)*=0 bo'ladi. (0,0) nuqtani 1-funksiya uchun
minimum, fkkinchi funksiya uchun maxsimum va uchinchi funksiya uchun
ekstremum nugta bo’Imasligini ko’rish qiyin emas. Har uchchala holda ham
2(0,00=0 bo’ladi, lekin birinchi holda (0,0) nugianing funksiya atrofida ((0.0)
nugtaning o'zidan tashqari) funksiyaning qiymati musbat, ikkinchisida manfty
va uchinchi holda z==x'-»* funksiya keordinata boshining ixtivoriy vaqginida
mushat (masalan, x#0,y=0¢ da), manfiy (masalan, x=0,y#0 da) giymatlarni
aabul giladi.

Misol 4. f=x’+3y’+z'-xp+x-2z uch o’zgaruvchili funksiyaning
ckstremumni topilsin.

Yechish. s funksiyaning statsionar pugtasini topamiz. Buning uchun
quyidagi sistemani tuzib olamiz:

bu tenglamaiar tizimini (sistemasini) yechib, x, =-§, Yo =—%,z0 =1 larpa cgm

bo'lamiz. Endi P"‘_%’_]S'l) nugtada kovadratik formani tuzib olamiz. Bundan
Fo=2, f0= ), Ja=0 fr=l, £, =2, £, =0, o =0, fo =0, =2
larga ega bo'lamiz. P, nugtada o, =2, 4. =-1, a,=0,
=’2 _1|:3>0,
-1 2

@, &
ay =-1, a,=2, a, =0, = 4,>0,

a4 O
|2 -1 0[

-1 2 O=6>0,
o 0

a, =0, a,=0, a, =2 larni olamiz. Silvestr kriteriyasidan foydalanib hulosa
gilsak, bu kvadratik forma musbat aniqlangan, demak, 2-tecremaga asosan 7,

nugtada f(7, )=~§ bo’lgani uchun £, nuqtada / funksiyaning gat'iy minimum
nugtasi bo’ladi.
Misol 5. z = x*y* (6~ x— y) funksiyaning ekstremuml topilsin.
Yechish. Statsionar nuqta]arm topamiz;
zl =182 —Ax"y? < Ax*y =0

1
z)'

= % =0p=0x,=3y =2,
=12x*y - 2x'y -3x'y* =0 =R 2 =5
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[Kkita BO.0) va 02 statsionar nugtalar hosil bo’ldi. Funksiyaning ikkinchi
tartibli hosilalarini topsak,

zi = 3(,;},3 _lzx!yi —6xy’,

zy, =122 - 2x* - 6x°y,

 =36x°y-8x'y -9x7y,
bo'ladi, 7 nuqtada 2 =zf =28 =0 L2t — (') =0, bo'lib, bu nuqtadagi
ekstremum masalasi ochiq goladi. Buni hal etish uchun yugeri tartibli hosilaga
murojaal etish zarur. £, nuqtada 2, = -144, 2, = -162, 2], = -108. Ravshanki,
2z —(z,) >0, 2, <0 ekanligidan P,(3,2) da maksimumga erishadi va
2w = 108-

Quyidagi funksiyalatning maksimum va minimumi tekshirilsin:

2. f=(x-1* -2y, g
3. f=xt vy -2t e dxy -2yt
4, f= {IZ +y2)e-(r'+r’l.
5. f:————Hx_y .
J+xt+y?
pto2t 2
6, f=x+—+—+ " (x>0, p>0,z>0.
4x y =
T f=xtexy+y’ -2x+3.
B. f=sinxsinysin{x+ y),{0sxsx0<ys 7).
9 f=xul a00-x ~2x,—.~mx,)(x »0,x, >0, x, >0},
10. z={1+e")cosx~ ye’ funksiyaning cheksiz maxsimumlar to’plamiga bironta
ham minimumga ega emasligi ko’rsatilsin,
1. f{x,») funksiyaning M (x,.y,) nuqtada minicwmi bo’lishi uchun bu .
funksiyaning
#¢ auuaodn o Wavedr 'dar dif 1w & irciizg do st mimimumpgaega oo Hem' -
yetarli bo'ladimi?  ftx,3) = (x ~ »*X2x - »") misolga qaralsin.

12. Tkki o’zgaruvchili funksiyaning bir o’zgaruvchili funksiyadan fargi »
sohada

yagona ekstremumi-maksimumi  va minimumining mavjudligi, bu
ekstremum

funksiyaga aibatta butun sohada eng katta va eng kichik giymatlar berishini
anglatmasligi ko’rsatilsin. Quyidagi misollar ko’rilsin:
@) z=x -y + 2%, -0,y <D,
B z=x'-4x? +2xp-y?, DI-S<xs5-15yg]).
13. Davii 27 ga teng bo'lgan f(x) funksiya berilgan bo’lsin. n-tartibli
trigonometric '

i1



"70 +3 {a, vuskx + b, sin kx) ko'phadtar ichidan q, .6, xoeffisentlarni tanfash
k=l
yo’li bilan shunday ko’phadni topish talab etiladiki,
1 3 .
&2 =5 :[[f(x)-%—-z(a, cos doe + &, sin kx)F dx

kel

tenglik bilan aniglangan o’rtacha kvadratik chetlashishi eng kichik
qiymatga ega

bo’lsin.

2° Teg tushish (grediventiar) usuii. fi(x),x=(x,%,,.,x,) Tunksiyaning
minimumini topish masalasi qo’yilgan bo'lsin. Biron bir x°=(x,xi,.,x.)
nugqtani olib #(x} funksiyaning shu nuqtadagi gradiyentini hisoblaymiz

gradf(r) = 5 L&

tal s

bu yerda ¢ ,e,...e, lar R* fazosining ortonommal bazislar. Agar gradf(xe)
bo'lsa, u holda x! =x; - k. (gradf (x").e, ).(k =1,2,....m),deb clamiz, bu erda >0
yetarlicha  kichik  son.  Agar  gradf(x)»#0  bo’lsa, u  Tholda
¥l =% ~h.(gradf(x'),e, )k, >0, deb olamiz, va nihoyat, agar gradf(x"')#0
bo'lsa, u bolda xJ =x"' - h (gradf(x*"Ve,) (k=12...m)(h >0) deb olamiz.
Anig qonuniyat asosida {f(x")} monoton kamayuchi ketma-ketlikni hosil
qilamiz. Agar x* —+% va ¥-f(x) funksiyaning minimum nuqtasi bo’lsa, u
holda » — o = gradf{x")-» 0 bo’ladi.

Misol 6. f(x)==x* funksiyaning minimum nuqtasi topilsin.

Yechish, r* =1 nuqtani olamiz va gradf(x*) = 2x"i = 2i 2 0 ga cga bo’lamiz,
Shuning uchun x = x* -2h, bu yerda #> 0. So’ngra, gradf(z') = 2(1- 2h)i bo’ladi,

Apar kt-;— bo'lsa, unda gradf(x) 20 va x' =x' - 2h{1- 2K = (1- 2" bo'ladi. Bu

Jjarayonni davom ettirib, quyidagiga 1" = (1-2#)* ega bo’lamiz. Ma'lumki, agar
O<hel bo’lsa, u holda o« da x" »0. U helda x=0 nugta fix) =y
funksiyaning minimum nuqtasi bo’ladi. Agarda & =% bo’lsa, w holda
x' = 0,gradf(x') =0 bo’lib, imiti nolga teng bo’igen {0} statsionar ketma-ketlikni
hosil gtlamiz.

Misal 7. f{z,3)=x" +y* funksiyaning minimum nuqgtasi topilsin.

Yechish. Masalan (1,1) nugtani olaylik, ya'ni x* =1,y = 1. Bundan
gradf(11)=2i+2j. Bu yerda gradf{1))= 0 bo’lganligi uchun,
D=x"-2ckh=1-2k, y =y -2y"h=1-24, (h>0) ega bo'lamiz.
Quyidagiga egamiz

gradfix, ¥y =201-28)i + 21~ 20); 20, (hw %)

shuning uchun
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Pad-2dh=q-2m?, [#>0
1z '—2y'h={l—2k)’, h#%
Jeb olamiz. Bu jarayonni davom ettirib, quyidagiga

=(1-2h)", 5" =(1-21)"

bo’lamiz. 0 < # <1 bo’lganligi uchun, berilgan funksiyaning minimum
(0 0) nuqtasiga yaqinlashuvehi M, (x", y") ketma-ketlikga ega bo’ lamiz.

Ravshanki, # —»© da gradf(x",y") = 201 - 21)"i + 21 - 2h)"  -> 0. Demak, (0,0)
nugta f(x y)=x" +y’ funksiyaning minimum nuqtasi bo’ladi.

Gradiyensli tushish usuli yordamida z=x?+y? - 2x+4y+5 funksiyaning
minimum nuqtasi topilsin,

2 §. Shartli ekstremum

E"fazoning qandaydir D schasida aniglangan n  o'zgamvchili
2= f(%,.x,,.,%,) funksiya perilgan bo'lsin. x,,x,,..x, larga yana m ta bog lovchi

tenglamalar, deb nomlanuvchi o
1. FR

........................... ey
9’.(11:12-----") =0,
qo'shimcha shart qotyilgan bo'lsin (m<a).
Aytaylik, x°=(x°,x},..x}) - D sohaning ichki nuqtasi bo'lsin,

fix,.x,,...x) funksiya (x',x?..,x%) nuqtada sharthi maximumga (mes

ravishda shartli minimumga ) ega deyiladi, agar (x,” x¢,..,x°) nuqtaning biton
atrofida (x,x,,..x,) va  (x°,0,...2%) nuqtalar (1) bog'lanish tenglamasini
qanoatiantirgan hofda

flx, Xg0 %, 0580, 20, 00) @

(mos ravishda fix , x,,...x, )2 (", 2%...,x°)) tengsizlik bajarilsa,

Misol 1, z=x*+)’ funksiya (0,0) nuqtada O ga teng bo'lgan shartsiz
minimumga ega. Bog'lanish tenglamasini qo'shamiz x+y~1=0, ya'ni
£=x'+y" sirning fagat x+y-1=0  sharini ganoatlantiruvehi  (x,))
qiymatlardagi minimumini qidiramiz. (0,0) nuqgtada shartli minimumga ega
bo'lolmaydi, chunki bu bog'lanish tenglamasini qanoatlantirmaydi. Bog'lanish
tenglamasini 3 pa nishatan yechib, sirming fenglamasiga qo'yamiz va
2=x"+(1-2* bir o'zgamvchili funksiyaga ega bo'lamiz. Uni ekstremumga

tekshirib, xﬁq:%, Zn == larni topamiz. Bog lanish tenglamasiga asosan
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Yo =% ni topamiz. Bu (%,-;-,%) nuqgta z =2°+ »* parcboloidning »+y-1=0
tekislik bilan kesishishidan hosil bo'lgan parabolaning uchi beo’ladi. Shuug,a
o xshash umumiy xolda ham shunday qilish mumkin.

Aytaylik z=f(x,») funksiyaning boglanish @(x,5)=0 sharti osuda
ekstremumi izlanayotgan bo'lsin, Aytaylik p(x,») =0 tenglama ko'ritayotgan
va y qiymatlarda y ni y="¥(x) ni bir giymatli diffirinsiallanuvchi funksiya
sifatida aniglasin. f{(x,y) da y ning o'miga W(x) funksiyani qoyib,
z= f(x,¥(x)) = F(x} bitta x o'zgaruvchili funksiyani hosil gilamiz. F(x)
funksiyaning shartsiz ckstremumi fix,»)=0 bog'lanish tenglamasiga ko'ra
J(x,» funksiyaning izlanayotpan shartli ekstremumi hisoblanadi. Bu usul
amalda har doim ham qulay hisoblanmaydi, chunki u ¢(x,y)=0 tenglamaning
aniq birer o’ zgaruvchiga nisbatan yechimini talab qitadi.

z=fix,x,,.x,) funksiyaning (1} bog’'lanishga ko'ra ekstremal
giymatlarini toppish uchun Langranjning anigmas ko paytuvchilar usuli

" qo’llaniladi.

Lagranj ko paytuvchilar usuli, Famz gilaylik :

1) 00,2, %) VA B,(%,%X,), G=12,.,m) funksiyalar D schada
birinchi tartibli uzluksiz xususiy hosilalarga ega;

2) m<n va h:’ik , i=12,..m, f=12,..n, matritsaning rangi D
E)

sohaning har bir nuqtasida m ga teng. .
Yangi funksiya (Lagranj funksiyasi) tuzamiz

PR

o=f+3 4. | G

sl

bu yerda 4 - noma’lum o’zgarmas ko'paytuvchilar (Lagranj ko pg.);uv;hllarl)
Endi :
@{x,,...%,) funksiya shartsiz ekstremumga tekshiriladi, ya'ni

o o ¢ :

a—x]:U, Ex';'=0,...,a=0 o (4)
tenglamalar sistemasi tuziladi, so'ngra(d)danvamiz @, =0, ¢, =0,..., 9, =0
bog'lanish tenglamasidan 4,,...,4_ parametrlaring givmatlari hamda (x,.x,,..x,.}
ekstrernum bo’lishi mumkin bo™igan nuqtalaming koordinatalari aniglanadi.

{4) shart Lagranj funksiyasining va dastlabki z= f{(x,x,,...x,) funksiya
ekstremumining zaruriy sharti hisoblanadi.

Apar (x".x..x°) nugta  fix,x,..x,) funksiya uchun shartli
ekstremum nugtasi bo'isa, u holda u Longranj funksiyasi uchun statsionar nuqta

hisoblanadi, ya’ni bu nuqtada —%It =0, ((=12,.,m bo'ladi. @(x,..x,) Lagranj

e o,



funksiyasini shartli ekstremumga (x",x3,..,x%) statsionar nuqteda tekshirish
uchun quyidagi ko'rinishdagt kvadratik formant tuzish kerak bo’ladi
B(dx,,...,dx,.,) = Elb@-c&,dxj, )
1= .
ya'ni Lagranj funksiyasining shu nugtadagi
%m,d—g%dxﬁ.ﬁ%m, —0,  (i=12..m),
shartfarni hisobga olgan holdagi ikkinchi tartibli differensiabi.

Agar (5} kvadratik forma aniqlangan bo'{sa (x,",x!...x7) nuqtada qat’iy
shartli ekstremum bo'ladi, aynan: qat'ty shartli maximum bo'ladi, agar (5)
kvadratik forma manfiy aniglangan bo'lsa, gat’iy sharthi minimum bo'ladi, agar
(5) mushat aniglangan bo'lsa.

Agar (5) kvadratik forma aniglanmagan bo'lsa , u holda (x°,x{...x%}
nuqgta sharthi ekstremum nugtasi bo’lmaydi. (3) Lagranj funksivasi uchun
shartsiz ekstremum mavjud emasligini f(x,,x,,...x,} funksiya uchun ham shartti
ckstremum mavjud emasligini bildirmaydi.

Misol 2. y-x=90 shart ostida z = xy funksiyaning ekstremumi topilsic.

Yechish. Lagranj fusksiyasini tuzamiz &, py)=xp+i(p-x). 4 va
ekstremum mumkin bo’lgan nuqialaming koordinatasini aniqlash vchun mos
tenglamalar tizimini yozamiz

o

_— —.1—_—0,
ax J’

EE=x+/T.=0,
My

y—x=0.

Birinchi tenglamadan 4=y &F topamiz. Ikkinchisige qo'yib, ¥+y=0™ni
topamiz, Shunday qilib, . _ '
x+y=90,

. y—x=m}
ni hosil gilamiz, Bundan x=y=0 va 1 =0 larni olamiz. Shunday qilib, Lagranj
funksiyasi quyidagi ®(x,y)=xy ko'rinishda ega bo'ladi. (0,0) nugtada ®(x,»)
funksiya sharisiz ekstremumga ega emas, lekin x=y shartda z=xp funksiya
sharthi ekstremumga ega. Hagiqatdan, bu holda z=x' ega bo'lamiz, bundan
ko'rinadiki {0,0)nugtada. shartli minimum bor. .

Misol 3,
Sy z)= x5z
funksiyaning
gﬂ;(x,,v,z):x+y—z—3=0,} (6)
gz ) =x~y-~z-8=0,

15



shartlar ostida shartli ekstremumi topilsin.
Yechish. Lagranj funksiyasini tuzamiz
O, pz)=nz+ Lixty-z-3+ 4z~ p~z-8)
va 1,4, parametriami aniglash uchun hamda ekstremum mumkin bo'lgan
nugtalarning koordinatasini aniglash uchun mos tenglamalar tizimini yozamiz

Buni yechib, quyidagilarni topamiz:
231 1 5 11

Aogp ATy ¥Ry YT Ty

D{x,v,2) funksiyaning 2- differensiali quyidagiga teng bo’ladi

2o Fe e
dip="— axz ay} dyi 6": —d’ +25‘_-é;fb'dy ZEM+2'B}_'3ZMP

Biming holda e
d*® = 2zdxdy + 2ydvez + 2xadyddz . )
{6} bog’ lanish shartlaridan foydalanib,
de+dy—dz =0
dx-dy—dr=0,
ni olamiz, Bundan de=dz, dy=0. Bulami (7) ga qo'yib, B(dx)=2yix’ ni
olamiz. Statsionar nuqtada #=-54&° <0, ya'ni (I?\l ,-%, -%] nugtada
F s = @ ga teng bo’igan maximumga ega bo’lamiz.
Misol 4. z = cos® x+cos® y funksiyaning y-x= ? sharti ostida ekstremumi
topilsin.
Yechish, Lagranj funksiyasini tuzamiz
D{x,¥) = cos® x +cos’ yd-.l(ywx*-{)

2 va ekstremum mumkin bo’lgan nugtalaming koordmaxasim aniqlash, vchish
mos sistemasini yozamiz
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=-2cosxsinx-A=0,

*i3 »|3

=-2c0sysiny+ A =0,

y-x—%—:ﬂ,
yoki " sin2r= -4, 8)
Uosin2zy =4, (9)
e 10
yox=g. (10}

{7) va (%) dan sin Zx +sin 2y = 0 yoki
2sin{ x+ yleos{ p—-x)=0 | an

ga ega bo’lamiz. (10) dan cOs{y-x}:-{z_%#(] ga egamiz. (11) dan csa
sin(x+y):n,bundan o

x+y=km k= 02142, ' 12
ni topamiz. (14) va {16) tenglamalami birgalikda yechib,
KA T KRR
_RE_5 IS =9+l -
=T Yo k=04142,
ga ega bo’lamiz. ®(x,y) funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasini topamiz
Ao R '@
_— =2 N —_—=0, ——— - 2y.
; o5y Fwy 0 P 2ec082y
T or Kx
P —_————  —— ke —
K[z 8’2""8) nuqtada
o, @, (@) ’=4005(n--%) cos{x-x-r-;i)zlmszkx =20,
ga ega bo'lamiz. Demak, &, (%-—%,%Jr%) nugiada  shartli eksirenum
s
mavjud, So’ngra, 4 =Ix da %? = —+2 < 0 bo’ladi, shuning uchun 7,
e
L V2 e
mugtada shartli maximum 2, =4+ %, gateng, k=2a+1da 3 =350

Paxa

bo’ladi, yani 2, nugtada sharili minimum z__ =1- iz-z- ga teng bo’ladi.

Quyidagi masajalarda shartli ekstremum topilsin:
14, x* 4+ y? =1 sharti ostida f = xp.

x2
15, -2{1-:3!’-.:] sharti ostida £ = x' +3°.
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16, x+y+2z=5, x+vz+xx=8 shartler ostida f=xu.
17, x+y=a shartiostida /=2,

18. , x?+y' =1 sharti ostida 7 =6-4x-3y.

19., x*+y*4z?=1 shartiostida f=x~2y+2z.

20. x+y+z=—;-, x>0, y>0,z>0 shartlarostida f = sinxsin ysinz.

21. 5_*2'1_2(1’3")—,.,21, xz1, yz0,tengsizlikni isbottang.

22, Manfiy bo’lmagan x, y,z,¢+ sonlar yig'indisi o’zgarmas x+ p+z+f=4de¢
kattalikni saglaydi sharti ostida xyzt ko’paytmaning eng katta giymati
topilsin.
23. M0 nugladan 4x* +9y* =36 ellipspacha bo'igan eng gisga masofa
1opilsin.
24, y=x' parabola bilan x-y=1% to'g'ri chiziq orasidagi masofa topilsin.
25. 1 +y' =R* aylanaga ichki chizilgen eng kalta yuzaga ega bo'lgan
10" rtburchak-
ning tomonlari topilsin,
26. R radiusli sharga eng katta to’la sirtga ega bo'lgan silindr ichki chizilsin.
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1 BOB
FUNKSIONALLARNING EKSTREMUMLARI

3 §. Funksional, Funksional variatsiyasi va uning xossalari

1% Funksionalning ta'rifi Egri chiziglarning yaginligi. Aytaylik, y(x)
funksiyalaming biror A sinfi berilgan bo’lsin. Agar har bir y(x)e M funksiya
uchun biror qonuniyat asosida / soni mos qo’yilgan bo’ksa , u hoida M sinfda
7 funksional aniglangan deyiladi va . = J[3(x)] kabi yoziladi.

Jixx)] funksional aniglangan y(x) funksiyalaming As sinfi
funksicnalning berilish schasi deyiladi.

Misol 1. Aytaylik, M =C{0] [0}] kesmada berilgan wzluksiz w(x)
funksivalar sinfidan va funksional

I = {vixdx n

dan iborat bo’lsin. U holda J funksional y{x) ga bog'liq bo'ladi, ya'ni, har bir
yxyeCl0,)] funksiyaga J[»] funksionaining anig giymati mos keladi. (1) dagi
»x) ning o’miga aniq bir funksiya qo’yib, Jly(x)] funksionalning shu
funksiyadagi mes qivmatini hisoblaymiz. Shunday qilib, agar y(x) =1 bo’lss, u
holda

Ji = j ax
1]
bo’ladi ; agar v(x)=¢" bo’lsa, u holda
Jle*)= ferdr=e-1

bo'ladi ; agar y(x) = cosm bo’lsa, v holda

1l .
Jleos mx] = Icos axdy = 0

bo’ladi,
Misol 2. M =C,[a,b] [a.8] kesmada birinchi tartibli uﬂtlm:homhglegp _
bo'lgan y(x) funksiyalar sinfidan va funksiora!
Jr(x)] =y (x0) by erda x, € [a,8],
dan iborat bo’lsin, Ravshanki, J[y(x)]- ko'rsatilgan funksiyalar smf da
aniqlangan funksional bo’ladi. Bu sinfga tegishli har bir funksivaga bu -
funksiyaning fiksirlangan x, nuqtadagi hosilasining son giymati mos qo'yiladi.

Agar, masalan a=15=3 va x, =2 bo'lsa, u holda y(xj=»* funksiya uchun
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Ax*l=2a,,=4; y(x)=x"+1 funksiya uchun A2 +11=4;  px)=In{l+x
funksiya uchun J[ingt +x) =% diymatlarga ega bo’lamiz.

Misol 3. M =C[-1,1] -[-1,1] kesmadagi uzluksiz y(x) funksiyalar sinfidan
hamda ¢(x, v}- barcha -1< x < 1 larda va hagigiy y larda aniglangan uzluksiz
funksiva berilgan bo’lsin, U holda

J () = [w[: xoHs;

berilgan sinfda aniqlangan funksional bo’ladi. Masalan. upr lx

bo’isa, u holda y(x)=x funksiya uchun
e = [ e =0
Shx
bo’ladi; y(x)=1+x finksiya uchnn _
I+ x]= Ii_ i }?dx a5 —arcig2
qiymatlarga <ga bo’lamiz.

Misol 4, M=C\[a,b]-[a,b] kesmada y’'(x) uzluksiz hosilagh m bo’lgan
v(x) funksivalar sinf bo’lsin. U holda

S = iy e | ()

shu funksiyalar sinfida miglangan funksional bo’ladi. (2) funksional geometrik
nugtat nazardaa oxielari £(a,y(a)) va B(b,y(b}} nuqtalarda bo'lgan y= v(x) egri
chiziq yoyning uzunligini ifodalaydt,

y{x) argumentli J]y(x)] funksionalning orttirmasi yoki variatsiyasi 8y, deb
taniangan M sinfga tegishli ikki y(x) va yo{x) funksiyalaming ayirmasiga
aytiladi

By= V() yo(x).
k matta differensiallanuvehi funbsiyalar sinfi uchun
ay)™=8y™(x)
g4 egamiz,

[2,b} kesmada berilgan y= y(x) va y= yy(x) egri chiziglar yaqinligi
nolinchi tartibli ma’nosida yaqin deyiladi , agar | ¥{x)- y:(x)! [a,b] kesmada
kichik migdor bo’lsa. Bu egri chiziglaring [a,b] kesmadagi ordinatasi bo'yicha
yaqinligi uning geometrik ma'nosini inglatadi,

[a,b] kesmada berilgan y= yi(x} va y= yi(x) egri chiziglar yaqinligi
birinchi 1artibli ma’nosida yaqgin deyiladi , agar | y(x) y(x) va [y'(x)} ¥ (x|
migdorlar [a,b] kesmada kichik migdoflac bo*lsa. Geometrik ma’nosi bu egri
chiziglarning [a,b] kesmadagi ham ordinatasi bo’viche, ham mos nuqtalarda
urinmalarining yo’nalishlari bo’yicha yaginligini anglatadi.



[a,b] kesmada berilgan y= y(x} va y= yi(x) egti chiziglar yaqinligi k-
ibli yaqinlik ma’nosida yaql? deyil’ada, agar

A 00 100k 60 Y00 - ™0 v
migdorlar [a,b] kesmada Kichik miqdorlar bo’lsa.

Agar chiziglar yaqinligi k-tartibli yaginlik ma'nosida bo’lsa, u hoida ular
ixtiyoriy kichik tartibli y_aqinlikda yana ham yaginroq bo’ladi.

Misol 5. y(x) =sm: 2, buerdan yetarlicha katta son, va y,(x}y0 egri
chiziglar [0,x] kesmada nolinchi tartibli yaqinlik ma’nosida yagin, chunki

VL) e

bo’ladi, va'ni butun [0, x] oraligda bu ayirma modul bo’yicha yetarlicha katta n
sonidan kichik. [y’(x)- y‘.(xl|=n]cosnzx} . bo'lganligi sababli birinchi tartibli
yaqintik yo'q, masalan, x=i§ nugtada [y*(x)- y"(x)=n ga ega bo’lamiz.
Demak, jy*(x)- ¥'i(x)| ayirmaning modulini n ning etarlicha katta qivmatiga
qarab yetarlicha kattalashtirishimiz mumkin,

Misol 6. [0,7] kesmada y(x) =22~

yi(x)=0 egri chiziglar [0,x] kesmada I- tartibli yaqinlik ma’nosida yaqin,

, bu erda n yetarlicha katta son, va

Iy(x)- y1(x)= 15‘{":—*.‘ = f_- va [y'(x)- y’l(x)j:|%?ﬁ| 5“:

ya’'ni birinchi tartibli ma’nosida yagin hisoblanadi.

Quyidagi misollarda egri chiziglarning yaqinlik tartibi aniglansin. -

27. [0,20] kesmada y(x}= 2, yi(0=0.
Sinx

28. [0,n] kesmada y(x)= s wx=0

29. [0,1] kesmada y(x)=sin§ . n(0=0 .

- ¥yl va y=h(x), (@ x < b), egri chiziglar orasidagi masgfa  dcb
glymati a< x < b kesmada | fi(x) - f{x) | modulning maksimumiga teng bo’lgan
manfiy bo’Imagan p scniga aytiladi: : S

g =pelfii{x) f(x)= max |£(x} = fix)],

x5k
bu erda f{x), fy(x) lar - {a,b) kesmada aniqlangan uzluksiz funksiyalar.

Misal 7. [0,i] kesmada y=x va y=x’ egri chiziglar orasidagi p masof
topilsin (1-rasm). .
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Yechish. Ta’rifga ko'ra, p= maxl.t :I yoh Pp= max(x ) o
D2rsl
kesmaning
oxitlarida y=x-x' funksiya nolga teng bo’ladi. [01) kesmada ywxx -

funksiyaning maximumini topamiz =y =1-2x; xz-;—_da ¥ =0 bo'lad;
bundan

pzmﬂﬂﬂxﬂ.ﬁ){’.; =

I-rasm

Quyldagl benlgan misollarda ko’ rsatilgan hﬁmnda op‘l d:i:lqlnr
orasidagi masofa topilsin:
30. {0,2] kesmada fixy=xe™, . X)) =0
31, {0, ®2] kesmoada f(xy=sin2x, §i(x)=sinx.
32, [e”,¢] kesmada f(x)=x, - fi(x)=inx.

Aytaylik, y=fix) va y=f(x) egri chiziglar a< x < b kesmada n-tartibli
uziuksiz hosilaga ega ho'lsin. y=fx) va y=0\(x) chiziglar orasidagi n-tartibli
masofz  deb, [a,b} kesmadagi quyidagi miqdorlar makszmumlannmg eng
kattasiga aytiladi:

| B6x) - ) W £°(x)- O s §R¥0) - 90 1
Bu masofani quyidagicha belgilaymiz:

7, = p LA (%) S(x)] = max max| £ (x) - fm(x)l

dskgr atxsh

Misol 8. 0<r<| kesmada f(x) =x° va fi(x) =x’ egri chizigler onsidag
birinchi tartibli masofa topilsin.
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Yechish. Ushbu berilgan funksiyalarning hosilalarini t(_]pamiz_ f,_‘(x]=3x‘,
PR2x va y=xx y=2x-3x0 funksiyalami qataymiz. Ularning {0,1]
kesmadagi eng katta qiymatlarini topamiz, .nau_gada hg '—.-2x-3x ga ega
bo'lamiz, Hosilani nolga tenglab, yi(x) funksiyaning  statsionar nugtala::]m
topamiz : X,=0, .=U3. So’ngra,  yiho=0; yile20=4/27, yi(x) ning o’ng
chegaradagi giymati y, {1)=0 bo’ladi. Bundan S

1

2 1 2 .
=m X' - x ]——- max (x" - x") = ——
Pa 0!.8:";1 GS:SL( ) 21"

Endi f(x)=2¢ va f()=3x hosilalar orasidagi nolinchi tartibli masofani
topamiz

Po = lglg[y,'{x){ = max|2x - 3x'| .
y=I2x-3x7 funksiyaning grafigini chizamiz (2-rasm),

¥

!

2-rasm

Rasmdan ko’rinadiki, pe=1 ga teng, Shunday qilib, fix}=x* va fi(x)}=x’ chiziqlar
orasidagi birinchi tartibli masofa o
' pr=max(po,p’o)=1. o
33.[¢" ] kesmada f{x)=lnx va f,(x)=x egri chiziglar orasidagi birinchi tartibli
masofa topilsin. o o
34. [0,2/3) kesmada  f(x)=x va F(x}=~cosx epri chiziglar orasidagi ikkinchi
tartibli __
masofa topilsin. L
35. [0.1] kesmada  fx)=¢* va fi(x)=x egri chiziglar orasidagi 1001 tartibli
masofa ) .
topilsin, . ‘
¥y= f(x) egri chizigning n- tartibli ¢ atrofi deb, shunday y= fi(x) cgri
chiziqlar to’plamiga aytiladiki, y= f(x) egri chiziq bilan orasidagi b-taribli
masofa € dan kichik bo’ladi
Po=paff(x), fi(x)]< €.
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y= f(x) funksiyaning kuchli g atrofiga nolinchi tartibli e-atrofi, dey
aytiladi.

y= f(x) egri chiziqning kuchli € atrofi, eni 2¢ ga teng bo'lgan polosada
yotuvechi y= f(x) egri chizigning atrofidagi egri chiziglardan iborat.

y= f(x) funksiyaning kuchsiz & atrofiga birinchi tartibli e-atrofi, deb
aytiladi.

2% Funksionalning uzluksigligl, y(x) funksiyalaming M sinfida
aniqlangan J[y(x} ] funksional y=yo(x) da n-tartibli yaqinlik ma’nosida uzluksiz
deyiladi, agar ixtivoriy €>0 son uchun, shunday »>0 soni topilsaki,

| ¥ YoGOI< 3, 1y (0= ¥'o0OI< e o YR00- yB00I<
shartni gqanoatlantiruvchi barcha joiz y=y(x) funksiyalar uchun [}y(x) ]- J[va(x)
1i< £ tengsizlik bajarilsa. Boshqacha so'z bilan aytganda, (J{y(x) }- }ye(x) JI< ¢
bo’ladi, agarda y(x) joiz funksiya bilan y=vy(x) orasidagi masofa uchun
LX), Yo(x)])< 1) tengsizlik bajarilsa.

n-tartibli yaginlik ma'nosida uzluksiz bo’lmagan funksionatni n-tartibli

yaqinlik ma’nosida uzilishga ega bo’lgan funksional, deb ataladi.
Y= v ) rarw ), (k=0,1,2,..m),
a-qandaydir parametr, exx} -M sinfdan olingan ixtiyoriy funksiya, deb olib,
imy Q) =M@, k=012..,n),
ekanligini bilamiz va funksionalni y(x)= yo{x) dagi uzluksizlik ta’rifini
quyidagicha yozishimiz mumkin
lim yo(x) + am (x)] = Sy, {x)).

1
Misol 9. C)[0,1] fazoda aniglangan J[y(x)] = [[y(x)+ 2y (x)}r funksionalni
yo{x)=x funksiyada birinchi tartibli yaqinlik ma’nosida uziuksiz ekanligini
ko’rsating,
Yechish. ixtivorly €0 sonini olamiz. U holda shunday % > Osoni

mavjudki, fagat | y(x}- xj<n va]y'(x}- 1{<y bajarilganga, fy(x} ]- Jiyo(x) Ji<
munosabat o’rinli ekanligini ko’rsatamiz.

MIyei- Sk =| fotn + 25 ) -x—2liv1 £ [lytxr - e +2 fly (o - ta,

egamiz. Endi 1 = £/3 deb tanlaymiz. U holda barcha y(x) e ¢,[0)1] larda | y(x)-
x<¢/3, | ¥’(x)- 1|<¢g/3, bolib, Il¥(x) }- Jfx 1< & ga ega bo’lamiz
Shunday qilib, barcha , £~¢ uchun, 3 > 0 son mavjud. Bu esa ta’rifga ko'ra
berilgan funksionalning y,=x funksivada birinchi tartibli yaqinlik ma’nosida
uzluksiz ekanligini anglatadi. Bu funksionaini barcha yx)eC[04] egri

chiglarda birinchi tartibli yaqginlik ma’nosida uziuksiz ekanligini ko'rish qivin
emas.



misol 10 ) 1= (o) filnksic?naa_llni-kc’rib chiqafniz, bu .erdz}
smecia ] va x, eC,[ab). .B-u funksional, 1xn‘y0r1y fixy ﬁl!?kﬁl}'ﬂdﬂ nO]lE]Chl
tartibli yaqinlik ma’nosida uzilishga ega. A)rtay.hk, r,p(x)‘ funl:cs'.ya (a,b] oraligda
quyi dagicha @()=1 va | q.:(x)|< 1 bo'lsin. Quyidagi f(x)ffo(x_}v‘ (p(x?,
£, (0 €G] furksiyani olamiz. U holda £ (x,)= 75 (xg)+1 bo’ladi. Ravshanki,
AX), f0]< 7 bo'ladi, ya'mi f{x) va fi(x) egri chiziglar nolinchi tartibli
veqinlik ma'nosida yaqin. Bir vaqming o'zida [IIf0X) I+ J{G(0 Y1, ya'ni
furtksionalning giymatlari fp(x) va f(x) larning hech bir argumentida nolinchi
tertibli yaqinlikga ega emas. Anigroq qilib aytganda, shunday £>0 (<1} soni
mavjudki, # > 0ganday bo'lishidan qatiy nazar, sbunday f(x) topiladiki,
natijada po[£,15]< 5 va [T )- J[fo > € bo’ladi. Bu esa JIf ] funksionalni nolinchi
tartibli yaginlik ma’nosida uzilishga ega ekanligini bildicadi.

Endi, bu funksionalni birinchi tartibli vaginlik ma'nosida uzluksiz
ekanligini ko rsatamiz. Ixtiyoriy €>0 sonini olamiz. B[Rx) }- I[fe(x) U= 1" (x0)-{"
{%) egamiz. Agar ) = gdeb tanlasak, u holda p[f{x), fp(x)] <n bo'lganda
P2 - I{folx) }i< & ga ega bo’lamiz, bu esa berilgan funksionalni birinchi
tartibli yaginlik ma’nosida uzluksiz ekanligini bildiradi.

Misal 11. Cl0,x] fazoda eniglangan JS{w(x)]= ]y"(x)ak funksionalni ko’rib

c¢higamiz. Bu funksional ye(x)=0 funksiyada nolinchi tastibli yaginlik ma’nosida
uzilishga ega ekanligini ko’rsatamiz. Hagiqatdan ham, {01] da yo(x)=0 va
yo{X)=sinnxfn bo'lsin, U holda pylyu(x), v(x)]=1mva n—>o da g -+0 bo’ladi.
Boshqa tarafdan, ayirma :

cos® nx

J[y,{x)]—J[yn[x)]z j-—-—-——-dx.-.j—r- .
a " 2

ga teng bo'lib, n ga bog'liq bo’lmaydi. Shunday qilib, Iy, (x)] funksional ,
Jiye{x) 1=0 funksionalga intilmaydi, va bundan berilgan funksionalni yo(x)=0 da
nolinchi tartibii yaginlik ma’nosida uzilishga ega ekaniigini ko’rish mumkin.

Mubtaram o’quvchiga garalayotgan funksional yo{x)=0 da birinchi tartibli
yaqginlik ma'nosida uzuluksiz ekaniigini isbotifshni havola gilamiz.

Quyidagi funksionallar uztuksizlikka tekshirilsin:

36, Ny(x)]=y(x), bu yerda y(x)e C[a,b] va xo¢ [a,b] , notinchi tartibli yaqinlik
ma’nosida.

3. Jy(x)l=max[y(x)], bu venda w(x} funksiya {ab] kesmada uzluksiz
{nofinchi

tartibli yaqinlik ma'nosida }



0, agar y{x) hech bolmaganda bitta manfiy giymatni gabul gilsa,
38, Ihx)= %, agar ¥(x)=0 bolsa,
I, agary(x)=0, w{x)=0, nolinchitartibli yaginiik manosida,
1
39, Jiy(x)] = j' I¥'(x)ldx , bu yerda y(x) [0,1] kesmada uzluksiz birinchi tartibl;
[)
hosilaga ega funksiya: a) nolinchi tartibli yaqinlashuvchi ma’nosida, by
birinchi
tartibli yaqinlik ma’nosida.
40. J[yxi= H1+ y?ax funksional y,(x)=0 funksiyada, bu yarda wx)e[0,x)
o

funksiya:
a) nolinchi tartibli vaginlik manosida, b) birinchi tartibli yaqinlik
ma’nosida.

8. )= [(+25°(dx funksional  y,(:)=0 funksiyada, bu yerd:

Hx)ye G0, ],
birinchi tartibli yaqinitk ma’nosida.
Misol 12, y(x)eC[0,]]1 funksiyalar - to’plamida  aniglangan

J9)= i+ s funksionalni  yo(x)=x* funksiyada nolinchi tastibli

yaginlik ma’nosida uzluksiz ekanlipini ko’rsatilsin,
Yechish, y(x)=x*+ @ p(x) deb olamiz, bu yerda u(x) ¢ C[0,1], ea-
ixtiyoriycha kichik son,

JIy(x)] = Sx7 + aulx)) = ]x’ 14+ +au(x)) dy = ]'x’,fl_+ x' + 2o p(x) + @’ gt (x)dk.

Bu tenglikdan « — 0 intilganda limitga o’tib quyudagi ifodani olamiz
Lin @)= [l x e = 1)
[+
bu esa finksionalni yo=x* funksiyada uzluksiz ekanligini bildiradi.

Ta’rif. A y{x) funksiyalarning chiziqli normallangan fazosi bo’lsin. M
fazoda aniglangan L{p(x)] funksional chizigli deyiladi, agar u quyudagi
shartlarni qancatlantirsa:

1) L[Cvx))=CL{y}, bu erda c-ixtiyoriy o'zgarmas,
2) Ly, (+ 3, 001= Ly, N+ LEy, ()}, buerda y,(x).y.(x)e M.

]
Misel uchun Cja,b] da aniqlangan L[y(x)]=f [¥'(x0)+ ¥()] dx ni ko’rib

chiqaylik, bu funksional ko’rinib turibdiki, chiziqli,
Chizigli funksionalning boshqacha ta’rifi.
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funksional chizighi deyiladi, agar w: 1) uzluksiz; 2) ixtiyoriy
(xre M funksiyalar uchun quyidagi shartni qanoatlantirsa
Ly (04 () = Ly (] ALy, ().
42. Yugorida keltirilgan funksionalning chizigliligi to’g’ risidagi ta’riflarni
ekvivalentligi ko’rsatilsin.
43, Liy(s)=y(x,)- funksionalni chiziqli ekanligi ko’ rsatilsin.

LipN
» (x)s ¥z

44. Agar, L{y(x)] - chizigli funksional va fy(x}j 0 da munosabat —Ey%‘l;aﬂ
po'lsa, wholda £fy(x))=0 bo'lishligi ko'rsatilsin.
30, Funksionalning variatsiyasi, Aytaylik, y(v} funksiyalar to’plami
M da Lly(x)] funksional berilgan bo'(sin. Ushbu  funksionalni  &dx)

orttirmasi, deb
AT = AL ()] = Sy + B - Jp(x)]

((x) = y(x)- ¥(x) buyerda y(x)e M, y(x)e M ) Kattalikka aytiladi.

Misol 13. Agar y(x)=x, y(x}=x" bo'lsa, C|[a,b] fazoda anigiangan
Lix)= Ij‘y(x)y'(x)dx, funksionalning  orttirmasi topilsin. .

Yechish. Ta'rifga ko'ra,

A = J[x* - J[x) = Ix’ 2xdx—_[x~l dx = j(:ax‘ - x)dx=0
a (-] L]

ga ¢ga bo'lamiz, C
45, yx)=e", y(x}=e" deb olib, 13-miscida berilgan funksionalning
orttirmasi topilsin. :

Ta’rif. Agar funksional ortlimasini A/ = L[p(x)+ &(x)] - JE¥(x))

AJ = Ly &) + A, &) & |
ko’rinishda yozish mumkin bo’lsa, bu yerda L[y(x).8(x)] & ga& nisbatan
chizigli funksional va |30 da Aix(x), )0 bo'ladi, yani Lipx),H(x)}
ifoda funksionalning variatsiasi deb ataladi va &/ bilan belgilanadi, Bu holda
J¥(x}] funksional y(x) nuqtada diffrensiollanuvchi bo’ladi.
46. i[y(x)] funsianalning &/ variatsiyasi (agar u mavjud bo'lsa) fagat yagona
tarzda aginlanadi,
Misol 14, Cia,s] fazoda aniqlangan J{y(x)]= j' yixkie funksionalning har

bir y(x) nugtada differensiyallanyvchiligi ko’rsatilsin.
Yechish. Ta'rifga ko’ra,

AT = Jly+ &1 TUy] = {I(x)+ S0k - [ yexds = [ o,
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Shunday gilib, a/= [ &(x) ga ega bo’lamiz. Bu &{x) ga nisbatan chizig);

funksionafldie. Uishbu holatda funksionolning barcha orttimalari &(x) ga
nisbatan chizigli funksionalga keltirildi. Qaralayotgan funksianol har bir p(x
nuqtada differen-siyallanuvchi va uning variatsiyasi
.}
& = | Bx)ax

o

ga teng bo’ladi.
47. Har qanday chizigi uzluksiz J[y(x)} funksiomalning --har: doim
differensiyalla- : v
nuvchi ekanligi ko'rsatilsin.
Misol 15. Cle.5] fazoda aniqlangan

D)= [y e

funksionalning har  bir y(x) nuqtada differensiyalemovilii  ekanligini
ko'rsating. : .
Yechish, Quyidagiga egamiz

Iy 2 » ] » 1
A = [Ipx)+ Syl da - [ ¥ ()t = [ 2008 p(x)dx+ [ (SN dx. (3)

{3) integralning o’ng tomonidagi l-integral fiksirlangan har bir ()
funksiyada #v(x) ga nisbatan chizigli funksional bo’ladi. (3) integralning o’ng
tomonidagi 2-integralni baholaymiz. Bundan |&{-—>0 da quyidagi ifodaga
ega bo'lamiz

3 [} : b
J @nidx= [apix) de < maxipiap* [da = ¢ -af@ix) = (- aBPle)

Bundan | &(x)} -»0da quyidagi ifoda kefit chigadi

G-ajja) 0.
Shunday qilib, AJ funksiyaning  oritirmasi  L[W(x).54x)] ning | &) | ga
nishatan 2-tartibli kichik migdorning yig’ndisi ko'rinishida bo'ladi. Ta’rifga
ko’ra, berilpan funksional y(x) muqtada differensivalanuvchi va uning
variatsiyasi

& = Z]y(eriJ{x)cﬁc
£a teng bo’ladi. )
48. )= ]'y’(x)cix funksional uchun  y = 2x, & = cx? lnmi qo’ying va
a =1;—0,l',00.01 da & bilan A7 ni taggoslang.
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49.

=L ;O’Ol

@ bilan o/ nitaqqoslang.

5. Quyudag funksiyonallarni differensiyallanuvchiligi tekﬂurillm
1). Cla,b) fazoda J[v)=¥a).
2). C,[a,6] fazoda Jy]=la).
3). Cifa,8) fazoda J{yl= 1Jh—y"(a} .
4). Cla,b] fazoda J(y)={wa). . e

5], Apgar J[y] funksional differensiyallanuvchi bo’lsa, J?[y] funksionalni

diffesen- . S
siyaltanuvchiligini ko’ssating va /7 [y} ning variyatsiyasini yozing.

52. Cjab] fazoda aniqlangan _
Jl= ]‘f (x, }’(x))&t
funksionatning diﬂ‘erensiyallanuvchjl;gi va uning veriatsiyasi

Jyel= ]yﬂ(x)dx funksional uchun y=e*, &w=ax lari qo’ying va

ko'rinishga ega ekanligi ko’rsatilsin. Bu yerda f(x.y) 0’zining argumentiari
be’yicha uzluksiz hamda o<xsb-—w<y<+w, sohada - ikkingchi
tartibgacha uzluksiz hosilalarga ega bo’lgan funksiya. :

Misol 16, [a,5] kesmada uzluksiz, 1- tartibli uzluksiz hosilaga ega

b
bo’gan funksiyalar fazosids aniqlangan /[y]= I fix,p(x),y (e funksionalni

qaraymiz. Buyerda f(x ) o’ziving argumentlari  bo'yicha uzluksiz hamda

ASx<h-wcy<in, —way <+m sohade ikkingchi  tartibgacha uzluksiz

hosilalarga ega bo’lgan funksiya. A funksicnalning &(x) ga lo’g’ri keduvchi
orttirmasini topamiz, bu erda sv(x) e C,[a,5]. Bundan '

M= Sy 8- Sar T (4)

i hosil qilamiz. Teylor formiulasiga asosan,

S+ &Y + 8- f(xpy) = a"g"”w Bf;;f”#' N W )

ni Olamiz. Bu yerda R(x.y,y,4,5) Teylor formutasining qoldiq hadi
deyiladi. (5)- ifodani (4)-formulaga qo'yib, quyidagiga ega bo'lamiz

M- [T+ T [Reyy 3.8% ©




{6)- formulaning o'ng tomonidagi 1-go’shiluvchi & va & larga nisbatan
chizigli. Aytaylik, f(x,y,») funksiyaning y va 3 lar bo'yicha barchg
ikkinchi tartibli xususiy hosilalari y va » ning chegaralangan sohasida

absolyut qiymat bo'yicha biror o'zgarmas M >0 sondan oshib ketmasin,
U holda quytdaglcha baho o'rinli bo’ladi

J| Rix,y.y 8.8 )| dx < zMIM dx=2M(b- a8
Bu yerda l621=max ([5y[,15y b- Shunday qilib, (6)-
#sxgh

formulaning o'ng tomonidagi ikkinchi qo'shiluvchi ifoda |6y| ga nisbatan
ikkinchi tartibli cheksiz kichik migdor. Bundan, ta’rifga asosan J{y)
funksionalning C[a,4] fazoda differensial-lanuvchiligi kelib chiqadi va
uning variatsiyasi quyidagiga teng bo’ladi

Y
& = : . 7
B 6] ;[(—Jya +6y & ) )]

L
Misol 17. s[y]= j{y'e’ +ap’ ¥ funsionaloing varjatsiyasi topilsin.
-

Yechish.  Ravshanki, f(xyy)=ye' +xn®  funksiva  x»»
o'zgaruvchilar bo'yicha wuzluksiz va y,» lar bo'yicha barcha tartibli
xususiy hosilaga ega. Shuning uchun, berilgan funksional ¢ [-1)] fazoda

differensiallanuvchi va uning variatsivasi (7) formulaga asosan quyidagiga
teng

all= fue + 200+ 8 )dr.

53, J[y(.x)]= ;f(y'y+xy'2)dx funksional uchun y=Inx, @:“:_—11}, lorni
qo'ving va k=10L0,01 da Asy(x) bilan A/[y(x)| ni tagqoslang.
54, Jjyn)= ]'(x‘y'z +y*)dx funksional uchun y=x*, &=k’ lami
qo'ying L'va, k=1,01,001 da A/[p(x)| bilan a;ty{x)] ni taquoslang.
55, J[p()]= [y sinsdx fanksional uchun y =sinx, 8y =#cosx farni

qo'ying va k=-1;030,03 da AJ[y(r)] bilan &y(x)] ni tagqoslang.
56. Agar fix,z,.2,,..2,,) funksiya a<x<b, —-o<z, <+o, (k=L2,. . ,m+1),

sohada barcha argumentlari bo'yicha 2-tartibli uzluksiz hosilaga ega
bo'lsa, u heolda

]
J¥]= {00300, () ¥ (0
funksional C,ja,b] fazoda differensiallanuvchi va uning variatsiyasi
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ko'rinishda bo'lishini ko’ rsating.
£, Funksiongl variatsivasining ikkinchi ta’rifl.

Jiyt funksionalning y = y(x) nuittadagi variatsiyasi, deb J{w(x) + a1{x)]
funksionalni & parametr bo'yicha olingan hosilasining a -0 dagi
qiymatiga aytifadi , ya'ni

&/ = 5% T{3x) + e (X)) e = 0.

Agar funksional variatsiyasi uning orttirmasini chizigli bosh qismi sifatida
mavjud bo’lsa, ya'ni  1-ta’rif ma'nosida bo’lsa, u holda variatsiya o
parametr bo'yicha olingan hosilasining & =0 dagi giymatida mavjud bo’ladi
va by vanasiyalar ustma-ust wshadi.

]
Misol 18. 2-a'rifdan foydalanib, J{y(x)]= [y*(xkix
funksionalning variatsiyasi topilsin.
Yechish. Ja'rifga asosan berilgan  funksionalning variatsiyasi
quyidagiga teng (15 misolga qarang):
& = 2 [ Ax)x)d.

Variatsiyaning 2-ta'rifidan foydalanib, J{ptx)] funksionaining verigtsivesi
topib, quyidagiga ega bo’lamiz C -

Jly(x) +ady(oy] = bj(y(x) +tadla)d, -
U holda | o
E%thna@(x)]ﬂ:[(r(x}+aév(x))é'(x)dx "
Vi Toos tavidhie
&f = a—‘l_.:wx) + oW = 2]’( $5 0"

ga ega bo’lamiz. Shunday qilib, i- va 2- ta'riflar ma'nosida funksionatning
variatsiyasi ustma-ust tushadi, :

Quyidagi funksionallaring 2-@'rif bo’yicha tegishli fazolardagi
variatsiyasi topilsin: L
& ¢
57. JLv(x)l: J(JH- yudr
1]
58.  Jh= fo! +
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59, Jhnl=r @+ fto+ 7
60.  Jlxl= ti ¥ sin pdx

61' Jblryz""’yn l= If(x’ }'19 J-'z‘-u.}',.. Jﬁl, Jf:‘»---ay,‘)d‘f ﬁlnbionﬂlniﬂg

variatsiyasi  topilsin, bu vyerda f uzluksiz, gandaydir chegaralangan G
sohada o'zining barcha
argumentlar{ bo'yicha uzluksiz xususiy hosilaga ega ho’lgan funksiva.

§° . Funksionaining ikkinchi varigisiyasi. 1kki x va y clementlarga
bog'liq  Jix,»l funksiopal Dbichiziqli deyiladi, agar mahkamlangan
(fiksirlangan) r daw p pabog'liq chizigli funksionalni ifodalasa, y dau »
ning chizigli funksiorali bo'lsa. Shunday qilib, J[x,y] funksional bichizigli
deyiladi, agarda

Jle g +agky, y]= e din, v+ e dxg. v,
A By + Aoyl = By Brdlx o v,
bo'lss. o
Bichizigh funksionalda p-x deb olsak, n holda 2jx.x} kvadraiik

funksional deb ataluvchi funksionalni hosil gilamiz. Bichizigli funksional
chekli o’lchovli fazoda bichizigh forma deyiladi.

Agar ixtiyorly x eletaent uchun i{x.x}>0 ho’lsa, u bolda I{x s} -
funksional mushat aniglangan, deyiladi. Masalan,

1) Ifx,y] = IA(r}x(:);{:)d:, ifoda bichizigli funksionalni ifodalaydi, bu erda

A(ty- fiksirlangan nzivksiz funksiya, [ Alnx® (fdt - esa Cia,b} Tazoda kvadratik

Sanksionaind Wedalaydl, baltakd 1onn baslin ¢ e (a0 an sl 40> Wi,
v hoida kvadratik funksional musbat aniglangan bo’ladi,

) Juwx O+ Bsnr O+ O e ifoda Clab fazodan olingan

funksiyalar uchun kvadratik funksionalga misol bo’ladi.
]
)] j JK (s 0x(sIp)dsctr integral C(a,8] fazoda bichizigli funksionalni beradi,

buerda K(s,r ikki o'zgaruvchili fiksirlangan funksiya.

Ta'rif. Aytaylik, Ily¥] qaysidir chizigi nomallashgan fazoda
aniglangan funksional bo’lsin. I{y] {unksional ikkinchi variatsivaga ege
deyiladi, agarda funksional orttirmasi AJ=J{y+& I- I[v(x)] ni

A7 = LI§1+ S LIS+ A5
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ko'rinishda yozish mumkin bo’lsa, bu wrda 1,[8] chiziqli funksional ,
Lz[é"] esa kvadratik funksionalni if0d3|aydi, A—0da ”6}'" > 0. Li&]
kvadratik funksional J[y] funksionalning jkkinchi variatsiyasi (ikkinchi
differensiali) deyiladi, va &’ deb byigilanadi. Funksionalning ikkinchi
yariatsiyasi (agar u mavjud bo’lsa) bit qiymatii aniqlanadi.
Misol 19. y(x) funksiyalar C,[0,1] fa705ida aniglangan -
1
Jy)= [l +y”)de
o

funksionalining ikkinchi veriatsiyasi topijgi,
Yechish. Quyidagiga ega bo’lamiz

AT =J[y+&]-Jy)= I[x(y+c'§.,)1 + +EY -y =
= 205+ BV 3B L3y 4y e {2ty + 38 e+

+ @Y + 30y a4 ’I(Jy')’dr. ®

Fiksirlangan y(x) da (8) ifodaning 0°ng tymonidagi birinchi qo’shiluvehi 5 y(x)
ga nisbatan chiziqli funksionaldir, 0’ng {omonidagi ikkinchi go’shiluvchi esa
kvadratik  funksiomal, va nihoyal, o'no jomonidagi wohinchi qo’shiluchi
quyidagi bahoda yagqol ko’rinadi

l](é")’d-l{ < (maxigy)’ fiavlex < 51481 (cpo,13 fazddagi no’ma ma'nosida), bu

yerdan ko'rinib turibdiki, ushbu qo’shij,vehini ﬁ]@i[’ ko'rinishida ifodalash
mumkin, bu yerda 80 da [5] =0 b0 154;, berilgan funksional ta'rifga ko'ra,
ikkinchi 8°1 variatsiyaga ega vau quyidagioa teng

1

81 =2 [l&Y L3550 s
o

61. Kvadrat funksionalni differensiallanyyshitigi isbotlansin va uning ikkinchi
variatsiyasi topilsin.
63. 6™ funksionalning ikkinchi variatsiy,si yozilsin, bu yerda F(y) ikki marta
differensiallanuvchi funksional.
64. Agar integral ostidagt F funksiva 3-tariibgacha uzluksiz hosilaga ega bo’lsa,
u
holda C.{ab] fazoda J[y]=F(x.y,,)dx ko'rinishdagi funksionalni ikki
marta
differensiallanuvchiligi ko’rsatilsin va jkkinchi variatsiyasi uchun ifoda
 topilsin. e e B -

¥



{a)=l|y+ad] funksiyani kiritamiz. J{y] funksiomalning &%) ikkin..
variatsivasi ham «=0 nugtada da) funksiyaning ikkinchi hosilasi orgy
aniglanadi :
d*die
§J = da(l_l Ia:ﬂ N

Ko'p hollarda biz qarayotgan integral ko’rinishdagi funksionallar uchy,
bu ikki ta’rif ustma-ust tushadi.

Quyidagi funksionallarning ikkinchi variatsiyasi topilsin:

65. J(y]= [F(x.y.¥ s y™ )ds.

66. Jivl= [[F(x.p.2,2,.3, )dxdy.

b
67 I, Yoy J= JFOLF IV o Yo D

6", Funksionalning ekstremumi. Ekstremumning zeruriy sharti,
J[¥(x)] funk-sional y=ye{x) egri chiziqda maxsimumga erishadi, deyiladi agar
J[v(x)] funksionalning qiymati unga yaqin bo’lgan y=yq«(x} egri chiziqdagi
J{yus(x)] funksionalning qiymatidan katta bo’lmasa, ya™ni

A= J[y(x)]- Iyo(x)] 0.

Agar Al<0 bo’isa, bunda AJ=0, y(x)=yq(x) , u holda y=y,(x) egri chiziqda qat'iy
maxsimumga erishadi, deyiladi. Xuddi shunday minimumni amalga oshuavchi
y=yo{x) egri chiziq uchun ham aniglanadi. Bu holda y=y,(x) egri chiziqqa yagin
barcha egri chiziglarda AJ>0 bo’ladi.

Misal 20. J[y(x)]= I(x’ +p")ax funksionalni y(x)=0 egri chiziqda qat’iy

minimumga erishishi ko’rsatilsin.
Yechish. [0,1] kesmada har qanday uvzluksiz y(x) funksiya uchun
quyidagiga egamiz

AJ= Jy(]- HOJ= = fi + vy - e = [yiak 20,
) [ 1]

bu yerda tenglikka taqat y(x)=0 bo"Iganda erishiladi.

Kuchli va kachsiz ekstrimomiar. J[y(x)] funksional y=ys(x) egri
chizigda kuchli nisbiy maxsimumga erishadi deyiladi, agarda y=yy(x) egri
chizigning gandaydir nolinchi tartibli # atrofida joylashgan barcha joiz y=y(x)
egri chiziglar uchun J{y(x)]< Hyo(x)] tengsizlik o'rinli bo’lsa.

Funksionalning nisbiy minumimi ham xuddi shunday aniqlanadi. .

J{¥] funksionalning maxsimum va minumimlarini (kuchli va kuchsiz)
nisbiy ekstremumlar deyiladi. Har ganday kuchli ekstremum bir vaqining o’zida
kuchsiz ekstremum bo’la oladi, biroq aksinchasi o'rinli emas. Jfy]
funksionalning ekstremumi  aniqlangan funksiyalar jamlanmasi mutlog
{absolyut) ekstrimumlar, deyiladi. Har qaysi mutlog (absolyut) ekstremum
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. Kuchsiz nisbiy ekstrermim hisoblanadi, birog har ganday nisbiy
kuchli va am mutlog {absalyut) ekstremum bo’la olmayd;.

ekisnth‘i-‘s':lh 21. y(0)y(z)=0 sharini ganoatlantiruvchi y{x)eC,[0,x]

funksiyalat fazosida quyidagi

Iyl :1}’(1 -y

ionaini qaraymiz.
ful‘ﬂﬂ“é’;‘X 0,33 ning 10,7 ] kesmasi J ga kuchsiz minimum beradi. Haqigatdan

ham, y=0 da } =0 gaega bo'lwmniz, pshbu kesmaning bi_rinchi t‘ani‘b] i £- atrofida
joylashgan barcha egri chiziglar uchun, bu erda £- birdan kichik bo’igan har
qanday musbat son, [¥l<1 ga ega bo'lamiz, shunday qilib, integral ostidagi
ifoda y= 0 da musbat va bundan kelib- chigadiki, funksivonal fagat y=0 dagina
nolga aylanadi. Demak, y=0 da funksiya kuchsiz minumimga esishadi. Kuchii
minumimga esa erishmaydi. Bu holda

= :r!_-:sinnx, deb olish etarli. U holda
x

1%, 3 1% ., 1., T
=— [~ dx = = {& dx~ = ey = —— -
Jly(x)] n!sm six{[~ ncos” mx) nojm X, 405‘“ 28

va etarlicha kaita n da bizning egri chiziq uchun J<{ bo’ladi. Boshqa tarafdan,
bu yerga egri chiziglar yetarlicha katta n da y=0 egri chizigning nolinchi tantibli
har qanday kichik atrofida yotadi. Shunday qilib, y=0 dz kuchli minumimga
erishilmaydi.

Misol 22, (Veyershirass).
¥
Jyi= [Pyidx, p-D=-1 si)=1,

funsiyanolni ko’rib chigamiz. [-1;1} kesmada }[y)> 0 ga egamiz, chunki bunda
Iy1=0 fagat v'(x)=0bo'lgandagina bo’ladi, ya’ni y(x}=c=comr. y(X) =¢
funksiva [-1,1] kesmada birinchi tartibli waliksiz hosilage ega bo'lgan, birpg
berilgan chegaraviy shartiamni qomigtirmaydigan C,{-11] funksiyalar sinfiga
mansub. Bundan kelib chigadiki, y(-1y=1 , y(1)=1 shartlami goniqtiruvchi
barcha y(x)e ¢,[~14] funksiyalar uchun Jj¥1>0 bo’ladi.

Shunday gitib, funksiyonal quyi chegaraga epa, biroq unga y{x) Je ¢,{~1.1]
egri chiziqlarda erishmaydi. Hagiqatdan ham, bir parametrli egri chiziglar
m!asiui kn’ray[ik . -

arcig-{ :
L= @, B - {a=D)

arc, 1
ga




Bu egri chiziglar y, (-1)=-1, y,(1)=1 chegaraviy slwﬂnmi qmﬂﬂam“ad
Chegarada a — § da quydagi funksiyaga ega bo’lamiz
) -k agar —-l=x<0,
Hr)=40, agar x=0,
+), agar bexsl

yoki p(x) = signx (3-rasm).

By funksiya {-1,1] kesmada bo’lakli differensiallanuvchi fu.nksn};,jal
sinfiga mansub. Quyidapipa egmmz

: dx
J{y}=j' a'dx = i I Y 2 I {1-aarcig )
- (a’+x’)amg’& arcrg‘ p e’ +xt lg’~—

Ma'lumki, a0 da )} [y ]-0. I)—-I, y(1)=1 chega.raviy shartlany

qenigtiruvchi v{x) chegaraviy funksiyada Jy] funksiyonal nolga teng, vay
Jj¥]=0 qivmai qabu! giiadi.

P LE]

F=farr)

H{ ?0 r _=5

3-rasm

Shunday qilih, Jiy} funksiyonal o'zining minumumiga [-1,1] kesmada
- be'lakli — differensiallanuvchi funksiyalar sinfiga mansub bo’lgan (lekin C [
1,1] sinfga mansub emas) y(x) = signx egri chizigda erishadi.

Cassasam, Sroanleinrmel. dttsonusinies, oy deosd, bens Sl
different-siallanuvchi funksiyonal y=y (x) da ekstremumga erishsa, bu erda
¥ (%) funksiyonalning aniglanish sohasini ichki nuqtasi, w holda y= y {x) da

Ay, (n)]=0 el
bo'ladi. &7 = ¢ giluvehi funksiyalarni statsiyonar funksiyalar, deb ataladi,
Ekstremumning (9) zaruriy shartidan va variatsiyon hisobning asosiy

lemmalaridan foydalanib, quyidagi funksiyonallarning statsionar funks:yalann'
aniglash uchun funksional tenglamala: tcpllsm

68. Jipl= [ [&Gs.0pMpln)dsde + jp (5)ds~ 2[¢» () f(s)ds, buerda K(s.0-D

36



chasi<h) sohadagi s va t laming uzliksiz simmetrik funksiyasi; f{g)-
(agssBE-T"

a,b]
: kesmada

argumeﬂti.
6 JMT[ A (0)+ 20(x+ Dp(x— 1)~ @ (x) - 20(x)]dx, bu erda ¢(x) funksiyonal

perilgan uzliksiz funksiya, @{s)-izlanayoctgan uzjuksiz funksional

argumenti uzliksiz va barcha -eo<x<+wo intervalda bo'lakli uzliksiz
hosilaga )

eBa;
70, Jlol = [lptop” +a(x)0’ (x) - 200/ kx,  e(a)=0.,  oty) =9,

bu erda p(x) uzliksiz hosilaga ega, q(x) va fix) uzliksiz hamda o(z) ikidi
marta diferensiallanuvchi funksiyonal argument.

p(x) — uzliksiz hosilaga ega, f{(x)— uzliksiz funksiyalar,

4 §. Variatsion hisobning sodda masalasi. Eyler tenglamasi

Bizpa barcha argumentlari bo'yicha ikkinchi tartibli uzluksiz xususiy
hosilalarga ega bo’lgan F(x,y,y) funksiya berilgan bo'lsin. Barcha y(x)
funksiyalar ichidan uzluksiz hosilaga ega bo'lgan va guyidagi chegaraviy
shartlarni

Ma)=4 »p)=8 - (1
ganoatlantiruvchi shunday funksivani toppish kerakki, u
Alel= [Flx vk | o

funksionalga kuchsiz ekstremum bersin. Boshqacha qilib aytganda, variatsion
hisobning eng sodda masalasi, beriigan ikkita P{e 4) va 2(b,8) nugtalami
tutashtiruvchi barcha silliq egri chiziglar to’plamida (2) ko'rinishidagi
funksionalni kuchsiz ekstremumini topishdan iboratdir. '
1-Teorema (kuchsiz ekstremumning zaruriy sharti). Birinchi tartibli
uzluksiz hosilaga ega (1) chegaraviy shartni ganoatlantiruvehi v =3{x}
funksiyalar to’plamida aniglangan (2) funksional berilgan bo'lsin.  y{x)
funksiyada (2) funksional ekstimumga erishishi uchun u funksiya '
; Fy—%F,:o RO
Ey'ler tenglamasini ganoatlantirishi zarur. Eyler tenglamasining integral egri '
chlz:iq]ari ekstrimallar (Lagranj egri chiziglari), deb ataladi. Eyler tenglamasi
ochib yozilpanda quyidagi korinishda bo’ladi:
y”(x}Fff +y'(x)F;y' +F,-F =0, (£, *0) R O
(4). tenglama ikkinchi tartibli differensiat tenglamani ifodalaydi, shuning uchun
uning umumiy yechimi ixtiyoriy ikkita o’zgarmasga bog'liq bo’ladi. Umuman
olganda, bu o’'zgarmaslar (1) chegaraviy shart orqali aniglanadi. (2)
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funksionalning  ekstremumi faqat (1) shartni  qanoatlantiruvchi
ekstremallardagina amalga oshiriladi.

d
£ - Fr=0

Ha)=4, y(b)=8,
chegaraviy masala har doim ham yechimga ega bo’lavermaydi, agar yechimi
mavjud bo’lsa u yagona bo’lmasligi mumkin, Shuni aytish lozimki, kuchsiz

ekstremumning har ganday zaruriy sharti kuchli ekstremum uchun ham zaruriy
shart hisoblanadi.

Misol 1. Qanday egri chiziqda 3
i .
x| = I(J"z—zﬂ’)ﬂ'l, wWh=0, {D=-t -
0

funksional ekstremumga erishadi?
Yechish. Bu verda Fx,y,3')=y?-2xy bo'lgani uchun Eyler tenglamasi
»'+x=0 ko'rinishga ega bo’ladi. Eyler tenglamasining umumiy yechimi

x!
y(:c):—?+Clx+C2

ko'rinishida bo’ladi. Chegaraviy shart, C, va ¢, larni aniglash uchun chizigli
tenglamalar tizimini yozish imkonini beradi

1
Cl + Cz = g,
2

20,40, = s
Bu yerdan C, = -; C, =0. Bundan esa berilgan funksionalning quyidagi

Y =20 x)
egri chiziqa ekstremumga erishishi kelib chigadi.

3 , v,

Misal 2. J[){x))= [(3x - ¥)ydx funksionalni y(0) =1, y(3) = 4% chegaravly

shartlarni qanoatlantlruvchl ekstremali topilsin. .

Yechish, Eyler tenglamasi 3x-2y=0 ko’rinishga ega. Bu yerdan »{x)=

ekstremal y{1)=1 shartni ganoatlantirmaydi. Demak, berilgan vanatsmn_masala
yechimga ega emas.

] . .
Misol 3. J[yx)]= I(y"—y’)rix funksionalni p(9) =1,3(22)=1 chegaraviy ~
a

shartlarni qanoatlantiruvchi ekstremali topilsin.

Yechish. Eyler tenglamasi y+y=0 ko'rinishga ega , unmg umumiy -
yechimi

y(ixy=C cosx +(,sinx.

as



chegaraviy shartlardan foydalanib, 3 (x)=Ccosx+Csinx ni olamiz, bu yerda C
_ jxtiyoriy o’zgarmes. Shunday qilib, qo’yilgan variatsion hisob masalasi
cheksiz ko’p yechimlar to’plamiga ega.

Quyidagi funksionallaming ekstremallari topilsin:

¢
1. J)= [azey-yiu,  y-D=1Lx0=0.

F
72 J[y]z I(y""‘+2xy'+y’)dx, Y =1,2) =0.
1 - . l
73' J[y]z! }’(1"')’ }dx’ y(D):y(l)sz—,
74. Jl= [, O =1ym=¥2. '

75, Jlpl= fdycosx e yi-yiue,  y(0)= ym=0.

1
76 JP)= firt -yt~ eTer,  pO) =0y =e.

1
77. J[y] = J-(J”Iz ~2xy)dx , M= ===,
-1
8. Jly]= [(7-20k H-D=0, yO)=2.
-l

9. Jly)= foor i udx, D=0, p(e) =1,

(2) funksional uchun (3) Evier tenglamasi bu ikkinchi tartibli differensial
tenglamani ifodalaydi, shuning uchun uning y=p(x) yechimi » (x) ikkinchi
tartibli hosilaga ega bo’lishi kerak, biroq, J[{x)]= [Flxpy}r funksional

ekstremumga esishishi mumkin bo'lgan funksiya ikkinchi tartibli hosilaga ega
bo’imasligi ham mumkin,

Misol 4,  Ju(x)]= Iy’(x}(]uy'(x})’dr funksional -1 =0,p(H=1

chegaraviy shartlarda ¢’zining nolga teng bo’lgan minimumiga v(x,‘l:{i l:;’::
L}

x5
xx»0

emas, lekin 0'ziga mos Eyler tenglamasini ganoatlantiradi.

" funksiyada erishadi. Bu erda v{x) funksiya ikkinchi tartibli hosilaga ega
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Hagiqatdan ham, F(x,y,»') = y*(1-3)%) bo’lganligidan y =v(x) deb faraz

gilib, Eyler tenglamasini hosil gilamiz
20— v)? +%[2v’(1—v')]= 0. (5)
Lekin w(x) funksiya aniqlanishigz asosan [-1; 1] kesmada F, =-2v*{1-v)=0 ga
ega bo’lamiz. Demak, %F,. -0 va (5) Eyler tenglamasi formal ravishda

ikkinchi tartibga ega, +'(x) mavjud emas, lekin v(x) ni Eyler tenglamasiga
qo’ysak ayniyatga olib keladi.

2-Teorema. y=y(x) funksiya £, -%F,. =0 Eyler tenglamasining echimi
bo'lsin, Agar F(x,y,)") funksiya ikkinchi tartibli uzluksiz xususiy hosilalarga
ega bo’lsa, u holda

Fop (5 M), 5 GR 2 0

bo'ladigan barcha (x,)) nuqtalarda y=w(x) funksiya uzluksiz ikkinchi
tartibli xosilaga ega bo’ladi.

Natija, y=y(x) ckstremal faqat 7,, =0 bo’lgan nugtalardagina sinishga
ega bo’lishi mumkin.

4-misoida 4F,,=2y° ifoda OX o’qining nuqtalarida noiga aylanadi,
shuning uchun ekstremal x =0 nuqtada sinishga ega bo'ladi.

3-Teorema (Bernshteyn). Bizga

¥'=Fla, .y (6)
tenglama berilgan bo’lsin, Agar F, F,, F, funksiyalar har qanday chekli ' lar
uchun har bir chekli (x,»} nugtada uzluksiz va shunday & >0 ©’zgarmas son
mavjud bo’lsaki, tekisligining har bir chekli qismida chegaralangan
a=alx,yyz0, #=p8(x,) 20, funksiyalar uchun ’

Fixyyd>k,

[Feey.y) s ey’ +8
tengsiziiilar bajarilaa, o holda (6) ‘englamoni, whkisianing bas s @=b
absissalarpga ega bo’lgan ixtiyoriy ikkita (a,4) va (b, 8) nuqtalaridan faqgat va
fagat bitte. ¥ = p(x) integral egri chizig o'tadi.

Misol 5. Tekislikning har xil absissali ixtiyoriy ikkita nuqtasi orqali
fe™ (3*-1dx funksionalni bitta va fagat bitta eckstremali o'tishligi isbot
qilinsin.

Yechish. Berilgan funksional uchun Eyler tenglamasi quyidagi
ko’rinishga

P'=2p(t+ ),
ega bo’lib, 3 — teorema o’rinli. Hagigatdan, bu holda
F(x,5,¥)=230+¥") va Fy=2(l+y‘2)22=k.
o’rinli. So’ngra,

a0



VFixy. 02 230+ ¥ s 257 52,
shyming uchUn & =5 =35 o o tadi. _
Misel 6. Tekislining har xil absissali ikkita nugtasining hammasidan

ham Il j' (y* +41+y7 )} funksionalning ekstremalini o’tkuzib
bus]mas]gi ko’rsatitsin, -
Yechish. Eyler tﬁng]amasi
a
¥=230+7 Y (7)

ko'rinishga €ga B50"ladf| pynes 3. teoremani tadbig qitib bo’imaydi, chunki (7)
shart [:.rajaﬂlmaydl (F {*_“, »,5) funksiva 3 ga nisbatan »' ho’yicha tezrog o’sadi
). Lekin bundan har Xi} jhiecqli ikkita nuqtaning hammasidan ham ekstremali
o'tkazib bo’masligi kelih chigmaydi. (7) tenglamada /= p, = p%;i deb
olib,

d,
| P';;i=2)’(l+ﬁ2)3u
yoki

p—2=2yay

. 1+ p?y?
ga EE:’ bo’lamiz . Bu tengiaman; integratlab, _
TR Y C-pNieT -1 quyidagh ifodand sopamiz:

d_yi-67-0) @)
dy »y-c

bu yerda C-hagigly 0'20armas, Bu ifodani » ni masalan, 0<y<b, bu erda

bf“ﬁ- shart.ni qa_ﬂomlamimvchi barcha giymati uchun (8) ni o’ng gismidagi C

0°zgarmasning qiymatly hagigiy bo’lmasligini ko'rish giyin emas.

80. Tekislikning ixXtiyotiy jkkita nuqtasi orqali 1+ +y"ax funksionalni bitta
v fagat bitta ekstremali g ighio] ko’ rsatilsin.

Misel 7. Har qanyqy :
WXy = £y, ' &)
tenglama _ . ;
_ Ipl= [Flxyys e
funksional uchun Eyler tenglamasi bo tishligint ko'rsating. . o

1. Flo ) funkgiva £y, 3, ») funksiya orqali qanday aniglanadi?

ckstremallari  y(x)=Cj, ¢, to’g'ri chiziglardan iborat bo'lgan barcha
finksionallar topiisin.

Yechish, Eyler t‘.ngjamasi
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F,-F, -F,y-F,y'=0
(9) tenglama bilan ustma ust tushuvchi funksionzlni gidiramiz. Bu esa x,y,y lar
bo'yicha aynivatga ega bo’lish kerakligini bildiradi
F,-F. —F. y-F, fx,ny)=0.
Bu ayniyatni y' ho’yicha differensiallab
Fope + F o V4 F f+ Py f =0
ifodaga ega bo’lamiz. u=F,, qeb olib, u funksiyaga nisbatan’ xualsly llosnlah
tenglamagn
ou o .
E”E”ay*f"”_o (1m
ega bo'lamiz. Shunday gilib, funsionalni gidirish, ya’ni F(x,y,»') funksiyani
qidirish, (10) xususiy hosilali tenglamani integrallashga keltiriladi. Endi ikkinchi
masalani garaymiz. Bu helda Eyler tenglamasi y"(x)=0 ko’rinishga ega va u
funksiya uchun (10} ga asosan
Ry % =0 an
tenglamani olamiz. Bu tenglamani integrallaymiz. Xarakteristik tenglamasi

ko'rishga ega bo’'ladi. Bu tizimni integrallab, y'=¢, y =cx +¢, ifodani topamiz.
Bu yerdan ¢, = y~xy ni topamiz. Shuning uchun, (11) tenglamaning xususiy
‘yechimi

ux,p,y )=, y-x)
ko'rinishda bo™ladi, bu yerda O(y',y-xy) - o'z arpumentlari bo’yicha ixtiyoriy
differensiallanuvchi funksiya. Bu yerdan

F(x,,2) = a(x,y)+ 2605, ) + I{z ~ D1, y - )t

da 08

bo*ladi, bu yerda a(x,y) va fA(x,y) lar == @ munosabatni qanoatlantruvchl

o'zining argumentlari bo’yicha ixtiyoriy funksiyalar. Yechimdan ko’rinib
turibdiki, (9) tenglama Eyler tenglamasi bo’ladigan variatsion masalalar
to plami mavjud.

Eyler tenglamasining integrallanuvchi bo’lishining ayrim sodde hollarL
1% F 5 gabog'liq emas, ya'ni F = F{x ) Bu holda Eyler tenglamasi

F(xy)=0 (12)

ko'rinishda bo'ladi. Bu tenglamaning echimi ixtivoriy o’zgarmasni ichiga
olmaydi, umuman clganda (1) chegaraviy shartni ganoatlantimaydi. Kamdan
kam hollarda ekstremumga erishtiruvchi, (12) ning (a,4), (5,5) chegaraviy
nugtalardan o’tuvchi egri chizig® maviud bo'ladi.
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Misol & J{y(x)]='jy(zx; yiix  funksionaini  y(0)=0, yx/D=x/2Z

hegaraviy shartlarni qmuatlant\mvdu ekstremall topilsin,
¢ vechish. Eyler tenglamasi »=x ko'rinishga ega bo'ladi, chegaraviy

L4k

shartlami qanoatiantirgani uchun f#(2x- y)ar integrat ekstremumga erishishi
1]

mumkin, Boshqa chegaraviy shartlarda, masalan, »(0)=0, Wx/2)=1da y=x
ekstremal  (0.0), (x/2D) chegaraviy nugtalardan o’tmaydi, Demak, ushbu
chegarawy shartlarda variatsion masala echimga ega emas.

pa F oy ga nisbatan chizigli bog’lig, ya'ni
thxyay\] = M(X,_‘P) +N(x,y)y .
Bu holda Eyler tenglamasi
aM AN _
ERC R - {13

ko'rinishga ega bo’ladi, bu tenglama ham 1° ga o’hshash differensial tenglama
emas. (13) tenglama bilan aniglanadigan egri chiziq ham chegaraviv shartlami
qanoatlantirmaydi  va demak, uzluksiz funksiyalar sinfida variatsion masala
echimga ega bo'imaydi. Agar Xoy tekislikning biror D sohasida %‘-—%au

bo’lsa, uholda Fix,y,y)=M (x, ¥+ N(x.p)y ifoda to’la differensial bo'ladi va

1h.E)

Iy = _[f'{x.y.y)a’x funas + Nayy

a4
funksional integrallash vo hga bog'liq bo’imaydi, funksionalning giymati esa
joiz egri chiziqda o’zgarmaydi.

3
Misol 9.  Jhix)= I( v 420y )dx, yay=4 wb)=B, funksionalni

ekstremumga tekshirilsin.
Yechish. Buerda F y' pa chizigli bog’liq, shuning uchun
ol av @M’ oV
oy, Loay va L2y,

Demak, integra) ostidagi o +2.199:')dx ifoda to’)z differensial. Bundan

IR I(y’¢r+2m@1- jd(ay; ot ], = e,

{8, 4Y
integral lmcgrallash yo'liga bog’liq bo'lmaydi. Demak, (a.4) va (5B)
nuqtalardan o’tuvchi egri chiziq y(») qanday bo’lishidan qat’iy nazar biz uni
mlegral]agammlz yo q- Variatsion hisob masalasi ma’noga ega emas.
3 F fagat ' ga bog’liq, va’ni F=F(y).
Bu holda Eyler tenglamasi
F oy =0.



Bu holda ekstremallar y=¢x+e, ko'rinishidagi barcha mumkin be’lgan tog’n
chiziglar bo’ladi, ¢,.¢, - lar ixtiyoriy o’zganmaslar,

Misol 10. J= :Jl +y ()dr, y@y=A, yb)=B funksionalning

ekstremumi topilsin. Bu funksional (e, 4) va (b,5) nugtalarni tutashtiruvchi
yoy uzunligini aniglaydi. Bu geometrik masala berilgan nuqtalarni tutashtiruvehi
eng gisqa chiziqni topish masalasiga keltiriladi.

Yechish. Eyler icngiamasi " =0 be’lib, uning umumiy cchimi
y=cx+e, bo'ladi. wa =4, y&=F chegaraviy shartlarni ganoatlantiruvchi
to’g’ri chiziq, albatta, (v, 4) va (b, B nugtalardan o’tuvchi

y=§-_—A(x—a)+A
o b-a
chiziq bo’ladi. ' T
£ F y gabog'llig emas, ya'mi F=F(xy). Bu holda Eyler
tenglamasi

d s B
o Az y)=0, bundan

Foxyl=e, 4
¢, - lar ixtiyoriy o’zgarmas. (14) birinchi tartibli differensial tenglamani '
ifodalaydi, uni integrallab, masalaning ekstremallarini topamiz.
Misol 11. 4(1,3) va B(2.5) nugtalarni tutashtiruvchi egri chiziglar ichidan
1
shunday cgri chizigni topingki, natijada J[{(x)]= f ¥ ()0 + £* ¥ (xDdx funksional
i

ekstremumga erishsin,
Yechish. F y pa bog'liq emas, shuning uchun Evler tenglamaesi
%Fy.(x,y'):(} yoki %(Hzfy'}: 0, ko’rinishda bo’ladi, bundan 1+2x%) =¢,.

Uhcida y = 2;21 , shuning uchun p(x)=S-+c,, bu erda ¢, = ]_Tc' Shunday
X

qilib, giperbolalar oilasi ekstremal bo’ladi. Endi berilgan nuqtalardan o*tavchi
ckstremalni ajratib olamiz. ¢, ¢, o'zgarmaslari topish uchun quyidagi
tizimni tuzamiz:

€ +C, =3,

C 12+C, <5,
Bundan ¢, =—4,, ¢, =17 lzlanayotgé,n ekstremal y(x)=7- hd bo’ladi.

X
§°. F x gaoshkor holda bog'liq emas, ya'ni F=F(y5). Buholda,
Eyler tenglamasi
F—F ¥y -F_ y =0
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Bu tepglamaning iikata tomonini ¥ ga ko' paytirib, quyidagi _
4 . tenglamngn
ZF-yFH=0

iz. Bundan
kelam F-yF =C, (15 -
a cga bolamiz, & - lar ixtiyoriy o’zganmas. Bu tenglamani y ga nisbatan
ehib, o'zgaruvehilami sjratish orqali, yoki parametr Kiritish yo'li- bilan
integraflash mumkin,

Misel 12. JLV(x)]w I-———-ﬂft funksionalning yuqori yarim tekislikda

s ¥

yotvehi (a, ) va (b, B) nuqtalar orgali o*tuvehi ekstremali topilsin.

Yechish. Integral ostidagi funksiva x ga oshkor holda bog’lig
bo'tmaganligi uchun Eyler tenglamasi (15) ga asosan

Y1 +y.=(.r) _y ¥ : P

y w1+ ()

Soddalashtiriigandan so’ng yy1+3°(x) =C,' ga ega bo’lamiz, bu erda ¢, = '.C]__‘- .

1

Oxirgi tenglamani integrallab, (x + €,)? + y? = ¢,” markazi OX o’qida bo'lgan
aylanalar ocilasini olamiz. Bu erda berilgan nuqtafardan o’tuvchi egri chiziggina
ekstremal bo’la oladi. Qo'yilgan masala yagona echimga ega, chunki yugori
varim tekislikda yotuvchi ikkita nuqtadan, markazi Ox o’qids bo'igan bitta va
faqat bitia yarim aylana o’tadi.

Quyidagi funksiyanallarning ekstremaltari topilsin:

[y ’ ’
BL ()= oy + (v )y M, H@)=4, y(B)= .

1
82 Je)l= ftr + s @) =1, Wi=a.
-4

8. el fo'-yae T wo=1, y(ﬂh‘@.
i z
8 Jh)= fo -y y0) =13t = -1
4
8% Ty = fra+ pian w0y =1,y =2.

86. Sl = o' ey i MO =03 =1,
q h
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BT, )] = fU + 40 WO = il =L
1

88. Jiyx)]= [ -y )dx, p(0)=Ly(h=e.

89. Sy = [(o'+ ).

STl
90, Jy(x)}= I(y+ - Y.

=)= j[p{x)y'+q(x)y+r(x}]dl‘, chizigli funksional ektremumga ega

bo’tmasligi ko'rsatilsin, bu erda p{x)e Ci[a,b],q{x} e Cla,b],i(x} e Cla,b].

92, Jyix) = _[F(x, »,7xx funksionalli va we)= 4, y(»y= B chegaraviy shartla
berilgan bo’lsin. Agar integral ostidagh Flx.yy)dv ifodaga ixtiyoriy «=u(xy)
funksiyaning to'la deferensialini go’shsak, u holda Eyler tenglamas
o zgarmasdan {dastlabki holatda) qolishi ko’rsatilsin.

93, slytaNl= ﬁy’ + 37 +2ye" k.

T

3
94, fiym)l= [ -y ~Sychadx, (@) =2, ,{2}: m%.
& s

)
95, Jp(x)] = j'x' (»Vdx funksionalning ekstremali topilsin va n=7 bo’lganda, OY

o’giga nisbatan turli tomonlarda votuvchi ikki nugiani ekstremal orgali
tutashtirish (bog’lash ) mumkin emasligi ko’rsatilsin.

Parametrik ko'rinishdagi variatsion masalalar. Bir qator masalalarda
chizigni parametrik ko’rinishda

Y:@m‘ t, St Eh, _

y =i

olish gulay »a kezi kelganda zarurdir, bu erda o), w(o) funksiyalar uzluksiz va
bo'lakli uzluksiz hosilalarga ega, hamda () +y* (1) = 0.

[
Je= [Fit.x, 5,3t = [Fit,x,p,5,9)at, (16)
¢ i

funksional berilgan bo’isin, bunda i=%. jr:%, (16) funksionainihg qiymati

chizigqagina bog'liq bo’lishi uchun, integral ostidagi funksiva *t” parametmi
o'z ichiga oshkor olmasiigi va 1,7 argumentiar bo’yicha musbat birinchi
darajali bir jinsti bolishi zarur va yetarli

Flx, vl k) = iF(x, p, 3,30, k>0
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Masalan, Jo= [M* o

sunksionalda integral osﬁ&gi funksiy;i musbat birinchi darajali bir jinslh.

Usnuman olganda , bu erda ) .
Flz,p. 2,91 =xp~ v

va F(xy.66 k) = (F (5 y.4,9) ekanligi ravshan. Agar Cchiziq

x=pl),
L L, Si<H,
y=w(r)} b ‘
Je funksionalga berilgan (xp.yg) va fi,y,) nuqtalami tutashtiruvchi C chiziqiar
sinfida ekstremum bersa, u holda @() va y(y funksiyalar quyidagi Eyler

tenglamalar tizimini qanoatlantiradi

4
F-2(F)=
v d{(ﬁ) 0,

d an
ﬁ*&;(@)ﬂﬂ, L o
(17) tenglamalar tizitmining biri hoshqasining natijasidir. Eyler tenglamasining
Veyershirass shakli quyidagicha:
1. F-f
r FL . (i? + yz)% ?
bo yetda r — ekstremalning egrilik radiusi, ¥, esa

Falfe Py
R
munasabatni umumiy givmati
Misol 13,
[ENT)
o= ‘S}’zyﬂdx
(p.a)

funksjonalning ekstremali topilsin. :

_ Yechish. Oy o'qipa paralilel to’g’ri chiziglami bitiadan ortig nugtade.
kesishuvchi ekstrematlar bo’lgani uchun qaralayotgan masalani parametrik

. 3
shakliga o’tamiz, x=x(t}, y=y{t) deb hisoblab, integral ostidagi funksiya »* -i_—i-i
ko’rinishai ofishini va & va 5 larga nisbatan musbat birinchi darajali bic jinsli
bolishini topamiz. (26) tenglamatar tizimining birinchi tenglamasi quyidagi
ko’tinishda bo’ladi
-‘-f-{y’-ji.l—}ﬂ,

dt x
bundan esa
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H
yl[%J = Clz v
kelib chigadi. Oxirgi ifodani integraliab, quyidagi ifodani hosil gilamiz
¥ =2Cx+C,.

Ekstremalning koordinata boshidan o'tish shartiden C,=0 ekanligini hosi}
qilamiz, Ikkinchi chegaraviy shart

A
Gge
ekanligini ko’ rsatadi. Nattjada,
¥ = 2z,
5
ekanligini hosil gilamiz.
Misol 14,

R R )
funksionalning ekstremali topilsin. '
Yechish.
Flay,x p)=yx +¥ 1@’ ( - )
deb olib, shuni ko’rishimiz mumkinki F * va 7 larga nisbatan musbat birinchi

darajali bir jinsli funksiya, Eyler tenglamasining Vevershirass ko’rinishidan
foydalanib,

ga ega bo’lamiz, Shuning uchun bu holda (27) tenglama quyidagi ko’rinishga
epa bo’ ladi

J—=2a’.
;

Shunday gilib, ekstremalning l egriligi o'zgarmas. Bundan kelib chigadiki,
ekstremal, bu aylana yoeyi, xususan, t0’la aylana bo’ladi, agu‘
x(r}= x(fn}}

yiE )=y,
bo'lsa

Quyidagi funksionallaming ekstremali wpilsin: o
o) 32 s

96. /.= | 2-LZar

) x



L7
D
g7. Jc ’N!} x

o8, o= (K NE* 4y -Eyd, K> 0-conm.

1.0
5 §.Variatsio hisob sodda masalasining emomiashmalari

1%, Yugqori tartibli hosilalarga bog'lig bo'igan funksionallar. Bizga
quyidagi funksional berilgan bo’lsin

Jv(x)] = jF (x, Wx), ¥ (x),..., ' (xD)edx (1)

bu yerda, F— barcha argumentlari bo’yicha »+2 marta differenstallanuvchi
funksiya, y(x}€C,[%0,x ], chegaraviy shartlar esa quyidagi ko’rinishga ega:

¥x)= }’o.}" (%)= y'n,.,,.y{""(xn) = yn[”“n»} (2)

y(x] )= ¥ d’(xl 1= y‘l----’ y(n-l}(xl )= ylm-”’
(1) funksionalning (2) shartlardagi ekstremallari quyidagi

. d a: . d
’..U' _EFJ; 'I-‘d—‘:-i—l;;- -t (=D e F'[..,
Eyler-Puasson tenglamasining integral egri chiziglari bo'ladi.
Misol 1.

=0

J[y(x)] = ](360x2y —y"z)dt, y(O) =0, y*(O) = l,y(l) =0, y(1)=2,5.

0
funksionalning ekstremali topiisin.
Yechish, Eyler-Puasson tenglamasi quyidagi ko’rinishga ega bo’ladi:

360x” + jx—:;(—Zy") =0  yoki y(w) (x)=180x%
uning umumiy yechimi —
y{x)= %x" et +opxt dox ey
Chegaraviy shartlardan foydalanib, quyidagini hosil qilamiz
o =—2-, er=-3, 3=, ¢, =0,
Qidiralayotgan ekstremal quyidagi ko’rinishda bo'ladi
y(x)= %xﬁ + %.‘3 -3 +x,

Endi, chegarada (2) chegaraviy shartlarning hammasi ham berilmagan,
aynan ulaming sonidan chepgaraviy shartlar kam bo’lgan holni, ya’ni  Eyler
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tenglamasining umamiy yechimida chegaraviy shartlardan foydalangandan
so’ng ham ozod o’zgarmaslar qolgan holdagi masalani ko'raylik. Bu kgp
masalalami yechishda (1) funksionalning variatsiyasini topish kerak, yy

berilgan chegaraviy shartlarni inobatga olib almashtirish zarur hamda otin
veriatsiyani nolga tenglashtirib, chegarada yangi shartlarni hosil gilish lozim,

Misol 2, ay=y(b)=0 3)
shartlar ostida quyidagi

LT
Jyea= 3 07 ax, @)
funksionalni ekstremal qiymatini amalga oshiruvchi y=y(x) egri chizig
topilsin.
Yechish. Eyler-Puasson tenglamasini quyidagi ko’rinishiga ega bo’ladi
: Y
S (x) =0,
Uning umumiy yechimi
¥x)=C, +Cox+Cyx* + Cx? 5
to’rta ixtiyoriy ¢; (i=1,2,3,4) o’zgarmasga ega va ularni aniglash uchun (3)

cheparaviy shartlar yetarli emas. Shuning uchun, yuqorida aytilgan mulohazaga
asosan {(4) funksionalning variatsiyasini topamiz. Quyidagini hosil gilamiz
b

&)= [y (6)
(6) ni ikki marta bo’laklab integrallasak, quyidagiga ega bo’lamiz:

$315]= (Y - [ ()65 (x) e =

=Y - @ PIWaEE O

(7) ifoda {4} funksionalning y(x) ekstremalida nolga aylanishi kerak, Sy{x)
funksiyaning ixtiyoriyligidan y(w)(x)= 0 kelib chigadi, ya’ni bu (3)
funksional uchun Eyler-Puasson tenglamasi bo’ladi. Lekin, agar (7) ning o’ng
tarafidagi integral nolga aylansa, unda chegaraviy ifoda
b
¥ (x)85(8) -y (x)x(x) ]|
ham aynan nolga aylanishi kerak. 6y(a)=48y(8)}=0 (chetlari maxkam!angan)
ckanligidan

¥ (6)8y'(6)-y"(a)8y (a)=0.
bo'lishi kerak. 5y'() va 8y'(a) miqdorlaming ixtiyorligidan
y'(a)=0, y'(b)=0. S ®
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botishi zarurligiga ega bo'lamiz, (8) shart bilan (3) shart (3) egri chizig’lar
llmdaﬂ »(x)=0 ekstremani bir qiymatli ajratadi.

2%, m fa funkslyaga bog'li be'lgan  funksionallar. m  ta
yl(x),...,ym(x) funksiyalarga bog'liq bo’lgan

J[}‘p)’z,---s}’m]= _[F(x,yl,yz,...,y,,,,y{,y';,...,y',,)dt

funksionalning quyidagi ko’rinishdapi
1
nls)=sb nlm)=)  (k=12...m),
chegaraviy shartlar ostidagi ekstremallarini ushbu Eyler tenglamalar sistemasi
deb ataluvchi ikkinchi tartibli diﬂ'erensial tenglamalar tizimidan topiladi

F, - dxFyk =0 (k=12...m), )

Misol 3. Chegaraviy shartlardan foydalanib quyidagi
2
J[y(x),z(x)] = I(yfz +22 +z;2)arx
|
y(y=1 3(2)=2; z(1)=0, z(2)=1.

funksionatning ckstrentali topilsin.

Yechish. Bu funksional uchun (9) tenglamalar sistemasi q.lyid.usl
ko’rinishga ega

¥ =0,
-z = 0}
ni yechib, quyidagilarni topamiz
YEEXACy, 2=t vt
Chegaraviy shartlarga asosan, quyidagiga ega bo’lamiz
2
=l c=0,0 =bazl_.‘ L €)= ..v:—."’
bundan, gidirilayotgan ekstresnal
y=x,
e sh{x—1)
shi

ckanligi kelib duqad! Bular ikkita silindrik sirthami kesishishidan hosil bo’igan
fazoviy egri chiziglardir,
Misel 4. Chegaraviy shartlardan foydalanib,
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J[¥(x).2(x)]= 4]_(2}’2 —2yt 4y -2 )dt. '

$(0)=0, y(x)=1, 2(0)=0, z(x)=-1.
fooksionalning ekstremali topilsin.

Yechish. (9) tenglamalar tizimi quyidagi ko'rinishga ega

yV+2y-z=0,
"+ y=0,
bundan z funksiyani chigarib tashlab, quyidaga ega bo’lamiz.
y{w} +2y"+ y=0.
Bu {englamaning umumiy yechimi quyidagi ko’rinishga ega
¥(x) = ¢ eosx + ¢y sinx + x(cycos.x + 4 sinx).

¥(0)=0, y(z}=1 chegaraviy shartlardan foydalanib, quyidagilami hosil

gilamiz ¢, =0,¢y= _l, va demak, y{x)=c,sinx+coxsinx— % cosx ni
@ r
olamiz. z ="+ 2y shartdan foydalanib, z funksiyani topamiz. Undan
1,... X X
z=c;sinx +c, (2c08x+ xsinx)+—(2sinx — xcosx). ni topamiz.
z

O’zgarmas ¢, va ¢, Jami z(0)=0,z(x)=-1 chegaraviy shartlar orqali
topamiz, ¢, = 0, c; —ixtiyoriy bo'ladi. U holda
. 1, .
z=cysinx+ ;(25"1: - x005x).
Ekstremallar oilasi,

. X
y=6;8inx-—cosa,

. 1 .
z=¢ysinx+ -—(Zsmx—xoosx),

bo’lib, bu yerda ¢, — ixtiyoriy o' zgarmas.

3" Ko’p o’zgaruvchili Junksiyalarga bog'liq bo’lgan ﬁcm
Quyidagi ko’rinishdagi funksionalni garaymiz

J[z(z0)]= H [xm—%]dxdy (10)

bu yerda F— 0’z argumentlari bo’ yicha uch marta differensiallanuvchi
funksiya, faraz qilaylik, D soxada o’zining ikkinchi tartibgacha hosilalari bilan
uziuksiz, D soxaning I" chegarasida beriigan giymatni qabul giluvchi va (i0)
funksionalga ekstremum beruvchi z = :(x, ) funksiya izlanayotgan bo’lsin. Bu
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z=z(x.y) sirtda (10) funksional ekstremumga ega bo’lsa, u

ﬁmks]ya agar
polds 7= =z{x, ) funksiya Eyler-Ostrogratskiy lenglamasini ganoatlantiradi
Q
8 &y
-2} Sk o an

pu yerda %[Fp} va %{Fg} ~xvaylar bo‘yicha to’lig xususiy hosilalar:

a x Ly N
ax{ } F +F ax+FPPa +F ar

&

Bu yerda qisqalik uchun g.z—: I3 % = ¢ belgilash kiritildi. (11) tengfama (10}
43

funksionalni ekstremumining zaruriy sharti hisoblanadi. U ' chegarada

berilgan giymatlami gabul qiluvchi z= z(x ) yechimi qidirilayotgan ikkinchi

tartibli xususiy hosilali tenglamani ifodalaydi.
Misot 8, Ushbu funksional uchun

& 2 B 2
el (%) (2] e
a5
Eyler-Ostrogratskiy tenglarnasi yﬁzilsin
Yechish. Biz F(x. .2 pg)= p> - ¢ gaegamlz.Uhoida(H)gaBM, _
&z &'z
a a0

ega bo'lamiz.
J["’(’t X3, x)] H IF(IJ";:- Xy Z-P;’Pz’ Pn)dxi-‘ﬂb ..

funksional uchun, bu yerda p, =§:—n (k=1,2..n), ekstremumning zarurly
&
sharti quyidagi Eyler- Ostrogratskiy tenglamasi orqali ifodalanadi
F, Z {F }=0

YOki unj yoyilmasi quyidagi ko' rlmshga ega bo’ladi;

F - Z[ wn t e, p‘*Z ity gf::)

1=]
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Ushbu tenglamaning yechimi #-o’lchovii D sexaning I' chegarasida berilg
chegaraviy shartlami ganoatlantiruvehi z= 2{xy, X000 X, ) funksiyadan ‘b‘”at
bo’ladi.

Misol 6. ¢ sohasining 1° chegarasida berilgan qiymatlamni qabul giliy,
o= [f... jZ(—)’dr,dx .

Dirixle integraliga minimum beruvchs 2(x,, %, .-, %, ) Tunksiyvaga shart topilsin,
Yechish. Bu holda F£= Z(f—-) yani F, x.x,.,x,,z larga aynag

i=]

bog'liq emas. Bundan,

2, agar i=J,
= F = ﬁ' = 0‘ F =
Fowlo =t Pebs {0, agar i# j,

(19) formulaga asosan i%_o yoki Az=0 ni olamiz (n- tartibli Laplas

/
tenglamasi).
Izoh: Agar integral belgisi ostiga z=z(x,y) funksiyaning n-tartibli
hosilalari kirsa v holda Eyler-Os:ragradskiy tcnglamasi quyidagi
RS- 2 2y, }+zwf{ l+c.,yz 3ot ()" wiF }=0,
(12)
ko’rinishga ega bo’ladi.
8z 1,

Misol 7. J{z(x, )= jj[( L ' Bxi?y ) - 22f (x, y)dndy
funksional uchun Eyler- Ostragodskly tenglamasi 1uzilsin.
Yechish, Biz quyidagiga egamiz
i{i 3 a k4

- 2=f(x
T =)+ {(— 2 {x, ¥}
{12) ga asosan, quyidagini topamiz.

e ] 8 -
2 ft N+ S @D ﬁtzf;fma@ {z—;—;-) -0,
yoki
'z &'z 9z
'ér"i""zaxzay: ay‘ =
oxirgi tenglama qgisqacha
Adz = f(x,y)
ko’rinishni oladi.

Quyidagi funksionallarning ekstremali topilsin:

54



g9, )= [0 1277+ HO=0 YN0, ¥ @=Ly () =kl

¢ - ) . B
j08. Joyl= [(240y~y"}d¥, =130 =0, y(-D=-45y ({0} =0, y(-D=16,
y-{g)=o. , C
1oL JyeN= [(.Hy')dz, Y@=y, w8 =y, y@r=y. yr=x.

102, JLV{-Y)] = JI[}"Z +md:" )’(ﬂ) =4, y'[a) = Az’ y{b) = BI’ yl[b) = B! -

193, Jp)= (07 + 5 s pO) =03 =shl, Y@ =L Y0 =chil.
L1}

Berilgan shartlar asosida quyidagi funksionalning ekstremali topilsin:
104, Jpl=1 3 JoVE, X0 =0 50~ LyO=0 =t

£

105, Ji5. 200 = (254" 47 - s, Y0 = 50) =0, pEY= )1,

4
106. Jjl[yx),200)) =] = _[{ny -yt f—;-—)dx_. VD=0, 9-D=2 z()=), 2{- D=~}
- :

*

2 -
107, Sy, (= f(y™ 427 - 2yzdr, p(O)=2(0)= 0, y(.g_]z z(_;.}=;_
L

1
108, Jip(a, 200 = [(y? + 27+ 2p0dr, p0)=), 2(0)=0, y{!)=§-.zu)=1.

b
109, Jjz(x,2)) = _[F(x, »¥ . n2)dx funksional uchun Eyler tenglamasini quyidagi
hirinchi integrallarni berishi ko'rsatilsin:
IJ > =C,agar F y nio’zichigaolmasa, 2) F-y g—;—z g_c agar F x

fiio’z 1ch‘lga olmasa,

Quyidagi funksionallar uchun Eyler-Ostragradskiy tenglamasi yozilsin. -

0. Jtzte = | G + G 12ty

1L Jjz(x,p)) = jj(af gyf; dxdy.

k2.
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113. Minimal sirtlaming differensial tenglamasi keltirib chigarilsin.
114, 2(x0)=0, z(x1)=1 shartlar ostida J(z(x,y)}= [ [e*ysinz dsdy

funksionalning ekstremali topilsin.

6 §. Eyler tenglamasining invariantligi

- TRy

Agar J[y] funksionalning erkle o’zgaruvchilarini o’zgartirilsa, yoki bir
vaqining o’zida noma’lum funksiyani va erkli o’zgaruvchilami o'zgartirilsa u
holda ekstremal avvalgidek integral ostidagi o’zgantirilgan ifoda uchun tuzilgan
Eyler tenglamasidan topiladi. Bu Eyler tenglamasining invariantligini
ifodalaydi.

Aytalik, t
holda )

20 bo'lgan x = x(w,v), =y v} lar berilgan bo’lsin. U

x"
yv
b .

) _ Yo TV Ve 'u - ’“
[!F(x,y,y)ir— [Flxte,v), L SRR fot,s, v )

bo’ladi va dastlabki funksionalni ekstremali jo(u,v,v'..)du funksional uchun
yozilgan
i/ —iib =0
=

Eyler tenglamasidan aniqlanadi.

* ¥4 - - I3 - 3

Musel §. J{r]= [Nr’+77dp, r=r(g) funkcionalning ekstremali topilsin.
P

Yechish. Bu funksional uchun Eyler tenglamasi
r d r

il _( T )= 0.

‘Jr:+r dlp 'Jrl+r'

O’zgaruvchilami x=rcosp, y=rsinp, qilib almashtirish
Jrerideo= Y1y ax

ni beradi va biz quyidagi funksionalga kelamiz

Ay}= ’[ 1+ dx.
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mkcional uchun Eyler tenglamasi y =0 bo'ladi va uning umumiy yechimi
fi y=CxxC,.
abki funksionalping ekstremali rsing =C,reosp+C,, tenglama

dastl
pemak. erda C; va C; - ixtivoriy o'zgarmaslar.

pilan peritadi, bu
Muso! 2. JD]= j'(e “y? ¢y \x funkcionakning ekstremali topilsin,

Yechish. Benlga.n funkcional uchun Eyler tenglamasi quyidagi
ko'tinishda - )
¥y -y +eZ:y____ 0

bo'ladi. O'zgaruvehitaving o”zgartiramiz

r=Ine,

y=v,
1J holda dastlabki funkcional quyidagi ko'rinishpa almashtiriladi

T vy, 2,2 du 22

Jhl= J(e ety -e‘“v’}—;= !(v ~v'du,

va bu uchun Eyler tenglamasi v’ +v =0 ko’rinishda bo’ladi. Uning umumiy

yechimi
va{ gosu+ O, sinu

bo'ladi. Dastlabki eski xy koordinatalarga o’tib gquyidagi ko’rinishdagi
ckstremallar

y=C cose® +(,sine’.
tenglamasini olamiz.

#, — I
ns J- Irsinm{r_‘ +" dp Fanksionalning ekstremali topilsin.
n

L] .
16 7= jf(rsinﬂwfr’ +7" dp funksionalning ekstremali doimo kvadratyrelash
"

orqali
‘tOpiliahi ko rsatilsin,
117, 4= Nx +y* i+ y" de funkeionaining ekstremali topilsin.

Bnr va ko'p o'zgaruvchili hol singari koordinatalami dmulm
nisbatan Eyler- Ostragratskiy tenglamasi ham invariant bo’ladi.

Musol 3.
8z &z
P
Laplas tenglamasi qutb koordinatalar tizimida yozilsin.
Yechish.

Da(x = [fiz," +2,"ydedy
L1}
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funksionalni garaymiz. Bu funksional uchun berilgan tenglama Eyle,
Ostragratskiy tenglamasi bo’ladi. Endi (x.y) Dekart koordinatalar tizimida,
(2.¢) qutb koordinatalar sistemasiga o'tamiz : buning uchum ¥=peosg,
y = psing deb olamiz. U holda

%‘E:cosa, %’=sin¢. %:—?, %:E;ﬁ
ga ega bo'lamiz. Bu erdan

Dlz(x, y)l = Hl(z 2,209, Loz, By 1podo = [flpz,? + < 2, Mt

Oxirgi mlegxal uchun Eyler-Ostragratskiy tenglamasini tuzayotub, Laplas
tenglamasining quib koordinatalar sistemasidagi tenglamasiga
i—z”+pz” +z,=0

kelamiz,

7 § Ekstremallar maydoni

y= y(x ¢) egri chiziglar oitasi XQY teklshkmng I:-enlgan D sohasida
x0s maydonni hosil giladi, agar shu sohaning har bir (x, ¥) nugtasidan
y = y(x,c) egri chiziglar oilasining faqat va fagat bitta egri chizig'i o'1sa.

y=y(x.c) egri chiziqlar oilasi epri chizig'ining (x,y) nuqtadasiga
o’tkazilgan urinmaning p{x,y) burchak koeffitsienti, maydonning (x,y)
nuqtadagi og'ishi,  deb ataladi. y=y{x,c) egri chiziglar oilasi XOV
tekislikning D sohasida markaziy maydonni tashkil giladi, agar D schaning
tashqarisida yotuvchi {x,, yu) nuqtalarning biridan chiquvchi o'z-0’zi bilan
kesishmaydigan egri chiziglar D sohani butun qoplasa. (x,,y,) nuqta egri
chiziglar dastasining markazi deyiladi.

Misol 1. x*+ )7 £1 aylana ichida y=ce* egri chiziglar oilasi, bu yerda
c-const , Xususan ¢ = o da xos maydonni tashki! qiladi. Chunki bu egri chiziglar
hech qgachon kesishmaydi, hamda aylananing har bir (.r. y) nugtasi orgali fagat
va fagat bitta shu oilaga tegishli egri chiziq o'tadi. Ixtiyoriy (x, y) nuqtadagi
maydonning og'ishi o(x,y)=ce’ =y ga teng bo’ladi (4~ rasm).



4- rasm

Misol 2. y=(x+c)2 parabolalar oitasi +°+ y* <1 aylans ichida xos
maydon tashkil gilmaydi, chonki egri chiziglar oilasiga mansub trli egsi
chiziglar aylana ichida kesishadi va sohani butun qoplay olmaydi (5- rasm).

1}

3- rasm
Misol 3. y=cx egri chiziglar oilasi x>o¢ schada markaziy maydonni
hosil giladi.
Quyidagi epri chiziglar oilalasi beriigan sohada (x0s yoki markaziy)
maydon hosil giladimi?

U8 y=Crgr; o05xs>; ~ZxysZ
y=Crign osxs7y ~7Sys?
4 T -
119, y=C.cosx: a)lx]ci—; b)E'::xs;r: LIRSS
1 ) '
120. = -.C:“ .x__.g.!._gl_'
y=(x-C)s 49
3

1
2L y= {x* - 2x); <x<l; h)-1sx<3: y)-<r<I.
b4 {x x) alg<x } x )2 3

123, y=e™; P4y 2l
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Agar maydon (xos yoki warkaziy) biror variatsion masalaning
~ ekstremallar oilasi tomonidan hesil gilingan bo’lsa u holda, u ekstrimaiiay
maydononi, deb ataladi.

b
Misol 4. J]y]= fyddx funksionaini ko'rib chigamiz.

Uning ekstremallari y=cx+c, to'g'ri chiziglar bo'ladi. y=e¢,
ekstremallar oilasi xos maydonini tashkil giladi, y = ¢x ekstremalar oilasi esa
markazi koordinatalar boshida bo’lgan markaziy maydonni tashkli giladi.

124. Jy)= j( ~+-y)dx a>o. funksional uchun xos va markaziy

ekstremallar maydonl ko'rsatilsin.

w

125. J[y}= J(y'-» +x* +4)k. funksional uchun xos va markaziy
ekstremallar m;ydcni korsatilsin,
]
Aytaylik, y=y(x) egri chiziq J{y]= [F(x,y,y)dx funksionalning

o
A(x,.3,) va B(x,.y,) nugtalardan o'tuvchi ekstremali bo'lsin,

y=y(x) ekstremal xos ekstrimallar maydoniga mansub deyiladi, agar
y=y¥(x,C) topilgan ckstremallar oilasi biron C=C, qiymatda y= y(x)
ekstremalni o’z ichiga olsa, sababi, bu y= y(x) gkstremal maydon lashkil
qgilgan y=v(x,C} ¢ila D sohasining chegarasida yotmaydi.

Agar y=y{x) ekstremal atrofida markazi (x,,»,) nugtada bo'lgan
ekstremallar dastasi aynan shu nugtadan o tuvchi mayden tashkil gilsa, u holda
y=y(x} ckstremalni o’z ichiga oluvchi markaziy maydon topiladi, deyiladi.
y=y{x) oilaning parametri sifatida dastaning egri chizig’iga (x,,y,) nuqtadan
o’tkazilgan urinmaning burchak koeffitsienti olinadi.

F

Misal 5. J[y]= I( y +sin® x)dx funksional uchun eng sodda variatsion
masalani ko'rib chiqam{;z.

Yechish. a) Aytaylik, y(0)=1, p(2)=1 bo’lsin. Ushbu funksionalning
ekstremallar oilasi y=cx+¢, tenglama orqali aniqlanadi. y=1 ekstremal
berilgan chegaraviy shartlarni qanoatlantiradi, Bu ekstremal y=c, x0s
ekstremallar maydoniga mansub bo'ladi, bu yerda ¢, - ixtiyoriy o’zgarmas,

b) Aytaylik, »(0}=0, p(2)=4 bo’lsin. Ushbu chegaraviy shartlarga
javob beruvchi ekstremal y=2x to'p'ri chiziq hisoblanadi, u y =¢x, (¢-
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xiyorly o'zganmas) markazi ((0,0) nugta bo’lgan markaziy ekstremallar
maydoniga mansub b ladi.

1
Misol 6. J[v]= Iy'-(Zx—%y')dr, ¥(-1)=0, y(l)=%, sodda

variatsion masatasini ko raylik,
Eyler tenglamasining yechimi y=x"+c¢x+c¢, ko'rinishda bo'ladi.

Masalaning y=x"+ 1:-- % ekstremalini  p=2x’+ -E +¢, xos ekstremallar

maydoniga kiritish mumkin (6-rasm).

6- rasm

Quyidagi sodda variatsion masalalaming  ekstremattarini  (xos yoki:
markaziy) maydanlarga mansubligi ko’rsatilsin,

126, J[y ( —wZ).je}ix y(O) y(l) .
127, J[y]=j[2e*+ Vin p(0)=1, y(t)=e.
123, .;M:']{yi =3 ¥(0)=0. Ha)=0.(a>0.aekx)

129, /]~ _[(y +x):ir' WL W2=3.

Ta’nf Faraz qilaylik, bizga quyidagi @(uy.c)=0 egri  chiziglar mlam
beritgan ba’lsin. Ushu oitaning C- diskreminanti, deb tenglamalar tizimi

$lrv.cy=0
SPiry. ¢} ¢
o

orgali aniqlanadigan nuqialarning geametrik o’'miga aytiladi,
Umumiy holda C - diskreminant farkibiga egri oils, tugun nuqtalamiog
geometrik o'rni ham kiradi. Agar bizga markazi A(x,,»,) nugtada bo’lgan egri
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chizigtar dastasi berifgan bo’lsa, v holda bu egri chiziglar dastasining markay;
C- diskreminantda yotadi.
Misol 7. y = (x—~¢)? egri chiziglar oilasining C - diskriminanti topilsin,
Yechish. Quyidagi tenglik
. Sicy,ci=0
{w{x,y, 9o
ac
bizning holimizda quyidagi ko'rinishga ega bo’ladi
Yy (z-£)2=0
[ Hx-cr=¢
bundan y=0. By ¢hizig ¥y = o berilgan oilaning egrisi ekanligini ko’rish qiyin
emas . Hagigatda, ixtiyoriy x = x, nuqtada y =0 chiziq y = (x—,)* otlaga mos
keluvchi egri  chiziq bilan umumiy urunmaga ega bo'ladi. So'ngra y=o
chizigning qanday gismini olmaylk, unga berilgan oilaning cheksiz egri
chiziglar to’plami urinadi, Bu xolda C -diskreminant birgina egrilikdan 1borat
bo'ladi.

Quyidagi misollarda beritgan oilalarning C — diskreminanti topilsin:
130, y =ex+c?
131, y(c—x)—c*=0n
132, (x -2+ yi =t

Agar y = y(x) eRi ch:zlqmng AB yoyi A nuqgtadan fargli umumiy 4°
nugtaga, berilgan egri chizigni o’z ichiga oluvchi markazi A nuqtaga bo’lgan
¥ =yx,e) dastaing C — diskreminanti bilan ega bo’lsa, u holda 4° nuqta A
nuqtaga go'shma nuqgta deyiladi,

Misol 8. y =csinx bir parametrli oilani qaraylik, ushbu oilaning C-
diskreminanti quyldagl tenglamalar bilan amqlanadl
—csinx =
{y —siny= 6 :
yani o'zi bilan birga (#k.0}, k=0, 3:1,12 (sinussoidaning OX o'qi bilan
kesishgar nuqtalari) diskret nugtalar to’plamini ifoda qiladi. Misol uchun ¢ =2
deb olsak, markazi 0(6€) nugtadagi sinussoidaiar dastasiga tegishli bo'lgan
y = 2sinx egri chizigya egabo’lamiz.



I by
NN, T
Bt

F-rasm

Agar y=2sinx egri chiziq yoyining boshqa g oxiri ¥ € ¢r,25} absissaga ega
ba'lsa, u holda OB yoy 0¢0.0) nuqtadan tashqari C - diskreminantga tegishli
yana bitta nuqtaga cga bo’ladi va u 0+,0) nugta bo’lib, #(0,0) nugtaga qo’shma
nugta bo’tadi. Agar 0 < x <=, bo’lss, u holda OB yoeyda 9{0,0) nuqtaga qo’shma
bo'lgan nuqta mavjud emas (7- rasm).

133. v =efx— 1)x egri chiziqlar oilasi berilgan. &(0.0) nugtaga qo'shma nugta -

topilsin.
13[;. r=cshx egri chiziqlar oilasi berilgan. 0(g0) nuqtaga qo’shma nmugia
topilsin. :

1% Ekstremallarning markziy maydonga mansub bo’lishligining yetarli
sharti (Yakobi).

Ekstremalning AB yoyi markazi A{xc.¥e) nugtada bo’lgan ckstremallar
markaziy maydoniga mansub bo’lishi uchun A nugtaga qo’shma nugta bo'lgan
A" nugtaning ABD yoyda yotmasligi yetarli.

Misol 9. Quydagi funksionalni ko'raylik

6= o - 957 + €5y, WO =oyiay =0,
¥=0 ekstremalni markazi 00,0} nuqtada bo’lgan ekstremellarning markaziy
maydoniga mansubligi tekshirilsin.

Yechish. Berilgan funksional uchin Eyler tenglamasi quyidagi ko’rinishga
€ga ¥+ 9y =0, Uning umumiy yechimi y(x] = ¢; sin?x ~eyros3x. Agar a = ‘;" _
bo'lsa, k - butun son, u holda chegaraviy shartlarni ganoatlantiriruvchi ekstremal
¥ =0 bo'ladi. Agar ekstremalni bir parametrlik 1, = ¢, sin 3x cilasini qarasak, u
holda bu oilaning C- diskreminanti (0, k - butun son, nuqtadan tashkil
topganini ko’rish giyin emas. Shuning uchun, agar a-<7 bo'lsa, u holda s =0
ckstremalda 0(0.0) nuqtaga go’shma nugta mavjud bo’tmaydi, va unda
Tavshanki, y = ¢ ekstremalni markazi 0(0.0) nuqtada bo'igan ekstremallarning
Markaziy maydoniga kiritish mumkin. Agar «= bo’lsa, u holda y=o0
ekstremal kamida bitta 0¢,0) nugtaga qo’shma bo’lgan nugtani o’z ichiga oladi,
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va Yekobiyning yetarlilik sharti bajarilmaydi. Bu holda y = ¢, sin3x maydoy,
tashkil qilmaydi.
Yakobi shartining analitik ko’rinishi. Bizga quyidagi oddiy variatsion

T = [Floy ), )=y, &)=,

masala qo'yilgan bo’lsin.
Apgar Yakobi tenglamasining
d d .
(F, —-&x-f;-y.)u—E(Fy.y.u )=0
u{xg) = ¢ shartni qaneatlantiruvchi yechimi  w=ufx), x<x <x; intervalning
biren bir nuqtasida nolga aylansa, u holda 4({x,, y,) nuqtada qo’shma bo’igan
A* nugta ekstremalni AB yoyida yotadi (B nuqta (x,,y,) koordinataga ega).

Agar Yakobi tenglamesining ufx.) =0 qanoatlantiruvchi yechimi
u=u{¥) mavjud bo'lib, x, < x <y intervalning hech bir nuqtasida no’lga
aylantirmasa, u holda AB yoyda A nuqtada bilan qo’shma bo’lgan nugta mavjud
emas. Ekstremalning AB yoyini markazi Alxe.ve) nugtada bo'lgan
ekstremallaming markaziy maydoniga kiritish mumkin.

Yakobi tenglamasida £, {x,y, v/ )Py (v 230 V8 Foorla v, ¥ funksiyalardagi
y(x) ning o'miga y = y(x,C,) ekstremallar tenglamasining o’ng tomonini
qe’yish lozim.

Misol 10.

) = S0 + 7
funksionalni 070,0) va B{a,3) migtalardan o’tuvchi ekstremali uchun Yakobi
sharti bajariladimi?

Yechish. Biznig holimizda Yakobi tenglamasi quyidagi ko'rinishda u™=0
bo’ladi. Uning umumiy vechimi v(+3 = ¢,x +¢a. u{()=0 shartdan ¢, =@ ni hosil
gilamiz, bundan wu=gzx (c, 2 0). a>0 ning hech bir giymatida u=ex
{c, = 0) yechim  nolga aylana olmaydi. Demak, ekstremalning OB yoyida
2{0,0) nuqtaga go'shma nugta yo’q. Bundan esa uni markazi 2{60) bo’lgan
ekstrematiarning markaziy maydeniga kiritish mumkin, Ko’rsatish giyin emaski,
qidirilayotgan ekstremal y= ’:‘ chizigdan iborat bo'ladi va u w=qg¢
ekstrematlarning markaziy maydoniga kiradi.

% 2
Misol 11. [0 —4y* + € )t (g4 (n 4 L,
{
funksionalni 4(0,0) va 8{4,0) nuqtalardan ¢’tuvchi ekstremali uchun Yakobi
sharti bajariladimi?
Yechish. Yakobi tenglamasi quyidagi ko’rinishda «” + 4u = 0 bo'ladi.
Uning umumiy yechimi w(x)= ¢ sin 2x + ¢, cos 2x. . w(0)=0 shartdan ;=0
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bolib u(x)=cysin 25 ni  hosil gilamiz. Agar a < T bo'lsa u holda
pex%d oraliqda »(x) funksiya nolga aylana olmaydi va Yakobi sharti
pajaritadi. Agar a > %- bo'lsa, u holda 0 < »x <o Yakobi tenglamasining
yechimi a(x}= ¢, sit 2x  [0,¢) kesmada yotuvchi x = 3;-— nugtada volga
aylanadi va y=0, (0 £ x £ a) ekstremalning yoyida 4(0,0) nuqtaga go’shma
po’lgan nugta topiladi. Shunday gilib, 2 > %— bo'lganda y = 0 ekstrerualni ¢'z

ichiga oluvchi ekstrematlamning markaziy maydoni mavjud emas.

Quyidagi masalalarda Yakobi shartini bajarilishi tekshirilsin:
135. J[yl=j!ﬂ2xy+y"+x’)dx, y(-H=-2, y»(1)=0.
136. Jm{[(y‘ +9yt -3n)d, (0} = 1O =0,
137, J[ylﬂljmy"m »(0) = y(1) = 0.
138, J[y1=:f<y'e’atr, HO=l A=t (@>0)
139. J[}’]:j(y'2 -y, p0)=0, 3Q21)=0.

L) o
140, Jlyl= JF (x.y)dr.  funksionaluing integral ostidags ifodasi y ni

oshkor
hoida o'z ichiga olmasa u holda doimo har bir ckstrematni ekstremallar
Mmaydoniga kiritish mumkinligi ko'rsatilsin,

Izoh. Yakobi sharti jh<{x)] funksionaini ekstremumga erishishi uchun
2aturiy shart hisoblanadi, y’ani AB yoyning ekstremumga erishishtirayotgan
¢kstremalida A ga go’shma bo'lgan nugta x, < x < x, intervalda yotisyi mumkin

emas. Masalan, V1= [y +Ddr, »(0)= @) =0 funksional uchun
1]

Yx=0 da minimumga erishiladi. Bu ekstremulida O(0,0) nuqtaga qo’shma
b0’lgan nugta mavjud emas.
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Misol 12, Quyidapi JDY= JOF-pDd  wO)= y(%r):&
o )

funksional (0, E—x i intervaida yotuvehi O{0,0) nuglaga qo’shma o°(x,06) Rugy,
bo'igantigi sababll, ( chunki, w"ru=0 Yakobi tengsizligining x=0 da nop,
aylanuvehi yechind wx) = ¢, sinx  bo’lad? va u(x} x= =€ 0.~ ) rugtada ham
nolga aylanadi}, » =40 ekstremalda ckstremumga ensh:shmaydi Hagjgaidy
p =0 ga yagin _5[:}:»—4 egri chtzlqm olaylik, ravshanki, »{0} =y (—-}:
shartlar bajariladi va o' (3 = 's;‘““ . 2x ba*ladi. U holda, jio] =0 da va ixtiyaviy
butin a2 2 2 uchun

sin nx:‘— a sm(—-—}sm(—- —)

Hp21= | - Y
n : n
PR P 12
-It—} cns( xde= o (-2 <0

ifodaga ega bo’ {armz. Bundan y(x) =0 egri chiziqgga yaqin, finksionalga
manfly givmat beruvchi egri  chizin mavjud bo’lganligi  sababki,
yix)y = Dekstremaida berilgan furksional minimumga ecrishishimaydi. End

yix)= egri  chizigga ixtiyoriy artibli  yaginitk  munosabatdagi
y.(2) = :}sin %x egri chiziglar oilasini qarayiik. Ko'rish givin emaski,
4

2 Sin°

JTnl= j szr [ ®cost (G =

- ho'ladi. Bundan benlgan funksmna]mng ¥xd= Beks\remalda maxsimumga
haru erisha oimaslig: kelid chl.qm&t

141 Aytaylik, J0)= fF (%,9.5)5,  funksionalda integral astidagi

funksiya

F y, ¥ laming chegaralangan o’2parish sohasida y, y° far bo'yicha nchunchi
tartibli  chegaralangan  hosilalarga  ega  bo'isinn  Agar  p=13(x) va
» = pfx)+ n(x)ybir biriga yagin ckstremallar be'lsa, u holda kichik migdoming
yaqori tartibli aniglik bilan v ekstremaliar orasidagi birinchi tantibli mesofani
tagqoslaganda 5 (¢} funksiyve quyidegi Yakobi tenglamasini qanoatlantivadi



- d :
Fa+F o ——{(F,n+ Foon )=0;
20 Lejandrning etarli sharti

Jvi= jF(x,y,y')dn WX )=Vor MX)=¥:»  funksionalning ekstremalini

X
ekstremaliar maydoniga mansub bo'lishligining yetarliylik sharti Lejandrning
kuchaytirilgan sharti hisoblanadi.
Bunda gqaralayoigan eksiremalning barcha nuqtalari uchun £.. >0

tengsizitkni bajarilishi talab efifadi, (yani, barcha r & [x;, ] far uchun).

2
Misol 13 Quyidagi  JDI=JOT ¥R oy poy=s,
]

funksional berilgan. Bu furksional uchuni vy =er+e, tog'el  chiziglar

ekstremallar bo’tadi. U holda, chegaraviy shartlarni ganoatiantiruvchi izlayotgan
ekstremal y=2x+1 to’g’ri chizigdan iborat, Bizning holimizda E.. = 12y +2 va
y=2x+] ckstremalning barcha nugtalarida ¥, =50>0Q bo’ladi. Bundan,

Lejandrning yetarli shartini bajarilishi va  y=2x+1 ekstremalni ekstremallar
maydoniga mansub bo’lishi mumkinligi o’z o’ zidan kelib ¢higadi.

Demak, y=2x+1 ekstremal xos maydon tashkil giluvehi ¥ =2x+ e,
(& — parametr) bir parametrlik ekstremallar oilasiga mansub bo’ladi.

i
Misot 14. JDVI= [0 +1207)d, (=D =-Ly(1=1 funksiona)
-1 )
berilgan.
Yechtsh Bu funksional uclum Eyler tenglamasi
Xy 2% 12y =0,
ko' nmshga ega bo’ladi. Uning umumiy echimi ¥ =Cx* +C,x™. Unda

chegaraviy shartlami ganoatlantiruvehi izlayoigan eksiremal ¥ =5 chizigdan
iborat bo’ladi. Buni maydonga kiritish mumkin emas. Uni 0’z ichiga oiuvchi
ekstremal yagona ¥ = oo’ bir parametrlik ekstrematlar oilasi hisobianadi, Va
nihoyat, bu oila QX abscissa 0'gi bilan x =90 nuqtari o’z ichiga oluvchi
sohani goplay olmaydi. Bu holda F, S =2x" bo’lib, x=0 da Lejandr sharti

bajaritmaydi.

. Quyidagi ﬁmkstonallammg ck.stremaﬂanm maydonige mansybligi
telshiriisin,

&7



142, J¥1= JO' - e p0)= y)=0.
1a3. 1= [Vdx, »(0)=0, y(a)=b,(5>0).
144, J[y] = ']H(y)JlT;z_C&, y(xo) = Ve y(x]) =¥ ﬂ(y) >0, .

145, J[¥)= j(ey"~y")dx, W0)=0, pa)=b, a>0,b>0.
]

8 §. Funksional ekstremumining yetarli sharti
Quyidagi furksional uchun oddiy variatsion masalasini garaymiz
= JFlnryd W
e R

1 Veyershtmxsmngye!ark sharfi. Quyidagi tenglik bllﬂnlﬂlﬂlﬂiﬂn

Elx.v, p,y? funksiva Veyershtrass funksiyssi, deyiladi

E(x,y, p.yY= F(x,3.9%-F(x,3,p) - (v~ p)F,(x, 3, . . .
bu yerda, p= p(x,y)- garalayotgan (1),(2) variatsion masalaning (X,y) ougtadagi
ekstremallar maydonining og’ishi.

Kuchsiz ekstremumning yetorl shartlari,

C egri chiziq (1) funksionalgza kuchsiz ekstremum beradi, agar:

1. € egri chirig (l)}fucksionalning (2) chegaraviy shactlamni
qanoatlantituvchi ekstremali bo’lsa, ya'ni, (1) funksional uchun (2) chegaraviy
shartiarni gancatiantiruvchi C egri chizig Eyler tenglamasining echimi bo’isa.

2. C ekstremal ekstremal maydoniga mansub bo’lishi mumkin, xususan,
bu bo'ladi, agar Y akobi sharti bajarilsa.

3. C ckstremalga yagin barcha (x,)) nugtalarda va p{x,y) ga yagin v’
ning giymatlari uchun E(x,y,p,y" Veyershtrass funksiyasi ishorasini saglashi
lozim. Agar Ex¢ bo'lsa, u holda Jy] funksional ¢ da maxsimumga ega
bo'ladi, agar £=0 bo'lsa, u holda /3] funksional ¢ da minimumga ega
bo’ladi.

Kuchii ekstremumning yetarli shartlari,

C egri chiziq (1) funksionalga kuchli ekstremmumn beradi, agar:

I. € epgti chiziq (1) funksionalga (2) cheparaviy shartlami
ganoatlantiruvchi ekstremal bo’lsa.

2. C ekstremal ekstremallar maydoniga mansub bo’lishi mumkin,
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3. C ekstremalga yaqgin barcha (x,») nuqtalarda va »' ning ixtivoriy
qiymat]ari uchun E(x,y,p,y") Veyershtrass funksiyasi ishorasini saqlaydi. £<6
po'lganda maxsimum, E>0 bo'lganda esa minimum bo’ladi.

Esiatma. Ekstremum mavjudligida Veyershirassning etarlitik sharti
quyidagicha ma'noga ega, agar ekstremat nugtalarda y* ning biror bir qiymati
ychun Y funksiya qarama-qarshi ishoraga ega bo'lsa, u holda kuchli
ekstremumga erishmaydi. Agar bu xossa ' ning giymati P ga etarlicha yaqin
joylarda ham o’rinli bo’lsa, u holda kuchsiz ekstremmumga ham erishmaydi.

H
Misel 1. J[y]= j'( ¥® + ydx, y(0)=0, p(1)=2. fiunksional ekstremumga
&

tekshirilsin.

Yechish. Ushbu funksional uchun Eyler tenglamasi y'y"=0 ko’rinishda
be’ladi, shuning uchun ekstrimallar p(x)=Cx+C, to’g’ri chiziglardan iborat
bo’ladi. Berilgan chegaraviy shartlarini qanoatiantiruchi ekstremal y = 2x to’g'ri
chizigdan iborat bo’ladi. Ekstremal nuqtalarida maydonning og'ishi p=2 ga
teng. Ravshanki, y=2r ekstremal markazi {0,0) nuqtaga bo’lgan » = Cx
ekstremallarning markazty maydoniga mansub bo’ladi. Yana, bu holda Yakobi
shartini bajarilishini tekshirish giyin emas. Bu hol uchun Yakobi tenglamasi
--%(6);':;'):0 ko'rinishda bo'ladi, bu yerdan ekstremal tenglamasiga asosan,

¥'=2 gaegabo’lamix, Bundan, Yakobi tenglamasi u%x) =0 ko’rinishda bo'ladi,
echimi u(x)=Cx+C,, u(0)=0 shardan C, =0 ni olamiz. Bu 4 =C u=Cx echim
C =0 da x=0 nuqiadan tashqari, hech qayerda nolga aylanmaganiigidan,
Yakobi shantining bajarilishi kelib chigadi.
Endi, Veyershtrass funksiyasini tuzamiz
E(xy,p.¥ )=y p'=p’ - p-('- P3P D= (v~ pY (¥4 2P).
Birinchi ko’paytuvchi ixtiyoiy »' da doimo manfiy emas, ikkinchisi esa ' ning
2 ga yaqin qiymatlarida musbat. Bundan kuchsiz ekstremum mavjudligining
bdarcha shartlari bajarildi. Birog, oson ko’rish mumkinki, agar y'<-4 bo’lsa, u
bolda E funksiya manfiy bo’ladi va kuchli ckstremumning yetarl sharti
bajari]maydi. chunki kuchli ekstremum shartida Veyershtrass funksiyasi E »*
ning ixtiyoriy giymatida ishorasini saqlashi talab gitinadi. Yuqoridagi eslatmani
Eir;obga olgan holda, bu hot uchun kuchli ekstremum yo’q, degan xulosaga
elamiz.

Misal 2. J]y]= I(x+ 2y+%y'2)dr. W0) =0, y(iy =0, funksional ekstremumga

tekshirilsin, _
Yechish. Bu funksional uchun Eyler tenglamasi y*=2 ko’rinishga ega
bo'lib,



ekstremial  y=x"+Cx+(, paraboladan iborat bo’ladi. Chegaraviy shartlami
qanoatlantiruvchi ekstremal y = ¥* - x. Yakobi tenglamasini tuzamiz v-vg;(u'] =0

yoki #*=0. Uning vmumiy vechimi o(x}=Cx+C,. u(0)}=0 shartden C,=¢
bo'ladi. C, #0 da u(x)=C.x [0.]] kesmada x =0 nuqtadan tashqari hech gayerida
nclga aylanmaydi, v holda  Yakobi sharti bajariladi va demak, y=»'-x
ckstremal, markazi ©0,0) nugtada bo'lgan ekstremaliarning markaziy
maydoniga mansub bo*ladi, ayman: y=x*+Cx.

Veyershirass  funksiyasi Elx.p,p.y'}= }EU ~p)?
ko'rinishda bo’ladi. Bundan ko’rinadiki, y' ning ixtiyoriv qivematiari uclwn

E:%{y'— pyeo orinli bo'ladi. Bundan, y=x'-x eksiremalda berilgan

funksional S[x? - x]= % g4 teng kuchii minimumga erishadi (8- rasm).

§- rasm

Quyidagi funksionallar ekstremumga tekshirilsh: |

no

46 Ihl- je*(y’:r%yﬂ}ca. o=t »i=e.

147, Jy)= Ie’y"dv:, HOy=0 WO)=98, »i}=in4.
[3
M. sia[Ra, o me =4
1
149, J =‘-—; =0, »a)=h, a=0,b>0
[¥] !‘: % ()] a>0,8>

150, g1 [oespie,  A0=0 HD=L.
a .



£t . .
58, J:y;=z(y'-y‘m, »O =1 =1
152, J¥]= [raesyian y-n=1 y2)=4

1
183. Jirl= [ -y, p-l=-L ¥(H=3. )
Zt .

2. Lejandrning petarli shartori. Aytaylik, F(x,p,y" funksiya uzluksiz .
qususiy hosilatarga F, (x,y,») oga va C ekstremal ekstrematiar maydoniga
mansub bo'lsin. :

Agar C ckstremalda F,..>0 ga ega bo’lsak, u holda C egri chizigda kuchsiz
minimumga erishiladi; agar C ckstremalda F..<0 bo'lsa, v holda € egri
chiziqda {1) funksional kuchsiz maxsimumga erishadi. Bu shartlar Lejandming
kuchaytirilgan shartlari deyiladi.
Qachonki, p' ning ixtiyorly qiymatlarida C eksfremalga yaqin (x,y) nuqtalarda
F,(xy.y720 bo'lsa, bu holda kuchli minimumga ega bo’lamiz.
Argumentlarning ko’rsatitgan qiymatlari uchun £ (x,3,¥7<0 bo'lsa, u holda
kuchli maxsimumga ega bo’lamiz,
[}
Misol 3. J[y(x)}= I(y" —~ay i, H0O)=0, wii=-2 funksional
]
ekstremumga tekshiriisin, bu erda o - ixtiyoriy haqigiy son.

Yechish. Integral ostidagi funksiya fagat y* ga bog'liq bo'lganligi uchun
ekstremal y=Cx+C, to’g'ri chiziglardan iborat. Chegaraviy  shartalami .
qanoatiantiruvchi ekstremal y = —2x to’g’ri chiziqdan iborat bo’lib, uni y = Cx
exstremaliarning markaziy maydoniga kiritish mumkin, Bu  extremalda
maydonning og’ishi p=-2 ga teng. So’ngra, ¥, =6y ni topamiz. Berilgan
extremalda 7. =-12<0 ga ega bo’lamiz, ya'ni y=-2x chiziqda™ finksional
kuchsiz waxsiouongg. ecishadi. 4 oiog tiyarly  ajywatlacida, € ,, shawa
saglanmaydi, bundan, kuchli maxsimum sharti bajarilmaydi. Bu holda,
Veyershtrass funksiyasi £(x,y, p.y") quyidagi ko’rinishda bo’'ladi

E(xn,y,p,¥1=(y -p)(y +2p)
Va y* ning ayrim giymatlarida u qarama-garshi ishoraga ega bo'ladi. Eslatmani

hisl(’bga olgan holda, bu hol uchun kuchli maxsimum yo’q degan xulosaga
amiz,

2 .
Misol 4. JIy(x)= [t +Ddx,  w0)=0, p@)=1 funksional
0

ekstreInumga tekshirilsin.



Yechish. Ekstremal y=Cwx+C, chiziglardan iborat. Chegaraviy
shartalarni ganoatlanticuvchi ekstremal y =% to’g’ri chizigdan iborat bo’lib, upj
¥=Cx exstremallarning markaziy maydoniga kiritish mumkin. Bundan,
berilgan funksional y =% ekstremalda kuchli minimumga erishadi.

. g+ e .
Misol 5. J[y]= , »(0)=0, a)=y, funksional ekstremumpy
S ¢

tekshirilsin,
Yechish. Integral ostidagi funksiya x bog’liq emasligidan

F-y'Fy'=C, ni olamiz, yoki bizaing hol uchun -‘-E

e 2% B bund
N vev o R

——l,—-—-=€', , yoki y(1+y7y=C,, bu erda C, = L bo’ladi. y'=a'.'.|*_l_;l deb olamiz.
V49 y E 2
Bundan »=C, sin? -;—:%(I—-msl] ga ega bo'lamizz  So'ngra,
= -@; —E‘—sfg':irzc‘ sin‘%dr . Bu tenglamani - integrallab,
cfgi 2013-2-

x=G, j{‘_“"_g?ﬂ:%a_smnm, ni olamiz. Shunday qilib, -

= &l(t -sinf) +C,,}
y= (',' {1—<cos1) . :

sikloidalar oilasining parametrik tenglamasiga ega bo' la.mua y{O)-l‘.l d:mdm
C, =0 ni topamiz

x= Ot -sind),

y=C1-cos r)g
siklpidalar dastasi

x=R{—sint),

y=R(l-cos r}}
ekstremalni o’z ichiga oluvchi markazi ©(0,0) nugtada bo’lgan markaziy
maydonii tashkil giladi. Bu erda R, agar @ <2xR bo’lsa, tsikloidaning ikkinchi
chegaraviy B(a,y,) nuqta orgali o’tishi shartidan aniqlanadi (9- rasm),



S-rasm _
Lejandr  shartidan  foydalanamiz. ' ning  ixtiyorly  qiymatida
1 .
, =——=————->0 ga egabo’lamiz. Demak,
ey

x = R{t —sind),
y=R(l-cost}
sikloidada 2 <2=R uchim benilgan funksional kuchli minimumga ega bo’ladi.

Lejandr shartidan foydalanib, quyidagi funksionallar ekstremumga
tekshirilsin.
L B
154. /0= J(r "+ ¥ . O =-1, mD)=1.
[\]
3 x; ‘ .
158, Jiyj= I;z-dx, ¥2i=4, W) =9
H
F
156. Jiy)= [ - 290 =0, ¥2)=0.
T
157, JD)= Jo-e ), 3®=0, ya)=bia>o)
[}

153-«&31= Ily“'idr A 5D D RaD
159. ¢ parametmmgharxﬂ qiymatiari vehun

Jn= ﬁe,v +yt+xt)d; ya»-a o=
funksional ekstremumga tekshmlsm

Misol 6. (Evier masalasi). 7 uzuniikdagi stecjen uchlari tiralgan bo’lib, #
bosim kuchi qo’yilgan. # ning aniqlangan giymatida ¢(Bylerning kritik kuchi)
Sterjenda bo’ylama egilish yuz beradi. Bo’ylama egitishni hosit qiluvehi {yuzaga
keltirovchi) P kuchning eng kichik giymatini aniglang.
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Yechish. Aylaylik, £-elastiklik moduli, 7- sterjenning ko’ Ndaly,
kesimining eng kichik inersiya momenti, - eprilik radiusi, ¢- urunmaning Q‘g
bilan hosil gilgan burchagi bo'lsin.

Egilishdagi potensial energiya quyidagi formula orqali aniglanadi

v edS
=—FI [=
U=sE njp,
Sterjen uchlarini quyidagi
1
o= {1 -cosg)dS
a
kattalikka tushirishda sterjenning potensial energiyasi
3
Uy=F = PI—PIcosqx!S.
a
ga kamayadi. Agar potensial energiya deformatsiyagacha nolga teng bo’lsa, y
holda deformatsiyadan so’ng u quyidagi formula orqali ifodalanadi
I
U=U-U,= j(-l—E!—!;+Pcm¢:)dS "y

p—% bo’lgani uchun va (g ning kichik giymatlarida) cosp~1-2- b Isa, u

holda
i I
U= % J'[E!(i‘rﬂ)2 - P;pz}ﬂs - ]{Ei(ﬁd‘p}’ - Pp’ ]dr

Bu holda muvozanat holatda potensial energiva eng kichik giymat qalml qiladi.
Shunung uchun, masalaning yechimi

4@, 2
Hel= | E—Y -P .
o}~ [ 5142y -ry )
integralning minitumini topishga keltiriladi. Bu holda
a9, 1.
F=FRI(-1y -
E( ‘k) Py
bo'ladi va Eyler teuglamasi
@ +a'p=0,buyerda o =§
ko'tinishga ega ko’ ladi. Bu tenglamaning umumiy integrali quyidagicha bo'ladi

@=Csinax+C,cosax.

¢ ning kichik qumatlanda tgp=¢ bo’ladi va bundan tashgari, go =y ligidan

.;' ¥ =C,singx+C, cosar,
bc’ladi. Bu erdan ,

x) = Ccoscu C:smax+c i

74



Agar sterjenning pastki uchi koordinata boshida bo’isa, u holda x=0 da y=0
porladi, demak, C,=C=0 va  3x)=Shsinax. Lejandr va Yakobi shartlarining

2
bajarilishini tekshiramiz. Ravshanki, Lejandr sharti g-‘i-:zm >0 bajariladi.
[

yakobi tenglamasining ko’rinishi quyidagicha
Eir +Pz=0 yoki Z +a’z=0, z(0)=0.

po'iadi. Shuning uchen Yakobi tenglamasining yechimi z = dsinex bo’ladi. 2
funksiya x, =%’5(k=1.2,...} da nolga aylanganligi sababli Yakobi sharti, agar

L
JIJ
qiymati Pm:%ﬂ bo’ladi. Shuning uchun y = %Lsin % egilish egri

1> bo'lss, bajaritadi. Bundan P> =.Er. Eyler kritik kuchining eng kichik
[/ 4

chizig’ining tenglamasini beradi.
3%, Figuratrissa. Aytaylik, bizpa
b
] = {Fix,y, y')d

korinishdagi funksional berilgan bolsin. x,» larni parametr, deb hisoblab, hamda
Y= Fix,y,y) funksiyaniy argumentning funksiya deb garaymiz.

Ushbu  funksiyaning (y'.‘() o’zgaruvchilar  tekisligidagi grafigi
figuratrissa, deb ataladi, 5{x,y,p,») Veyshirass fupksiyasi bu figuratrissaga
ordinatasi va absissaning » = p nuqgtadan o’tuvchi figuratrissaga o'tkazilgan
urinma ayirmasiga teng ekanligini tekshirish giyin emas. y ning ayrim
giymatlari uchun Veyshtrass funksiyasining ishorasini  o’zgarmasligi
figuratrigsani urinmaning ustida yoki » ning korsatilgan qiymatiari uchun
urinmaning ostida yotishligini anglatadi. Ushbu holatda kuchsiz ekstremum
o'tinli bo’ladi. Agar figuratrissa v, y parametrlarning exiremal nugtalariga yagin
qiymatlari va » ning barcha giymatlari uchun urinmaning bir tomonida yotsa, u
holda kuchli ekstremum o’rin}i bo’ladi,

Lejandming yetarlilik sharti ushbu iboralarda quyidagicha ifodalanadi:
agar x,y ning ekstremalga vagin barcha nuqtalari uchun figuratrissa harmma
Yerda qabarig yoki botiq bo’lsa, 1 holda laichli ekstremum o’rinli bojadi,

Misol 7. JI¥l= [y'dc, y0)=0. sa)=b. 5>0
[\

funksional ekstrermumga tekshirilsin.
Yechish. Ekstremallar p=Cx+C, chiziglardan iborat. Izlanayotgan

ekstremal y=£’-x tenglamadan aniglanadi. U ekstremallaming markaziy
i
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maydoniga mensub bo'ladi. Bu holda figuratrissa ¥ =¥ parabo'ladan ibory
be’ladi (10- rasm). Bu erdan figuratrissani ixtivoriy « va 5, 2+ 0 larda 5. *
nugtadan o’tkazilgan urinmaning ustida to'la yotganini ko’rish qiyin ema:,
Demak, y= %x ekstremal berilgan funksionalga kuchli minimum beradi.

¥ )

& /l";.l'-’- 'Y

10- rasm

Misol 8. /)= [y°dx, 3(0)=0. »a)=5, 8>0,
[+

funksionalni ekstremumga tekshirilsin,

Yechish. Y=bx/a to’g’ri chiziq qidiritayotgan ekstremal hisoblanadi, U
markazi 0{0.0) nugtada bo'lgan y=cx ekstremallar markaziy maydoniga
mansub. Figuratrissa ~ Y=(y'¥ kubik parabola hisoblanadi (11- rasm).
Figuratrissa y ni p=b/a qiymatga etarlicha yagin qiymatlari nchun obtsissa bilan

¥y =£~ nugtadan o’tkazilgan urinmaning wstida yotadi. Chizmadan ko'rinib

turibdiki, figuratrissa urinmani absissa bilan Y'=-2b/a nigtada kesadi hamda bu
nuqtaning chaprog’ida urinma ustida joylashgan. Demak, berilgan funksional
y=bx/a ekstrimalda kuchsiz minimumga erishadi. Takidlab o’tish lozimki, agar
p=0 holsa, figurairissaga urinma 0y o'qi tushiniladi, O(0,0) nuqta csa
figuratrissaning egilish nuqtasi hisol:;lanadi.

11- rasm
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g § dagi eslatmani hisobga olgan holda, figuratrissa 0(0.0) nugtaning yetarlicha
kichik atrofida mqsbat hamda manfiy ordinatalarga ega bo'lishini ko’ramiz.
pemak, E(x.y,p,y) Veyshtrass funksiyasi y' ning p=0 ga hohlagancha yaqin
qiymatlarida qarama-qarshi ishoraga ega bo'ladi va bundan, bu holda berilgan
funksional kuchsiz ekstremga erishmaydi.

1
Misol 9. J[.v]=f(y"—w”)dx, W0)=0, 31)=0, variatsion masalada

y =0 ekstremal funksionalga kuchsiz minimum berishligi ko’rsatilsin.
Yechish. Bu holda Lejandr sharti £ |, =(2-6y'),., =2>0, ni beradi,
ya'ni y=0 ekstremalda kuchsiz minimumga erishadi. y=0 da kuchli
A
minimumga erishmasligini ko’rsatamiz. y»0 qiymatlar uchun ¥ = yﬂ -y
figuratrissani quramiz.

12- rasm

Chizmadan ko'rinib turibdiki, figuratrissaga absissa bilan p=0 nuqtadan
o’tkazilgan urinma figuragrissani  y = 1 nugtada kesadi. Shunday qilib, (x,»)
nugia uchun, by erda y>0, »=0 ek:trmalga yaqin nugtalarda E{x, y.p,»)
Veyshtrass funksiyasi y ni 1 dan Xichik giymatlarida musbat, y'>1/y da esa
manfiy bo'ladi. 8 § dagi J;slamtaga ko’ra kuchli .minimum yo'q. Xuddi

shuningdek holat, y <0 uchun ham o'rinli (12 rasm).
Bu misol ixtiyorly y uchun ekstremalda F >0 sharni bajarilishidan

kuchli ekstremumga ega ekanligi kelib chigmasligini ko'rsatish bilan
xarakieriidir.

Figuratrissalar  yordamida quyidagi funksionallar ekstremumga
tekshirilsin:
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L
160. JD= J(l+x)y'dx, »0)=0, W)=-2
b
161 Jlyl= [y Q+x*y)dx, y(-D=pD=1
-1 .
162. Ji31= ]'(l-e"" Jx,, W0)=0, y@)=b, (a>0, b>0),
1]

163. Jpyi= ]'(6y"’ ¥+, Q) =0, ypa)=h (a>0, b>0).

Izoh. Tkkinchi tartibli variatsiya bo’yicha ekstremumning yetarlilik sharti,
Tkkinchi tartibli variatsivani manfiymastigi zarur, lekin berilgan egri chiziqda
Jly} funksionalni minimumga erishishi uchun etarli emas.

l
Misol 10. C(0) fazoda J[y]= jy‘[x)(x—y(x}]dr funksionalni ko’raylik. ,f!
1]
Eyler tenglamasi F,=0 ko’rinishga ega, yoki y=0. Funksionaining »=0,
1
0< r=<i, ekstremaldagi ikkinchi variatsiyasi §2J[0,8/]= Ix(@»)‘dx har bir & = ¢
o

uchun musbat bo’ladi. Birog, J[v] funksional nolning har ganday atrofida
manfiy giymatni qabul giladi. Berilgan yetarlicha >0 da

. -x+¢, D%x<e,
(=
Ye 0, xzez

d
funrsiyani olamiz. U holda, ixtiyoriy £ > 0 son uchun J[3)= —56— <0 bo’ladi.

Ta’ril. Qandaydir normallangan fazoda aniglangan J,1A] ni kvadratik
funksional kuchli musbat deyiladi, agar shunday o’zgarmas k>0 mavjud
bo’lsaki, barcha # lar uchun

Jolh1 2 kvl
o’rinli bo’lsa. '

Minimumning yetaril shariL Narmallangan fazoda aniqlangan J[y]
funksionalning y=y, statsionar nuqtada minimumga ega bo’lishi vchun y“yo
uning iklunchi variatsiasi kuchli musbat bolishi yetarli, ya'ni

0y, dv]= k||5y||
lcngsuhkm bajarilishi etarli, bu yerda k>0-const.
4° Avtaylik, # ta y,{x), ¥,(x), ..., ¥, (x), funksiyaga bog’liq bo’lgan

S Yarea ¥, 1= IF(x'ynJ’zr"s)’vyl 1)"1 wa ¥V, }# (3)

funksionalni quyidagi chegaraviy shartlar ostida
y(w) =Y e (0) =y, (k=L2, ... 0)
ckstremumini topish talab etilsin. .



)] funksional qaralayotgan ekstremallarining barcha nugtalarida F, >0,

B MY v

. K. nwn nm T S
T I S R P “
Fh- I ‘ ‘ o ‘ . S

Fr.'n' Fh.'.ﬁ' e Fr..'r.‘

sharflarni bajarilishiga kuchaytiniigan Lejandr sharti, deb atafadi.
[%,%] kesmani x, nugtasiga go’shma bo’lgan nuqtani o’z ichiga olmastik -
sharting talab qitish, kuchaytirilgan Yakobi sharti, deb ataladi. '
(4) ¥uchaytirilgan Lejandr sharti bilan kuchayfirilgan Yakobi sharti
pirgalikda  (3) funksionalni hech bo'lmaganda kuchsiz minimumi maviud
polishini ta*minlaydi. o
Misol 1),
I
. Jy,z)= Iy'2+z'2d'x . (3)

AW =z(0)=0, ¥D=L z(N=2 , (6
funksional ekstremumpa tekshirilsin.
Yechish, (5) funksional uchun Eyler tenglamasi
¥ =0, ;' =,
bo’lib, bundan v
¥(x)=C + sz}

2(x)=C,+Cx

£a ega bo’lamiz. {(6) shartlardan foydalanib, quyidagini topamiz: C;=0, C=1,

Cy=0, C;=2. Qidirilayotgan ekstremal koordinata boshidan o’tuvehi ' )
yix}=1x, | R
z{x)= 2x, )

10'g"ri chiziqdan iborat bo’ladi. Bundan

F .. =2, Fy-z- :0, Fz'y' =0, F..=2,.

) Yy rz
& ega bo'lamiz. '
ry »e
L= = =4 > 0,
Fyy 2>0, Fa’,.' F.—';' L} 2

l(!tlcha).rﬁl'ilgan Lejandr sharti bajariladi. Endi, kuchaytirilgan Yakobi sharining
bajarilishini tekshiramiz.

Qo’shima nuqtaning ta'riflaridan birini keltiramiz ({4] ga garang).
Aytaylik, (1) funksionalning boshlang’ich (2", 3y, Y@ s Yoo} fugiadan
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chiquvchi, o’zaro yagin bo’lgan, lekin chigli bogliG bo’imagen yo’nalish)
ekstremaliar oilasiga ega bo*laylik.

Ta’rif. r" e(x,,x] nugta x" nuqte bitan ge’shma deyiladi, agardy
boshlang’ich (x*, ¥y ¥ar Voo) nuqtadan chiquvehi va  berilgan
ekstremaipa yetarlicha yagin ekstremallar ketma-ketligi maviud bo'lib, by
ekstremallarning har biri  berilgan ekstremalni kesib o’tsa va absissaning
kesishish nugtalarida x™ nugtaga yaginlashss,

Ushbe misolda ekstremallar (7) to’g’ri chiziqdan iborat. (0,0,0) nugtadan
chiquvchi barcha ekstremallar (7) ckstremalni facat shu nugtada kesadi. Bundan
x ning o’zgarish kesmasi {0,1] xo=0 nuqtaga bilan qo*shma bo’lgan nugqtan;
o’z ichiga elmaydi. Shunday gilib, kuchaytirilgen Lejande hamda Yakaly
shartlari ham bajariladi, bundan esa (7) ekstremal {5) funksionalga kuchsiz
minimum berishligi kelib chigadi.

Quyidagi funksionallar ekstremumlikga tekshirilsin:
164, J{vix),zml= Iy +ziar, p0)=20)=0, V=2, z(h=4

165, JPp(a,z(0)]= fy?+a andx,  pO)=z0)=0, M=} z(H=0.

9 8, Shartli ekstremuom

1°% Izoperimetrik masala. Aytaylik, ikkita F(x,y,») va Gixyy}
funksiyalar berilgan bolsin. Barcha y = y(x) e C jx,, » ] egri chiziglar orasidan

x
Hyl= [Gexy, ¥ ax
funksional berilgan | giymatini qabul giluvchi shunday egri chizigni aniglash
kerakki, natijada
Jyl= 1Fix,,y
funksional ekstretnal qiymatn‘i qabul gilsin, F va G funksiyatar nisbatan ular
x, $x<x oraliqda va y, » laraing ixtivorly giymatlarida birinchi va ikkinchi

tartibli uzluksiz xususiy hosilaiarga ega bo'lsin, deb faraz gilamiz,
Eyler teoremusi. Agar y = y(x) egri chizig

HHyHHAHHHA Y JLV]'—' IF(x, ¥,y )dx

funksionalga



Kbl= JGtyode =1, yxm)=0 pix) =2

ghart ostida ckstremum bersa va agar y=y(» K Tunksionalning ekstremali
po‘lmasa, b holda shunday 1 o’zgarmas son mavjudki, y = y(x) egri chizig

L= f[Flxy,y)+ AG(x.y,y Y

funksionalning ekstremali bo‘ladi.

Misol 1. (Didona masalasi). 21 uztmlikdagi yopiq egri chiziglar bilan
chegaratangan shakllar ichidan eng katta yuzani qamrab oluvchisini toping.

Yechish, Dastiab, ko‘rilayotgan egri chiziq gavariq bo'lishi kerakligini
angiaymiz. Aks holda shunday £ to’gri chiziq tanlab olish mumkinki, BCD
gismini AZ to*gri chiziqqa nisbatan simmetrik yasasak, u holda uning uzunligi £
{o‘eri chizigqa teng bo'lib, u egallagan yuza dastlabkisining yuzasidan katta
bo*ladi (13- rasm).

13- rasm

Shu narsani kuzatish mumkinki, agar har ganday to*g'ri chiziglar yopiq egri
chizigni teng 2 pa bo‘lsa, bu togri chiziglar yopiq egri chizigni ofrab wradigan
yuzani ham teng ikkiga bo*ladi. Buni isbotlash uchun teskarisidan faraz gilamiz.
L, tog‘ri chiziq egri chizigni teng ikkiga bo'lsin-u, lekin bo'laklarning vuzlari
har xil bo‘lsin. I, to*g'ri chiziq atrofida katta bo‘lakni simmetrik ko*chirsak ,
hosil bo‘lgan yuza egri chiziq orasidagi yuzalarning dastlabkisidan katta bo‘lib
qoladi. Demak, ziddiyat.

Endi, OX o'qi o‘mida yopiq egri chizigni teng 2 ga bo'luvchi to'g'ri
chiziglardan istalganini tanlab olamiz va masalani quyidagicha tartibda
qo‘yamiz. Shunday y= yix), yp(—a)=y(e)=0 chiziq topilsinki, qaysiki /> 2a
berilgan uzunlikda chegaralangan OX o’qidagi - a s x s ¢ kesma bilan eng katta
Yuzani ¢’z ichiga olsin. Shunday qilib, masala

Kyw]= i+ de=t, > 2a),
funksionaining qo’shimcha

N Tywl= =t yem=p@=0, - (1)
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shart ostida ekstremalini topishpga keitiriladi. Yordamchi funksiyani fuzami,,

H=F+20=y(x)+ A1+ 3 ()
va yordamchi

L= IH(xyy')d- @
funksionalni qaraymiz. Bu (2) funksional uchun Eyler tenglamasi quy}dagl
ko‘rinishda bo'ladi

a, A

4 ==X+,
;;H- y’
Bu tenglamani y ga nishatan yechsak,
dy x+¢, - .
o N 1)
ddx ;]l—(x-t-a)’ @
Mazkur (3) tenglamani integrallab,
(x+c) +ly+c,) =
ga cga bo'lamiz. Bu (englama markazi (-c,,¢,) nugtada bo’lgan 1 radiusli
aylana tenplamasi bo‘ladi. ¢, o‘zgarmaslarni va 2 somni y(-a)= wa) =0
chegaraviy shartlardan hamda (1} izometrik shartdan topamiz
"11 =4~ (g ~a),
C:z = lar: "(C| ""0’9
bimdan ¢ =0,¢, =+¥A* -a°. Shuning uchun, ym}_ N
. X . -

U holda (1) shartdan quyidagi natijaga kelamiz:

=1,

bundan

T Addr . X . . B
= = Aarcsin—|__ " = 1A arcsin—
ivf—x} ‘JM‘ 4

yoki —. =sin 5% . 4 ganisbatan transendent bo‘lgan tenglamani yechib, ba’zi

a
A
A=2, qiymatlarini topamiz va shundan so'ng ¢,=.J4-4° ni topamiz.
%, =sin5% har doim vechimga ega. Hagiqatdan, . = 5”; deb olib, bu tenglamani

quyidagi ko*rinishda yozamiz: sins = 3(9-: , va musale shartiga ko’rz, _2}9_ za<l

ni olamiz. y.=sint funksiys r=0 nugtada % vrinma og’ishiga ega, y = a¢

funksiva esa kichik op’ishga ega. Bundan, bu funksiyalarning grafigi ©(0,0)
nugtadan boshqa hech bo‘lmaganda yana bitta kesishish nugtasiga ega bo’ladi.
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]mperimetrlk masalalarning o’zarolik qonunl,
Y ]F(x, %7
qksionalning qo‘shimeha o '
x{nwl= ]'G(x. ¥,y e = const

L] .
chartdagi ekstremali, X{y(x)] funksionalning J[y(x)]=const shartidagi ekstremali
pilan ustma-ust tushadi, Didon masalasining ¢’zarolik gopuni yordamida
quyidagi natijaga kelamiz: berilgan yuzani chegaralovchi barcha yopiq chiziglar
ichida minimal uzunlikdagi chiziq, bu aylanadir.

Bu natijani bevosita variatsion masalaning parametric formasidan
foydalanib, osenlikcha olishimiz mumkin.
Faraz gilaylik
x=x0, [x(rn)=rtr.)],} \ | <ot
¥ = ¥e), [y} = ().
ixtiyoriy yopiq chiziglaming tenglamasi berilgan bo'lsin, Masala quyidagi
1
J'(;+ ;]?d: funksionalni j'(x j.»—."c »idx =C shartga ko'ra ekstremumni topishga
keltiriladi.
F I I |
F=l{x +y ¥ +Adxy—xy.
funksiyani kiritamiz, bunda ekstremum beruvchi egri chiziq uchun egrilik

(kpusuana) L doimiy L-4 bo’ladi. Demak, biz izlayotgan ekstremal ~
r r

aylana.

Misol 2 . Quyidagi fikrlar to*g'riligini ko‘rsatish mumkin : 1} berilgan
asgsga hamda berilgan perimetrga ko‘ra, eng katta yuzaga, teng yonli
uchburchzk ega bo’ladi: 2) berilgan yuza hamda berilgan asosga ko‘ra teng
yonli uchburchak eng kichik perimetrga ega bo'ladi.

Yechish. 1) Fokuslari garalayotgan uchburchak asoslarining uchlari
bo‘lgan ellipsni ko'raylik {14~ rasm)

#i

14- rasm

Ellipsning xossasiga ko‘ra, hamma 4CE uchburchaklar bir xil perimetrga ega.
Ravshanki, yuzasi eng katta bo’lgan uchburchak, bu eng katta balandlikga ega
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bo’lgani hisoblanadi. Bu hal gachonki, uchburchakning uchlari ellipsning ¢
uchi bilan ustma-ust tushsa. AC,8 uchburchak bu holda teng yonlidir. '

2) Ozarolik {eaaumnocmu) qonuniga ko're berilgan yuzada eng kichiy
perimetr va berilgan asosga ko'ra, teng yonli uchburchak ega bo’ladi.

Misol 3. J[y]:}'y"(x);ﬁ funksionalning ?y’(x)a‘le, HO)=ma)=g

shartlar ostida mintmumi topilsin,
Yechish. Yordamchi funksional

Lyl = fO* + ity
iy
ni tuzamiz va buning uchun Eyler tenglamasini yozamiz

22.y—§;(2y')=0 yoki ¥ -Ay=0 . @
Tavsifiy tenglamasi #>-4-0 yoki r,, =44 bo’ladi. Ma’tumki, 2 <0 bo'lishi
lo‘zim. Aks holda, agar 4i>0 bo'lsin desak, unda (9) ning wnumiy yechimi
quyidagi ko'rinishda y=ce’ +c,e™™ bo‘ladi va p(0)= y(r}=0, chegaraviy
shartlarni fagat ¢, =¢, =0 bo’lgandagina qanoatlantiradi, yani px)=0 da
bajaritadi. Birog, bu holda Iy’(x)dx:l sharti bajarilmaydi, Shuningdek, A=¢

i)

bo‘lgan holda ham chegaraviy shartlarni qanocatlantiuvchi (4) Eyler

ienglamasining vechimi pix)=0 bo‘ladi. Shu sababli, Ai<0 dcb hizobiab,

r =4y nitopamiz va (4) tenglamaning umumiy yechimi
y=clsmmx+czoosm

ko'rinishda bo'ladi. »(0) =0 shart ¢, =0 ni beradi, y(x)=0 shart esa -A=#7,

(k=1, 2, ...} ni beradi. Demak, y=c,sinks bu yerda c, hozircha aniqlanmagan.

¥(erte =1 shartlaridan foydalanib,
‘Iq‘sin’bz#ﬂ

ni olamiz, bu yerdan, ¢ =2 Jz Demak, »x) =z Esinkx bo'ladi. Ammo,
b3

pxy=2 E sinks  ekstremallar o'rtasida (0,0) va (r,0) nuqtalardan ¢*tuvchi
Yakobi shartini ganoatiantirovchi fagat 2 ta ekstremallar mavjud, ular aynan
Wx)=# E sinx ekstremallar bo‘ladi. Bu ekstremallarda

Ji1= o= [ocos’ sds=1

L]
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“Jadi.
be Misol 4. (Kelvin masalasi ). Faraz qgilaylik, X0y tekislik u(x,y) uzluksiz

sichlikka ega bo‘lgan massa bilan qoplangan hamda tekislikda bo’lakli-sillig
¢« egri chizig va unda ikkita F, va A nugtalar berilgan bo’lsin. £ va P,
pugtalarni tutashtiruvehi barcha 1 uzunlikdagi egri chiziqlar orasidan shundayin
topish kerakki, qaysiki, u C egri chizigdagi A7, yoy bilan birgalikda maksimal
massaga ega bo'lgan D sohani chegaralaydi. Bu yerda F, va P, nuqtalar ustma —
ust tushishi ham mumkin,
Yechish. Quyidagi Funksiyani
Flx,y}= Iﬂ(x, ¥iie
kiritamiz. U holda Grin formulasiga ko‘ra,
v -
Vix ) = (Jute yidsdy = [ dsdy = {vaty,

o Il r ) .
bo’ladi, bu yerda I"-L epri chiziq va berilgan ¢ egri chiziqdagi 27, sohadan
iborat kontwr. Oxirgi soha bo'yicha olingan integral ma’lum qiymatga ega
bo‘fadi, biz uni £ bilan belgilaymiz. Shu sababli £ egri chiziqni parametrik

x=x{), } -
. L SESL,
¥ =y,
ko'rinishida berilgan, deb hisoblab, quyidagiga ega bo‘lamiz

L] .
[t yxtsdy = [Py s+ K .
o b
Shurnday qilib, masala quyidagi
o= Pln ) yax
L

funksionalni

shart ostida maksimurmini topishga keltirildi. Yordamchi funksiyani kirftamiz

. {_1 2
F=Vyrdyx +y .

va Eyler tenglamasining Veyershtrass ko' rinishidan foydalanib,

¥ F A
F;i T F;.y=0’ F==—"571
y {x+y)
84 ega bo’lamiz, gaysiki, Eyler tenglamasining Veyershirass ko*rinishi
11w
roAax!

bo'ladi, yoki ¥(x,y) funksiya uchun bor ifodani hisobga olsak,
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1_ %%y
. r A7
bo'ladi. Bu yerda r - izlanayotgan egri chiziqning egrilik radiust.
Qachonki, uixr,y)=const bo’lsa, izlanayotgan egri chizigning egriligj
o'zgarmas bo’ladi va bunda ekstremal aylanalar iborat bo’ladi. Ravshanki, ylg
J, funksionalga maksimum beradi.

)= [FE e Yo e 3 b %)
funksianatninng ekstremumini ,
[ Gt Y0s s B Y s Y=Ly (i =12,..m), (6)
S

izoperimetrik  shartlar ostida topish talab etilgan wvariatsion masalalar
izoperimetrik masalalar, deb ataladi, bu yerda 7 -0’ zgarmaslar.

(5) funksionalning {(6) shartlar ostida ekstremumini topish hagidagt
izoperimetrik masala uchun asosiy zaruriy sharini olishda quyidagi yordamchi
funksionalni tuzish kerak bo’ladi

oiy)= [(F+3 4G,
- i

bu yerda A -o’zgarmaslar, va bu yordamchi funksional uchun Eyler tenglamasini
yozamiz. C,.C,...C,, Eyler tenglamalar tizimining (sistema) umumiy

yechimidagi ixtiyoriy  o'zgammasiar.  4,4,...4, o'zgarmaslar quyidagi
chegaraviy shartlardan

)’l{'ru)= ymsy.t(ﬁ) =¥ k=12, .nm),
va (6) izoperimetrik shartdan

aniglanadi.
Misal 5. J[y(x)2(0)] = J()* +2% -4~ Az)dx, y(0)=0, =(0)=0, pD=L
1]

z(1y=1, funksionalning ekstremurmi haqidagi izoperimetrik masalaning .

o - - -2 B )

shart ostida elcstremali topilsin.
Yechish, Yordamchi funksional tuzamiz

1
®= Jl[y'z+z” —axz' -4z + AL —x¢ — 7k
L]

36



i aning pchon Eyler tenglamalar tizimini yozamiz
--—-(2.?' +24y - Ax)=0,
__4___, A =0,
d‘(zx dx-22:=0
uni yechib, quyidagiga ega bo'lamiz
Axt £ 2Cx

yix)= wi—cn

z(x)—z(l 5+Ce

Chegaraviy shartlarden quyidagilami aniglaymiz: G-
¢, =2-A4) €, =0, shuning uchun ekstremaliar '

_ A 3
)= 41+ 2
(x)=x,

dan iborat bo'ladi. A ni topish uchun (7) izoperemetrik shartdan mydnllnlmiz.

Shuningdek, y(x)= 3’1—53—’3—{ #'{x) =1, u holda quyidagini olamiz

3.1 +4

fQAx+34+4)  (QAx+dAa g 41{;: 2.
sl 161+ 4Y a+a ]

Bundan oddiy, ammo uzun hisosobtashlatdan so’sg, 4 ni amqlash uchun
quyidagi tenglamaga ega bo'lamiz
—{2312 +461+24) = 48(1° + 24+ 1),

Bu yerdan 3, =-Q va =_£:- ni topamiz, Topilgan 4 lami {7) ifodaga qo’vib,

.{l=_ﬁ izoperemetrik  shartni  qanoatlantirmasiigiga, ... 2, ="%S:' esa

qanoatlantirishiga ishonch hesil gilamiz, Qidiralayotgan ekstremal quiyidagi
lenglamalardan aniqianadi
x- Sx
Wx)= 3

z{x}=x

Misal 6. Aytaylik, uzunligi /ga teng sterfen (z,,%,) va (x,») nuqtalarga
berkitilgan. Flastiklik nazariyasidan ma’lumki, deformatsiyalangan holatdagi
sterjenning potensial energiyasi, uning egriligi kvadratidan sterjen  bo'ylab
olingan integraliga proporsional. Sterjenning weunligi (x,.3), nugtadan
boshlanuvchi erkli o’zgaruvehi deb s ni gabul gilamiz. Uni Ox o’gi bilan
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sterjenga  ©’tkazilgan wrinnma orgali hosil bo’lgan burchak (s Orgal;
belgilaymiz. Egrilik ¢(s) hosila hilan ifodalanadi va ckstremumi izlanayq‘gan
integral quyidagi ko'rinishga ega bo'jadi

'y
J = fig@)ifds
1}
Ma’lumki,

or = cos Outs, dy = sin Fds,
demak, biz quyidagi bog’lanishiar tengiamasiga ega bo'lamiz

r i
Icosﬂds:xl -~ Xo, Jsinﬂds-—-yi -¥ (8)
[H o

Bundan tashqari sterjenning berkitiligi &(s)funksiyaning berilganligiga teng
kuchli: s=0va 5=/ da

A0=a, HH=b, (9)
Lagranj funksiyasini tuzamiz
WY, 6 ={0()] + 4 cos@ 4+ 4,5in@.

& funksiya erkin o’zgaruvehi s ni o’z ichiga olmaydi, shuring ychun Eyler

tenglamasining birinchi integralini darhel yozishimiz mumkin

% =C+ 4 cosd+ A sing. (1m
Yanpi 0’ zgarmaslarni kiritamiz

T 244 + 4]
h=C+ f2*+ 42 . k= N
Arh C+ ;;1,‘ + A7
va # ning o’rniga yangi o’ zgaruvchini kiritamiz

¢=g;9“, bu yerda 9,,=arctgi;’-‘.

Endi, (10) quyidagi ko'rinishga keltiriladi
3;-;5 =>-g’ﬁ'aj1—k? e o,

bundan .
5= 2 j dp vy,
tenglikni olamiz,
hk*.8, va 5, 0’zgarmaslar (8) va (9) shartlardan aniqlanishi lozim, Sterjen

nugtalarming Dekart koordinatalari quyidagicha lopiiadi
dx = cosBds = cos(Ip + 8, )els,  dy = sindds =sin(2g + 8, )ds,

yoki
2dg
ds= )
: Jl_r.}l -k*sin' @
ekanligidan



_ 2c05(29+8,) do g 25020 +6,) do
Hi-Ksint@) JHI—# sin @)
Slamiz, ¥ yerda x va y lar integrallash yordamida aniglanadi.

Quyidagi izoperimetrik masalalarda ekstremal topilsin;

166. Og ‘irlik kuchi ta’siridagi bir jinsii og ir ipning muvozanat holati hagidagi
masala.
Uzunligi # bo’lgan, oxirlari berilgan M (x,,3,)va M (x.y)nuqtalarda yotuvchi
parcha yassi chiziglar orasidan og’irlik markazining ordinatasi minimal
bo’ ladlganl topilsin.

167. jy(x)dr 3. shart ostida J{y(x)] = Jy”(x)«tr. Y=L HD=6,

168. [y (s =2 shart ostida J{y(0]= [ +) ¥, 3(0)=0, »=0,
o o

169. [itx)- y"(x}]dx:ll—z shart ostida J[y(x)= [ax, y0)=0, ym%'
] &

2. Lagranjning J[»,.»,....y,] funksionalni 7 funksionai bog’liq bo’lgan
funksiyalarga ayrim bog'lanishlar go’yilgan holda, ekstremumini topish
hagidagi masalasi ham shartli ekstremumli variatsion masala hisoblanadi.

Masala quyidagicha go’yiladi:

J= IP‘(I,}'D-“,}",‘,y-;,m,y:‘)dtg e (11)

h
rix)=xp. yixd=y, i=..n
funksionalning
@xy,.px)=0 (= mm<n ' (12)
erkli hisoblangan shartlar ostida ekstermumj topilsin.
Teorema. (11) funksionalni (12) chi shartlar ostida ekstremunga
erishtiruvchi y,.v,.....y, funksiyalar, 1(x) ko’paytuvchilar mos tanlanganda

J =J’[F+§4¢.]¢_

funksional uchun tuzilgan Eyler tenglamasini qanoatlantiradi,
Qisqalik uchun F+3° 4@, = $(x,3,....,), deb belgilaymiz. U holds Ax)

va y,(x) funksiyalar Eyler tenglamasidan

q>,1-g‘-o‘.=o (G =hun)

Ly
va
e x ¥, )=0 (=L m)
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aniglanadi. Agar funksionalning argumentlarini  fagat YoV,
funksiyalardangina emas, balki, 2 (x)A(x}..4.(x) funksiyalardan ham i,
deb hisoblansa, u holda ¢ =0 tenglamani  J° funkstanal uchun gy,
tenglamasi, deb hisoblash mumkin,

Misol 7. 15x-7p+2-22=0 sirtda yotuvchi 4(,-1,0) va B(2,1,~1) nuqtafy,
orasidagi eng qisga masofa topilsin.

Yechish. Ma'lumki, p(x, y,2)=0 sirtda yotuvehi A(x, y,.7,) va Blx. 3,2
nugqtalar orasidagi masofa '

i= ]‘Jk-z»y” +2dy,

formula yordamida aniqlanadi, bu yerda y=y(x)z= #(x). ;I'f&_lj','i_)%o st
ostida / ni minimumini 1opish kerak. Bizning holda TR

=l =2, px.p2=15x-Ty+z-22
Yordamchi funksionalni tuzamiz

7 :']'[ e +2(x)(l$x-—7y+z—22}}ﬁ

va u uchun Eyler tenglamasini yozamiz

Az~ 1a-( o =)=0,

a3 -

d £ I P .
] —— -’-0- A ]4
A{x)-1 { = z,z)' (14)

Bog’lanishlik terglamasidan
15x~Ty+z-22=0 (15)

foydalanib, (13),(14) tenplamalar sistemasini yechamiz. Qidirilayotgan y = y(x)
va z = z(x) fimkstyalar quyidagi chegaraviy shartlami qanoatlantiradi
W=, z(=0, (N=-1, ~{16)
(14) tenglamagani 7 ga ko’ paymib {13) tenglama bilan qo’shsak, ]
}F + 72 } 0
dx h-r ylaz?
ni oiamiz, bu yerda o _
e . un
l+y+z .
(15} dan quyidagiga ega bo’lamiz ) )
Z=7y-15 N . (18)

*



; ning qumatml (17) ga qo’yamiz va hosil ba’lgan dlﬂ'erensml tenglamani
yech!ba Wx)= Gx+C ni topamiz. (16) chegaraviy shartlar C. =2,C, =-3 beradi,
shuning achum,

yx)=2x-3. (9
(19) ni hisobga olib, (18} dan quyidagini olamiz
2xy=1-x. (20

{ ravshanki, (20) funksiya uchun chegaraviy shart bajariladi). (13) yoki (14) dan
A(x)=0 ni olamiz. Qidirilayotgan masofa

J’=];)I+y"+z"dx=-f€.
1

Bu natija ma’ium geometrik mulohazalardan kelib chiqgadi.

3%, Geodezik chiziglar. Aytaylik, sitt vektorli tenglama bilan berilgan
bo’lsin
r=r{u,v) 21)
Geodezik chizig, deb berilgan sirtda yotuvchi eng gisqa uzunlikka ega bo’lgan
va sirtning berilgan 2 ta nuqtasini tutashtiruvehi chiziqga aytiladi.

Geodezik chiziq tenglamasini sirtda berilgan ikkita nuqta orasidagi eng
gisqa masofani topish hagidagi variatsion masalaga mos kelgan Eyler
tenglamasidan olish mumkin. r = r(x,v) sirtda yotuvchi chizig

t=uthv=v(f)
parametrik tenglama bilan berilishi mumkin. ¢ parametming ¢, va 1
qiymatlariga mos keluvchi nugtalar crasidagi kesmaning uzunligi quyidagiga
teng

L]
J[uv]= I\J'Eu’ +2Fuv +Gvlde, 22)
bu yerda E,F,G lar (21) sirt birinchi kvadratik formasining koeffisientlari, ya'ni
ar Br ar dr
E= ( ) =(— % 6v) G= ( —-).

bu yerda (z,5) ifoda a va b vektorlammg skalyar ko paylmasi. (22) funksional
uchun Eyler tenglamasi quyidagi ko'rininshga ega bo’ladi

Eu +2FuV +G? a 2Eu + Fv)
JES 12Fuv +Gv' W EL 127y +GYF

=0,

E,ulz +2Fuv +G¥* _d Fu +Gv
JEC 4 2Fuv + Gt 9 1 2Ry +Ov?

=0,
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Misol 8. Radiusi # ga teng bo’lgan sferadagi berilgan ikkita Nty
tutashtiruvchi barcha egri chiziglar orasidan eng kichik uzunlikga ega bo'lg,,
gri chiziq (geodezik egri chiziq) topilsin,

Yechish. p- sferadagi nuquaning uzuniigi 8- kengligi, o=g.
qidirilayotgan egri chiziq tenglamasi bo'isin. Berilgan holatda quyidagioa og,
bo’lamiz

r=r(p,8) = x{p. O) + W@, @) ) + 2{e. ) .
Shuning uchun
E=(r,.r,)=R'sin*8, G=(rpnl=RY F={rr)=0
Bu yerdan (22) formulaga ko'ra,

4 &
H@,0}= R [\d8" +sin’ 8o’ =R [\ft+sin’ 87 (6)do
& &

ega bo’Jamiz. Integral ostidagi ifoda gidirilayotgan (@) funksiyaga bog'lig
emas, shuning uchun Eyler tenglamasi quyidagiche bo’ladi
__sin’ 8-0'(6)

d
— =} bu ,e!da = L]
e’ I Jisin® 8.6%8)

sin*d-@ (@
:,;l+sin’9-w"(6)

ya'ni
=0, -
buyerds

ﬁ"(e)ﬂ q = G = G o -
S b fin'o-C L Jl__g:_ sing J( - C})-Crog'd

sing
Cd{ctgl)

= - ﬂi
Ja-CH-Clergé.
intégratlab, quyidagini olamiz

Cetgf
8= s +C;, :
P() aﬂCOSﬁ
yoki
o
L plf)=arceos(C-aigf)+C, buyerda C=7=J_.,’-_
f-GF s
Pu yerdan
C -otgl = cosfe(8)~C, ],
yoki

ctgh = Acos@(@)+ Bsing(@), (23)
buyerda A= ‘“’EF? 8=2252 (23) tenglikei har ikkals tomonial Rsing ge
ko’ paytirib, quyidagini clamiz '
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Rcosd = ARcos psin &+ BRsin psind

ok, Dekart keordinatasiga o’tib,

b z=Ax+By

ifodani olamiz. .
Bu sfera markazidan o'tuvchi va sfera bilan eng katta aylanasi bo’yicha
kﬁushuvchi tekislik tenglamasi. Shunday qilib, eng gisqa (geodezik) chiziq

gatia aylananing yoyi bo’ladi.

Misel 9. Aylaninsh tekislikdagi ixtiyoriy geodeziyaning har bir
nuqtasida aylanish radiusining geodeziya va meridian orasidagi burchak
sinusiga ko'paytmasi o’zgarmas katlalik bo*lishini  ko'rsatamiz  (Klero

teoremasiga ko'ra).
Yechish. Aylaninsh sirtining silindrik koordinatalardagi tenglamasi

quyidagi ko'rininshga ega bo’ladi

x=psin@, y=psing, 1= fip).
£,F,G koeffitsientlami topamiz E=1+ %, F=0,G=p% aylaninsh sirtida yoy
uzunligining differensiali 4§

dS=Jp" {1+ S )P dp

ko'rinishga ega bo’ladi. Aylaninsh sirtidagi geodezik chiziglar

]\fp’ ++ )P e

L .-
funksionalning ekstremali bo’ladi. Integral ostidagi funksiya ¢ ga bog'tiq

bo'lmagani uchua, quyidagiga ega bo’lamiz e
pl a . .

1 Ty~ const
;]p +{L+ )
de dp

yoki p’E=corm. pg=sine (15- rasm)

15- rasm
psino = connt, ega bo’ldik va talab isbatlandi.
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170. x+y+z=0 sirtda yotuvchi 4(1,0,-0) va B(0,~-)5) nuglalar orasmagl eng
qisqa masofa topilsin.

171. r = & aylanma silindming geodezik chizig’i topilsin.
10 §. Qo’zg’aluvchan chegarali variatsion masala

1°. Qo’g’aluvchan chegarali oddiy variatsion masala. F=F(x,v,y) -
o’zining argumentlari bo’yicha uch marta differensiallanuvchi funksiya va Yoy
- tekislikda ikkita egri chiziq

y=@x) va y=y(x) 1y

berilgan bo’lsin, bu yerda g(x)eC,[a,] va w(x)eC,[a,b].

Oxirlari 4(x,,y,) va Bi(x.») berilgan (1) chiziqda yotuvchi y = y(x) silliq
- egri chiziqda aniqlangan funksionalni garaymiz
)= thx. »¥ e, (2)

¥, = 0%}, ¥ =w(x).(2) funksionalning ekslremumlm topish 1alab qllmadl
Teorema. v=y(x) egri chiziq berilgan ikkita y=o(x), y=w(x) egn
chiziglarning ixtiyoriy ikkita nuqtasini tutashtiruvchi, ¢, sinfga tegishli barcha
egri chiziglar orasidagi
J[¥]= [Fey.y)ax
r

funksionalga ckstremum beruvchi y: y = y{x) egri chiziq be'lsin. U holda y egri
chiziq extrimal bo’ladi va » egri chizigning A4(x,,y,) ve B(x,y) uchlarida
transversallik shartlari bajariladi

[F+(¢a’— y')F’\]“N =0

)
ra-e ], - @
Shunday qif, qo'zg aluvchan chegarali masalan) yechish uchun quyidag
bosqichlami amalga oshirish kerak:

1) Mos Eyler tenglamasini yozish va yechish. Natijada ikkita C,,C,
parametrlarga bog’liq ekstremallar oilasini y = 7(x,C,,C,) topamiz .
2} (3) transversallik shartlari va
f(xu.Cl,C,)=¢(xo),}
Jx,. GG = wixs)
tenglamalardan C,,C,.x,.x, 0'zgarmaslarni aniqlaymiz.

3) (2) funksionalning ekstremumini htsoblaymlz.
Misol 1.

)



Il= e fivyia Sxy)#0,
funksional uchun transversallik shartlari topilsin. ' o
Yechish. Ekstremailning chap tomoni A(x,,y,) nugfaga mahkamlangan
bo'lsin, o'ng tomonidagi B(x,,y,) nugta esa y=p(x) egri chiziq bo’yicha joyini
almashtirishi mumkin. U holda, quyidagini olamiz
iF+@-yF, | =0.
Rizning holimizdg
F=fane ™ fley?, F, < fepem=asyyfiey.
Transversal sharti
(e o3 2@y 1= ey yfiey L =0
Bundan f{x,y)=0 shartga ko'ra, i
{v-yNlapy)=-1 (5
kelib chiqadi. Geometrik nuqtai vazardan (5) shart chegaraviy Bix,.y,)
nugtaning 7\ burchak ostida sitpanishini bo’yicha degani bu y=y(x) eksfremal
y=w{x) egri chizigni kesib o'tishi kerak.
4 )

1&-rasm

Hagiqatdan ham, (5) munosabatni shunday tasavvur gilishimiz mumkin:
faraz qilaylik; y=y{x} egri chiziqda yotuvchi ekstremalning B(x .,y ) huqtasiga
o’tkazilgan urinma OX o'qini Za ostida kesib o'tadi, berilgan egri y=w(x)
chizigga o'tkazilgan urinma esa OX o'qini ## ostida kesib o’tadi (16-rasm). 1]
holda (ga=y .=y va {5} formulaning chap tomoni tg(f-a) ni beradi;
lekin ~1=sg{- #\4), shuning uchun g-a=-r'4, bundan o=g+x\4 kelib
chinadi. Shuni ko’rsatish talab gilinggn edi.

Misel 2. y=x’ parabola va x-y=5 to'g'ri chiziq o’rasidagi masofa
topilsin,

Yechish. Masala ekstrernalning chap oxiri y=x? epri chiziqda, o'ng oxiri
esa y=x-5 to’g’ri chiziq bo’ylab joylashganiik sharti ostida
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g= Wie

o
integralning ekstremal qiymatini topishga keltiriladi. Shunday qilib, bu holda
p(x)=x*, wlx)=x-3 bo’ladi. Eyler tenglamasining umumiy yechimi y=c x+c,
ba'lib, bunda ¢, va ¢, ~ aniglanishi kerak bo’lgan i{xtivoriy o’ zgarmaslar.
{3) transversallik sharti quyidagi ko’rinishga ega bo’ladi

th-y" (2x -y )\l y? L_,a =0,
lfixy? +(1-y')y‘\J1+y“La -
bunda y'=c,. (4) tenglama bizning holatimizda
X, e, ~x],
Cx +C, =K, -5,
ko’rinishga ega bo'ladi. Demak, C,,C,.x,,x, c’zgarmasiarni nmqluh uchun
quyidagi tenglamalar tizimiga epa ho’lamiz:
i+l +2xg—c e\ fl+ef =0,
Jl+e! +{-¢)e \fl+ e =0,

) X tey = xé'
L . oty =x -5
Ularni yechib,
3 1 23
a=-1,¢ =3’ *q =3 *r -3
larni topamiz. Demak, ekstremal tenglamasi y=-x+% bo'lib, parabala bilan

to’g'ri chiziq o'rasidogi masofa
Jl (-Ddr= frl =—3‘C

ga teng bo’ladu,

172,  A(1,0) nuqiadan 4x*+9y*=36 cllipsgacha bo’igan eng gisga masofa
topilsin.

173, A{~-1,5) nugtadan y’=x parabolagacha bo’lgan eng qisqa masofa topilsin.
174, x*+ y?=l aylana va x+y=4 to'g'ri chiziq orasidagi eng qisqa masofa
topilsin,

175. A{-1,3) nuqtadan y=]-3x to"g'ri chiziggacha bo’lgan eng qisqa masofa
topilsin.

Y
176, 1{y)= Jrix. )1+ yids funksional uchun, bu erda hix,y)=0 bo'igan,
hi ]

cheparaviy



llik shart] S R - —
nuqtalal'da transversallik sl ari y'(x} ( ) va ¥{x)= - (x)
ko rinishga ega bo’lishligi isbotiansin, y’ani transversallik shartlasi ortogonallik
shartiariga keltiriladi.

2°, JxA= [Fix,y.z,y,7)ds (6)

g
xo'rinishdagi funksionaflar uchun qo'zg’aluvchan chegarali masala. (6)
ko'rinishdagi funksionallami ekstremumga  tekshirishda A(x,.y,.2,). yoki
B(x,.¥,,Z;) cheparaviy nuqgialardan kamida bittasi berilgan egri chiziqda
harakatlanadi, deb hisoblaymiz. I[v,z] funksional ekstremumga faqat Eyler
1englamalar tizimining mtegral egn ch121qlanda erishishi mumkin

~F, -—F* =0,

ﬁ—i-4o
dx
Aytaylik, A(xoyoaze)n“qta mahkmnlangan bo’lsin, B(xafy"zl) Wﬂ
y=p(x), }
z=yp{x),
tenglamalar bilkn berilgan qa.ndaydir egri chmqlarda harakatlanayotgan bo’lsin.
Bu holda, transversallik sharti

[F+(g—y)F, +(w'—2‘)F Jon=0
ko'rinishga ega bo’ladi. Shu kabi transversallik sharti chap tomoni uchun ham
(agar u ham qanaqadlr
y= ¢{x),'}
2=F(x),

egri chiziglar bo ylab harakatlansa}
: [FH@-y)F, + 5 -2)F, ]...,
ko'rinishga ega bo’ladi.
Misol 3. M(x,,y.Z,) nugtadan ¢
y=mxtp
Z=nx+q }
to'g'ri chiziggacha bo’lgan eng gisqa masofa topilsin.
Yechisk. Masala ekstremallaming o’ng oxirlari '
y=mx+p, T
i o
to’g’ri chiziglarda joyleshishi mumbkinligi shasti ostida
Junz]= {J1ey +ztde

integralining ekstremumini (mmlmummi) topishga keltiriladi, ya’ni bizning
holatimizda ¢ va v funkswalar mos ravishda
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wix}=nx+g,
ko'rinishga ega bo’ladi. Bmgs mos kelgan Eler tenglamalar tizimin,
umumiy yechimi ' :

Plx) =+ p.}

¥=0 y+c=,1

: Yoyt @
" ko'rinishda bo’ladi, bu yeria ¢, (i=1,2,3,4), sniqlanishi lozim bo’lgs,
noma’tuinlar, Transversal sharti 0’ng oxirida}

. e
J1+ 32wz w37 4 +{n—-7) =0,
_ W T+y %4z

ko’rinishni oladi, bu erdav'=¢ , z'=¢, bo'lganligidan

t+me, +ne, =0 )]
ni olamiz. (9) munosabat iZanayotgan (8) to’g'i chizigni bealgan (7) to'g'ni
ehizigga perpendikufyartik stmtini ifodalaydi. Idanayotgan (8} to g'vi chizigni
M(x,,y,.Zz,) nuqtadan o’tishligilan

JYo=OYe (:2,} (10)
5= C')Zu +C,,
hamda, o’ng tomoni {7} t0’g’ri ciizigda joylashishidan foydalnib, -
Ox+ Oy =, +p‘} an
oX ey = a4 g

ega bo'lamiz. Endi, (9310} wa ‘11) tenglamalardan ¢e,c,0, va X
{X 52¥ 02, M0, p,q-berilgan sontar) lam aniglash kerak. berilganintegraini topish
uchui x,, ¢, va ¢, ni bilish kifoya. Quytlagigea egamiz

_ Xy mliy, - g+ n(zp 9 L ma(z ) (),
147 +m? Y i -y nz ) —(m +al
% 4 mn(ye ~ py- {1+ m’ Xz, - g)
iy, — pl+ Az, ~P—imt +nidx,
Bufarni olib borib (14) ga qo‘ygﬁ quyidag natijaga

2
k=minJ{y,z1=Jxo’+{yo~p)’+(zn—qr--[‘**”“yn“f)”;‘o'el]
Y4 +m

erishamiz, Agar A{X,.¥,.?,) cheparaviy nuqta qo’zg'almas bo’lib, boshga
B(x,.y,.2,} chegaraviy nuqta qanagadir z=p(zy) sirtda harakitlansa, u holda
transversallik sharti quyidagicha bo'ladi:

F-yE +lo, z}FL =q,

[F,+£a], =0 (t2)
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ymuman olganda (12) shart y=e(xy) tenglama bilan birgalikda Eyler
‘englamalar tizimi.ning umumiy yechimidan ikki o’z.gannasni aniglash imtkonini
peradi (boshga ikki o'zgarmas esa ckstremalni qo’zg’almas A(x,.y,.z)
puqtasidan o’'tishlik sharti orqali aniqlanadi}. Agar qo’zg’aluvchi A(x,.y,.z.)
auqta, chegaraviy nuqia bo'lsa, u holda x=x, da (12) shartlarga o’xshash
chartlarga ega bo’lamiz.

misot 4. A(1,1,1) nuqtadan

P eyiez =1 (13)

sferagacha bo’lgan eng gisqa masofa topilsin,

Yechish. Masala

Jy,z)= [f1+y2 () + 2 (x)x (14)
n

funksional ekstremumini tekshirishga keitiriladi. Bunda B(x,,y,,z,} nuqgta (13)
sferada joylashgan bo'lishi kerak. (14) funksionalning ekstremallari

yzclx“‘c}a} ('5}
z=gx+e,, -
to'g'ni chiziglar hisoblanadi, (15) ekstremallarni  A{1,1,1} suqtadarn. o’tishlik
shartidan
1=c1+c,,} (16)
l=¢, +e,,

kelib chigadi. {12) transversallik shartlari (15) ni hisobga olgan holda quyidagi
ko'rinishga ega bo’ladi:

. 4 o]
Jleyiert - L + - =1 =0
[ 4 \l‘l +y"+z'2 LJI—x’ —yz J\h+y‘?+z‘2 J..,,
[ y .z (- ] -0 ]
iyt eyt fI-0 -y - i

Endi .murakkab hellmagar.me lnm,almashtitishlasdar eine
2 —cyx, =0
| E bl } (17)
6z —5) =0
¢ga bo'lamiz, bu erda  x,.,y,.Z, lar izlanayotgan B nuqtaning koordinatorlari.
(15} ekstremalni B(x,,¥,,2,} nuqtadan o'tishlik shartidan
n=axtc
Z, =0 ‘l‘C.} (]8}
kelib chigadi. (16),{17) va {18) dan
¢.=1,¢,=0, ¢,=l,¢c,=0
lamni topamiz, v holda ekstremal tenglamasi



=X

ko'rinishga ega bo'ladi. Bilamizki, B(x,,y,,z)) nuqta (13) sferada yotishi kerak

r= "‘} (19)

u helda (19) ifodani hisobga clib, x7+x;+ x}=1 ni olamiz, ya'ni x,=:|:71._67 nj
topamiz,
1 1 i
Shunda 1l|b id 1kk1 B, va B{-—— —
nuqtalarga ega bo’lamiz. Geometnk nuqtal nazardan, A va B nuqtalarpj
tutashtiruvehi (19) ekstrema] (14) funksionalga

1
Jua = JTH1+laxr=43-1
?'.
ga teng bo’lgan minimum berishligini ko’rish giyin emas. 4 va B, nugtalami
tutashtiruvchi (15) ekstremal esa (14) funksionalga maxsimum beradi, ya'ni

_[,(]+1+ dy = J3_+1

 Eslatma 1, (17) tra.nsversalhk shartini keltirib chiqarishda biz
pr=yl-x -y, deb oldik, Ilekin (17) transversallik  sharti
olx, y)= —JI —x*—y* deb olinsa ham, saqlqnib qolishligini tekshirish giyin emas.
Eslatma 2. Geometrik ougtai nazardan (19) ekstremal x?+y? +z% =1
sferaga ortogonal ekanligini ko'rish mumkin.

Misol 5. Aynan yugoridagi (14) funksionalning ckstremuomini topish
masalasini qaraymiz, bunda fagat 4 nuqta sifatida o0,0,0) sfera markazini
olamiz,

Yechish. (14} funksionalning ckstremali (I3) togn chlz:q bo’ladi.

Ekstremalni 0(0,0,0) nuqtadan o‘tishlik shartidn darhol €, =C, = 0 ni olamiz.
Transversallik sharti oldingi ko’tinishda bo’ladi S
-6y =0, }, (20)
az-6¥ =0,
qo’zg’aluvchan oxirlardagi shart esa
=6,
s H =6 '} : (21)
bo'ladi. Va nihoyat, s
xtepteztal 22)

ga ega bo’lamiz. C,,C,,x,» . Y.z, noma'lumlami aniglash uchun erkin
o’zgaruvchilari uchta be’lgan (20), (21), (22) beshta munosabatge egamiz;



y:l =<8, v
o =0, (23)
xl.: "‘J"l2 "'3.2. =1.

(23) munosabatdan foydaleaib,

=+ = 1 - 1

X == 1+C'12+C_. [ £ iW, z —iﬁﬁr_’ .
noma'lumlami topamiz, bu erda C,.C, Jar ixtiyoriy o’zgarmaslar. Bu erkinlik
geometrik nuqtai nazardn tushunarli: 00,0,0) nuqtadan (13) skeragacha bo’lgan
masofa ixniyoriy yo’nlish bo'yicha Mr xil bo'ladi, (ya'ni €., laming
jxtiyoriy giymatlarida).
Jiy.z) funksionalning

» =‘-‘1x1!
I, =%y,
ekstremallardagi giymati
) !
a- l*c,im? A
Mzl= | I+ Ceg =l

]

gatengbo’ladi. -+ .

Misol 6. Agar A(x,.y,z,) nuqta mahkamiangn bo’lib, B(x,y,:%) nuqta
= @lx, ¥} sirt ustida bo’lgand, quyidagi

Jlynz]= j\'(x,y.z)ajl-r Yl (24)
s .

funksional uchun transversallilcharti topilsin.
Yechish. Bu hol uchun trimsversallik sharti

G +4p,'z‘j|,_,‘= o,
02 Ym0
yoki

N

1
2. "™ @ .
bo’ladi. Bu izlanayotgan ekstremaning 8(x,.y,:) nuqtasidagi urinma velkior
bilan  ;-gp(x,y) sirtning shu mgqtasidagi n{e, @, -1} normal vektoriga
paralellik shartini ifodalaydi. Shuday qitib, (24) ko’rinishidagi funksional
uchun transversallik sharti ortogonalik shartiga olib kslinar ekan.

177. Agar transversallik sharti bacha berilgan boshiang’ichlarda ortogonatlik
sharti

01



1

bilan ustma-ust tushsa, u holda mtegra[ ostidagi E! funksiya gquyidagi )
ko'rinishga

F=fix,y 231+ 0+ (),

ega bo’lishi ko'rsatilsin. Bu erdd. f(x,5.2), x, 5.z @ *zgaruvchitar bo’y:cha
ixtiyoriy

differensiallanuvchi fuaksiyasi. - oL .
178. M(0,03 nuqtadan z=x?+p* sitgacha bo’lgan eng gisga masofa
topilsin.
179.  M(205 nuqtadan z=x?+y? sirtgacha bo’lgan eng qisqa masofa
topilsin.

180. %1. :’; +‘9i_1 va x'+yl+zi=4 sirlar oramdagl eng qisqa masofa
topilsin,

. yPy=z{0) =0 va B'lx: yo30 Wotha =y wkinhikda joyleshgenik
shartlari ostida

wshbu Jiy,z1= T@‘ + z" +2yz)dv funksional ekstremumga tekshirilsin.
] - ;

11 §. Uzilishga ega bo’lgan masalalar, Bir tomantama variatsiyalar

1. Uzitishii maselalar. Agar F,(x.3{(x) ¥ {x)). funksiyaning hosilasi nolga
aylanmasa

Jiyl= Iftx,y.y ydx (1)

funksionalning  y = y(x) ckstremali 1kk\ marta uztuksiz differensiallanuvchi
funksiya bo'ladi, Birog, shunday variaision masa!alar uchraydiki, ekstrernumnga

fagat bo'lakli siliiq egri chizigda erishitadi,
aj Birinchi tur uzilishga ega bo'lgan masaialar. Joiz egri chiziglar
,V[xo)‘”_yoa ;y{-‘;)=}’.s {2)
cheparaviy shartlami qanoatlantiradi va ¢ (x,<c<x )} absissasi bilan
qandaydir nuqtssida  sinishga deb hisoblab, (1} funksionalning ekstremumini
topish wmasalasini garaymiz,
Bu sinish £ . -0 bo'lgandadagina, yuz berishi mumkin, Sinish nuqtada
ekstremal quyidagi _
Fyllrr:c—u '_Ff(ng...a =0, a)
(F_J"Fy-) gl -(F ‘_y ‘F}'szc-»o = 0!
Veyershtrass-Erdman  shartini | ganoatlantirishi  kerak, Qidirilayotgan
ekstremalning  uzluksizlik gharti bilan birgalikda  sinish  ougtalasi
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koo;dmatajanm aniglashga yo’l ochib beradi. Ekstremal {x,.c] va [c, x,]

resmalaming har birida Eyler tenglamasini qanoatlantirishi kerak, ya'ni 2-
ar‘lbll differensial (englamani qanoatlantirishi kerak. Bu ikkita tenglamani .
echlsh natijasida biz 4 ta ixtiyorly o'zgarmaspa ‘ega bo'lamiz. Umuman

anda, ular (2) chegaraviy shartlardan wva sinish nuqtasida (3) shartlar

osnda topiladi.
Misol 1. Ayl = I[y" - y")dx funksionalning sinig ekstremali {agar ulat”
[+]

mavjud bo’lsa) topilsin, S U C '
Yechish. Sinish nuqtasida 7|, ,=F|,..,. (0<¢<a) bajarilishi kerak
bo’lgan, (3) shartdan birinchisini yozamiz. Bu holda v y'(c-0)= yic+ 0},
ko'rinishga epa bo'ladi, bu esa »'(x) hosilani r=c¢ nuqtada uzluksizligini
bildiradi. Demak, sinish nugtasi yo'q. Buni berilgan holatda deimo £ =25¢"
ekanfigidan ko'rish mumkin. . Shuning uchun, garalayotgan masalada
eksm:mumga fagat sﬂhq cgn chiziglarda erlshlladl o

Misol 2. Jiy) = j(y -6y Nde, W0 =p(2)=0 flmksmnalmng ¥y, x=c

absissaga javob beruvchi bltta uzilish nugtaga ega bo’lgan holda siniq ekswcmall '
topilsin.

Yechish. Berilgan holatda £, =12y*-12 nolga aylanishi mumkin va -
shuning uchun ekstremalning sinish nugtatarl bo'lishi- ‘mumkin. Integral _
ostidagi funksiya faqat ga bog'liq bo'lganligi uchun quyidagi - chiziq-
y=ex+e, ekstremal bo'ladi., y=mxan (0<1<c), y,=px+g Y=pxtq,
(c<x<2), deb olamiz, Chegaraviy shartlardan #=0, g¢= -2 P lami topamiz,
unga ko'ra,

. y=mx,y =plx-2).
Ekstremaining uzluksizlik shartidan

me = p(c-2) B R
ni topamiz. Veyershtrass-Erdman shartini yozamnz k
.Fr =4y? 12y

F -y F =3yt 4yt
¥ =m,y, = p ekanligidan
Am’ —12m=4p* ~12p,
-3m® +6m* = -3p* +6p2,_} ®
yoki
(m-pXm* +mp+p* -3)=0,
(m* - p*Xm® +p'-2)=0, }
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() qing 2-tenglamasi, dathol m=p yoki m=-p yoki m’+p’ -2 =0nj b?-radl
m = p yechimni tashlab yuborish mumkin, bunda ekstremal uzluksiz hosi laga
ega bo’ladi. (4)- shartdan m = ¢ e¢kanini olamiz, ya’'ni ekstremal - OX o

Gitip,
biror kesmasi bo'ladi. Shunday gilib, {5) tizimning yechimi quyidagi €
tenglamalar tizimini yechishga keltirilad

m=—p
m‘+mp+p’ =3, (6)
mrpt=2, -'

ireses 0

(6)ni yechib, m=3,s=-v3 va m=—3, p=3,lami va(7} ning yechimi
m = pni beradi, uni tashlgb yuborish mumkin. Demak, m=-p (5) uvzluksizlik
sharti ¢=1 ni beradi.

Qidirilayotgan ekstrematlar

J-_x g<x<l J-x Dzx<l,
~B3x-2), lxxs£2, ~3{x-2), 1srs2, .

bo’ladi. |

185. Jy)= 2])?"()" -Ddx, }8)=0, »2)=1 funksional uchun burchak nuqtali
ekstre:nali topilsin. B

186. A= {00+, p0)=0. =2 funksionalning minimumi

° .

hagidagi
masalada bitta burchak nugtali yechimi 1opilsin .

187, Jp)= fO° +2 -y )de, px) = k)=, Tunksionaining ckstremumi
masalasida burchak nugtali yechim mavjudmi? -
188, Jiyi= [y7(-y"ds, D=0 y®=1 = funksionalning  ekstreraumi

masalasida
burhak nugtali yechimi topilain.

189. J(1= f(y"~2y"‘)dx funksionalning minimumi hagidagi masalasining

H
burchak
nuqtali yechimi topilsin.

i )
1M, JIyl= xTs‘m ydx funksionglning ekstremumi masalasida uzluksiz hamda

100y
burchak
nuqtali yechim topilsin.



Eslatma. Veyershtrass-Erdmanning (3) sharti quyidagi geometrik talginga
on beradi.

Figuratrisani quramiz, ya'ni y ning ¥ = F(x,y,y ) funksiyasini quramiz. U
polda (3) shart, parametriamning burchakli nuqtalarga javob beruvehi x=c, y=4¢,
qiymallarida figuratrisa y "= y(c-0) va y, =y(c+0} absissalar bilan umumiy
arinmaga ega bo’lishi kerakligini bildiradi.

Bir vaqtning o’zida ekstremallaming sinishi mumkinligini yo’qqa
chigaruvehi £, #0 shartning geometrik talgini kelib chigadi. Hagiqatda, agar,

jmk

masalan, £, >0 bo’lsa, u holda figuratrisa qavariq bo’ladi va unga har xil

nugtalardan o’tkazilgan urinmalar ustma-ust tushmaydi. Shuning uchun bu holda
ekstremal sinishga ega bo’lmaydi.

Biz yana funksionalning siniq ekstremaliarini topish bilan shug ullanarni
(shu paragrafdagi 2- misolga qarang). :

J¥)= fort - 6y7)e, 920, ¥2)=0
o

ga egamiz. :

Ekstremallar to’g’ri chiziqdan iborat. ¥ =)"-6y* figuratrissa, bu holda

(x,y) nuqtalarga bog’liq bo'lmaydi. Shuning wchun abscissaning 3 =+1
nugtalarida bilan umumiy urinmaga ega (17 -rasm).
¥

17 ~-rasm
Agar siniq ekstremallar sifatida OX o’qi bilan i% burchak tashkil giluvchi siniq
chiziglarning bo’lagt olinsa, u holda Veyershitrass-Erdman sharti bajariladi. »,

siniq chizigda bitta burchak nuqtasi bilan funksional J[y,]=-18 giymatga ega
bo’fadi (18- rasm).
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So'ngra y, siniq chiziqda ikkita burchak nuqtasi bilan funksional

sh
giymatga ega bo’ladi {19-rasm), y

¥
[}
VNV
: - e
& i i 2 L
|
1
19-rasm

y;  siniq chiziqda uchta burchak nuqtasi bilan funksional shu qiymatga ega
bo’ladi (20 -rasm) va hokazo. .

L}

i3

e e

q H Z R

20 -rasm

8} Wkinchi tur uzilishga ega bo'igan masalalay. Imtegrai ostidagi
furksiyasi uzilishga ega bo’lgan

Jyl= [Flxy,y)d,

JIENES ST SES 8
furkstonalning  ekstremuming topish masalasiga Wkinchi tur uzilishga ega
bo'lpan masalalar, deb atatadi.

Masalan, F(x,y,v) funksiva y=ax} chizig bo'ylab wuzilishga ega
bo'lsin va Fix,y,y)} y=®{x) ning bir tomonida F(x,y,») funksiyapa, boshga
tomenida esa  F,(x,»,)) funksivaga teng bo'lsin. Siniq ekstremallar mavjud
bo'lgan holda, oxirgi hol uzilish chizig'ida umumiy (¢, D{c)) nuqiaga ega
bo’lgan y=y(x} va y=y(x} ekstremallar bo'laklaridan tashkit topadi.
$iniq ekstremallarni aniglash uchun umumiy yechimi 4 12 ixtiyeriy ¢, ¢;, ©s,
¢4 0'zgarmaslami o'z ichiga oluvchi Eylerning ikkita differensial tenplamasini
olamiz. Bu o’zgarmaslarni hamda ekstremallaming y=dx) egr chizigni
absissa bilan kesishish nuqgtalarini  topish uchun: 1) (8) ikkita chegaraviy
shartga, 2) ekstremallar oxirlarining ordinatasito’qnashuv nugtasi v =d(x)
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egri chiziq ordinatasiga teng bo'lishligini talab qiluvchi ikkita shartgs, va
pihoyat, 3) to qnashishdagl shart

F+d -y )F |,=e_o = F +H{d “)"I)F,_,'l‘-e-o s (€)]
ga egamiz. Bu shartlar, uvmuman aytganda, siniq eksteemallarni topish uchun
yeta:li.

Misol 3. (Yorug'liik nurining sinishi haqidagi masala). | muhitda yorug'lik
pori v, doimiy tezlik bilan tarqaladi, Il muhitda esa yorug’lik nuri v, doimiy
tezlik bilan targatadi. 1-muhit 2-muhitdan y=0¢x) egri chizig bilan ajralgan.

1 muhitning A nugtasidan 1l muhitning B nuqtasiga tushuvchi nurning,
nur bu yo'lni eng gisga vaqt oralig’ida bosib o'tishini bilgan holda, sinish
gonunini keltitib chiqarilsin.

Yechish, Masala

r“” e+ IJH_J’— Y ao

integralning minimumini toplshga kelnnlad1 chunki {10) ifodadagi birinchi va
jkkinchi inteprallar numi A nuqgtadan ajralish chizig’igacha va ajralish
chizig’idan B nuqtagacha borishi uchun kerak bo'lgan vaqgini beradi. Shunday
gilib, ikkinchi tur uzilishga ega bo’lgan masalaga kelamiz, bu yerda

..z !
Jity Jiy®
l= ; Fz,_—
Py L

Ekstremallaming bo'laklarini topish

‘Nl«- ¥ dx
funksionalning ekstremalini topishga keltiriladi, ma’lumki, bu futtdmllnn;
ekstremali to’'g'ri chizigdan iborat. :
Demak, y,;=mx+n  y;=pxtq o'rinli. (11)shartni yozamiz:

H 4
, 88 Y N 1
Fry oy v T 2 T Py
:',a UIJI'Y’ vl*j 1"}"
, OF 1
Fz- yzayle— T 3

g2 egn bo’lamiz Ba ifodalami (9) ga qo'yib,

14Drysy _ 1-+ebryrg

(an

4 |
vlJl—y' '"'2-&1“3'” 2
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ni topamiz. y OX o'gi bilan ajralish chizig'ining ¢ nuqtasiga 0’tkazilgy,
wrinmaning tashkil qgilgan burchagi, ¢ - bilan chap nurning OX °‘qidagi
burchagi, 8- o'ng numing OX o'qidagi burchagi bo’lsin. Unda ‘I":(gy,
yi=tgoe, y.=tgf va (11) shart

letgatgf _1+tgfitgy
ryf1ttga 2 vy /rtgB

voki
cos{y~a) _ cos(y=8)

: Py 2
ko'rinishgza epa bo'ladi. Bu yerda y-a, y-# nurlar obilan ajralish
chizig'iga o'tkazilgan urinma orasidagi burchaklar. Ularngni o'miga ajralish
chizig’i va tushuvchi va sinuvchi nurlarning normallari orasidagi ¢ va &
burchaklami kiritib,
gsing 1y
——=—= const
sind 1,
ni olamiz, ya'ni bu bizga ma'lum bo’Igan yorug'lik nurining sinishi gonunini.
2. Bir tomonlama variatsiyalar. Bu erda

1= w3,y

“
yiz)=».. ¥x)=n
funksicnalning
y-@(x)20 yoki {y-e(x)50) (12)
shartlar asosida ekstremumga tekshiriladi (chegaralovchi shartlar bundan ham
murakkab ko’rigishda bo’lishi mumkin). Bu holda, izlanayotgan ekstremallar
(12) sohada yotuvchi ekstremallaming bo'laklaridan iborat bo'lishi mumkin va
bu sohada bo'laklaming chegarasi y = p(x) bo’ladi. Ko'rsatiigan bao'laklarning
kesishish nugtasida izlanayotgan ekstremal sillig bo'lishi mumkin, lekin
burchakli nugtalarpa ega bo'lishi ham mumkin. Kesishish nuqtasidagi shart
awyidagicha ba'ladi,
LFtxy.y) = Flxy.0) — (@ ~ ¥ I, x5y )},..=0.
Agar F . +0 bo'lsa, uholda ekstremal M (x,y) kesishish nuqtasida sohaning
¥ = p(x} chegarasini kesadi.
Misol 4. y < x* sohada joylashgan 4{-2,3) nugtadan B(2,3) nuqtagacha
bo’igan eng qisga yolni toping.
Yechish. Masala y < x*, p(=2)=3, »(2)=3, shartlar ostida

I = i+ (ndx (13)
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funkSIDnalm“g ckstremumini topish masalasiga keltiriladi. (13) funksionalni
dstremali  y=C, +Cyx to’g’ri  chizigdan iborat bo’ladi, Bu holda
= 0 va gidiralayotgan ekstremal y = x* parabolaga o’tkazilgan
[+ y” ()

4M va NE urinmalaming  bo’laklaridan va parabolaning  a0N bo’lagidan
iborat bo’ladi (21- rasm),

L=
»y

¥

"~
e o Seza

B Ird N

-2~ g 7 P

21-rasm

Urinish nuqtalarining absissalarini x, -x deb belgilaymiz. Urinish nugtasida
to'g'ri chizigning ordinatasi va burchak koeffisientt hamda parabolaga
o'tkazilgan urinmaning ordinatasi va burchak koeffisienti uctma-ust tushadi,
Shuning uchun
C’l+Cz_x==x1, (14)
C,=2x,
ga epa bo’lamiz. Boshqs temondan, wrinma 5(23) bugiadan o’tishi kerak,
shuning uchun,
€, +20, =3 (15)
bo'ladi. (14} va (15) dan C,, C, larni yo’qotib, x - 4x + 3 = 0 Ti topamiz, bu erda
=1, ¥ =+3. r ning ikkinchi qiymati to’g’ri kelmaydi. Demak, x, =1. Bu
erdan C, = -1, €, =2 lami topamiz. 1zlanayotgan ekstremal (yagona)
2x-1, agar -2xrxs-l,
p=4x, agar ~isx<l,
2x—1, agar lzxs2

Tushunarliki, bu ekstremal (13) funksionalga rinimum beradi.
191. Joiz egri chiziglar (x-5Y+y’=9 aylana bilan chegaralangan GOim:liIlg
ichidan o'tmaslik sharti ostida

Jyl= Jy"dx. y©)=0. y(0)=0.

funksionalga ekstremum beruvclu egri chiziq topilsin,
192, 4(a.y,) va B(b.y,) nuqtalam: tutashtiruvehi  egri chiziqlu orasidan
shundayini topingki, y 20, 1-y°p? 20 shart ostida
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b
Sl = 1+ y?y ds

fuiksionalga ekstrenium giymat bersin,

12 §. Gamilton—Yakobi nazariyasi

1° . Eyler tenglamasining kanonik{gamelitonlik} formasi

J[M * .V;.«-;y.. 1= IF(X‘ y1! y3:>"’yn! ."l,l L] J’al.---,y..l)d" (1)
Funksional uchun Eyler téng]amasi quyidagi ko’rinishga ega
d .
FomcFy=0 (k=12 ) )
Agar determinant
Fg Fam o Py, o
F.P':J'i F)’z)’i ot FJ‘S)’; =0 R
....... ' (3_)
FyLJ’I Fyio"z F)"JL
bo'isa, u holda
F.=p, (k=12,.m). N

deb olamiz. (4) tenglamadan y,’ ni x, ,, ¥;,., ¥.: P, Ps0-» P, 187 Orqali ifodalash
mumkin:

Vi SO0 Y0 Yyros Voo P Prooes Py)

H =[— FR Y30 sV Voo Vi ViV L VIF, (x.y.,yx----s.v..y{.y;,---,y.'.)]
Vit

k=l

tenglik bilan aniglangan x, y,. y,...».p.p:p, ©'Zgaruvchilarga bog'liq H
funksiyani (1} fimksionalning gamilioniani, deb ataladi.
Gamiltonidan quyidagi munosabatlarni ganoatlantiradi;

M _ & M b

& &' B e (k =1,2,....1). ' 5
k k

{5) tenglama (2) Evler tenglamasining kanonik, yoki gamilionlik tizimi deyiladi;
Yis VaseaVas Bos Pares Py O ZgATUVChilar kanonik o'zgaruvchilar deyiladi.
Lzoh 1. (3) shart /= [F(sy.y ¥ funksional uchun fx,x,] da F,, #0
Y
ni beradi.
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1zoh 2. (4) tenglama {x, x,] kesmada y, ga nisbatan echiladi, vmuman
ojganda. bit qiymatli emas. Oshkormas funksiyaning mavjudligi hagidagi
;wwmamﬂg sharilari bajariiganda (4) tengiamani okal bir giymatli echilishi

mumkinligi o rinfi bo’ladi.

Misol 1.

4 [Vls ¥ ]‘ !(23’[)’1 —2)‘11 + }'1‘2 _)’a?m
]

ganksional uchurt Eyierning kanonik tenglamalar sistemasi tuzilsin,

Yechish. Bizning hotimizda

F=Fuyaub 2 )= - 207+ 7 -y,"
Faraz gilamiz,
F,\' =P F,.,' bl '
bo'lsin. Unda
B =2y, ==y,

g4 teng bo’ladi. Bu yerda determenant

Fn'.h Fh‘r:' =|f’ o l___ “daf
S - '
Frkv Fade
Olingan munossbatlami y,, y, ga pisbatan yechib, quyldagini olamiz-
yll = .‘%}-‘ y} == %l '

Berilgan funksionalning gamiltonianing topamiz
H=(-F+yE, +y;Ffi)I,{-ﬂg.-£[ =
Pl

.- - . )
C2y,3, + 29 + 3t~ 2. = 25 - 2}'1)’: + %‘- - T 2

il
2

(5) munosabatdan foydalanib, Eyler tenglamasining kanonik tizimini ofamiz

2 Lo Y
& 27 dx 2’
%3“43’1"”2)’1 %:23’1-
Bu yerda y, =y, »,=x,0 p=p(), p,=p.(x), lar x ning m'lm '
funksiyalari.
Misol 2,

e p b= it 3 +p,)dr funksional uchun  Eyler

tenglamasining kanonik tizimi tuzilsin.
Yechish. Bu verda:
F=Fxy.»n uvl‘ry.) = }’|2}"za(12 ““."’gl + }'2I)-
Xususiy hosilalami topamiz
11



Fn- =3'n, Fn\ =3y
Faraz gilaylik,
n= )'l)’z: "= J':)'.t' I
bo'isin. Bu munosabatlar noma’lum y,, y, funksiyalarning hosﬂalanga bog' lig
emas, shuning uchun, y va », lami p, va p, o’zgaruvchilar orgali ifodalap

bo'Imaydi. Demak, bu funksional uchun gamiltonianni tuzish mumkin emas, gy
migolda (3) shart bajarilmaydi

nm ny

IDl= [myiax
funksional uchun Eyler ienglamasining kanonik tizimi tzilsin,
Yechish. Quyidagipa egamiz
F=F(xy,9.9,5)=0", F, =3p".
Unga p=3ny® ni ge’yamiz. Bundan

y'="J§z ) y'=JZ chigadi.
xy Ixy

Berilgan fonksional ikkita gamiltonianga ega:

Misol 3.

3

H:’-(‘F*J"ﬂ')' _E=%J§-
v

Unga mos ravishda Eyler tenglamasing ikkita kanonik tizimiga ega bo’lamiz:

&, |8
& ¥ Iy
dp_ OH, _ 1| p
a v 3 ny”

3xy
_1
dc 3 31)'
Quyidagi Funksionallar uchun Eyler tenglamasining kanonik tizimlari wzilsin:

193, J = foyfya.
194. J = [oy?dx

195. J= [Jx?+pi Jieyiak.

I% &II’Q-
ﬁq?



2 *
196, 7= JOu" vty
]
197, 7= O Hron’ +yan .

1
198 J= [~ + e

2°  Gamilton—Yakobi tenglamasi  Yakobi teoremasi.  Agar
i Vs oo s BL P2 < P lamni noma’lum x ning funksiyasi deb qarasak (7) Eyter
ienglamasining kanonik tizimi

J= I{zpk}’tl =~ H(X 3 Yy Vs Py s Proens P VR

» fwl
finksional uchun Eyler tenglamlar tizimidan iborat bo’ladi. Berilgan
funksional quyidagi ko'rinishdagi
W oW
vy, Tw,

Gamilton—Yakobi tenglamasi, deb ataluvchi birinchi tartibli xususiy hosilali
tenglamaning yechimidan iborat.
Teorema(Yakobi). Aytaylik, #

aw
3;—+H(x,y‘, Proera Vs

W 8w aw
daC, »aC, T e,
aw oW W

QJZMI @16672 a-yla(jn *o

shartni ganoatiantiruvchi Gamilton—Yakobi tenglamasini ([5]ga gqarang )
ta'lig integrali bo 'isin. U holda quyidagi tenglik
;g: =8, %:p,, tk=1,2,..m)
Bu yerda C,, va B,—ixtiyoriy o'zgarmasiar, 2n ta ixtiveriy o'zgarmaslarga
bog ‘tig (7) kanonik tizimini yechimini beradi
Misol 4, Gamilton—Yakobi tenglamasining yechimi yordamida

J= ’“xl +3 eyt

funksionalning ekstremali topilsin.
Yechish. Gemilton—Yakobi tenglamasini olish uchun ushbu
funksiyaning gamiltonianini topamiz. Biz quyidagiga egamiz
H=—fx +y* - p*.

Gamilton—Yakobi tenglamasi quyidagi ko’rinishga ega
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oW 2
EW/ -&y.=0,

e s

yoki
{6)
(6) tenglamani quyidagi ko’rinishda yozamiz

(-~—-)z -x +(3y) -y =0

va o¢’'zgaruvchilami a_lransh usulini go’llaymiz. Ko’rinib turibdiki, agarki
quyidagini talab qilsak,

aw ., 3 ow.,
—_— - ={, —Y -y =],
{ Bx) X (ay) y=C N
Bu yerda € —ixtiyorly 0’zgarmas, unda (8) tenglama qanoatlantiriladi. Bundap
lami topamiz. (8) tenglamaning to’la integrali quyidagicha bo’ladi:
W= V7 Cax e [y +Cae= 2ax ~C - Jinlawf5 [+
+-;-y ¥ +C +%]n|y+ g +C|+Cc‘

bu yerda ¢ va C, —ixtivoriy o’zgarmaslar.

Berilgan funksionalning Eyler tenglamasining umumiy yechimini % =g

munosabatdan topamiz Bu yerda 4 —ixtiyoriy o’zgarmas. Quyidagiga egamiz;

C 1
1n +yx =Cl+= =+
axi-Cc 2 [I 4 (xadeiOWat-C
! C 1 _4

|
UV | [P YL of Wkl
2 i z"ly ¥ ey +Ohiec 2

Qiyin ho’lmagan soddalashtitirishlardan keyin quyidagilami olamiz:

]nﬁi W-_.A
x+~Jx1—C

yoki

y+1!y’+C -

e ——-——=A, (A= te*)
) x+4dxt-C

Banihoya!,quyldagimolmmz

2 1-4

x° - 7, xy—

bu—giperbolalar oilasi.

Quyidagi funksionallaming ekstrernali topilsin:
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199. J = Tmf; .
200, 7= [oride, yh=0 He=t
: :

0. J= ]'G(y 1+y e,
202. Agar mtervalm oxirida qiymatlan berilmagan bo’lsa
J= j{~ Ty ey e
funksionalning mimmuml fopilsin,

L=}
203 J= L (» >0}, funksionalning p(x,y) maydon funksiyasi va

(Uﬁi
keordinata bosbidan o’fuvchi ekstremaliar maydonining o'zi topilsin,

204, x=0 to'g'ri chizigni A(x,y,), bu verda x >0,5» >0 nugta bilan
tutashtiruvehi chiziglar orasidan
J= *-—-—M ty > 0).

funksionalga minimum beradigam topllsm.
Quyidagi funksionalga egamiz
J= [Fey,y s
K
va uning » = pix,C) ekstremallar maydoni berilgan bo’lsin. U holda, maydoning
har bir nugtasida shu nugtadan o’tuvehi transversal maydon yo'nalishi ma’fum,

Barcha maydon trensversallari birinchi tartibli differensial tenglamaning
yechimi sifatida olinadi

F 5 p(s 000, (6O = i plx g, (O

bu yerda maydonni eksiremalini aniglovehi ¢ parametr o’ruiga, uni maydon
nuqtalatining koordinatalari orqali ifodasini qo’yish kerak, Bu yerda H(x.y,p)_

gamiltonian.

. :
Misol 5. J= Iy"dr funksionalning y=Cx ekstremallar maydoni uchun

transversal topilsin.

Yechish. Berilgan ﬁmksmna]mng gamiltonianini topamiz. Quyidagiga ... . -

egamtz )
F=y’, F =2/, (F, =2¢0).

Faraz gilamizki, p = F, bo'lib, undany = 2 ni topamiz. Unda
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H

H-y? 42y 5) , = pT'

Quyidagi differensial tenglamani yechib, transversalni olamiz:
oy g = Hlpeaymre-
Bu yerda € ni o’rniga maydon nugtalari koordinatalari orqali C=£ ifodag,;
go'yish kerak. Quyidagiga egamiz
2y’|_‘ﬂ=”= yoki 2C%=C’.

- dy . ¥
Shunday qilib, C=0, u holda 2_d_x=C » YOki it Bu yerday,
transversaliar oilasi y* = Cx — parabolalami topamiz.
205. J= [Fyyx funksionalning y=Cr ekstremallar maydoni uchun

transversal
topilsin, _ _
206. J = ]'(.uy,"‘ -2y, Mz funksionalning y = x+ C ekstremallar maydoti uchun

transversal topilsin.
1
207. = N_y(l ~y,)dr funksionaining y= x—-’é— ekstremallar maydoni uchun
transvcrsal topilsin,

J= j'F(x, .y xx funksonal uchun quyidagi

§+H( ——)'—'0

Gamilion—Yakobi tenplamasini bilgan holda, F(x,p,y) integral ostidagi
funksiyasini tiklash mumkin, Oxirgi tenglik quyidagi birinchi tartibli differensial
tenglamaning yechimi hisoblanadi
F—2F, =—H{x.F,), )]

bunda H(x.y,p) - izlanayotgan funksicnalning gamiltoniani deviladi; F(x,y,2)
izlanayotgan funksiya (x va y lar esa parameterlar sifatida qaraladi), Fix.yz)
funksiyani topganimizdan so'ng r ning ¢’miga » ni go’yishimiz kerak bo’ladi.

Tzoh. (7) tenglama Klero tenglamasi deb nomlanadi. Klero tenglamasini
umumiy yechimi qoidaga ko’ra, F(r,».y) integral ostidagi funksiya ) ga
nisbatan chizigli bo’lganligi sababli tashlab yuboriladi. Bu holda varistsion
masala har doim ham vechimga ega bo’lavermaydi. Shuning uchun ham Klero
tenglamasini maxsus  vechimi olinadi va bu maxsus yechim F(x,y,z)
funksiyaning izlanoyotgan funksiyasi bo’ladi.
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Misod 6 = ]'F(x ¥, ¥ Wb funksionalning ekstremumini topish

baﬂ!dagl masala uchun  Gamilton~—Yakobi tenglamasi quyidagi ko’rinishda
po'tadi

(~—-) ) =x'+yh

Fiag s funksiva topilsin,
Yechish. Berilgan tenglamani %’Z hosilaga nishatan yeehm U holdl. '

qw,daglgaegabolamxz
QE_J;;+ L Wy
a v 7T

yoki
. _._a”_I’ ’.__.._EHf_
2+ ~(—) =0.

gundan gamiltonian quyidagicha bo'tadi

H--v’x +y p

{7) tenglama izlanayotgan & funksiyasini mplsh uchun quyidagi ko’ nmshga :
ega :

F—Z%Wfﬂz%g)’- &) -
(8) tenplamani ikkala tamonini : bo’yicha differensiallaymiz:
_ dF diF
YA & IF & dz"
Tl & & :
2y ‘{‘Ez“}

‘;f 0 bo’lgan holni tashiab, (umumiy yechimni beradi}, quyidagipa cpa
bo'lamiz:
ar

z= -z .
fz 1_OF
¥y (az}

Bu munosabatni ‘f—j ganisbatan yechib, quyidagini topamiz
4t dF . xz +y2 . R . -
L -9
& i+ N
(9) ni (8) ga qo’yib, quyidagiga ega bo’lamiz;

Fzz“%_%f-‘ﬁr"-ry’ —:%:-%);—)z-‘,i +y’ 1+2?
F4
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Shunday qilib, izlanoyotgan integral ostidagi funksiya quyidagi

F ==1Jx' +y3-Jl+y'l .

ko’rinishda bo'ladi.

Agar quyidagi misollarda Gamilton—Yakobi tenglamasi me’lum bo’ls,
ularning funksionaliari topilsin:

oW aw oW W
2 TSN LA I 209, 422 2 g2
08. ( )+(6y) 1 Vi
210. 41),%4.(9_.”_{)2 =0 211. (xﬂ)z +0,6_”)’ =xt 4+

13 §. Xos qiymat va x0s funksiyalarni topishning variatsion usuli

Shturm -Liuvill tenglamasi

~%(p(x}y') tey=4 7 (m
quyidagi shartlar ostida '

Ha)=0, wb)=0 @
ixtiyoriy haqigiy, yoki kompleks 1 uchun y=0 nol (trivial} yechimga ega. Bu
yerda p(x)>0 uzluksiz hosilaga ega, g(x) - uzluksiz funksiyalar.

m tenglama va  (2) chegaraviy shartlar birgalikda Shturm -
Liuvillning (1)~ (2) chegaraviy masalasi, deyiladi,
parametr 1 ning (1)- (2) chegaraviy masala trivial bo’lmagan y =0 echimga
ega bo’lgan giymati xos giymat, unga mos kelgan yechimi »(x) esa (1)- (2)
cheparaviy masalaning xos lunksiyasi deyiladi.
(1) tenglama quyidagi shartli ckstremum masalasiga javob beradigan Eyler
tenglamasini ifedalaydi: quyidagi funksionalning

I = oy’ + ¥ (3)
(2) va quyidagi '
[y (e =t . )

shartlar ostida minimumi topilsin.

Agar qandaydir »(x} funksiya ushbu variatsion masalaning yechimi
bo’lsa, u holda u (4) shartga asosan (1), {2) masalaning aynan noldan farqli
yechimi bo’ladi.

Shuning uchun, Shturm —Liunvill chegaraviy masalaning xos qtymat va xos
funksiyalari

(3) funksionalning (2) va (4) shartlardagi xos giymat va x05 funksiyasi,
deyiladi.
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Xos funksiya 3(x) normallaggan, deyllad:, agar

jy (x)e =1
bo'lsa:
Misol 1.
?
Jivi= s+ 37y -y
a
funksiopatning

A =33 =0, R
k]
| ¥ =1,

shartlar ostida xos giymat va xos funksiyasi topilsin, '
Yechish. Sheurm —Liuvill tenglamasi quyidagi ko’rinishni olxh

—y---k2x+3} y] Ay,
yoki
Qr+37y +402x+3y F(A4y=0. (6)
(6) tenglama 2x+3=¢ abmashtirish otqali chizighi o'zgmmas koeffisientli
differensial tenglamaga keltiriladi
4( +-~)+(1+I)y 0 . Q)

Uning xarakteristik tenglamast
4t eqk+ A+l=0

ko’rinishda bo’lib, uning ildizlari i, =-%¢%J?I .
Uch holni ko’rib chigamiz:

1y 2<0 bo'lsinn U holda (7) tenglamaning umumiy yechnm

MY =Ce + e’
£ va k, hagigiy sonlar, demak , (6} tenglamaning umumiy yechimi

FH =021+ +C,2x+ B,

{5) chegaraviy shartlardan €,3% +C,3% =0, £,9% +C,5" =0 larga ega bo’lamiz.
Bundan €, =0 va C,=0va wn=6.

2) A=90 bo’lsin, u kolda

W) =(C,+Cythe
bo’lib,

wxy=C +C, m[{2x+3“\5_.:-;3

bo'ladi. Chegaraviy sharttardan €, +C,In3=0, C,+C,09=0, bulardan =0
va ¢, =0 demak, y(x}=0.
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3) 4>0 be’lsin, bunda &, =-1/226d2/2 va (7) W!Blmﬁﬂgummy
yechimi

Wh=e i€, oos{—";z)f +C, sin{-—"?—):
bo’ladi, bundan  x o’zparuvchiga o'isak,

C, cosuf A2+ 3N+C, s:n({w.r IDMi2x+ 3}

A== NI ®
(5) chegaraviy shartdan quyidagini olamiz
C, cos(lfz—x—lns) +C, sin(«?lﬂ) =0,
©)
C, cos(-'?-.-ln 9+ 0y sin(—J-z—z-m 9 =0,
{9} ning deternlinanti
|
s ﬂ In3) sin(ﬁln k) i 37
2 1 Tleo, voki singFn3-2Lndy=0, vani (sin(1n3) = 0)
i i 2 2
cos{—— In®cos(—InY
2 2
noirivial yechimga ega. Bundan 3?—1;'13 =nzx boO'lib, uning xos qiymati
A = 4;::,23 (n=12_.) bo’ladi. () tenglamadan ixtiyvoriysini olib, masalan,

birinchisida 4 o’miga 4, ni go'ysak €, cosnr+C, sinnr =0 yoki C,¢-1)" = 0.
4ntxt

Bundan ¢, =0. (8) ga C, =0 va /1,,* 3

lami gqo'ysak, u holda berilgan
masalaning xos funksiyasini topamiz
.onrin{2x+3)
AT
Wx} -C"_—J_Zl.t:+§_’ (n=L2_.)

3 i .
C, koeffisientlarni I_v‘n {x)r=1, Crmt— . normalianganiik shartiden
?lnii

to zC, t-———_-, Dem
pani T3 ak,

sin ™% ein(2x +3)
L In3 - 0,
wxy=1t J————m‘*‘ (n=12.}

Quyidagi masalalaming xos giymat va xos funksiyasi topilsin:
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L 1
212 J¥= !{y!+y'z)d’z, MO =3 =0, fy’dx:l.

F 2
213, J= JEEy e, Mh=y2)=0, [y dx=1.

214, JI1= & +5 Y Y= pe) =0, [y* de=.
1 1
1z x

215. J¥1= JO7 -, ym=y2m)=0 [Ylax=1.

216, 1= JGr -G+, M0 =y =0, [y dr=1.
4 1]

(3), (2), (4) variatsion masalaning xos giymat va xos funksiyalari bir qator
muhim hossalarga ega:

1) agar A, va A, lar (3) funksionalning (2) va (4) shartlar ostidagi turli
xos giymatlari bo’lsa, y,_(x} va y,(x) lar uwlaming xos funksivalari bo’lsa, u

)
holda bu funksiyalar ortogonal bo’ladi, ya'ni [y..(x)y, (e =0, (m=n).

2} (3) funksionalning barcha i, xos giymatiari haqiqiy.

3) agar 4, (3) funksionalning xos giymati bo'lsa va y_(X) unga mos
normallangan  xos funksiyasi bo'lsa, u holda qiymatlari quyidagint
qanoatlantiradi,

J[r.(x)]= 4, bo’ladi.

4) xos qiymatlaming eng kichigi {3) funksionalning (2) va (4) shartlar

asosidagi minimmi bilan ustma-ust tushadk.

Misol 2. jy'z(x):ia: 2 ]'yz(x)dt, KW= y(x)=0 tengsizlikni isbotlang,
L] 4]
Yechish. _[y’ dr =1, 3{0) = p(x) =0 shartlar ostida min]y"(x)dx ni topamiz.

) x
_[y”(x):&—z_[y‘{x)dt funksional uchun Eyler tenglamasi quyidagi
o a

ko'rinishni oladi
Y+iy=0 y0)=ypx}=0.
Oxirpi masalaning xos funksiyasi y_(x) =sinnx, xos giymati X_=n?® bo’ladi.

Eng kichik xos giymat & =1. Shuning uchun 4) xossaga asesan min ]y"{x)dx=l

bo’ladi. Bundan, _[y’ drx =1 bo’lgan ixtiyoriy funksiya uchun ]'y” (x)dr = ]’y’ ()
q . ] [
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. x 1
T H = smx ’ ¥
tengsizlikka ega bo’lamiz. y,(x}= T da ujy ? (x)dx = Jy,‘dx:l ha lganjigidah
bu tengsizlikni kuchaytirish mumkin emas,
1]
Eslatma, Agar Iyi dr =k =1 bo'lsa, u holda z(x) = -V‘(t_x} funksiyani kiritish
3
yo'li bilan oldingi masala keltirtladi.
Misal 3. " +2y=0, W =n-1})=0 masalaning tagribiy usy) Bila
birinchi xos giymati topilsin.
! 1
Yechish, y(-1)=y(1)=0 va Iy’{_x)dx=l shartlar ostida jy"a:x,
A -l
{funksionalni minimamini topish izoperimetrik masala hisoblanib, u
1
J= [y -2y s
-t

funksionalning minimumi hagidagt masalaga keltiriladi, ushbu masalaning Eyjer
tenglamasi berilgan y"+2y =0, yW)=yp(~1)=0 differensial tenglama bitay
ustma-ust tushadi. _
Uning uwmumiy yechimi y(x}= yx)=Ccosix+C,sindx  bo'lag;,
Chegaraviy shartlardan
1C.cuszl~(f,sin/1=(}. ()
CiensA+C,sind =0,
lami topamiz, shuning uchun (10) tizimning nol be'imagan yechimining mavjud
bolishlik sharti sin 21=0, yoki 1=n=/2 bo’ladi. Shunday qilib, 1- xos qiymat
uchun 2 /=(x/2) ga ega bo'lamiz va asosiy struna toni y=cosxx/2, i=nf2
yeciim orqali beriladi. 1- oberton v=sinxx i=x; 2-ocberton y=cos 3zx/2,
A=3xz/2 va hokazo. Tagribty solishtirish uchur juft yechimni x ning juft
darajatarida joyiashgan ko'phad ko’rinishida gidiramiz. Koordinatali funksiyani
quyidagi g, (x)=a*7 -2, (k=L2..), ko'rinishda  olamiz va

y,{x)fic*é,(x) funksiyalarda 7 funksionalni  minimumlash-tiramiz.

¥ (1)=¢ ¢,(x} chegaralangan holda I=c’ (8/3- 16/1527)=0, deb olamiz, ¢, ™
aniqlash uchun ii = 26,(8/3- 16/15 #)=0 i olamiz, bunda ¢, 0 bo’lishi kerak,

u holda ' =25 bo'ladi. y sifatida y=cd(x)+c.dy(x) deb olib, 1=c7 (8/3-
16/15.68 2 €, C,(8/15-16/10547) +C? (16/15-32/3152%) ni topamiz, va ¢, ¢
larmi aniqlash uchun quyidagj tizimga ega bolamiz:

55 = ¢ (16/3- 32/15. 47 y+C, (B/15-32/105 2 =0,

% = ¢, (16/15- 32/105 )+ C, (176/105-32/315 47 )=0.
Fi
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oxirgi tizimda nol bo'lmegan C, va C, yechimlarini maviud bo’lish uchun
pning determinanti nolga teng bo'lishi kerak, bundan quyidagini olamiz:
4282 +63=0 bu erda 4} =246744, A} =2553256. Topilgan tagribly 4, 4
q,ymami anig’i bilan tagqoslaymiz. X ning aniq qiymati (z/2)7 = 2,46740, 2
ning aniq qiymati esa  (3x/2)’ »22,20661 pa teng. Shuning uchun 2} uchun
olingan tagribly qiymat ancha to’g’ri, lekin bir vagtning o’zida ikkinchi xos
giymat uwchun olingan taqribiy giymat ancha qo’pol.

Misol 4. » +Al+x" )y =0, y-D=231)=0 masalaning I- xos giymati
topilsin.

Yechish, Koordinatli funksiyalar sifatida ¢(x)=1-x", (k=1,2...)
fupksiyani  olamiz. Ravshanki, bo funksiya chegaraviy shartlarni
gqanoatlantiradi.

yx) =C (l-x")+C,(1-x*) deb olib, Jlyl= j(y"—ﬁ.(lu‘)y‘)dx funksionalni

minimumallashtirish masalasini qo’yamiz, bu masala uchun berilgan tenglama
Eyler tenglamasi bo'ladi. Quyidagiga epa bo'lamiz

J=CHBI3-128/1052) + 2C,C,(16/5 - 647450+ €, (3247 - 5888134651]
¢,, ¢, Jarni aniglash uchun quyidagi tizitnga ega bo’lamiz:

a%=2C,(E!3-]28/]05A)+2C2(]6f5~64!45£)-—0,

]

_é(B?_ =2C (16/5-64/454y+2C,(32/7 - 5888/ 34654 = 0.

i
Bu tizimning nol bo’lmagan yechimga ega sharti 524’ -10682+2079=0 i
beradi, bundan eng kichik ildizini olib, % =21775 nitopamiz,
Rele prinsipi. Aytaylik, bizga xos giymatni topish masalasi berilgan
bo’lsin

1= 20Dy sqey=rry. . an
@)+ By (@) =0,a + 5 >0, _
a,y(b)+ B,y (B)=0,a7 + 81 »0,] ' (1)

buyerda pex), p'(x), g(x) rix) 1ar [a,b] kesmada uzluksiz; [a,b] da pfxi>0.
¥{x) ni joiz funksiya, deb ataymiz {(y € D), aparda u ikki marta uzluksiz
differensiallanuvchi va (12) chegaraviy shartlarni qanoatlantirsa.
Faraz gilaylik. har bir y(x) joiz funksiya uchun quyidagi shart bajarildi
]
JyL(y)dx> 0.

Bu holda (11),{12) chegarawy masala A mng faqat hagigiy xos qiymatiga ega
boladi.
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Xos giymat hagidagi masalani mos holda quyidagi variatsion Masa
ko'rinishida ham go’yish mumkin:
: b

frtoya>0 a3
shartni qanoatlantiruvchi yfx) jeiz funksiyalar ichides shundayini topinki,
b R
[yiyyax

£l
L)

o frxydy
bo’lsin. .
Aviaylik, y =y {»} ushbu masataning yechimi bo’lsin. Agar 4, — minima)
qivmat bo'lsa, ya’ni .
fLonds  fun Ll

4 =min+ =53 .
P froar frvia

= Min

nnda A, — eng kichik musbat xos giymat bo'ladi, v, (x) esa unga mos kelgan xos
funksiya.
Agarda y(x) joiz funkstyalarga (16) dan boshga yana bir
J'*'MJ"‘WU
(ortogonallik sharti) shartini qo"ysak, u holda masala quyidagicha bo’ladi
] .

o fyionas
. a z
frax
vz yana qaysidir y,(x} yechimga ega bo'ladi,
Agar A,-minimal giymat bo'lsa, u holda 1, giymati bo'yicha keyingi
(4,2 4,) xos qiymat boladi, y.(r) funksiya esa unga mos kelgan, y,(x)ga

orfogenal bo'lgan xos fusksiya boladi. Umuman, birinchi ¥ ta musbat xos
giymatlar ma’lum bo’lsa

=min

A . 54
va vlarga mos ortogonal xos funksiyalar tizimi (0, (x)....¢, (x) .bo'lsa, 0
holda keyingi xos qiymat quyidagicha be’ladi

frLea
‘ahl = min . & 2
pel I :y’dx
chunki, shunday yfx) joiz funksiyalarni qaraymizki, (16) dan boshga
quyidagicha qo shimcha shartlar ham bajarifadi
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friew, orng =0 (v=12,..5).

Agar (11) tenglamadagi funksiya [4.%) kesmada +{x}>0 bo'lsa, u holda
eng kichik rmusbat 4, xos giymatni yuqeridan baholash uchun ko’p hollarda
quyidagi tengsizlik ishlatiladi (Rele prinsipi)

]

[rLydx
FRpeE .
[rras
Misol 5. Rele prinsipi yordamida quyidagi chegaraviy masala uchun

—y = Ay,
y(0)=0
y1}=0

A xos qiymaini baholang.

Yechish. Biz garayotgan hot uchun [01] kesmada L(») =~y ,
p)=1>0,9(x)=0, r(x)=1>0 bo'ladi, Ko'rinib turibdiki,
g =08 =1, =14, =0 shuningdek, a] + 8’ =1>0,¢] + f; =1>0. y(x) joiz
funksiya sifatida y(x)=/-x* ni olamiz.
Rele prinsipipa ko'ra, quy:dagiga ega bo'lamiz

[yLwdx jza e 2
A< =2 =25
;[ry’dr o[(1—«: iss'

¥
Ta’kidlash lozimki, aniq qiymat 4 = -E—sa 2,4674. gateng bo'ladi.
Quyidagi masalalarda eng kichik xos qiymatlar baholansin:

217, -y"= 200-#")y; =D =y()=0.
218, -y = Ly, W(0) = p(1) = 0.

Kantorovich usulidan ham ({oddiy differensial tenglama ko'rinishiga
keltirish usuli) xos qiymat va xos funksiyalarai o'rganishda foydalanish
mumkin. Misol uchun O sohada quyidagi tenglamaga ega bo'laylik,

Az+Az=0
va
2, =0
bo’Isin, bu yerda I — D sohaning chegarasi.

Y echimni quyidag1 ke'rinishda izlaymiz:

z, = Za,.(x)p,‘(x »)+ o (e )

=l
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_hozircha @.(x,y) — koordinatali funksiyalar va ax(x) noma'lum funksiyaiarnj
shunday tanlaymizki, natijada z,(x,3) funksiya I' da aolga aylanisin. Bu a,(x),

(X} , ..., ogx) funksiyalar quyidagi tenglamalar tizimni qanoatlantirigh;
kerak

[taz, + 2z, Jo(x. pdy = 0, (m=12,..m, (14)

va argumentning chegaraviy qivmatlarida nolga aylanadi. Bu erda D, - D
sohaning x = const chizig bo ylab kesimi.

{14) tizim notrivial vechimga ega bo'ladigan D, giymatlarida xog
qiymatning taqribiy miqdorini beradi, yechimning o'zi esa xos funksiyaga
yaginlashishini beradi.

Misol 6. Berilgan

Ar+Az=0, zl{_r:Cl
masalaning tagribiy birinchi xos qiymati va birinchi xos funksiyasi topilsin, bu
verda D soha to'g'ri to' cthurchak -asx<a, -bgy<h.

Yechish. Masalaning yechimini quyidagicha izlaymiz
7(x,3) = (" - ")y (x).

Bu holda, (14) tenglama quyidagi ko rinishga ega bo'tadi:
]
(20 + 07 - B)a; + A7 - 82, )P - 83y =0
i
e+ (S A 2000 - (1)
a,(-d)=a,(a) = 0. (15) ning umumiy yechlma quyldaglcha:

a(x)y=C, siIl1’;I——5—:_k+C3f.‘05 i—i&

Masalaning simmetrikligini hisobga olib va xususiy yechlmmi ilnlnﬁ. quyidagi

ko' rinighga ega bo' lamiz
’ 5
C, =9, Coo8 1—-2?["12:0,

bundan ko' rinib turibdiki, notrivial yechim fagat
5 x
J.l-* 5731 =(2k -l)—,
PR
2a)* 26? ’
ifoda bolgandagina topiladi.
Xususiy holda k=1 uchun quyidagicha bo'tadi
A= i- + __I.O_ .
Qa) (b7
Aniq giymatning o’ miga
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x* z

AT Ed e
Bunda xstolik 13 foizdan dan kichik. .
Birinchi yos ﬂmksiya wehun quyidagi taqribiy funksiyaga ega bo' lamiz:
zix =0/ - bi)cos—z-a—

Quyidagi masalatarda taqribiy birinchi xos qiymat topilsin:

219.  y ATy =0,0)= y()=0.
228, y'+ AQ2+cosx)y =0,50)= y(x)=0.
221. Berilgan

Az+lz=0, 2] =0
masalaning birinchi taqribiy xos qiymati topllshl Bu wﬂn D Mok
koordmata boshida bo’lgan birlik radiusli doira.
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ill BOB

OPTIMAL BOSHQARUV NAZARIYASI

14 §. Optimal boshgaruv masalasining umumiy go’yilishi

1. Ob’yektning dinamikasi. Optimal boshqaruv masalasi uchun ma’lupy
bir dinamik ob’yekt, ya’ni vaqt davomida o’zgaruvchi ob’yektning mavjug
bo’lishi xarakterlidir. Ob’yekining har bir t vaqtdagi xatti-barakati x (... x (1
parametrlar to’plami orqali tavsiflansin, Bularga ob’yekining  biron-bir
koordinatalar tizimidagi koordinatalari, tezlikning koordinatalari va hk. lar
misot bo’lishi mumkin. x(¢) = (x,()....,x.(n) vektor ob’vekining fazali vekiori
deyiladi. Ob’yektning harakatini boshqarish mumkin, ya'ni u o’zining holatini
belgilab beruvchi “rullar™ bilan jihozlangan, deb faraz qilinadi. “Rullac” ning
holati har bir vaqt momenti t da u{1),...s, () parametriar to’plami bilan
xarakterlanadi. sty = (u,(e),....2 ()} vektor ob’yekining boshqaruv parametri, yoki
boshgaruvi, deyiladi. Ob’yektning berilgan t vaqt momentidagi holati u(t)
boshqaruvning t vaqt momentigacha bo’lgan davr ichida qanday giymatlar gabul
qilganiga bog’lig be’lib, boshgaruvning kelgusi xatti-harakatiga bog'liq
bo’lmaydi.

x(t) fezali holat vektorining u(t) boshqaruvga nisbatan bop’liglikning
xususiyatlatiga qarab, har xil turdagi dinamik ob’yektlar ko'zdan kechiriladi.
Masalan, bunday hog’lanish

x=flt x, 0 {1
ko'rinishdagi differensial tenglamalar tizimi ko’rinishida ifodalanishi mumkin.
Bunda u{t) boshqaruvning har bir t vaqt momentidagi qiymatini bilgan holda,
x(t) obyektning holatini

x=F(e x, u(t)
differensial tenglamaning yechimi ko’rinishida topish mumkin. Bizga biror bir
ko’rinishdagi ob’yekining dinamikasi, ya’mi x{i) holat vektorining u(t}
boshqaruv vektoriga nisbatan bog'ligligi berilgan bo’lsin.

2. Joiz boshqaruvlar sinfi. Ma'lumki, aniq fizik ob’yektlarda u(t)
boshqaruv ixtivoriy ravishda tanlanishi mumkin emas. Unga boshgaruvning
fizik ma’nosidan kelib chiqqan holda ma’lum bir cheklanishlar yuklatilgandir.
Masalan, agar u,(t) dvigatelning tortish kattaligi bo'lsa, u holda har bir t vaqt
momentida v

o, Su(y)<u,,,
cheparalanishni qanoatlantirilishi kerak. Jumladan, u(#) tortish giymati uy;, va
U Chegaraviy givmatlarni ham qabul gilishi lozim, Odatda, u(t) boshqaruv
vektori har bir t vaqt momeniida

uel) @)
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chegaralanishni qanoatlantiradi, deb faraz gilinadi, bu yerda U - hiron berilgan
to’plamdir ya'ni () boshgaruvning giymatlar sohasi, deyiladi. Jumladan,
odatda anig fizik obyekilarda U/ yopig to’plam bo'ladi. Aynan shu yopiqlik
boshqariluvchi obyekining xatti-harakatini edatiy variaision hisob usullari bilan
o'rganishga imkon bermaydi.

{2} ko'rinishdagi cheparalanishdan tashgart u(t) boshgaruvning vagiga
bo'liqligiga nishatan qo'shitncha chegaralanishlar qo’yilishi mumkin. Masalan,
joiz boshqaruviarga faqatgina silliq, uzluksiz, bo’lakli-uzluksiz funksiyaiar
kirititishi mumkin, Bizga u(t) joiz boshqaruvlar sinfi biron bir yo'l bilan berilgan
ba'lsin.

3. Ob’yektning boshiang’ich va oxirgi holatari. Bizga boshlang’ich
vagt momenti 1; va ob’yektning joiz boshlang’ich holatlar to’plami M, berilgan
po’lsin. Ob'yekt u ma’lum bir chekli vaqt momenti t; da joiz chekli holatlar
to’plami M, ga o’tib qoladigan qilib boshaarish kerak. U(t} ioiz boshqaruv unga
mos keluvcht x(t) obyektning bazaviy holati

x(tye M,  x(1)eM, {3
shartni ganoatlantirganda, [1, t;} oraliqda obyektni boshlang’ich M; 10’ plamdan
chekli M; to'plamga ko’chiradi, deb faraz gilamiz. Oxirgl ) vagt momenti
oldindan berilmasdan turib, x(t) to'plamning chekli M, to'plamga tushish
shartidan topilishi mumkin.

4, Sifat mezoni. M holatni M, ga o’tkazadigan har xil hollar uchrashi
mumkin. Amaida ko’pincha shunday o’tishiar ichida qandaydis ma’neda eng
yaxshisini tanlash magsadga muvofiadir, Odaida her bir joiz boshqaruv u(t) va
unga mos keluvchi holatfar vektori x(t) ga (uft), x(t)) juftlikning sifatini
baholovchi biron bir J son mos qo'yilgan, ya'ni J(u(i), x(t)) funksional yoki
boshgacha qilib aytganda sifat ko’ rsatkichi berilgan, deb faraz gilinadi. Masalan,
bu funksionalning ko’rinishi

JE ) = [ Ouendr 4

kabi ham bo’lishi mumkin. Endi. optimal boshgaruv masalasini ifodalash
mumkin. Uning mazmun-mohiyati obyekini boshlang’ich My to'plamdan M,
to’plamga ko'chiruvchi u'(t) boshgaruv va unga mos keluvchi x (1) vektorni
tanlashdan iborat bo'lib, bunday vaziyatda J(u(t), x(t)) sifal funksionali o’zining
minimal giymatiga erishadi, ya'ni :

J (0,5 (0)= min J e, 200
bo'ladi,

Optimal boshgaruv masalalariga doir misollami ko'rib o'taylik.”

Misol 1. Yo'ldosh ma’lum bir doirasimon orbita bo'ylab Yer atrofida
harakatlansin. Nazarly mexanikadan ma'lumki, yo’ldoshning harakatini biror
anighik darajasida (1)-furdagi oddiy differensial tenglamalar tizimi ko’rinishida
yozish mumkin. Bunda yo’ldoshning Yer bilan  bog'lip qo'zg’almas
koordinatalar tizimiga nisbatan holat vekiorining koordinatalari, tezlik
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vektorining koordinatalari, yo'ldoshning vaziyatini berib Qo’yuvehi burchayy,,
burchak tezlik va hk. lar x(t) fazali holat vektorining koordinatalar bo,m;
xizmat qilishi mumkin. Yonilg'ining birlik vaqt ichida sarf bo'lish miqdar
reaktiv  dvigatelning burilish  burchaklari  u{t) boshqaruv vcktoﬁngng’
koordinatalari bo’lib xizmat ko’rsatishi mumkin.

Faraz qilaylik, yo'ldoshni yangi orbitaga ko’chirish, ya'ni boshqaruyy
mos x{t) trayektoriya birinchi doirasimon orbitada t, vaqtda boshlanib, jkkingy;
doirasimon orbitada ma’lum bir 1, vagida tugeydigan qilib wanlash kerak bo'isjy
Bunda boshlang’ich M, to’plam sifatida yo'ldoshning birinchi orbitadagi
koordinatalarini ifodatovehi giymatlami, joiz boshlang’ich tezliklar va h.k, larm;
olish mymkin, Xuddi shu mulohazzlar M, to’plam uchun ham o’rinli bo’ladi,

Sifat mezoni sifatida birinchi orbitadan ikkinchisiga o’tishda sarf qilingan
umumiy yonilg'i migdori tanlab olinishi mumkin. Shundey gilib, optimal
boshqaruv masalasi yo'ldoshni birinchi doirasimon orbitadan ikkinchisiga
minimal yonilg’i harajati bilan ko’chiruvchi u(t) joiz boshqaruvni tanlashdan
iboratdir.

Misol 2. Muvozanat holatida targan fizik mayatnikni ko'rib chiqaylik,
Agar y- mayatnikning muvozanat holatidan chetlashish kattaligi bo’lsa,
mayatnikning eng sedda heldagi tenglamasi:

}+y=0 .
ke'rinishda bo'ladi. Faraz qilaylik, biz mayatnikka kattaligi jihatidan
chegaralangan, ya’ni Jujs! bo'lgan u tashqi kuchni go’yishimiz mumkin. U
holda, boshqgariluvchi mayatnikning tenglamasi

Yey=u

ko'rinishda bo’ladi. Ushbu tenglamada x =y, x, =y deb olish natijasida (1)-
ko’rinishga keltirib olamiz. U holda biz : '

{x' = | )

X =X tH,

ga ega bo’lamiz. Mazkur holda x=(x,, x;) fazali vektor fagatgina ikkita
Roordinzta, maymmkning mouvozanst hotipa nivoaian Shelashish qiymand x>y
- hamda chetlashish tezligi x,~y ga ega bo’ladi xolos. O'chig boshqaruvda, ya’'ni
v={ da muvozanat holati x;=0, x>=0 shant orqali beriladi. Faraz gilaylik, tashgi
. ta'sirlar ostida mayatnik ixtiyoriy xo=(x’, x;; holatga o'tsin, Bunday holatda
ayrim fizik malohazalar tufayli yechimni topib bo’imaydi, shuning uchun, fizik
mayamikei u(t) tashqi kuchni mos ravishda tanlab olish natijasida tezkor
- sur'atlar bilan muvozanat holatga keltirib clish magsadga muvefig bo’lib,
bunda, yana fizik mwuichazalar wmfayli u(t) funksiya bo’lakli uzluksiz bo’lishi

- kerak.
Shu yo’l bilan biz, maystmikning x(t) wayektoriyasi, ya'ni (5)-
tenglamaning yechimini M, =s° =(x", &} boshlang'ich holatdan M,=(0,0)
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muvozanat holaiga eng qisqa vagt ichida o’tkazuvchi hamda ju(t} <1 shartni
qanoallantiradigan tashgi bo’lakli-uzluksiz u(t) kuchni ianlab olishuvchi optimal
poshqaruy masatasiga kelib golamiz.

Xullas, biz optimal boshqaruv masalasining asosiy elementlarini aniqlab
oldik, hamda ikkita misolni tahlil qildik. Endilikda biz optimal boshqaruv
(nasaiasining matematik tadgiqoti bilan shug’ullanamiz. Optimal boshqaruvning
matematik nazariyasi qanday masalalami o’z ichiga oladi?

1. Boshqariluvchanlik.__ Birinchi navbatda, dinamik obyektini
beshlang’ich M, to’plamdan oxirgi M; to'plamga o’tkazadigan aqalli bitta u(t)
joiz boshqaruv bormi, ya'ni x(t) fazali holat vektori (3) shartni
ganoatlantiradigan u(t) joiz boshqaruv bormi depan savol tug’iladi. Agar bu
savolga salbiy javob berilsa, u holda optimal boshgaruv masalasining go’yilishi
ham o'z ma'nosini yo’gotadi.

2. Optimal boshqaruvning mavjudligi. Agar boshqariluvchanlik
to’g'nsidagi masala fjobiy hal qilinsa, ya'ni obyektni M, to’plamdan M,
to’plamga o'tkazuvehi biron bir uft) boshqaruv mavjud bo’lsa, u holda optimal
boshgaruv mavjudmi, degan savol tug’iladi. Muhandislar odatda aniq
masalalari yechishda bunday savolni o’z oldlariga qo’ymaydilar. Ular odatda
o'zlarining qo’l ostida turgan vositalar bilan optimal boshgaruvni topishga
harakat giladilar, xolos. Matematik nuqtai nazardan bu eng muhim masalaridan
biri hisoblanib, agar optimal boshgaruv mavjud bo’imasa, keyingi izlanishlar o'z
ma’nosini yo’qotadi. Matematikada biz, real fizik obyekining ma'lum bir modeli
bilan ish ko’ramiz, xolos va modelda optimal boshqaruvning ye*qgligi, uning
noto’g’ri tuzilganiga ishora gitadi.

3. Optimallikning zaruriy shartlari. Apar masalada optimal boshqaruy
mavjud bo'lmasa, u holda kevingi bosgichlarda mazkur optimal boshgaruvni
topish usullarini rivojlantirish kerak. Hattoki eng sodda masalalarda ham
obyekini My to'plamdan M fo'plampa o’thazuvchi joiz boshqamviaming soni
cheksiz ko'p bo’lishi mumkin. Shuning uchun, barcha joiz boshqaruviami
shunchaki saralab chigish yetarli emas. Optimallikka shubha qilinuvchi
boshqaruvler sinfini qanday vo’l bilan gisqartirish mumkin, degan savol
tug’iladi., Bunga optimallikning zaruriy shartlari yordamga keladi. Shunday
qgilib, optimal boshqaruvni optimallikning zarurly shartlarini qanoatiantiruvchi
joiz boshgaruvlar to’plami ichidan izlash kerak.

Optimallikning bunday zarurly sharti Pontryaginning maksimum
prinsipidir. Avvaliga u akademik Lev Semenovich Pontryagin temonidan 1953-
vilda dinamikasi (1) tenglamsa ko'rinishida ifodalanuvchi boshqaruv tizimlarga
nisbatan gipoteza sifatida aytib o’tilgan bo’lib, keyinchalik, bu gipoteza
Pontryaginning shogirdlari tomonidan isbotlangan edi. Aslida, optimal
boshqaruvning matematik nazariyasi maksimum prinsipidan boshlangan edi.
Ayrim masalalarda chekli sondagi yechimlargina maksimum prinsipini
ganoatlantiradi, ularni ichidan esa optimalini topish qgivin emas. Maksimum
prinsipining to’lig isboti 1961-yilda L.S.Pontryagin va uning shogirdlari
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tomonidan  “Optimal jarayonlaming matematik nazariyasi” Kitobida
etilgan. Maksimum prinsipining qgo’llanilishi optimal boshqaruvning ko'pp;
muhandislik masalalarin} yechishga, boshqa masalalarda esa mmn:i
boshgaruvni topishda anchagina yordam berdi.

4. Optimallikning  yetarlilik shartl. Ko’pgina  masalgay
optimaliikning zaruriy shartlari optimallikka shubhalanuvehi boshgaruviary;,
sinfini qisqartirishga imkon bersada, sinf hali-hanuz anchagina keng bo’liy
golaveradi. Bunday sinflar ichida hagigatdan ham optimal yechimni iany),
olishga optimatlikning yetarfilik shartli imkon beradi. Agar shu sinfdan olingay,
biron-bir u(t) boshgaruv optimailikning yetarlilik shartlarini ganoatiantirsa, y
holda uming optimalligi kafolatianadi. Albatta yetaclilik shartini bir emas, b
nechta boshqaruv ganoatlantirishi ham mumkin. Bu esa ulaming barchag;
optimal ekanligini, ya’ni sifat funksionali shu toshqaruvlaring hammasida bi;
xil giymat qabul gilishini anglatadi.

5. Optima) boshgaruvning yagonaligi. Muhandislaming fikriga ko'ra,
optimal boshqarmviing vagona ekanligini bilish juda muhimdir. Agar
boshqaruv yagona bo’lsa, u holda aniq boshqariluvchi ab’yektlarda yagona u(y)
optimal boshqaruvning amaliyotga tadbig'i oson kechishi mumkin. Shuning
uchun, optimal boshgqaruvming yagonatigi to’g’risidagi masala ham optimal
boshgaruvga oid matematik nazariyaning asosly masalalaci qatoriga kiradi.

Ushbu masalalar aniq boshqgarav ob’yektiga nisbatan berilgan tartibda
o'rganilishi shart emas, Masalan, agar, birinchi bo’lib optimal boshgaruviing
mavjudligi aniglanib, obyekini M, to’plamdan M, to’plamga o'tkazuvchi hamda
optimallikning zaruriy sharilarini ganoatlantiruvchi vagona joiz boshgaruy u{t)
topilgan bo'lsa, v holda ut) boghgaruvning optimal ekanligi kafolattanadi.

Shunday gilib, biz optimal boshgaruv masalasining umumiy qo’yilishini
bayon gildik, mazkur masalani yechishda paydo bo’ladigan ayrim muhim
masalalami tahlil qilib chigdik. Bu kursda eng sodda boshqarv masalasining
matematik nazariyasi o'rganiladi.

Ushbu masaladagi ob'yeldning dinamikasi

x= Ax+u, (6}
chizigli differensial tenglamalar tizimi ko’rinishida beriladi, bu yerda x-
ob’yekining n-o'ichovli fazali holat vektori, u- n 0'lchovli boshganuy vektor, A-
esd nxn 0'lchovli o'zpammas kvadrat matritsadir. u(t) boshgaruvning biron bir
joiz funksivasi hamda obyekining boshlang’ich holati x(tp)=% ni bilgan holda.
biz fazali holat vekiorining yagona fumksiyasi x{t) ni (6)- differensial
tenglamaning yechimi ko’rinishida olishimiz mumkin. Joiz boshgaraviar sinfini
vordamchi matematik apperat 1ayyorlangandan so’smg  amiglab  olamiz.
Obyekining boshiang’ich va oxirgl holatiarini n-0’ichovii fazalar fazosining
elementlari sifatida bo'sh bo'lmagan hamda kompaki M, va M; qism
to’plam)arini taniaymiz. Sifat ko’rsatkichi sifatida M, to°plamdan M, 10’plamga
o'tish vagti tanlab olinadi, ya’ni
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HO {01t
gunday sifat mezoni integral ostidagi funrsiva £(Lx(N,u(1y=) bo'lgan holda ()
.sifat mezonidan kelib chigadi.

Shunday qilib, biz chizigli tezkorlik masalasining qo’yilishiga keldik,
shbu masataming mohiyatc ab’yekini M, to’plamdan M, to’ ptamga qisqa vaqt
jchida o' tkazuvehi u (1) joiz hoshqaruv hamda (6)-tenglamaning x {t} yechimini

topishdan iboratdir. Bunday masalaga yugoridagi 2-misolni Keltirish mumkin.

Bu bobning birinchi qismi vordamchi matematik apparatni o’rganishga
pag'ishlangan. Bunda tayanch fuaksiyalar, ko’p giymatii akslantirishiar, ka’p

giymadi akslantirishlardan olingen integrallar va shunga o'hshash boshqa
mshunchalaml batafsil o’rganib chigamiz. Bu tushunchalar matematikaning
boshqa bo'limlarida ham keng go'llaniladi. Biz esa, ular yordamida optimal
boshgaruvning matemalik nazariyasige oid asosiy masalalasni chiziqli tezkorlik
masalasi misolida o’rganib chigamiz. a

15 §. Asosiy tushunchalar

E* faza. X{Xi,...X,) o’zgaruvchining n o’ichovii £° evklid fazosini
wo'raylik. Xususan, E'- son 0°qi, E*-ikki o*lchovli tekistik va k. Odatda, kichik
harflar bifan vektorlarni ya’ni, £° fazoning nugtalarini, katta kacflar bilan esa E*
fazening gism fazolarini belgilaymiz. Shuningdek, bunda, vekiorlarni bitta
nugiadan iborat bo’{gan to’plam sifatida qabul gilamiz. Ushbu veltarlar figurali
qavsiarga olib yoziladi, Masalan, x-nugta, {x} esa to'plam. £~ ikkita vekiomi
qo'shish hanufa vektarmi songa ko’paytivish amallari bajariladigan chizighi
vekior fazo bo'isin. Shuningdek, bu fazo normallashgan bo'lib, unde aorma
b= /5’ +. +x’ bilan aniqlanadi. E* fazosida fagatgina shuaday normadaa -
foydalaniladi. Bu norma x yeE" wuqtalar ouesidagi masofani, yoki
A, 3h={x— 5§ metrikani aniglaydi. :

To'plamiar._E~ fazodagi turli xit to'plamlarnt ko'rib chiqaylik. Biz
to’plamlarga nisbatan tegishlilik o, fenglik =, tengsiziik =, birlashma U,
kesishma 1), ikkita so’plamning ayimmasi, yoki to'ldirmasi % belgilaridan
foydalanamiz. @ beigisi orqali bo’sh 10" plamni ifodalaymiz,

f F to’piamning fimit nugtast deyiladi, agar uning ixtiyoriy airofi t dan
fargli bo’lgan F to’plamning aqaill bitta nugtasini o’z ichigs otsa. F yopig
to’plam deyiladi, agarda u o'zining barcha Hmit nuqualarini o'z ichiga olsa. F
1o'plamning F yopig't deb, F to’plamni o’z ichiga olgan eng kichik yopig
to’plamga aytiladi.

Misol 1. E" fazosida

P=lxeE" <y
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shart orgali berilgan P to’plamni garaymiz. Ba yoplq to plam b0"Ima, ydi,
sababi, masalan, P to*plamning limit nuqtasi p=(1,0,..0} o’ziga tegishli emas, E*
fazosida markazi a nugtada bo'igan r radiusli S, (a) shar _

S {a)y= lrEE”'lx aﬂSrl (1}
yopiq to’plamdir. Bundan tashqari, 5,(0) shar 7 to'plamning yopig'idan ibory
bo’iadi, ya’ni 7= 5,(0).

F chegaralangan (o'plam, deyiladi, agar u hlmn bir chekli radiusli shgy
ichida yotsa, ya'ni qandaydir r>0ga nisbatan F c §,{0)munosabat o’rinli bo’lsa,
F kompakt to’plam deyiladi, agar u yopiq va chegaralangan bo’lsa. Shunday
gilib, 1-misoldagi 5,(0) kompakt to’plam, P to’plam esa yopiq bo’lmaganligj
hisobiga  kompakt emas. Tekislikdagi to’g’ri  chiziq  o’zining
chegaralanmaganligi hisobiga kompakt bo’lmagan to’plamga misol bo'ladi.

f nuqta F to’plamning ichki nuqtasi deyiladi, agar qandaydir & >0 uchun
S.(fic ¥ o'rinli bo'lsa. F ochiq to’plam deyiladi, agar uning ixtiyoriy nuqgtasi
ichki nugta be'lsa. F to’plamning barcha ichki nugtalari majmuasi uning ichi
deyiladi va int# orqali belgilanadi. t-misolda intS,(0)=F. F to’plamning &
chegarasi deb, 95 = Fuint £ to’plamga aytiladi. Agar

S:{xEE":u.r":]}
E” fazodagi birlik sfera bo’lsa, u holda 4P = § bo’ladi.

F qavariq to'plam deyiladi, agar uning ixtiyoriy x;, va x» nuqtalarini
tutashtiruvchi kesma yana F to’plamga tegishli bo’lsa, ya'ni ixtiyoriy x, x, e F
nugtalar va e+ #=1 munosabatni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy o, #>0 sonlar
uchun x(a, #) = ax, + fx, € F shart bajarilsa. F to’plamning qavariq qobig’i convé’
deb, F to'plamni 0’z ichiga oluvchi eng kichik gqavariq to'plamga aytiladi.
Demak, ixtiyoriy S {a) shar qavariq to’plam bo’ladi, S birlik sfera esa qavariq
to’plam bo’la olmaydi, bunda coms=5,(0). Birinchi misoldagi P qavariq
to’plam bo'ladi.

£") fazo. E-~fazoning barcha bo’sh bo’lmagan kompakt qism
to'plamlaridan tashkil topgan (£") fazoni qaraylik. Xususan, barcha S, (a)
sharlar, E* fazoning nuqtalari, ya'ni {x} to'plamlar va hk. lar o(£") fazoning
elementlari bo®lib xizmat qilishi mumkin. ((£") fazoda odatiy nazariy-to*plamli
amallardan tashqari yana ikkita amalni: qo’shish va songa ko'paytirish
amallarini o’rganib chiqamiz.

E~ fazosidan olingan ikkita bo’sh bo'lmagan A, B  kompakt
to’plamlarming, vyoki boshgacha qilib  aytganda, ikkita 4, Ben{s }
elementlarning yig’indisi deb,

C=A+B={c=a+b: acd be B} (2)
to'plamga aytiladi. Ravshanki, bunday holatda ceq(g"), ya'ni ikkita
A 8eq(E") to’plamlaming yig'indisi A+B bo’sh bo’lmagan, yopiq va
chegaralangan to'plam bo'ladi. Xususan, agar A to’plam yagona nugtadan
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jpstikil topsa, ya'ni A={a} bo’lsa, u holda {a}+B to’plam B w’plarnnf a
vekiOrga’ paraliel ko’chirish natijasida hosil bo*ladi, ’
Misol 2._ikkita ixtiyoriy shaming yig’indisi nimaga teng ho’hshmi '
go'raylik. Tadgigotiar shuni ko’rsatdiki,
5 (al)+S &)= S-w,(aﬁ +'92) (3)
»pi jkkita sharlami go’shish naluasmla ulaming radiustari hamda sharning
markazlarini beruvchi vektorlar o’ zaro qo'shifar ekan.

Ushbu tasdigni {omilni), ya'ni, (3)-formulaningng chap va o’ng qismida
turgan to’plamlar bir-biriga teng ekanlipini {ustma-ust tushushini) isbollaymiz.
Agat, c€5.(a)}+5,{a,)bo’lsa, u holda, ikkita to’plamning yig’indisi to'g risidagi
{(2) ga qarang) ta’rifpa ko'ra, c=a+b bo'ladi, bu yerda aeS (a), b5, (a,).
Bundan, shaming ta'rifiga (1) ga qarang) ka’rs, T '

la-afssn,  Je-ajss,

larga ega bo’lamiz, Mazkur tengsizliklarni hisobga olgan holda,

fe—ta +a, )= o+ b-a, - a f < fa~ af+ip-afs K rr.
ya'ni, ce§,,, (& +a,) ni hosil gilamiz va bu (3)-formulani bis taraflama asbotldn‘
Endi, agar ce35,,, (4 +a,) bo’Isa, u holda,

A= ﬂc-a,-—aJSr, +r.

bo'ladi. 4+ A, =4 muneosabaini qancatlamtiruvehi 4, 5» va A, sr, musbat sonlar :
mavjuddir, U holda,

aza+4i
va bundan tashqari, c=a-+8 bo’fadi. Demak, ceS,(a,)+S, (q,}. Shunday qilib,
{3)-formula to’liq ishotlandt. ' '
Mazkur formutada r, =7, 5, =0, =0, a, =0, deh olish natijasida

5. (D) +[a}=S5,[a) '(_4}

munosabatga ega bolamiz. '
Ixtiyoriy ikkita 4,8e (2"} to’plamlarga nisbatan algebratk yig'indi amali

quyidagi ;

-c—-_—-?-‘:—‘-t—’*ES,I(a,}, b=a;+jic—a;malesﬁ(d2) I ,

A+8B=8+4
A+{(B+CY={(A +b)+C'

A+{0}=4
xossalargs ega bo'lishini isbotlash giyin emas. Mazkur xossalamni isbotlash
o’quvchilarning o’ziga havola etiladi.
C to'plam A to’plamni 1 songa ko’paytmasi, deyiladi, agasda
_ C=Ad={c=Aa. ae 4} )
munosabat o’rinli bo*isa.

Misol 3.
45,0 =5, (5)
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ekanligini isbotlaymiz. Hagiqatdan ham, agar ce A5,(0) bo'lsa,  helda ¢= 4,
bo’ladi, bu erda a€S,(0). Bu holda, |=}4a)=)illdjs)il, ya'ni ceS,, (0). Va
aksincha, agar, ce5,,(0) va 220 (1=0 da (5) formula shubhasiz bajariladi)

bo’lsa, u holda, a=—;—.cES,[0) va c=Ae bo'ladi. Shunday qilib, ceis,(0),

demak, formula (5) to'lig isbotlandi. {4) va (5) formulalardan, ixtiyoriy S, (a)
sharni
8, (a) = {a) +r5,(0)
ko'rinishda ifedalash mumkinligiga ishonch hosil gilamiz.  Shu  bilan  bir
getorda, bevosita, ixtiyorly «,8 sonlar va ixtiyory ikkita A,BefE")
to’plamiarga nisbatan :
()= (aB)4,

l-4=4
a4+ B)= ad+aB
xossalarning bajarilishi tekshiritadi,

Q{E”] fazoning kiritilgan ikki to’plamning algebraik yig’indi va to’plamni
songa ko’pavtivish amallariga nisbatan chizigli fazo bo'tmasligini ko’rsatamiz.
Fazoning chizigh bo’lishini ta’minlovchi go'shish va ko'paytirish amallarining
barcha xossalari ham mazkur holda bajarilavermas ekan. Aniqroq qilib
aytganda,

(a+p)A=adspd (6)
tenglik bajarilmaydi. Bunga garama-qarshi bo'igan misolni keltirarniz.

Misol 4,_4=5,(0), @ =1, #=-1 bo’lsin, u holda (5)-formulapa ko'ra,

aA=1 8(0)= S0}, AA=1 5(M=25{H
hamda (3)-formulaga ko’ra, ad+ g4 =_5,(0). Lekin {a+#)4=(1-1)=4=04={0}.
Shunday gilib, [0} §,(0), demak (6) formula noto’g’ri.

(6) formulada tenglikning o’miga fagat bir tomonlama tegishiilik
munosabati o’rinli bo'ladi: (a+#)4 cad+ 4. Mazkur tegishlilikni isbotlashni
o’quvchining o'ziga havola gilamiz.

o'} fazoda metrika, yoki ikkita 4,5en(s*) to'plamtar o'riasidagi
k(A B} masofani

(A BY=min{r>0: Ac B+5,{0), B 4+5,(01}
formula yordamida kiritish mumkin. Shunday gilib, ikkita 4, Be n(E")
to’plamlar o’rtasidagi masofa, deb shunday musbat r sonlaming ichida eng
kichigiki, bir vaqtning o’zida har ikkala
AcB+8,(0), B A+5.(0) {7
tegishlilik munosabatlari bajariladi. Bunday metrika Hansdorf metrikasi
deyiladi. ¢4, B} masofaga misol ko'raylik.

Misel 5. A={0}, B=5,(0)- E~ fazosidagi ikkita to’plam bo’lsin. Ixtiyoriy

r>0 tarda {0} 5,(0)+ 5. (0) munosabat o'rinli bo iganligi uchun (7)-dagi birinchi
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tegishlilik har doim bgjariladi. Ikkinchi tegishlilik, ya'ni S(0)eS$.(0), r=1,
bo’lganda bajariladi. Shunday qilib, 5 ning (7} dagi tegishlilikiar bir vaqiming
o’zida bajarilishini ta’minlovehi minimal qiymati r=1 bo’ladi, ya'ni ushbu
misolda h{A,B)=1.

Shunday qilib, Q(£") metric fazodir. A(4,8} funksiyaning masofa
ekanligi, ya'ni u masofaning barcha aksiomalarini qanoatiantirishini isbotlash
o’quvchining o’ziga havola etiladi.

Masalalar.

1. Har ganday F e Q{£”) to’plam uchun F+F=2F tenglik bajariladimi?
2, E" fazosida olingan ikkita ixtiyorty A=S,(a)va B=S5, (a) sharlar
orasidagi h(4, B) masofa topilsin.

Tayanch funksiyalar. Qandaydir 5 < Q(£") to'plam berilgan bo’lsin. F
to’plamning tayanch funksiyasi, deb

C(F.yp)=max(f.¢) (8}

shart bilan aniglanadigan » ¢ £* vektor argumentli C(F,) skalyar funksiyaga
aytiladi, bu yerda (f) ifeda f e E" vektorlaming skalyar ko'paytmasi. F
to'plam shuningdek, C(F,y) funksivaning argumentlaridan biri hisoblanadi,
ammo hozircha biz uni mahkamlangan (fikscrlangan), deb hisoblaymiz.
C(F,y)tayanch funksiyasining F, to'plamga bog’ligligini keyinroq o'rganib
chigamiz. Shunday qilib, C(F,¢) funksiya » argumentning funksiyasi sifatida
E" fazoni £’ son o'giga akslantiradi. Biz bumni quyidagi C(F,):E" > E
ko'rinishda yozamiz.

Tushunarliki, (f,) skalyar ke'paytma f bo’yicha uzluksiz bo’iganligi
sababli (8) tenglikning o'ng tomoni maximumga ecrishadi, F esa kompakt
to’plam bo'ladi. Aytaylik, p, e L"-gandaydir mahkamlangan wvektor, f; ¢sa
v=w, vektor uchun (8) tayanch funksiyasi ta'rifidegi maksimumga
erishtiruvchi F to’plamning elementlaridan biri, ya'ni quyidagi tenglik bajariladi

C(Fa'ﬂlu)zf}'l:-r"(f#’n] =(fo¥e)- (9)

Bu holda, w, vektor f; nuqtadagi F to’plamning tayanch vektori
deyiladi, (9) tenglikni ganoatlantiruvchi barcha f, e/ vektorlaming Fy
majmuasi esa, w, yo'nalishida F to’plamga tayanch to’plam, deb ataladi. £"
fazosida

(-‘sWn)’(meu);
tenglama bilan anigfanadigan r% gipertekislik w, vektor yo'nalishida F
to’plamga tayanch gipertekislik, deb ataladi (22-rasm).
L, wo Bipertekislik £" fazoni ikkita yarim fazolarga ajratadi. Barcha seF
nugtalar uchun (f,w,) s (/.%,) tengsizlik bajarilganligi sababli, F to’plam v,
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vektorga nisbatan manfiy yarim fazods yotibdi. Agar y,eS bo’]sa,

w, vector birlik uznmlikga ega Ya'ni

. 22rasm
bo’lsa, u holda C(F,y,) miqdor-mos ishorasi bilan olingan, 0 koerdinatg

boshidan rwo gipertekislikgacha bo’lgan masofa hisoblanadi. Bu tasdig (9)
tenglikdan  kelib chigadi. Bu tayanch funksiyaning geometrik ma’nosini
anglatadi.

Tayanch funksiyalarni topishga doir bir nechta misollar keltiramiz.

Misol 1. F vyagona nugtadan tashkil topgan to’plam bo’lsin, ya'mi
F=§f}. U holda, tabiiyki,

C{S L) =) (10)

bo'ladi.

Misol 2. £~ farodagi markaz{ koordinata boshida bo’igan bitlik
sharning tayanch funksiyasini hisoblaymiz. Apar F=5,{0) bo'lsa, u holda
tushunarliki, (8) formuladagi maksimumga s, = —“— vektorda erishadi, U holda

el
biz quyidagiga

8O = Ut = ) A )
: liw :

ega bo’lamiz. : -

Misol 3. F={reEx[<1|x, <1} shart bilan berilgan E” tekislikdagi
F kvadratning tayanch funksiyasini hisoblaymiz.

Agar w=(y,¥,) vector E* tekislikdagi birinchi kvadrantga tegishii
bo’isa, ya'ni w, 20,4, 20 bo’lsa, u holda (9) formuladagi maximumga f,=(1,1)
vektorda erishiladi, Shunday qilib, C(F.4) = (/,.w) =, +y, bo'ladi, so’ngra,
agar y vector ikkinchi kvadrantga tegishli bo’lsa, ya'ni y, <0,p, 20 bo’lsa, u
holda (%) formuladagi maximumga £=(-1,1}) wvektorda erishiladi wva
ClF ) = -, +w, bo’ladi. Shunga o’xshash, uchinchi va to’rtinchi kvadrantlarga
mes ravishda tayanch funksiyalaming C(F,w)=—-w, -, va C(F.wi=w, -,

138



g jymatiga epa be’lamiz. Bu barcha. tayanch funksivalar ko’rimsblmm birga
Jamlﬂb biz yakuniy

CiFy =y, |+, ] (rn)
gaega bo’lamiz. '

Tayvanch funksiyalarning xosselari,

I-xossa. C(F,):E" > E' fayanch funksiya ixtiyoriy w e E"vektor va
ixtiyorly A0 son uchun musbat birjinsti, ya'ni <(F, Ay)=AC(F,w) bo’ladi,
xususan, C(F,0}=0.

Bu xossaning isboti bevosita (R) — tayanch funksiya ta'rifi va
maximumning xossalaridan kelib chigadi. Haigatan ham,

C{F.Ay)= H}f;((f,iwk l}"gg:%(f,wﬁ .lr?:;;((f,w) = ACLF ).

2-xossa. Ixtivorly ikkita y,,w, e 7 vektorlar uchun C(F,y) tayanch
funksiya quyidagi tengsizlikni qancatlantiradi
COF.y v dSCF )+ C(F,p,)
Bu xossaning isboti ham bevosita tayanch fuoksiya ta'rifi va
maximumning xossasidan kelib chiqadi. Hagiqatan ham,
CUF. gy + 40y = WXy +970) = (0 04 (,05)) £ maxd £9n )+ 0ax(S,92) = C(E.0) + CLEL)

3-xossa. 4,8« (KE") bo’lsing U holda A+B yig'indining C(4+ A,
tayanch funksiyasi ikkita C(4,p) va C(B,w) tayanch funksiyalar yig'indisiga
teng bo'ladi, va’ni

ClA+ By} =Cldpy +C(By).

Ishoti. ikkita to’plam yig'indisining ta'rifiga ko'ra, (asesiy tushunchalar

mavzusidagi ta’rifga qarang), biz

A+B={f=a+b:ac 4 becB)
ga egamiz, Endi, (1) - fayanch funksiyasining ta’rifidan foydalanib, quyidagini
olamiz

C(A+B.y) = man(f, )= max(a+by) = max(a,p) + max(b,y) = C(A )+ ClB.y

Beft

Bu 3-xosza isbotini yakunlaydi.
Endi A (#xn} o'Ichovli matrisa va Fe (E"} bo'lsin. F te’plamning A
chizigli almashtirishdagi AF obrazi, deb quyidagi to’plampa aytiladi
AF ={xcE" :x=Af,f e F}. 12)
A chizigli almashtirishda. F to’plam obrmzining tayanch funkSiyaSI
ganday ifodalanishini ko'rib chigamiz.
4-x0s85a, A-(nxn) o'[chamli matrisa va F e Q{E") bo’lsin. U holda,
ClAF )= C(F, A*y),
bu yerda A* - A matrizaga qo’shma matrisa,
Bu xossaning isboti (8) — tayanch funksiya va {12) to’plam obrazi
ta’riflaridan bevosita kelib chiqadi. Haqgiqatan ham,
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C(AF ) = max(x,g) = max(Af i) = glgx(f.a W)= CF, A2y,

5-x0ssa. Fef(E"), A4 ixtiyorly son bo'lsin, U
CAF ) =C(F, Ay,

Bu xossa 4-xossaning A matrisa 4=AiF ko'rinishda bo’ lganda
xusysiy holi hisoblanadi, bu yerda E (sx#} 0°Ichovli birlik matrisa.

S-xossaning natijasi. C{F,y)tayanch funksiya F — birinchi argumen;
boyicha musbat bir jinsli, ya'ni ixtiyoriy 420 son uchun C(AF, @Y= AC(F,u).

Bu natijani isbotlash uchun 1-xossadan foydalanish yetarli .

Misol 4. E" fazodagi ixtiyoriy S«{a) shaming tayanch funksiyasinj
hisoblaymiz. Yugorida S(a) shar S (a)={a}+r5,(0) ko'rinishda bo’lishligj
. ko'rsatiigan. {a} to'plam va S0 birlik sharmning tayanch funksiyalariy;
hisoblab topganmiz. 3-xossa va 5-xossa natijasiga ko’ra , biz quyidagini olamiz

o8, (a4 = C({a} + rS5,(0).0) = CQa}t w)+ rC(S, (0w ) = (ap ) + r i
Misol 8. E'tekislikda tomonlari koordinata o’qlariga parallel bo’lgan
ixtivoriy G to’g’ri to’rtburchakning tayanch funksiyasini hisoblaymiz. Bu to’g’ri
to’rtburchak quyidagi G=fxeE’:a <x <§,a, sx, b} ko'rinishda berilgan
bo’lsin. G to'g’ri to'tburchakning mos siljitishlar va kengaytirishlar yordamida
. 3-misoldagi beritgan quyidagi kvadratdan olamiz
' F=ixeE*|x sllix [21}.

holdy

Biz quyvidagiga egamiz

b —a,
b, +a, b, +a,) 7

0

0
b: i
p

So‘ngra,r 3 va 4 xossalar hamda (10) va (11) formulalarga ko’ra quyidagini
 olamiz

= (215 Fy.

b +a b +a b -a b, —a
121,]+222w2+l 1|W||+222|W;].

Shunday gitib, biz ixtiyoriy FeQ(£") to'pltam uchun (8) formulaga
ko’ra, C(F,y) tayanch funksivani aniqladik. Tabiiyki savol tug'iladi, C(F,¢)
tayanch funksiya bo'yicha F to’plamning o'zini tiklash mumkinmi? C(F,y)
- tayanch funksiyaga ko'ra, fagatgina F to’plamning convF qavariq gobig'ini
tiklash mumkin ekan. Bu tasdig isboisiz quyidagi xossa ko'rinishida keltiriladi.

6-xossa. FefE") to’plam va uning C(F,y) tayanch funksiyasi

berilgan bo’lsin. U holda F to’ plammng gavariq qobig’ini quyidagi ko'rinishda
ifoda q1lsa bo’ ladl

ClGy)=
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convF = [ \{f € E*:(f,y) <C(f,y)} (13

wES

Shunday qilib, keyinchalik to*plam uchun gandaydir munosabatlasga
ega bo’isak, tayanch funksiyalar uchun ham mos munosabatiarni yoza elamiz.
Boshqa tomondan, tavanch funksiyalar uchun gandaydir munosabatlarga ega
bo'lsak, biz fagat to’plamning qavariq qobig’i uchunging shunga o’xshash
munosabatlami olishimiz mumkin ckan. Bunday vazivat quyida keltiriladigan
xossatarda xarakterli namoyon bo’ladi.

7-xo0ssa. 4, B e CYE")bo’lsin. Agar A=B bo’lsa, v bolda

Clay)=CBy). (19

Boshqa tomondan, agar C{4,w) va C(B,w) tayanch funksiva ustma-ust
tushsa, ya'ni (14) shart bajarilsa , u holda convd = canvB bo’fadi.

Isbot, l-tasdiq tabiiy ravishda (8) formuladan, ikkinchisi esa (8)
formuladan kelib chigadi,

7- xossaning natijasi. 4, 8¢ Q{E") gavarig to’plamlar faqat va faqat shu
holda, teng bo’ladiki, qachonki ulaming tayanch funksiyalari ustma-ust tushsa.

8-x0ss8. 4, BeD(E") bo'lsin. Agar 4 c B bo'lsa, uholda

C{Api<C(By). {15)
bo’ladi. Boshga tomondan, agar (15) munosabat bajariisa, 1 holda conva  convll
bo’ladi.

Isbot. 1-tasdiq tabiiy ravishda (8) formuladan; 2-tasdig esa (8)
formuladan kelib chigadt,

8-xossaning natijasi. 2 tu A, Be(HE™) qavariq to'plamlar berilpgan
bo'lsin, U holda A< Aboe’ladi, fagat va fagat shu holdaki, gachonki
ClA, B3 C(8,y) bo'lsa,

9-x0s8a. F e ((£*) bo'lsin. Agar £« F bo'lsa, u holda

(f.¢)<C(F.w) (16}
bo'ladi.

Boshga tomondan, agar (16) munosabat bajarilsa, u holda f e convs
bo'ladi. Bu xossaning isboti bevosita 8-xossa va {10} formuladan ketib chigadi.

9-xossaning natijasi.  nuqta Fe(E") qavariq to'plamga tegishii
bo'ladi, faqat va faqat shu holdaki , gachonki, (f.¢)<C(F ) bo'lsa,

Ta’kidlab o’tish Jozimki, agar F to’plam qavarig bo’Imasa, u holda, {16)
munosabat bajarilishidan  umuman aytgands, ¢ e ¢ ekanligi kelib chiqmaydi.
Misol keltiramiz.

Misol 6. F to’pltam E" fazoda birlik sfera bo’lsin, ya'ni F=58, =0 bo'lsin.
U holda (fu)=0 CiFuw)dwll bo'ladi. Shunday qilib (16) munosabat
bajaritadi, chunki 0 <y ||, ammo 0 g 5.

10-x0889. FeOE") bo'lsin. Agar feintF bo’lsa, u holda ixtiyoriy
v € § vektor uchun .

" (/) <ClFp) + (7
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boladi,

Boshqa tomondan, agar (17) munosabat ixtivorly we S vektor Uchyy,
bajarilsa, u holda f eintconvF bo'ladi,

Isbot. 7 ein Fbo’lsin. Unda shunday » > 0 maviedki, S,(Hcr 0'riny;
bo’ladi. Bu yerda 8-xossaga ko’ra, e £ vektor uchun, xususan e s tichyg,
quyidagi munosabatni olamiz

CE AN CFy).

Olingan tengsizlikga (4-misolga qarang) 5.(/) shaming tayane,

funksiyalari ifodasini qo’yib, ixtivorly € § vektor uchun quyidagini elamiz
S+ sl is CiF,w).

Shunday gilib, {12) munoszbat weS vekior uchun bejaritadi, 1.
xossaning boshqa tomonga isboti bu yerda keltiriimaydi,

19-10ssaning natijasi. 7 nuqia Fe(AE") qavariq to'plamning
ichkisiga faqat va fagat shu holda tegishli bo’ladiki, qachonki ixtivorly wes
vektor uchun  (f,p) <C(F,y) bo'lsa,

1l-xossa. 4, 8¢ Q(E") bo’lsin. Agar A1 B @ bo'lsa, u holda

C(A,w)+C{B, )20 {18}
bo’ladi. Beshga tomondan, agar (18) munosabat bajarilsa, u holda
comA( convB = 9 bo'ladi. ’
Ishot. Avval 4N 8= @ fagat va faqat
Ge A+(-1)B 19}
bo'lgandagina 10'g'riligini ko’rsatamiz. Hagiqatan ham, 4Ns+ © va
feANA bo'lsin. Uholda fe 4 va fe 4, ya'nt - § e {-1)8. Boshga tomondan,
D=#+(-fle A+(-DF bo'lsin. U holda, to'plamlaming yig'indisining 1a'rifiga
asosan, Gea+(~Dbd bo'ladi, b yerda ae 4, be 2. Shunday gilib , ae 4
a=be B, ya'ui 40 &= 0.
Endi, 4,8 Q(£") va A8+ @ ba’lsin. (19} munosabatga 9-xossani
qo’tlab, quyidagini clamiz:
) O=(0,p) s C{A+ {118y}
Bu yerdan 3 va S xosslarga ko'ra , guyidagini olamiz:
05 C(A+(-D)Ey) = ClAu) + CU- D8,y ) = ClAy )+ C(B,~y),
ya'ni (17) munosabat bhajarildi.

11-xossani boshga somondan isbotlaymiz, (17) munosabat bajarilsin, U
helda 3 va § xossalar bo’yicha quyidagipa egamiz

C(A+ (0B ) =ClAp)+C(B, 1= 0.
Bu yerdan 9-xossaga ko’ra,

0 e convi 4 + [-1}B) = comvd + (~1)convB
ekanligini topamiz. (18) formuladan convANconvd = © ekanligini olamiz. -
Shunday qilib, 11 - xossa to’la isbotlandi. .
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11- xossaning mnatijasi. lkkita A, Be(£") qavariq to’plamlar
esishadi, fagat va faqat shu holdaki, agar, C(4,)+C(8,~)20 bo’lsa.

Masalalar.

I. n o’lkchovli F={xeE" iz [s1,i=],.,n} Kkubning tayanch funksiyasi
toptisin.

2. ixtiyoriy n o'lchovli girralari koordinata o'qlariga parallel bo'lgan
G=frcE":a <x <&,i=1,.n parallelepipedning tayanch funksiyasi topilsin.

3. E? tekislikda F=ixe £ X t+x i<l x -x, <1 formula bilan
berilgan F to’plamning tayanch funksiyasi topilsin.

2 2

4, E* tekislikda ir-’;+:-§=I tenglama bilan berilgan ellipsning
a

tayanch funksiyasi topilsin.
5. ll-xossa yordamida ixtiyoriy ikkita §,(s,) va S, (a;) shaming
kesishishi uchun zarurly va yetarli shart topilsin.

16 §. Uzlukstz funksiyalar

Xiva X;— 2 ta o’lchamli metrik fazolar, 5 (2,56} va p,(a.b) lar esa - mos
ravishda X, va X; fazolardagi meitric funksiyalar, ya'ni a va b nugtalar orasidagi
masofani beruvchi funksiyatar bo'lsin. j:x, - x, X, fazoni X; fazoga
akslantiruvchi qandaydir funksiya bo’lsin. X, va X, fazolardzs masofalar
berilganligi tufayli f funksivaning uzluksizlipi tushunchasi tabily cavishda
kiritiladi. y: X, - X, funksiya x, ¢ X, nugtada uzluksiz deyiladi, agar ixtiyoriy

£>0 son uchun shunday &=0 son maviud bo’lsaki, p(x,x;)<d bo'lganda
2, (f(x), flx,) <5 bo’lsa. Keyinchalik f funksiya shunchaki wzluksiz deyiladi,
agar u ixtiyoriy x, e X, nuqtada uzluksiz bo’lsa. f funksiya uchun Lipshits sharti
ham shunga o'xshash kiritiladi. 7:x, - X, furksiva Lipshits shartin/ L
o’zgarmas bilan ganoatlantiradi, agar ihtivoriy ikkita x,p<x nugtalar uchun
quyidagi tengsizlik bajarilsa

£ F)L A< Lp (=, p)

Tushunarliki, qandaydir L o’zgarmas bilan Lipshits shartini
qanoattantiruvchi funksiya uzluksiz bo'ladi. Berilgan ushbu ta’rifri bir metrik
fazoni boshqasiga akslantiruvchi ixtiyoriy funksiyalar uchun go’llash
mumkinligini ta’kidlab o’tish lozim.

Misol 1. C(F ) tayanch funksivani ikkinchi argumentni funhasiyasi, deb
ko'rib chigamiz. Qandaydir £ < Q{£") to’plammi fikserlaymiz (matikamlaymiz).
U holda C(F,w):E*w+ E' funksiya L o’zgarmas bilan Lipshits shartini
gancatlantiradi, agarda ixtiyoriy ikkita .y, € E” nuqualar uchun quyidagi
tengsirlik bajarilsa

|CF.w) -ClF,w)is Ly, -w: .
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C(F): E* —» £ funksiyalarga qo’llash wchun umumiy uvzluksizijy
tushunchasi ham shunga o’xshash kiritiladi,

Misol 2. C(F,p) tayanch funksiyani birinchi argument funksiyys;
sifatida ko’rib chigamiz. Qandaydir v e £ vektorni mahkamlaymiz. U holds
Cly): UE*)y > E' funksiya L o’zgarmas bilan Lipshits shartini qanoatlamirad;,
agarda ixtivoriy ikkita F.F, eE") to'plamlar uchun guyidagi tengsizlik
bajarilsa

| CUFL) - ClFLp) s L W(FFy).

C(F,):€XE")—> E' funksiyalarga qo’llash uchun ham uzluksizlikning
urnumiy tushunchasi shunga o’ xshash kiritiladi.

Fe(ME™) bo'lsin. F to'plamning moduli, deb |F)=h{{0},F) ifoda bilan
aniglanuvchi |F) songa aytiladi. Shunday qilib, h(A,B) xansdorf metrikasi
ta'rifiga ko’ra F to’plamning |F| meduli F to’plamni o'z ichiga eluvchi markazj
koordinatalar boshida bo’lgan eng kichkina shaming radiusidir. Bu erda |F|
10’ plamning moduli nonma bisoblanmasligini, ya’ni Q(E7) fazo [ F: [UE") - £
funksiya orgali normallashgan fazo ho’la otmaydi,

Lemmsa 1. Fe(XE") bo'lsin. U holda C(F,w) tayanch funksiya
bo vicha L={F| o’ zgarmas bilan Lipshits sharttai qanoattandiradi,

ishot. Biz ixtivoriy ikkita ., e£" vekiorlar uchun gquyidagi
tengsizlikni isbotlashimiz kerak bo’ladi ( 1-misolga qarang)

|CFW) - CFE ¥ F -, I (1)

[F{ to’plam modulining ta’rifiga ko’ra, F ¢ 5,(0} bajariladi. Bu yerdan,

tayanch funksiyaning 8 — xossasi bo’yicha quyidagiga ega bo’lamiz
CEWISOE M= Fl- Lyl 2)
Endi w,,w, lar £° fazodan olingan ikkita ixtiyeriy vektorlar bo'lsin. U
holda tayanch funksivaning 2 —xossasiga ko’ra , quyidagiga ega bo’lamiz
CF, ) = C(Fy — gy 49 ) S C(Fop — 4+ C(F L),
Bu yerdan, (2) — formulani hisobga olgan holda, quyidagini topamiz
CF)-ClF.w }<C(Fy -w ) F |y, —w, |-

w, va w,vektorlar ixtivoriy bo’lganligi uchun, ulaming o min

almashtirish olingan tenglikni o’zgartirmaydi. Shunday gilib,
ClF )~ CF 9 )y, —y, .

Bu ohirgi ikkita tengsizlikdan {}) munosabatnt olamiz. Shunday qilib,
—lemma isbetlandt.

1-lemmaning natijasi. C(F,): £° - E' funksiyalar uzluksiz.

Lemma 2. C(#,y) tayanch funksiya Ljw| o’zgarmas bilan F
bo'yicha Lipshits shartini qanoatlantiradi.

Isbot. Biz ixtiyorly ikkita F F,eQ(£") to’plam uchun quyidagi
tengsizliklarni ishotlashimiz kerak

| CFL) - O w) i w il WFL R )L AR F) 3)
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Xausdorf metrikasi #(F,,F,) ta'fifiga ko’ra biz quyidagiga egamiz
FioF+ 8, 5,(0).

Bu yerdan tayanch funksiyaning 8-xossasiga ko'ra ihtiyorly we£"
vector uchun

CF ) < C(Fy ) +H(EL D lw |

tengsizlik bajarilishi kelib chigadi. Shunday qilid,
C(F)-ClF, w) | W(F,, F)). F,F, to’plamlar ixtiyoriy bo’lgani uchun
ularning o'mini almashtirish olingan tengsizlikni o’zgartirmaydi, ya’'ni
ChL -CFLp) dlw || AFLF).

Bu oxirgi ikkita tengsizlikdan (3) Munosabatga ega bo'lamiz. Shunday
gilib, 2-lemma ishotlandi.

2-lemma natijasi. Ct,w):(E")— £ funksiya uzluksiz.

3-lemma. £ 5, = (£") lar ikkita @avariq to’plam bo’lsin. U hoida

h(r,,F,)=n33g:|(.‘(f..w)—C(Fz,w}i- 4

Isbot. F.F, e CHE") po'lsin. 2-lemmaga ko'ra,
|CUF, - C(F ) <l wll (P F,)  tengsiziik  ixtiyorly ye k" vector uchun
bajariladi. Bundan, biz ixtiyoriy y e 5 vekiorlar uchun quyidagiga ega bo’lamiz:
| (R - C(FR.w) 18 WEFL, F, ). Shunday qlhb max|C( W) - CUF, W) S ML),
ya'ni (4) formula bir tomonga isbotlandi. BOShqa tomondan isbotlash uchun
teskarisini faraz qilamiz, ya'ni

mg]C(F;,w)—C(P‘,,w) k< AR F).
U holda shunday ¢ > 0 mavjudki, rgfsxi CF ) - CFL W) S MR F) ~ £ bo’ladi.

A=nF,F)-% {5)
almashtirishni bajarib, biz oxirgi tengsizlikdan ixtiyoriy # € § vector uchun
quyidagini olamiz

| CLF,,w)~ ClF. w8 4.

Bu munosabatda modul belgisini ochib va 4 ni {wl ga ko’paytirib, ixtiyoriy
w € § vector uchun quyidagi ikkita tengsizlikga ega bo’lamiz.
CURH ) s C(F, )+ dllwil, ClERWISCE+ Ay,
Tayanch funksiyalaming birinchi xossasiga Ko'ra, bu tengsizliklar ixtiyoriy
we & vector uchun bajaritadi, Shundsy qilib, F F, to’plamlami qavarig
ekanligini hisobga olib, biz tayanch funksiyalaming B-xossasida keltirilgan
natijaga ko'ra, quyidagini olamiz
Fcr +5,@0FcFh+5,0).

Xansdorf masofasi ta’rifiga ko'ra #(F,F,)s 2 kelib chigadi. Bu esa
Asonni aniglanishiga zid ((5) ga qarang). Sh“ﬂdﬂ)’ qilib, {(4) formula to’liq
isbotlandi.
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Ta'kidlab otishimiz tozimki, agar F, va F; to'plamiar qavariq bq* I
u holda (4) formula bajarilmasligi mumkin. Bonga zid bo’lgan misol kelt:ram_

Misol 3. n=2, F, to’plam ikkita a;=(1,0) va b,=(-1,0) nuqtalardan l?iShk
topgan, F to’plam esa ikkita 3,~(0,1) va b;=(0,-1) nuqtalardan tashki] rop,-
bo'isin. U holda, bevosita (¥, F,)= 7 ekanligi fekshiriladi. Boshqga tomondan
ClR.p vl
C{F,.p) =t w!. Bundan quyidagi kelib chiqadi

max | CFL ) - COR ) Emax iy | =t =1

Shunday gilib, bu nolda (4) formula to’g’ri emas.

Ko'p qiymatli akslantirishiar, Ko'p giymatli akslantirish, deb ixuyonJr
F:E' > QE"y funksiyani, ya'ni argumentlari som bo’lgan ﬁmkmyalaml
giymatlari, deb esa £” fazodan olingan bo’sh bo’lmagan kompaki 1o’ plamlar
bo'lgan (WE") fazoning elementlarini ataymiz. £, ((E") lar metrik fazgly
bo’lganligi uchun uzluksiziikning umumiy ta‘riﬁni bu ko'p qiymay
akslantirishlarga go'fllash mumkin. Aynan, F(t) ko’pgivmatli akslantirish 1,
nuqtada uzluksiz, agar ixtiyoriy €>0 uchun shunday 5>0 mavjud bo’lsaki,
fagat /-1, (<& bo’lganda KF.Fu < E bo'lsa. Keyin, F(I} ko'p qiymatl
akslantirish shunchaki uzluksiz, agar u ixtiyoriy 1, € £' nuqtada uzluksiz bo’lsa,

Misol 4. F(1)=S54(2t) munosabat bilan aniglangan F:E’ - (K ko'p
qiymatli akslantirishni ko’rib chigamiz, ya’ni har bir re £ uchun F(t) to'plam
£’ fazodagi markazi a=2t nugtada, radiusi r=t] bo’lgan shar. Bu ko’p giymatli
akslantirishning grafigi quyidagi 23-rasmda keltirilgan

23-rasm

Bevosita F{t) akslantirishni uzluksiz ekanligi tekshiriladi. Yana bir ta’rifni
keltiramiz. X, Xz lar mos ravishda p,(a.b) va py(a,b) metrikali matrik fazolar,
Y — qandaydir
to'plam va f:X x¥ X, bo’ksin. f{x,y) funksiva x bo’yicha ye¥ uchun Xo
nugiada tekis uzluksiz deyiladi, agar ixtiyoriy £>0 wchun shunday &>
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mavijud  bo'lsaki, barcha ye¥ uchun p(x.x)<é  bo’lganda
2, S (2. 0) < E bo'lsa.

Lemma 4. F: £ -> 0 £*)- uzluksiz ko’ pqiymatli akslantirish bo'lsin. U
holda C(F(r).w) tayanch funksiya har bir mahkamlangan ¢ < £ da t bo’yicha
uzluksiz. Bundan tashqari, C(F(N.w) funksiya we$ uchun t be'yicha tekis
uzluksiz. Boshga tomondan , agas  C{F().y) funksiya w e § uchun t bo’yicha
tekis wzluksiz bo'lsa, u holda convF(t} ko’p giyvmatli akslaniirish uwzluksiz
bo’ladi.

Ishoti. F:E - Q(£") ko'p qiymatli akslanotirish uzluksiz bo’lsin,
ClLy):QUE") » E' tayanch funksiya 2-lemma natijasiga ko’ra, vzluksiz. Shu
tariqa, C(F(),¢):E' — E  akslantirish ikkita uziuksiz akslantirishlar
superpozitsiyasi kabi wrluksiz. Bundan tashqari, agar ¢ € § bo’lsa, u holda 2-
femmaga ko'ra, biz quyidagiga ega bo’lamiz
|C(F (), - ClEU) v I HF (), F (1)) . Bu yerdan, C(F(r).w) tayanch funksiyasini
weS uchun t bo'yicha tekis uzluksizligi kelib chigadi. Shunday qilib, lemma
bir tomonga ishotlandi.

Endi, C(F(0).i) funksiva w e $ uchun t bo’yicha tekis uziuksiz bo’lsin.
UJ holda Ciecamrir)y)=C(F .} funksiya ham e S uchun t bo'yicha tekis
uzluksiz bo’ladi. 3-lemmaga ko'ra, biz quyidagiga egamiz '

MeomeF (), comvE(L,)) = n:gx | CleonvE () w}— CleomvF (1, ), )i

Bu yerdan convF(t) ko'p qiymatli akslantirishning uzluksizligi kelib
chiqadi. Shunday qilib, 4 — lemma to’liq isbotlandi.

4-lemmaning nsatijasi. F:E'-» O(E")y ko'p qiymatli akslantirish
shundayki, F(t) to’plam barcha ¢e £’ lar uchun qavarig bo’lsin. U holda. F(t)
ko’p qtymatli akslantirish uzluksiz bo’ladi, fagat va fagat shu holdaki, agar,
C(Fin,w) tayanch funksiya v € § uchun t bo'yvicha tekis uzluksiz bo’lsa,

Masalalar,

I. Ishotlang: F(t)=S, (a(1)} shart bilan aniglangan 7:E’ - Q(E") ko’p
qiymatli akslantirish uzluksiz bo’ladi, fagat va fagat shu holdaki, agarki
r:E'> E' va a: E' - E" funksiya uzluksiz bo'lsa,

2. FUuus l‘(0)\ ke'p giymatli aksiantirish uzluksiz bo’ladimi?
17 §. O’lchovlilik
Biz shu. payigacha fagatgina uzluksiz funksiyalar bilan ishladik. Ammo

optimal boshqaruvning matematik nazariyasida barcha uzluksiz funksiyalar
sinfidan ko'ra, ancha keng funksiyalar sinfini ko'rib chigishga to’g'ri keladi, Bu~
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gisman shu bilan tushuntiriladiki, uzluksiz funksiyalar fazosi nuqgy
yaginlashishga nisbatan yopiq emas. Misolda aniglashtiramiz:
Misol 1.

+1.agm()s:s£2—,
27 e 1 1.
N=l-Z 2" 41, Lid{-+—¥,
Jult) i+ 27 Logar Gt
—\dgal‘(1+—];)!' st

Shart bilan [0, '] vaqt kesmasida aniglangan f_.E'eE’ uzluksiz
funksiyalar ketma-ketligini ko’rib chigamiz.
Bu funksiyalarning prafigi 24-rasmda keltirilgan:

* L
+!

.
0 ACH

:{f ¥

¢ \m CN

24-rasm

;

-

Ravshapki, ixtiyoriy ¢€[0,¢'1 uchun f(t} ketma-keltik gandaydir &t)
qiymatga yaqinlashadi. Bu f{t) limitli funksiya endi uzluksiz bo'tmaydi, balki

=fi— da uzilishga ega bo’ladi. Kt) funksiya quyidagi munesabat bilan
aniqlanadi

+lagarl<t < L
Sih= ¢

-1, —atef
agar><

Shunday gilib, uzluksiz funksiyalar ketma-ketligining nuqtali limiti endi
uzlukli funksiya be’lishi mumkin. Biz shunday funksiyalar fazosini kiritganimiz
ma’qulki, bu fazoning ixtiyoriy funksiyalar ketma-ketligining limiti ham shu
fazoga tegishli bo’Isin.

Misolda nima wchun optimal boshqaruv npazariyesida uzfuksiz
funksiyzlar sinfisiz ish yuritib bo'lmasligini ko’rsatamiz. Eng sodda optimal
boshqaruv masalalarida ham w(t) boshqaruv funksiyasi uzluksiz bo'lmasligi
mumkin ekan.

Misol 2. A bekatdan B bekatga = tenglama bilan harakatianayotgan
- poyezdni ko'rib chigamiz. Bu yerda x A bekatdan poyerdgacha bo’lgan masofa,
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U esa — boshqarish mumkin bo'igan poyezdning tortish kattaligi. ya'ni v ni i)
vaqming  funksiyasi qilib tanlash mumkin. U{t} tortish kattaligiga
|2 < 1cheklov qo’yilgan. A va B bekatlar orasida masofa berilgan. u(t)
'boshqaruvnl shunday tanlash kerakki, poyezd bekatlar orasidagi masofani eng
kem t’ vaqtda bosib o’tsin. Buning ustiga albarta poyezdning boshlang'ich va
oxirgi vaqt momentidagi tezliklari nol bo'lishi kerakligi nazarda tutiladi, ya’ni
#H0) = x{s") = 0. Poyezd yo'Ining yarmigacha maksimal tezlanish bilan yurganda,
o'tish vaqti minimal bo'lishini, ya’ni u(t)=+1; keyin esa yo’lning ikkinchi
varmida maksimal to’xtatishini, ya’ni u(t)=-1 bo’lishini fahmlash qiyin emas.
Shunday qilib, bu vaziyatda u*(t} optimal boshgaruv quyidagi ko’rinishda
bo’ladi

+1.ag'a|'0£r$—--,
ut)= , 2
—],z:rga.rE <t st
ya'ni, uzlushli funksiya bo’ladi. Bu u*(t) funksiya uzluksiz funksiyaiar ketma-
ketligining limiti safatida olingan 1-misoldapgi f{t) funksiva bilan ustma-ust
tushadi.

Shunday gilib, 2-misoldagi u*(t) optimal boshqaruv uzluksiz emas,
uzilishga ega bo’igan funksiya ekan. Funksiyalaming ancha keng sinfl bu
o'lchevli funksiyalar sinfi hisoblanadi. Biz o'lchovli tushunchasi faqatgina
qandaydir 1=[to,t;] vagt oralig’ida aniglangan va Y metrik fazoda giymat gabul

. giluvchi funksiyalar uchumgina kiritamiz. Buni turli usullar bilan amalga
pshirish mumkin. Diz buni matematik analiz kursida gabul gilingandek
bajaramiz. Funksiyaga uzluksizligi tushunchasi uchun bizga I kesmada bo’lishi
mumkin bo’lgan barcha I -atrofi tizimini aniqlsh kerak edi. O'lchovli
tushunchasi uchun bu yetarli emas, shuning uchun 1 kesmada Eancha to'la
to’plamlar tizimni kiritish kerak bo'ladi. Bu ¥ to’plamlar tizimi barcha bo’lishi
mumkin bo’{gan I kesmaning o’lchoyga ega gism to’plamiaridan tashkil topadi.

O'lchovli  to’plamlar. Shunday qilib, 1=[t,,1;] kesmada ¥ to’plamlar
sinfini qarab chiqamiz. Har bir T, tizimdagi to’plam o’lchevii to’plam, deyiladi
va unga qandaydir 4 Lebeg 0’lchovi mos go'yiladi. Shunday gilib, u:3 - £
funksiva aniglanadi. Biz Y o'Ichovga ega bo'lgan to’plamlar sistemasini va
unga mos u Lebeg o’lchovint bir nechta etaplarda ta’riflaymiz.

Eng avvale, ] kesmada ¥ tizimda bo’lishi mumkin bo'lgan barcha
intervallarni beramiz

(ab), a,b], (a,b], [a,b). (1}
Bunday intervallar uchun Lebeg o’lchovini p=f-a ni qo’yib
apiglaymiz. Shunday qilib, xususiy hol sifatida =Ttot;] butun kesima

o’lchovi aniqlandi, aynan u(fy=: -4, re/ bitta nugta o'fchami aynan
#({8})=0, hamda bo’sh to’plam o’lchovi x (9)=0. Keyinchalik, T tizimga

148



ixtiyorty 4c s to’plamni kiritamiz, uni (1) ko’rinishidagi chekli yokj g

juft-jufti bilan kesishmaydigan 7, intervallar birlashmasi sifatidatasawura;‘;ﬁsﬁ
mumkin, ya*ni ixtiyoriy
4=UR, ANF = G, iJ, )

ko'rinishdagi to’plam.
Bu A to'plamlar uchun Lebeg o’ichovinl p(4) =3I u(P) almashtirigy

bajasib aniglaymiz. Shunday qilib, ¥ tizimga I kesmadan olingan barchy
mumkin bo*igan ochiq to’plamalrni kiritamiz, chunid ixtiyoriy ochiq to’plampj
butun kesmagalarning chekli yoki sanoqli sondagi bir biri bilan kesishmaydigay
har hil ochig intervallarning birlashmasi ko'rinishida ifodalash mumkin.

Demak, ¥, tizimga butun [ kesmaning to’ldiruvchisi chekli yokj
sanoqli sondagi jufl-juft bilan turli xil qilib olingan (1) ko'rinishdagi b,
intervaliarning birlashmasi sifatida ifodalash mumkin bo’lgan 4= 7 to’plamni
kiritamiz, ya'ni

A=DWEBNF = G, i= {3)
ko’rinishidag] ixtiyoriy to’plamni olamiz,

Bunday to*plamlar uchun Lebeg o'lchovini w(A) = (7} - g #(£) deb olib
aniglaymiz. Shu tariqa , 3 tizimga I kesmadagi barcha bo’lishi mumkin bo’lgan
yopig to’plamlar kiradi, chunki ixtiyoriy bunday yopig to’plamni chekli yoki
sanogli sondagi bir biri bilan kesishmaydigan har hil ochiq intervallaming
birlashmasi ko'rinishida ifodalash ;mumkin,

Shunday qilib, T tizim yetarlicha boy bo’idi, v o'z ichiga barcha
bo’lishi mumkin bo’lgan (1)} - ko’rinishidagi intervallarni hamda (2) va (3)
ko’rinishidagi barcha bo’lishi mumkin bo’lgan to’plamalmi oladi. Ammo, hali
ham bu yetarli emas ekan , sistemaga biz yana qandaydir to'plamalirni kiritamiz.
Buni quyidagicha amalga oshiramiz. Ixtiyoriy 4c/ to’plam uchun bu
to’plamnping  barcha bo’lishi mumkin bo’lgan (1} ko’rinishdagi jufijuft bilan
kesishuvchi P intervailaring chekll yoki sanoq¥i qoplamani ko’rib chigamiz
Shu tariga, 4 cUP, ga epamiz. A to'plamning p*(4) yuqoti o’lchovi, deb

pH (A= inf ZuF)
acl i !
songa aytamiz, _
Bu yerda quyi chegara A to’plamning ko’rib chigilgan barcha bo’lishi mumkin

bo’lgan qoplamasi bo’yicha olinadi. Keyin, A to’plamning «.(4) quyi o’Ichovi
deb

a4y = p(D) - p* I\ 4)
songe aytamiz.
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Agar A to’plamning yuqori va quyi o’ichovlari vstma-ust tushsa vau p
soniga teng, va'ni u*(M=u(A)=pu bo’lsa, u holda bundey to’plamni T
{izimga Kiritamiz, ya'ni uni 0’Ichovpa ega, deb x sonni esa Lebeg o'Ichovi, deb
ataymiz.

Albatta, bunday o'tishning to’g’riligini isbotlash kerak, ya’ni agar
A c 1o’plam ko'rinishi (1), (2) voki (3) lardan birorasi bo’lsa, u holda uning
yugori va quyl o'lchamlar yordamida qurilgan o’lchami avvalrog kiritilgan
Lebag o’lchami bilan ustmma-ust tushishini isbotlash kerak. Buni isbotlash
o’quvchiga havola etiladi. '

Shunday qilib, biz I=[t,,t,] kesmada o’lchovpa ega to’plamalarning
Ztizimini qurdik va har bir o'lchovga ega bo’lgan A to’plamlar uchun uning
#(Ay Lebeg o'lchovini anigladik. O’lchovga ega to’plamalring xossalarini
birma-bir ko'rib chigmaysiz, ular batafsil matematik analiz kursida o’ rzaniladi.

Ta’kidlab lozimki, [ kesmada o’lchovga ega bo’imagan to’plamlar ham
mavjud, ya'ni I kesmaning hamma to’plam ostilari ham ¥ tizimga kirmaydi.

Agar gandaydir S(t) xossa nol o’lchovli 4/ w’plamiing nuqtalaridan
tashqari barcha f< f nugtalar uchun bajarilsa, u holda S(t) xossa deyardi 1 vagt
kesmasining hamina joyida bajariladi deymiz.

O’lchovii funksiyalar. I={1o1;] vaqt kesmasi, o(a,5) metrikali Y metric
fazo va f:7 =¥ funksiya berilgan bo'lsin, f o’Ichovli funksiya, deyiladi, agar f
akslantirishda ixtivoriy S,(y, ={yv=¥}: ply,y,) < E} sharning timsoli o’lchovli
to'plam bo’lea, ya'ni T to’plamlar tizimiga tegishli bo’lsa, ya'ni agar ixtiyoriy
cz0 wva ixitivorly p,e¥ nuqta uchun quyidagi munosabat bajarilsa:
FH Sz eX.

VT =04 ﬁmks.lyamng bunday o’lchoviitik ta’rifi ixtiyorly Y metrik
faze uchun o’rinli. Y=E' bo’lgan hol uchun, anahzda odatda, I:m ta‘nfga
ekvivalent bo'lgan boshqa ta’rifni berishadi. .

[+l, agar 05:5;,
Misol 3. fi=

r
-1, agar ?-ﬂSI‘,

shart bilan aniglanuvchi |- misoldan olingan £ :{0,#4] - & funksiyani ko’rib
chigamiz.

Bu o’Ichovli funksiya ekanligini ko'rsatamiz. Bu vaziyatda ixtiyoriy E
fazodagi shar uchun faqatgina 4 ta hol bo’lishi mumkin: bu shar +1,-1 nugtalari
o'z ichipa olmaydi; faqat +1 nuqtani o’z ichiga oladi hamda ikkala +1,-1
nugtalami o’z ichiga oladi. Birinchi holda, bu sharning timsoli bo’sh to’plant
bo’ladi, 2-holda [0,1*/2] kesma bilan ustma-ust tushadi, 3-holda (t*/2,t*] kesma
bilan ustma-ust tushadi hamda 4-holda ({0,t*] kesma bilan ustma-ust
tushadi.Ammo bu to’plamlar hammasi ham 1=f0,1*] kesma uchun qurilgan T
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to’plamalar tizimiga kiravermaydi. Bu 7:[0,/#}— £* funksiya o’lchampa egaligi
kelib chiqadi.

Misol 4. ¥ = £" bo’lganda o’Ichovlilikning umumiy tushunchasi Qanday
talgin gilinishini ko'rib chiqamiz.

#:1 - E" ¢Ichovii lunksiya, deyiladi, agar ixtiyorly £20 va ixliyuriy
¥, € E* nuqta uchun {te/:| f(}-y,{is E} to’plam o’lchovli bo’lsa, va'ni ¥
o’ plamiar tizimiga tegishii.

Misol 5. Ko'p qiymatli F:7—>Q(E") ekslantirish  uchup
o'lchovlilikning umumiy tushunchasi ganday talgin gilinishini ko'rib chiqamiz,
Ko'p giymatli F:7 - Q(E") akslantirish o’lchovga ega deyiladi, agar ixtiyoriy
£20 va ixtiyoriy Ke§xE") element uchun |, ya’'ni £* fazoning & bo’sh
bo’lmagan kompakt uchun {1 € / - K{F(2),k) < £} to'plam o'lchovli be'lsa, ya'ni &
to’plamiar tizimiga tegishli bo'lsa,

’lchovli lunksiyalarning xossalari.

Biz keyinchalik foydalaniladigan o’lchovli funksiyalaming bir qancha
xossalarini isbotsiz ko'rib chigamiz Bu xossalarning isbotini matematik analiz
kursidan topishingiz mumkin.

=[to.t,] avvalgidek berilgan vaqt kesmasi , Y esa metrik fazo bo'lsin.

1-xoss2, Har qanday f:7 Y uzluksiz funksiya o’lchovli funksiya
bo’ladi.

Shunday qilib, uzluksiz funksiyalar sinfi o’lchovhi funksiyalar sinfiga
kiritiladi, ya'ni biz hagigattan ham, barcha vzluksiz funksiyalar sinfini o'lchovii
funksiyalar sinfigacha kengaytirdik.

2-xo088a. /. :f—¥ har bir ¢ e/ uchun {f,(n)} ketma-ketlik ft) giymatga
vaginlashuvehi o’lchovli funksiyalar ketma-ketligi  bo’ksin. U holda  fi{1)
o’Ichovli funksiya bo’ladi.

Shunday qilib, o'lchovli funksiyalar fazosi nuqtali yaqinlashishga
nisbatan yopiq hisoblanadi.

3-xossa. Qo’shimcha Z memrik faze bo'lsin. Agar 7.7 — Y funksiya
o’lehovli, g:¥ ~» Z funksiya esa uzluksiz bo'lsa, u helda g(f ()1 - Z funksiya
o'lchovli bo’ladi.

4-x0ssa f,, f,:/ - Y lar 21a0’lchovli funksiyalar, 2 esa gandaydir son
bo'lsin, U holda f£{+ 7,00, () (unksiyalar ham o’lchovli bo’ladi. Bundan

tashqart, agar Y=E' bo'lsa, u holda 7} /() va -}{-f(% funksiyalar ham

o’Ichovli bo’ladi. Albatta, :;*_‘(% xususiy holda f£,(1)#© , deb hisoblanad;.

Endi, Y=E" bo'lgandagi hol uchun o'lchovli funksiyalaming bir gator
¥ossalarini ko*rib chigamiz. _ .
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Sl E oddiy funksiya deyiladi, agar u
Vis¥1ees Yo ren€ E* giymatlarning sanogli sonlaridan ko’p bo’lmagan giymatlarini
qabul gilsa.

S-xossa. f:I—+E" oddiy va y.y..¥...c E" uning qiymatlari
to'plarni be’lsin. U holda 1) o’lchovli funksiya bo’ladi, fagat va fagat shu
holdaki, qachenki barcha 4, ={r: f/(1=»,} to’plamlar o’Ichovli bo’lsa.

6-xossa. f:f—»E" o'lchovli funksiya bo'ladi faqat va faqat shu
holdaki, qachenki u oddiy o'lchovli funksiyalar ketma-ketligining tekis limiti
bo'lsa, ya’ni barcha re/ lar uchun S =lim £,() tekis bo'ladigan oddiy

o’Ichovli funksiyalaming fi(t) ketm-ketligi mavjud bo’lsa.

Lebeg integrali. Integral tushunchasini o’ichovii funksiyalar uchun ham
keltirish mumkin. Birinchi oddiy o’Ichovli funksiyalar wchun Kiritamiz.
S 1> E" o'lchovli, oddiy funksiva va y.y,,..»,...€ E" giymatlar to'plami
bo’lsin. U holda o’lchovli funksivalarning 5 xossasiga asosan, barcha

{:fw =y} to’plam o’lchovii bo’ladi. Agar iy({!;f{:):yk})yk absolyut
kal -

yaqinlaéﬁuvchi bo'lsa, u holda uming vig'indisini f() funksiyaning Lebeg
L)

integrali deb ataymiz va [s(nar  deb belgilaymiz. Shunday qilib,
L)

= S utte: 0= 3.

' End_i, F:1-E" ixtivoriy o'lchovli funksiva berilgan bo’lsin. U holda
o’Ichovli funksivalaming 6 xossasiga asosan, shunday f,{n oddiy o'lchovli
funksiyalar ketma-ketligi mavjudki, barcha (e lar uchun lim £@2y= /(1)

munosabat bajariladi. Agar lim }fm}dr: S limit mavjud bo'isa, u holda u
Y
7y funksiyaning Lebeg integrali, deb ataladi va [f()ar kabi belgilanadi.

L) ]
Shunday qilib, [f()dr=lim {/.()dr. Albatda, Lebeg integralining bunday 1a'rifi
’ » e

to'g'riligini isbotlash zarur, ya'ni f{1) funksiyaning Lebeg integrali /, () oddiy
o’lchovli funksiyalarning ketma-ketligiga bog’liq emas. Isboti o’quvchiga
havola etiladi.

Lebeg integralining xossalari.
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Y-xopssa, Agar f:/— E° funksiyva Riman ma'nosida imegral]anu\,(.'h_.l
bo'lsa, u holda u Lebeg ma’nosida ham integrallanuvchi bo’ladi vy b
integraliar ustma-vst tushadi.

Shunday qilib, Lebeg integrali o’lchovli funksiyalardan olingan Rimg,
integralining kengaytmasidan iborat ekan,

2-xossa. /- £" funksiya faqat va fagat shu holda, Lebeg ma'nosig,
intcgralianuvchi bo’ladiki, agar barcha 1 ¢ 7 lar uchun 7 funksiyva o'lchov) va
Lrinf< k() bo’lsa, bu erda 4.7 E' Lebeg ma’nosida integrallanuvehi skalyar
funksiya. Bundan f:/—£" fagat va fagat shu hofde, Riman ma’nosigy
integralianuvchi bo’ladiki, agar u, deyarli 7 vaqt oraligida uzluksiz bo*isa.

Riman integralining barchs xossalari Lebeg integrali uchun ham o'ring;,
Ulardan ayrimlarini keltiramiz.

3-xossa.  Aytaylik, £, £, 7 £ funksiyalar integrallavuvehi va 4
ixtivoriy son bo’lsin. U holda

Tuhom=Afnwa,

‘:[Lf:(t) + L0 = ']f. (1)dr ir]f,(r;d:,
4-xossa. Ayiaylik, ) Sl E* funks’;ya integ:allanuvchi bo'lsia, u holda
r:[f(:)d: stﬂf{:){fdr . ,
S-xossa. Aytaylik, 1 Ir'—a E* futlksiya integrallanuvchi va re/
bo’isin. U holda g() = ] J{nd: integral yuqori integrallash yo'li r =7 pa uzluksiz
%

bogliq bo’ladi, ya'ni g: 7 - E* funksiya uzluksiz bo'ladi,
Endi, Lebeg integralining #=1 holdagi ayrim xossalarini keltiramiz.
6-xossa, Aytaviik £:7 - E° funksiya integratlanuvchi va manfiy
bo'lmasin, va’ni f20.U holda ']' J{tiet integralning ham giymati manfiy
bo'imaydi, ya'ni ':[f(r)drz 0.
%

7-xossa. Aytaylik, £:7- £ funksiya integrallanuvehi, manfiymas,
ya'ni f20, va ']f(r}dt =0 bo’lsin. U holda 7(¢) fimksiya deyarii barcha joyda
nolga teng bo'Jadi,



18 §. O’lchovli ko’p qiyvmatli akslantirishlar

Ko'p qiymatli aksiantirish, deb ixtiyoriy £: 7 Q{g") funksiyaga, ya'ni,
qiymatlari E" fazosida bo’sh bo’lmagan kompakt to*plamlarga teng bo’igan F(t)
funksiyaga aytgan edik. So’ngra ko’p qiymatli akslantirish o’lchovii deyiladi,
agar ixtiyoriy £20 uchun hamda bo'sh bo’lmagan & e£") kompaktga
nisbatan {r: MF(@), K1< 2} to’plam Lebeg bo’yicha o’Ichovga epga bo’lsa,

S-lemma. F(1) ko'p qiymatli akslantirish o’lchovli be’lsin. U holda
C(F{t),w) tayanch funksiva har bir mahkamlangan e F* ning qiymatida t
bo’yicha o’lchovli bo'ladi, ya’ni C(F(Lw):i - £ funksiya o’lchovli.

Isbot. Farazga ko'ra, F(). /- O{£") ko’p qiymatli akslantirish o’Ichovli,
C{.w): Q(E*)-> E* funksiya esa 2-lemmaning natijasiga ko’ra uzluksiz.
Shunday qilib, C(F{"),w): 7 > E' funksiya o’Ichovli funksiyalaring 3-xossasiga
ko'ra, o’lchovli. Lemma isbotlandi.

f:1 E" funksiya, ixtiyoriy re/ uchun F{):7 > of£") ko'p qiymatli

akslantirishning bir qiymatli tarmog’i deyiladi, agar f(neF() tegishlilik
munosabati
bajarilsa.

6-lemma. F(1) akslantirish o’ichovli bo’lsin. U holda F(t) akslanlmshnmg
kamida bitta o’Ichovli f{t) tarmog’i mavjud bo’ladi,

19 §. Ko’p giymatli akslantirishlarning integrailari

Aytayliik, 7=[r,.] va biron F():7->0(£") ko'p giymatli akslantirish
berilgan bo'lsin. F(t) ko’p qiymatli aklantirishdan I vaqt oralig’ida olingan
integral, deb

b= r:[F(:)dt = {If(r)dt CfHe F(r)}
W 4

to’plamga aytiladi. Tenglikning o’ng tomonida F(t) akslantirishning barcha bir
qiymatii tarmoqlari bo’yicha Lebeg integrali olinadi. Ravshanki, G E" fazoning
qism o’ plamidir.

1-Teorema. F(1) ko'p qiymatli akslantirish o'lchovii va |Fin(<#)
baholashni ganoatlantirsin, tu verda k{t)- vaqt oralig’ida Lebeg bo’yicha
integrallanuvchi skalyar funksiya. U holda mazkur ko’p qiymatli akslantirishdan

h
olingan G = IF(r}df integral £" fazoda kompakt to’plam bo’ladi, ya'ni
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G= ']'Fmdc ealgr).

Bundan tashqari G qavariq to plam boladi.

Isbot. Teoremaning shartiga ko'ra, G bo’sh to'plam bo' Imashgim
ko’rsalamiz. Hagigaidan ham, © lemmaga ko'ra, F{1) ko'p dgiyman;
ukslantirishning kamida bitta o’lchovli (1) tarmog’i mavjud bo’ladi. So’ngry
biz

lf @0 s|F@)|< &) (
ga ega bo’lamiz. Shunday qlhb Lebeg integralining 2 xossasiga ko'ra, bu fit)

tarmoq inteprailanuvchi va jf(t}dteG munosabat o’rinli bo'ladi, va'ni ¢
to’plam bo’sh emas,

Endi, G to plamni'ng chegaralanganligini ko'rsatamiz. Hagigatdan ham,
g€G bo'lsin. Uholda, g= I Finde munosabat o’rinli bo’ladi, bu yerda f{t)- ko’p

qiymatli aksantirish F(t) dan olingan biron tarmoq. Lebeg integralining 4-
xossasi bamda (1) muncsabatdan

ff (t}dt” [Ilf (et < jk(r)d.r

ga ega bo lamiz. Shunday qihb G < §,(00, ya'ni G to’plam chegaralangan

Teoremaning isbotini yakunlash uchun G ning yopig hamda qavarigligini
isbotlash qoldi. Lekin bu yerda mazkur omillaming isbhoti keltirilmaydi,

Misol 1. F{t)=t {-1; +1} munosabat bllan amq]angan Fl0, 1]—*0(1; ) ko'p

fel=

qiymatli akslantirishni ko’raylik (25-rasm). G= !‘I-(r)dr integralni topamiz.
¢€G maksimal giymat -2- ga teng bo’lib, unga f{t)=t bir qiymatli tarmogda
evishiladi, chunki, };gqa:fi . Yeddi stunday 12 ga leng minimeh ge@
qiymatga ft)—t bir giymatli tanmoqda erishiladi, chunki, Jj(»r)dﬂ—%.

Shunday qilib, biz G« [:— -;-, %jl munosabatga kelamiz.
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25-rasm P
l-teoremaga ko'ra, G to'plam qavarigdir, demak, G=[-%, -;.] Lekin ko’p

giymatli akslantirishdan olingan integral F(t) to’plamlaming (<! da qavariq
bo’lishi, yoki bo’lmasligiga qaramay, baribir qavariq bo’lib qolishining sababini

17 oo
o’rganish uchun, 1-teoremadan foydalanmasdan turib, G=[—:}, %J ekan!igini

isbotlaymiz. Biz yuqorida Gc[- L %] ekanligini isbotlagan edik. g<G
ekanligini isbotlash uchun F(t) ko’p giymatli akslantirishda Lebeg integeali g
qiymatga teng bo’lgan bir qiymatli akslantirishning mavjudligini ko’rsatish

kerak. Bunday tarmoq
t, agar 0srs1/g+% =1
fin=

-, agar 1#g+%ct£l

shart orqali beriladi. Ravshanki, f{t} funksiya Lebeg bo’yicha integrallanuvchi
1

bolib, [f(1)dt= g munosabat o’rinli. Bu degani, [- % %} < G va shunday 7ilib,
b d

G=[~%, ﬂ 1-teoremaga ko'ra, GED(E") bo’lsa, u holda ko'p giymatl

akslantirishning iniegrali uchun C(G, ) tayanch funksiyasini aniglash mumkin.

2-Teorema._F(t) ko'p qiymatli aklantirish o’lchovli va [F(n|<k(s)
baholashni qanoatlantissin, bu yerda, k(){=[4, ] oraliqda Lebeg bo’yicha
integrallanuvchi funksiya. U holda

C{]Fmdr, w]= Jew . v . ®
% fa .
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tenglik o’rinli bo'ladi. Bu yerda mazkur teoremaning ishoti keltiriimaydi, ()
tenglik-ning o’ng qismidagi integral mavjud ekanligini qayd qilamiz, Xolos
Hagigatdan ham, 5 lemmaga ko'ra, C{F(1),w) tayanch funksiya t bo' vicha
o'lchovli bo'ladi, |F(){sk@) bahoni hisobiga F{1)c S, (0 tegishlilik, ya'n;
l{Fnw) skw] tengsizlik bajariladi. (2) tenglikning o'ng tomonidag;
integralning mavjudligi Lebeg integralining 2 xossasidan kelib chiqadi. 2-
teorema yordamida F(t) ko'p giymatli akslantirishlardan olingan integrallam;i
topish mumkin. Haqiqgatdan ham, buning uchun (2) formulaga nisbatan
C(Fuy, w) tayanch funksiyasini qurib, endilikda bir qiymatic(r@), )
funksiyani har bir y < £7 giymatda t bo’yicha integrallab, so’ngra, hosil bo’lgan
dG,w) tayanch funksiyasidan bo’sh bo’imagan qavariq G to’plamni tiklash
mumkin. G qavariq to’plamni uning <(G,y) tayanch funksiyasidan tiklash
uchun, «fC,w) tayanch funksiyasi (G, ) bilan ustma-ust tushadigan F
to’plammi tanlab olish kerak. U holda tayanch funksiyaga taallugli 7-xossaning
natijasiga ko’ra, G = convF bo’ladi. Buni misolda ko’rsatamiz.
' Misol 2,

Fiy= A} {-», v} (3)
ko’rinishdagi  #:[-», r]>0(E?) ko’p qiymatli akslantirishdan olingan

G= ]F(t)dr integralni topamiz, bu yerda A(t) (2x2) o’lchovli matrisa, v esa E?

. tekislikdagi vektor. Shunday qilib, F{t) to’plam A(t) akslantirishdagi -v va v
nugtalardan tashkil topgan o’zgarmas {-v, v} to’plamning giyofasi (obrazi)

bo’ladi.
(sine gt ~
A= (cosa‘ crgf) v=00)

bo’lsin, G integralni qurish uchun, awvalambor, uning <{C,w) tayanch
funksiyasini
topamiz. 2-teorema, {3) formula, tayanch funksiyasining 4-xossasiga ko’ra,

{C,w)= ]F (1)t w}= ]c{F (), w)de =

Ic(»fm{- v} whle= jc({—v o4 )

ga ega bo’lamiz. {-v, v} to’plamning tayanch funksiyasi
elf—w, vh, w)=v, w)
ko’rinishda bo*ladi. Shunday qilib, biz

dc.w)= _ﬂv A (ewldr = ﬂA(r)v,

ga ega bo'lamiz. Endi, shu ifodaga A(l) matrisa hamda v vektommg
qiymatlarini qoyib,
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oC )= J'ky,sinr-u,y: cos fd

ni topamiz. y € 7 vekioming koordinatatarini
¥ =M cosa ¥ = fufsing
ko'rinishda yozib olamiz, U holda biz '

dC.w)= wlsnie st - o)

munosabatga  kelid gqolamiz. Shu yo'} bilan, & integralning tayanch
funksiyasini, aniqrog't oG.w)=4lyt 0 topdik. Lekin, tayanch funksiyalar
mavzusidagl 4-misolda ko’rsatilganidek, 5,(0) shaming tayanch funksiyasi
(3,0), )= #] ko'rinishdadir. Shunday qilib, ikkita G va $,(9) to'plamlaming
tayanch funksiyalari ustma-ust tushadi. Bu to’plamiar qavariq bo*{gani uchun,
tayanch funksiyalarga taallugli 7-xossaning natijasiga ko'ra, ular ustma-ust
tushadi. Demak, G = 5,(6).

2-misolda G ni integralning bevosita ta’rifidan kelib chiggan holda qurib
bo’imaydi. Buning uchun ko’p qiymatli F(t} aksiantirishning cheksiz sondagi
bir qiymatli tasmogtari f{s) ni integrallashga to’g’si keladi. Ayni paytda biz buni
2-teerema yordamida hech qanday qiyinchiliklarsiz amatga oshirdik,

Endi, o’zgaruvchan yugori chegarali ko’p giymatli funksiyadan olingan
integralni, ya’ni

Glr)== ]F(:)d:

funksiyani ko' ramiz, bu yerda r 1,1, ]. I-tearemaga ko’ra, bu funksiya I={ty t]
kesmani £*) metrik fazoga akshantiradi,

3-Teorema. F:7>0{E"} ko'p giymatli akslantirish o’ichovii va
[F ()] < &) bahoni qanoatlantirsin, bu yerda k(t) Lebeg bo'yicha | vaqt oralig’ida

integrallamwvehi funksiya, U holda G(r)= i[}-“(r)d: funksiva ! oraligda uzivuksiz
n.

bo’{adi.

Isbot. Be teoremani isbotlash uchun tayanch funksiyalarning xossalaridan
foydalanamiz. Avvalambor, C(G(7),p} tayanch funksiyaning we S ga nisbatan
r bo’yicha tekis uzluksiz ekanligini isbottaymiz.

Bilamizki, F(t) ko'p giymatli akslantiish |F(@f<k(®) bahoni
qanoatlantiradi, v holda F()cSs,,.(0) va tayanch funksiyasining 8-xossasiga
ko'ra,

clF@, w< kol )
bo'ladi. So’ngra, tayanch funksiyasining 1 1-xossasiga ko'ra, :
CE@. )+ CIFE, ~w)20
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bo’ladi. Bu erdan (4) tengsizlikni hisobga olib,
~CFW, w) s CE@. -9) kO v]= k(nM
Shunday qilib biz,

C(F @), v)< kofe] (3)

bahoga ega bo'ldik. 2-teoremadan foydalangan holda, biz ixtiyoriy r, ve g larga
nisbatan

C{C), p)-C(Clr), w) s jC(F(r).w)df - IC(F(I).V)G'! = _{C(F(r),w)dr
" ekanligini keltirib chiqaramiz. (5) baholashdan foydalangan holda

| |c{Cn), w)-ClCtry. vl ]'C(F(s),w)dr <

roa

ﬂeﬂhlﬂmz. Shunday qilib, barcha w e § larga nisbatan
' IC(CG), v)-C{CG) w)| < Jk(r)dzl
tengsizlik bajariladi. Bu tengsizlikning o'ng qgismi y  vektorga bog'liq

bo’'lmaydi hamda nolga intiladi, chunki glr)= Jk()dr funksiya Lebeg

integralining 5-xossasiga ko’ra, uzluksiz bo’ladi. Demak, C{G(r), w) funksiya
w5 uchun 1 bo'yicha tekis uzluksiz bo’ladi.

Isbotni yakunlash uchun bizga 4-lemmaning natijasidan foydalanish qoldi,
xolos. Chunki G(r) to’plam barcha r<7 lar uchun qavarig, 1-teoremaga ko'ra

- uning tayanch funksiyasi C{G(r),¢) weS uchun r bo’yicha tekis uzluksiz

bo’ladi, unda 4-lemmaning natijasiga ko’ra, ko'p qiymatli C(r) akslantirish
uzluksiz bo’ladi.
Masalalar.

1. F()=A(t) {-v; v} ko’rinishda bo’lgan F:[-2x, 2x]-s> Q(£*) ko’p giymatli
akslantishning G = iF{:}d: integralini toping, bu yerda '
1

3sint  ~-cos
A= ={0,2).
[?cos?u 35in3r]' v=02)

2. :[F(t)d: integraini toping, bu yerda F(t) £ fazodagi markazi a(t) nuqtada
bo” lgan r(t) radiusli shar, ya'ni F@)=S,(a(}).
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20 §. Chizgli tezkorlik masalasi
Endi xatti-harakati o I

X=Axtu (1)

chizigli differensial tenplamalar tizimi ko'rinishida yoziluvchi ob'yekining
kuzataylik, bu yerda ¥ tizim fazali holatining n o’Ichovli vektori, u-n o'lchovli
boshqaruv vekiori, A~ (nxn) 0’ichovii kvadratik matrisa. Aytaylik, /i) < k@) ni
qanoatlantiravehi U: £ » Q{E"} ko'p giymatli akslantirish berilgan bo’lsin, bu
yerda k() ixtiyorly chekli f=[.4,] vaqt oraliglida Lebeg bo’yicha
" integraflanuvchi skatyar funksiya. u(t) funksiya qandaydir [i,.r,] vagt oralig’ida
joiz boshgaruv, deyiladi, agar v o’lchovli va () ko’p givmatli akslantirishning
bir giymatli shohi bo'lsa, ya'ni u o’lchovii va barcha (= far uchun uw(n ()

munosabatni gancatlantirsa. Quyida ixtiyoriy u(t} joiz boshqarav hamda har
qanday x{ts} boshiang’ich halat uchun

%= Ax 4+ u(t) {2)
- differensial tenglamaning yagona x(t) yechimi mavjud ckanligi ko'rsatifadi.
Aynan shu x(t) yechim dinamik obyektga u(t) joiz boshqaruvni ta’sir gilgan
paytdagi fazali holatning o’zgarishini ifodalaydi.

E" fazoda jkKita bo’sh bo’lmagan kompakt Mg va M; to’plamiar berilgan
bo’lsin, ya’ni A, M, eQ(E']. u(t) joiz boshqaruv berilgan 7 =], 1] vaqt oratiqda
boshiang®ich Mp to’plamdan oxirgi M, to’plamga o’tishni amalga oshiradi
deyiladi, agarda (2)- tenglamaning x(t) yechimi

I{‘o)E M. :a:[l‘[)e M,
chegaraviy shartlami ganoatlantirsa. Keyinchalik biz boshlang’ich t, momentni
maxkamniangan, oxirgi vaqt t momentni esa x(t} yechimning M, to’plamga
tushish shartidan topiladi, deb faraz gilamiz. Tezkorlik masalasining mazrmmi
My to'plamdan M; to’plamga eng gisqa vagt ichida o’tishni ta’minlovehi u{t)
Jjoiz boshgaruvni topishdan iboratdir.

Bu masala uchun optimal beshqaruvning asosty masalatarini o’rganish
kerak bo'ladi. Ularga boshgaruvchantik, optimal boshqaruvning mavjudligi
masalalari, optimallikning zaruriy shartlar], optimallik hamda optimal
boshgaruvning vetarliiik shartiari kiradi. Albatta, ushbu masalalami yechish
tarayonida dinamik obyektga qandaydir qo'shimcha shartlar qo'yib boriladi,
Jekin tezkorlik masalasining qo’yilishida keltirilgan farazlar har doim bajariladi,
deb gabul gilinadi. Bu tushunchalar chizigli tezkorfik mesalasining mazmunini
tashkil etadi.
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21 §. Chiziqli differensial tenglamalar

u(t)- obycktning 7 =[,.¢] oraligda berilgan joiz boshqaruvi bo’lsin, )
differensial tenglamani qaraylik. Ushbu tenglamaning o’ng tomoni barcha 4 ;
ning qiymatlari va barcha x € £7 lar uchun aniglangan.,

Bunday ko’rinishdagi tenglamalarning  x(t) yechimlarini topighp;
o'rganish uchun, (#xm o'ichovlii A matrisalar bilan erkin ish olib borishy;
bilishimiz kerak. Aigebra kursidan ma’lumki, bunday matrisalarni qo’shish,
ayirish, songa ko’paytirish, o'zaro ko’paytirish mumkin. Biz ushbu amallaming
barchasidan foydalanamiz. Bundan tashqari, agar A(t) 0’zgaruvchi matrisa
ya'ni har bir elementi t o’zgaruvchining funksiyasidan iborat bo’igan matrisy
berilgan bo*lsa, u holda bu matrisani differensiallash, yoki integrallash mumkin,
Jumladan, bu amallar har bir element bo’yicha olib boriladi.

A mairisa ustida olib borilishi mumkin bo’lgan yana bitta amalni
ko'raylik. {(nx#) o’Ichovli A matrisaga « haqiqiy parametrga bog’liq bo'igan
biron o'zgaruvchan matrisani mos go'yamiz. Bu matrisa A matrisaning
eksponentsiali, deb atalib, ¢ ko’rinishda belgilanadi va

2 3
e = Erad+ o s (3)
A 3
darajali matrisali qator ko’rinishida aniqlanadi. Bu yerda E orgali (mxn)
o'lchovli birlik matrisa, belgitanadi. Algebrada (3) matrisali gator o somli
parametming ixtiyorty mahkamlangan qiymatiga vaginlashishi isbotlangan,
jumladan ¢+ matrisaning elementlari ¢ parametming sillig funksiyalari bo’lib,
¢ matrisaning ¢’zi esa xosmas bo’ladi, ya’ni o ning ixtivoriy giyimatida uning
determimanti noldan fargli bo’ladi.

Misol 1. n=2 ba"lsin. A=( Ol ;J matrisaning ¢*' eksponentsini topamiz.

Buning uchun (3) qatoming yig’indisini hisoblaymiz. Bu borada bevosita
A’—(O : £ N e saa
-t i1 o e e

munosabatlarning o’rinli ekanligi tekshiriladi. Bu matrisalarni (3} qatorga
go’yib,

ol [l U] (0 l] a’ -1 0} a0 —l] a‘(l 0]
eV = +a +— - +— +..=
01 =149, 210 - 0 410 1

.92 o a
T _4;”*' a""j_'+'51_+" _[ cos sina]
3 4] 2 - .
s e a -sing coser
3 N 4

ga ega bo’lamiz.
Endi, (2)- differensial tenglamani o'rganishga qavtaylik, Agar mazkor
tenglamadagi u(t) funksiya /=t ¢] oraliqda uzluksiz ho’lsa, u holda oddiy
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differensial tenglamalar kursidan ma’lumki, ixtivoriy x(tp) boshlang’ich shariga
nisbatan (2)- tenglamaning vechimi mavjud va yagona bo’ladi, bu yechim
ixtiyoriy ¢ € {t,. r,] uchun Koshi formulasi bilan beriladi

x(0) =e""Mx(1,) + Ie“"”'u{s)ds. ()
ip

Jumladan, bu formulada integral Riman ma’'nosida tushuniladi, =(t)
yechimning o’zi esa uzluksiz differensiallanuvchi funksiya bo’ladi.

Lekin, o'Ichovlilik mavzusidagi 2-misolda ko’rsatilishicha, hattoki, eng
sodda chiziqli tezkorlik masalasida ham u(t) optimal boshqaruv uzluksiz
funksiya bo’lmaydi, Keltirilgan misolda u(t) optima! boshgaruy bo’lakli-
uzluksiz funksiya bo'ladi. Shuning uchun bimming tezkorlik masalamizda u(t)
optimal boshgaruv o’ichovli funksiya bo’ladi. Bundan tashqari, ixtiyoriy u(t)
joiz boshqaruv

W< |Un]< k()

bahoni ganoatlantiradi, bu yerda k(t) Lebeg ma’nosida integrallanuvchi
funksiya. Shu bilan birga, Lebeg integralining 2-xossasiga ko'ra, u(t) funksiya
Lebeg ma’nosida integrallanuvchi funksiya.

x(t) funksiya f=[t,s] vagt oralig’ida absolyut uzluksiz, deyiladi, agar
deyarli barcha ref Jar uchun hosilasi (/) mavjud, Lebeg ma’nosida
integrallanuvchi hamda barcha /€ 7 lar uchun

xa)=me+}ﬂnm

shartni bajarilsa. Ma’lum bo’lishicha, ixtiyeriy udt) joiz boshqaruv hamda har
qanday x(i,} boshlang’ich hofat uchun (2} differensial tenglamaning x(t)
yechimini topish mumkin ekan. Lekin bunday holatda x(t) funksiya uzluksiz
differensiallanuvchi funksiva bo’lmasdan, balki, absolyut uzluksiz funksiya
bo'ladi.

Karateodori teoremasi. Aytaylik, (2) tenglamadagi u(t) funksiya 7 =[r,, 1 ]
vaqt oralig’ida Lebeg ma’nosida integrallanuvchi bo’Isin. U holda ixtiyoriy x{r,)
boshlang’ich holatga nisbatan (2) tenglamaning x(t) absolyut uzluksiz yechimi
mavjud va u yagona bo'ladi hamda ixtiyoriy ¢ 7 lar uchun (4) Koshi formulasi
bilan beriladi, Ushbu formuladagi integral endi Lebeg ma’nesida tushuniladi.

Isbot. {(d)-formula bilan berilgan x(t} funksiya (2) differensial
tenglamaning yechimi bo’lishi bevesita tekshiriladi. Bu yerda x(t) yechimning
yagonaligi ishotlanmaydi.

Misol 1. x(0)={1,0) boshlang’ich sharfli

5 =x+u),

o)

N )
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differensial tenglamaning yechimini topamiz, bu yerda w{t), us(t) funksiyala,
bo’lakli-uziuksiz bo'1ib, 0, x} vaqt oralig’ida

: {00, agar Osrs-gr,
w(t) = ({1}, %, (1)) =

(-L0)., agar l;-cr‘s:r,

shart orqali beriladi. (5) tenglamaga uchun A:(_‘_)I :}] ga epa bo’lamiz. By
matrisaning eksponensiali 1-misolda hisoblangan bo’lib, u

o _[ COSEX  singa

e —sine cosa
ifodaga teng bo'ladi. Mazkur ifodani hamda t,=0, x(0)=(1,0) boshlang’ich
shartlarni, u(t) funksiyani (4) Koshi formulasiga qo’yib, barcha :e[c, %] lar

uchun
[cosr sin:Il} f cos(s -5} sin(r—s)IO}i' (oosl} g sin(r—s)]
x(y= . + . =l |+ =
—sin? cost A0) N -sin(r-s5) cos{r—siAl -sint) N cosft—s)
{cosr] [I—cosr] [1)
= . 4 . =
- sind sint 0

ga ega bo’lamiz, Xuddi shunday, te[i

2

of-5) nli-5) oof 3]
_ 2 2 1Y, 'S coste-5)  sin(r-5Y0Y) 3
0= ]+£ —sin(t—s5} cos{/—s}) Jd’

= +
. x LAY . .4
'—Slﬂ[l-'"i'] CUS[I—-Z—J : —SIH(I—E]

+-‘ sinf? — 5% _[sint . cost ) | sini+coss
Scos{e~3)) \cost) \l—sin?} \1+cosi—sin?
:

munosabatni keltirib chiqaramiz, Va nihoyat, biz

. x] lar uchun

x()=(1.0, agurOsrs%-, x(t) = (sint + coss, 1+ cos ! —&inf), agar %gtgx,
yechimga ega bo'lamiz. Mazkur yechim mutlaq uzluksiz funksiya bo'lsada,
uzluksiz differensiallanuvchi funksiya bo’lmaydi. Uning hosilasi () ::% da
uzilishga ega bo’ladi.
22 §. Erishuvchanlik to’plami

Biz vana (1) tenglama bilan berilgan boshqaruv ob’yekti hamda
vy <x), bu erda k@) 7=[t,.+,] kesmada Lebeg ma'nosida integrallanuvchi
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skalyar funksiya, ko'p qiymatli skslantirish ko’rinishida berilgan U{r) joiz
boshqaruvlar sinfini, M,<{E") boshiang’ich to'plamni ko’raylik. reft,, ]
bo’lsin. ¢ vagtdagi X(r; s, M,) erishuvchanlik to’plami, deb E” fazali fazoning
barcha nugtslar to’plamniga aytiladi; qaysiki, [, r] vaqt oralig’ida boshlang’ich
M; to’ptamdan (2) tengiamaning x(t) yechimi bo’yicha har qanday u(t) joiz
boshqaruv yordamida o’tish mumkin bo’lgan to’plammni tushunamiz. Shunday
qilib, x{r;1,, M,) erishuvchanlik to’plami x(r) ko'rinishdagi nuqtalardan tashkil
topgan, bu yerda x(r) x{,)e A7, boshlang'ich shartli hamda u(t) joiz boshqaruvli
(2) tenglamaning yechimi. Erishuvchanlik to’plamining ayrim xossatalarini
ko'rib o’taylik.
i-xo0ssa. X(r;:,, M,) erishuvchanlik to’plami

Xz 1y, My} = MM+ fel MU (s)ats (6)

ko’rinishda ifodalanadi. Bu yerda o “Mu, M, to'plamning ¢ chizigli
almashtirishdagi obrazini anglatadi, integral ostida esa barcha s e, r] lar uchun
U(s) to’plamning €™ chizigli almashtirishdan hosil qilingan ko’p qiymatli
akslantirish turadi.

1-xossaning isboti (4) Koshi formulasidan, erishuvchanlik to'platmi,
chiziqli almashtirish oldida turgan to’plam obrazi, to’plamlaming algebraik
yig'indisi, ko’p qiymatli akslantirishdan olingan Lebeg integralining
ta’riflaridan bevosita kelib chiqadi.

2-xossa._Erishuvchanlik to’plami E" fazali fazoning bo’sh bo’lmagan
kompakt gism to’plamidan iborat bo’ladi, ya'ni X{r, 4, M,)e E").

Ushbu xossaning isboti bevosita (6) formuladan hamda ko’p giymatli
akslantirishdan olingan integralning bo’sh bo’lmasiik hamda kompaktlik
to'g’risidagi 1-teoremadan kelib chigadi.

3-xossa. Agar M, boshlang’ich to'plam qavariq bo'lsa, u holda
X(r; 1,, M,) erishuvchanlik to’plami ham qavarig bo'ladi.

Bu xossaning isboti (6) formuladan hamda ko’p «iymatli
akslantirishdan olingan integralning qavarigligi to’g’risidagi 1-teoremad.n keiib
chigadi.

4-xo0ssa. Erishuvchanlik to’plamining tayanch funksiyasi

ClX(r by, M) )= C(M e )+ jC(U(s),e'-“‘"""w)ds )
ko’rinishga ega bo’ladi. Mazkur xossaning isboti bevosita (6) formuladan,
tayanch
funksiyalarning 3,4-xossalardan, 2-teoremadan hamda (e“"]' =¢* munosabatdar

kelib chigadi.
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S-xossa.  X(r;1,, M,) erishuvchanlik w'plami 7 argumentpa uzlykgi,
bog'liq bo'ladi, ya'ni X(r; 1,, M,)e Q(E") ko’p giymatli akslantirish uzluksiz,
Ishot._(6) formulaga ko'ra erishuvchanlik to*plamini
X{r 1., MoY=e"Clr)

(3
ko'rinishda yozib olish mumkin, bu yerda )

Clr)=e™ My + Ie'“U(s)dx
4

ko’p giymatli akslantirish 3-teoremaga ko’ra, uzluksiz bo’ladi. & matrisa
argumentga uzluksiz bog’liq bo’lgani uchun, (8) formuladan  erishuvchaniik
to’plamining uzluksizligi kelib chiqadi.
Masala, ©=U(s)=5(0) #,=5(0)valy, t]=10,2] bo’igan hol uchun
=Xt
Iy =gy

tenglama bilan berilzan boshgaruy obyektining erishuvchanlik to"plami topilsin.
23 §. Optimal boshqaruvaing mavijudligi

Avvalgl paragraflarda biz optimal boshqaruv nazariyasining asosly
masalasi- boshqaruv masalasini o'rgandik. Agar boshqaruv masalasi ijobiy
yechilsa, ya’oi hech bo’lmaganda bitta joiz boshgaruv maviud be’lib, obveldni
boshlang’ich M, to'plamdan M, to'plamga o’tkazsa, u holda ikkinchi asosiy
masaia optimal boshqaruvning mavjudligi masalalasiga ¢ tsak ham bo’ladi.

. Chizigli tezkotlik masalasini esga olib o’tamiz. Obyektning quyidagi
tenglama bilan ifodalanadi

x=dxtu, (1

by erda: x - n o lchovli obyektning fazaviy holati, U - o o'Ichovli boshqaruv
- vekiori, A — {nxn} o’Ichovli kvadrat matritsa.

{1t} joiz boshgaruv deb, ¥/(#<kiy baholashni ganoatlantiruvchi
U:E' >E")y o'fchovli ko'p qgiymatli akslantirishdan olingan ixtiyoriy
o' lchovli bir qiymaili shohiga aytiladi, bu yerda k(t) — ixtiyoriy [={ty,t,] chekli
vaqt oraliglida Lebeg ma'nosida integrallanvvehi  skalyar  funksiya.
Boshlang’ich x, holat mahkamlangan va boshlsng’ich hamda oxirgi
My, M, e D(E"YM, holatlar berilgan.

Tezkorlik masalasining mohivati obyeldni My to'plamdan M, to’plamga
minimum vaqt oralig®ida o tkazuvchi U({r) joiz boshganrvai topishdan iboratdir.

Optimal boshgaruvning mavjudlik teoremasi. Faraz gilaylik, ob’yekt
[to.t)] vaqt oraligiida My to’plamdan M, to'plamga boshqariluvchi bo'lsin, U
holda shunday U (1), t€ftet) ] optimal boshqaruv mavjudki t,"- t;minimal vagt
oralig’ida eb’yekini M, to'plamdan M, to'plamea olib o’tadi.
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Isbot: Qandaydir [ttt} vaqt omalig'ida ob’yektni boshlang'ich M,
to'plamdan tugallanuvchi M, to'plamga o'tkazuchi ‘U{tr) joiz boshqaruvlar
{#(r)} to'plamini qaraylik. Teoremaning shartiga ko'ra, bunday {u(}
boshqaruvlar to'plami bo'sh emas. t," - orqali t; x(1) fazaviy vektorni {(u(s}}
to'plamdan olingan barcha bo'lishi mumkin bo'igan 1i(r) boshqaruv orqali M,
to'plamga tushish vagt momentining quyi chegarasini belgilaymiz . Shunday
gilib, x(t} fazaviy vektomi qandaydir joiz boshqaruv yordamida Mo dan M,
to plamga ' to vaqtdan gat'iy kichik vaqtda o’tishi mumkin ernas, Blz endi
[tos tl] vaqt oralig'ida ob’yektm Mg to'plamdan M, to plamga 1, to vagt
davomida o'tkazuvchi U*(¢) joiz boshgaruvning mavjudllgml isbotlashimiz
kerak, ya’ni to maxkamlangan bo’iganligi sababli, [to, t, ‘] vaqt oralig'ida.

t," vaqt obyektni M; to ‘plamga kelib tu:shgandagl t; vaqtlarning quyi
chegarasi bo’lsa, u holda t,” ga yaginlashuvchi {* momentlar ketma-ketligi
mavjudki, yani +* -7, t;*uchun quyidagi shart bajariladi

X500, Mo)nM, £ 0.
Barcha k lar uchun x, nugqga shu kesishmada yotadi, ya’ni,
%€ Xt Sto,Mo}iM. @

Chunki x.€M; hamda M, kompakt to piam bo’lsa, u holda {x} ketma-
ketlikdan  shunday

x €M,y &)
nuqtaga yaqinlashuvchi gismiy ketma-ketlikni ajratib olishimiz mumkin. Bu
ketma-ketlikni yana {x.} bilan belgilaymiz. >0 son beritgan bo'isin. {xu}
ketma-kettik x" nugtaga yaginlashsa, u holda qandaydir k, nomerdan boshiab
quyidagi || x* - x, ||< < shart bajariladi. Shunday qilib, (2) ga ssosan, biz

quyidagiga ega bo’lamiz

X.“( x - x) *kE Sz(0)+ /Y(llk;to,h’{o) 4

Erushuvchanlik to'plami .X{t,%;te,Mp) 7 argumeniga uvzluksiz bog'lig
(erushuvchanlik to’plamining 5 xossasi). Shuning uchun gandaydir k, raqamdan
baoshlab quyidagi :

X5t Mo)= Xt 3t Mo) 52(0)

ifoda o'rinli bo’ladi. Bu erdan (4) munosabatga ko'ra, quyidagiza

X E X(ty o, Mo)* S:(0)

ega bo'lamiz. Chunki, £>0 ixtiyoriligidan, X(t,"1,Mq) to’plamni komakt
ekanligidan (erushuvchanlik to’plamining 2-xossasi) quyidagiga ega bolamiz
X E X{(t,"toMo), yoki (3) ifodani hisobga olib, quyidagi shartga
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X(t, 1o, Mo)NM, = 6

cga bo’lamiz. Bu erishuvchanlik to’plami tarifiga ko'ra, [io, 1 vaqt oralig*jda
obyekini M, to'plamdan M; to'plamga olib o’tuvchi U () joiz voshganyy
mavjudligini bildiradi. Teorema isbot bo’ldi.

24 §. Pontryaginning maksimum prinsipi

Tezkorlikning chizigli masalasida optimal boshqaruvning mavjudligini
ishotladik. Endi, agar optimal boshqaruv mavjud bo'lsa, biz uni ganday topish
kerakligini bilishimiz lozim. Buning uchun optimal boshqaruvning zaturiy
shartidan foydalanish qulay. Shunday qilib, biz ixtiyoriy optimal boshqaruy
qanoatlantiradigan sharini topishimiz kerak. Optimallikning Shunday zaruriy
shartlardan biri Pontryaginning maksimum prinsipi hisoblanadi.

I={ty , t] vaqt oralig'ida shunday U™ (r) joiz boshgaruv betilgan bo’lsinki,
unga mos kelgan (1) tenglamaning yechimi x{t) obyckni [=[ty , t] vaqt oralig’ida
M, to'plamdan M, 1o plamga ofib o'tsin, va'ni  x(ts)EM,, x(4)EM, chegaraviy
shartlami ganoatiantirsin. 1=[tp,t] vaqt oraligida (U(¢),x(t)) Jjulilik
Pontryaginning maksimum prinsipini qanoatlannrad1, agar

Y=-A'y {5)
yordamchi qo’shma differensial tenglamalar tizimning 1(t,) € § boshlang’ich
shartda yechimi mavjud bo'lib, quyidagi uchta shart ba_]an]sa

1. Maksimumlik sharti o
(e ) r(2)) = c(e() 1)) o (©)
deyarli barcha te ! larda bajariladi.

2. M, to'plamda transversatlik sharti

(et ) w(t)) = oMy, P (L)) M
3. M, to'plamda transversiallik sharti |
(xlte) — wit)d) = c(My —ple.)). B

Karatedori teoremasiga ko'ra, § birlik sferada berilgan ixtiyoriy (¢,
boshlang'ich giymati uchun ={t,t] vaqt oralig'ida (5) qo'shma tenglamalar
tizimning (¢} yechimi mavjud va yagenadiyr. Aytaylik, ¥(t) yechim beriigan
bo'lsin. (6)-(8) shartlaming geometrik ma'nosi ganday ekanligini ko'rib
chiqamiz. (6) shart [to, 1,] kesmaning deyarli barcha s vaqt momentlarida ()
vektorni U(#) to’plamga () nuqtaga tayanch vector bo’lishligini anglatadi,
u(n) vector U{r) to’plamdan shunday tanlanishi kerakki, natijada (u(r)(rh
gkalyar ko'paytma maksimal bo’lisin. Xuddi shuningdek, M, to’plamda
iransversalfik (7) sharti, ¥(t,) vektorni M, to’plamga x(¢, ) nugtage tayanch

168



vector bolishhigini anglatadi, M; to'plamda transversallik (8) sharti, —w(2)

vektorni M, to’plampa x(¢,) nuqtapa tayanch vector bo*ishligini anglatadi (6-

rasm). )
25 §. Optimallikning zarnriy sharti

Pontryaginning maksimum prinsipi  optimallikning zaruriy sharti
bo'lishini ko'rib chiqamiz,

Optimalikning zaruriy sharti hagidagi teorema, Tezkorlik masalasida
Mg va M, to'plam qavariq bo'lsin. Songra, w(z) - ob’yektni I=[t; , 1] vaqt
oralig'ida M, to’piamdan M, to’plamga olib o’tuvchi optimal boshqaruv va x(t)
(1} tenglamaning unga mos kelgan yechimi bo'lsin. U holda, (U (), x(¢)) juftlik
I={tc . t} vagt oralig'ida Pontryaginning maksimum prinsipini qapoatlantitadi,

Ishot. Biz shunday y(tr,) €S boshlang'ich qiymatning mavjudligini
isbotlashimiz kerakki, (5) qo'shma tizimning unga mos kelgan yi) yechimi
uchup (6) — (8) shartlar bajariladi,

N(t) vyechim x(t)EM, , x(f)eEM, chegaraviy shartlami
ganoatlantiradi, ulry joiz boshqaruv, ya'ni o'lchovli wpel() ni
ganoatiantiradi. erishuvchanlik to'plamping ta’rifiga ko'ra, x(t;) € X{t;;i;Mg)
tegishlilik sharti bajariladi.

Shunday gilib,

Xt tp MM, 20, {9)
Tecremaning shartiga muvofiq, M, , M) to’plamlar qavariq va erishuvchanlik
to’plamining 3 xossasiga ko'ra, X(t);ts:Mp) to'plami qavariq bo'ladi. Bu holda
(9} shart ixtivoriy o £ E" veetor uchun (tayanch funksiyaning 1 xossasining
natijasiga qarang) quyidagi munosabatga ekvivalent

COXth 1o, M)W+ CM, ~p)20. - {10}
Quyidagi funksiyani
p(t,v) = c(X(tyits . M) vl + (M, — W) (1
{10) shartga ko'ra, ixtiyoriy ¥ € § vektor uchun quyidagi a(s,.) 2 0 ga ega

bo'lamiz. Endi, § € § vektor mavjud va natijada p(s, i) = 0 ligini ko‘rsatamiz.
Teskarisidan faraz gilamiz. Barcha i £5 Jar uchun pofy,,4) > 0 bo'lsin.
pit, o) funksiya ikki tayanch funksiyaning yig'indisi sifatida (1 lemmaning
natijasiga qarang) i  bo'vicha uzluksiz. Bundan iashqari, X{1;, to, Mo)
erishuvchantik to'plami uzliksizligi ¢ ga bog'liq bo’lgani uchum, pfr.¢)
funksiva t; bo'yicha uziuksiz va 4- lemmaga ko'ra, o(X(t:; te, Mp), y) tayanch .,
funksiya t; bo'yicha vzluksiz bo'ladi. Shuningdek, p(h, ) t; va 3p bo'yicha
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uzluksiz bo'lgani hamda ¥ € 5 uchun p(t;, ) >0 qat’iy tengsizlik bajarilad; v,
§ birlik sferada kompakt to’plam bo’ladi. Shunday ¢ > 0 son mavjudki, barch,
P eS lar uchun quyidagi munosabat orinli p(ty ,P)= a, ya'p
glr) =minp{r,¥) = a >0 va g(t) funksiya uzluksiz bo’ladi. Rupdan
shunday 7<t; topiladiki, g(r) =minp{7,yy) =0 tenpsizlik hanuzgachs
bajariladi. Bu barcha ¢» € S lar uchun p(7, ) = C ekanligini anglatadi. p(z, )
funksiyaning aniglanishiga ko'ra, bu tengsizlik barcha ¥ €5 lar uchun
quyidagi tengsizlikka ekvivalent
e(X (e, M+ e(M, ~v) 20

bo’ladi wva o'z navbatida tayanh funksiyalarning 2-xossasiga ko'ra,
X(r;to M OIn M, =@ shariga ekvivalentdir. Shunday gilib, {to.,r] vaqt
oralig’ida r <, ni tuzulishiga ko'ra, ob’vektni M to'plamdan M, to’plamga olib
o'tuvchi joiz boshgaruv mavjud. Bu (/) optimal boshqaruv ekanligiga zid.

Shunday qilib, ¥ € § vektor mavjudki, p(f,, %) =0, ya'ni ((11) ga qarang)
e(X(tite M)+ c(M; =) = 0 (12)

o'rinli, Modomiki, x{t. ) nugta ikkala X(¢,;t; ,M,) va M. larga tegishli ekan, u
holda ikkita tengsizlikka ega bo'lamiz:

(I(fl),w_‘ ) S_C (x(r.‘h rE) r‘ME)I'w“ ),
(Wt ) s c(M; — )

(tayanch funksivaning 9- xossasiga qarang). Hagiqatdan ham, bu tenpsizliklarda
tenglik bajariladi, hech bo'lmaganda ulaming birida qat’iy tengsizlik bo’lsa, v
holda nlarni go'shib quyidagini hosil qilamiz

0< CLX(, by Mo )+ C(M | —1),
va bu (12} shartga zid. Shunday qilib, biz quyidagiga ega bo'lamiz
) ) = o(Xstn, M)y, Y
Qe(t). ) = c(M; - o). (14
&3{ a;l:uzunosabat bilan shug'ullanamiz. Koshi formulasiga ko'ra, quyldlglga cga

L

o 'x(r.)=eﬂ=x-fu>* ate) + [ e #1904 4 (5)ds,

Erishuvchanlik “10'plamining tayanch ﬁmksnya51 bizga ma lum. U quldagl
ko'rinishga ega
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te
c(X{t 2y M) v) = "-'("."ﬂt.\»em-ﬁﬁ"1 U) + J- C( U{s)aa‘.t"-'}d' W) ds.

te
Bularni (13) munosabaiga qo’'yib, quyidagiga ega bo'lamiz:

z,

(\?5'1“” x(tu)-@} + J‘ P “{s)dsr@) =

L3
.

= o{ My, el ) + [ c(U(s),e""l s @ds
t
Sodda almashtirish bajarib, bu munosabatni ikki go’shiluvchi shaklida yozib
olamiz

[e(te e 004 B) — (xCeo), e 4 )] +

e
+ j [e(U(s),e 24" ) — (u(s), ™24 ) |ds = 0
: {15}
Barcha t€ {tg.t.] lar uchun x(t,) € M, va u(nyeU(® bo'lar ekan, u holda
tayanch fimksiyaning (9) xossasiga ko'ra, (15) munosabatdagi birinchi
qo'shiluvchi va integral ostidagi funksiya barcha t€ {t,.f;] larda manfiy
bo’imaydi. Bundan kelib chigadiki,
(Mo, €< ) - (x(2,), 60 W ) = 0, (16)

J [c(UCs), €454 ) ~ (ae(s), 3= | ds = 0

Oxirg1 munosabatdan Lebeg integralining 7-xossasiga ko'ra, deyarli
barcha tE {t, .t, ] lar uchun quyidagi tenglik bajariladi
C(U(t)‘e{tl‘s}ﬂ’ @) — (,u(g)’ef!l —folA’ -i,?J} =0 (]7)
Teorema isbotini vakunlashimiz uchun maksimum prinsipiga ko'ra (6)-(8)
da (17), (16}, (14) munosabatlari almashtirish kerak. Buning uchun quyidagi
funksiyani ko’rib chigmiz
wl(t) = ':e(r,-:u' D (18)
bu erda B=le"rt gl g=o0, llgldan va et patniten
xosmasligidan B = 0 bo'ladi. w(t) funksiya (5) qovushma tizimning (t,} €S
boshlang’ich shart ostidagi yechimi. Haqiqatdan ham, biz quyidagiga ega
bo'lamiz

yit) = % (—A)e™ B = ~ 27y (D),
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Hpr(t ) = fe®s ¢4 fff = 1.
(18) munosabatdan ¥ = Re¥-'1'4" y(t)  ayniyatga ega bo'lamiz. B,
munosabatni deyarli barcha t& {1,,t,] larda ¥ uchun (17) munosabatga oljp
borib qo’ysak va r=1,,r =/ da(16) hamda (14) munosabatiarga qo'yib quyidag;
shartlarni hasil gilamiz:
c(U ). Aw(e)) ~ (16(0). BY(B) = 0, 1€ (15,1,
(M. (o) = (x(). 8482} = 0,
(x(1) =~ By =c(M, , ~PyCrd).
§ > 0 bo’lganligidan, tayanch funksiya (l-xossa) musbat bir jinsl, w holda
olingan ifodalami £ ga qisqartirib, {6) — (8) shartga ega bo'lamiz,
Shu tariga optimallikning zaruriy sharti isbotiandi.

26 §. Optimallikning yetarlilik sharti

Endi, tezkorlik masalasining yetarlilik shartlari bilan shug ullanamiz, By
masala

x= Ax+u (1
tenglama bilan harakatlanuvchi cbyektni boshlang'ich Mg 10’ plamdan oxirgi M]]
lo'plamga eng qisga vaqt ichida o'tkazuvchi wineU(n joiz boshqaruvni
topishdan iboratdir.

Optimallikning  yetarlilik shartlari ham Pontryaginning  maksimum
prinsipi shaklida beriladi. Ta'rifga ko'ra, (u(?),x(t)) jullik 1=t, 4] vaqt
oralig’ida maximum prinsipini ganoatlantiriradi, deyiladi, agar

v=ay (2)
yordamchi go’shma sistemaning ¥{(1,) € £ boshlang'ich shart ostidagi yechimi
mavjud bo'lib, quyidagi uchta shartlar bajarilsa:

1. Maksimum shartli
(0 () = c(u(), @ (1)) 3)
deyarli barcha te / larda bajariladi;
11. M, to"plamda transversiallik sharti

(3t (1)} = (M, (1)) @)
lli. M, to'plamda transversiallik sharti
{x(e (1)) = (M, —(t.)). ()

I=fty 1] vaqt oralig’ida maksimum prinsipini qanoatlantiruvehi (u(¢), x(1))
jufilik optimal bo'lishligi uchun u yana bir go'shimcha shartni qanoatlantirishi
yetarlidir. Bu shart M, to"plamda kuchaytirilgan transversiallik sharti deyiladi,
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Aytaylik, x(t} - 1=[tp ,4i] vaqt oralig'idagi (1) tenglamaning biror bir
yechimi ¥(f) esa (2) go'shma tizimning qandaydir yechimi bo’lsin.

I=[ty ,t;)) vagt oraligida x(¢) M, to'plamda W(/) funksiya bilan
kuchaytirilgan transversiallik shartinini ganoatlantiriradi, deyiladi, agar barcha
ta <t<t; momentlar oralig'i uchun

(xlted —0(t)) > oM., —4(0)) (6)
qat'iy tengsizlik bajarilisa.

Optimellikning yetarlilik sharti haqidagl teorema.  #(f) biror joiz
boshqaruv, x{¢) esa obyekini 1=[i ,ti] vaqt oralig'ida M, to’plamdan M,
to'plamga o'tkazuvchi yechim bo'lsin. Faraz qilaylik (4(/),x(1)) jufilik 1=[t,
,4] vaqt oralig'ida  maksimum prinsipini ganoatlantirsin va {(f) esa unga mos
qo‘shma funksiya bo’Isin. So'ngra, faraz qilaylik [ kesmada x(z) yechim w(#)

funksiya bilan M, to'plamda kuchaytirilgan transversiallik shartini
qanoatiantirsin. U holda u(s) boshqaruv optimal bo’ladi.

Isbot. 8(t) - I=[ip ,i;] oraligdagi biror bir joiz boshgaruv, v(t) esa
Y(tz)€ M, boshlang'ich shartli (I} tenglamaning mos yechimi bo’lsin.
Quyidagi funksiyani ko' raylik

§(2) = (v(®) — x(),yr(0).

Deyarli barcha t € ] larga nisbatan £(z) = 0 tengsizlikning bajarilishini
ko'rsatamiz. Haqigatdan, x{t), v(t) funksiyalar (1) tenglamaning yechimi,
() (2) tenglamaning vechimi bo'lgani uchun, deyarli barcha t€ [ larga
nisbatan

- E0 = GO¥E) - (3O + 1 OFD) - (x40 -
T = (ArO.(0) + (LO.@) - (ADP(0) - (WD) +

(3}~ A (e)) - (x(e), — A9} = (0. ple)} — { W) 0.
ga ega bo'lamiz. #(f)} boshqaruv barcha t € / larda (3) maksimum shartini
qanoatlantirar ekan, u holda biz

f(") = () (1)) — c(u(t), (1)
ga ega bo'lamiz.  #{(f) boshgaruv joiz, yani u(t)=U(f) bo igan.i uchun
tayanch funksiyalaming 9-xossasiga ko'rs, deyarli barcha te [ larda £{¢} =0

ga ega ho’lamiz,
Endi, bizga qandaydir r < ¢, vaqt momenti berilgan bo'lsin. U holda Leheg

integralining G- xossasiga ko'ra,

E(rFE(ta) + f £(nydr s £(tp)
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munosabat bajariladi. Bundan, . .
(). BN~ 5L, BEY) St DD PLE)
J(te) € M, bo'lgani uchun, M, dagi (4) transversiallik shartipa ko'ra,
(AN~ GO, Y)Y £ (), o)~ (Mo YD) = O

ga ega bo'lamiz. Bu yerdan, A7, to’plamdagi {(6) kuchaytirilgan transversiallik
shartiga ko'ra,

(@ ~v®) = (x(). ~p()) = (M, ~w (D).
ga ega bo'lamiz. Bu esa tayanch funksiyalarning 9-xassasiga ko'ra, y(x) € M,
ckanligini bilditadi. '
Shunday qilib, biz t, dan qat’iy kichik bo'lgan ¢ vaqt momentida (1)
tenglamaning v{t,} € M, shartli hech bir traekioriyasi M, to'plamga erisha
olmaydi, Bundan esa #(#) boshqaruvning optimalligini isbotlaydi. Shuni

paygash mumkinki, bu teoremada M, va M, to'plamlaming qavarig bo’lishi
shart emas_

Tezkorlik masalasini yechishda optimallikning yetarli shartlaridan qanday
qilib foydalanish mumkinligini ko’ rsatamiz.

Misal 1. 7%,
Xg= Uy, ‘uil <1
tenglama ko'rinishida berilgan ob’yekining M, = {x: x. = —1,1x,1 = 1}

to'plamdan M; ={x:1= v, £ 2,x, = 0] 10'plamga eng qisqa vaqt ichida
o'tish masalagini ko'raylik. Oldingi paragraflarda biz shu masala wchun M,

to'plamdan M, to'plamga | = [U,Z\E —»1-| vaqt oralig’ida o’tishni amalga

ashituvehi  2(f} boshqaruv va x(t) yechimlami quegan edik. Jumladas,
{u(n),x(¢)) jufttik shu oraligda Pontryaginning maksimum prinsipini
ganoatlantiradi, «(t) yechim

1a - . _ {1,z _
0sts 2\;;—1bolgandas.(c)_(cc +e—1,e+1},

e

-

T . . 5 T ]
~lste? 2ot bolganda Ml = (=2 =22 —1Yes2 2 —al —ps2 2]
J R igarda x(t) = (=~ ( ! JF-ed R

ko'rinishga ega edi. Bunga mos qo'shma tizimning {f} yechimi
gt} = (@ (0), =y, (0) + 4 (0}), ko'rinishga epa edi, jumladan,
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({0} .1, (0)) € S boshlang’ich giymat 1/ (7)=0 shartdan topilgandi, bu yerda
T= ﬁ — 1. Bu shartni qanoatlantiravchi p(t) funksiyani

(1,-1‘ !é—l)
E
hY

ko'rinishga ega bo'lishini tekshirish qiyin emas,

Pt} =

-’n
m[“n;l

TN

Agar v(t) yechim [0, 2 (2= 1] vaqt oralig’ida w(r) funksiya bilan (6)
vz

kuchaytirilgan transversiallik shartini gancatlantirishini ko'rsatsak, u holda
optimallikning yetarlilik shartlari to’g risidagi teoremaga ko'ra, yechim va u({)
boshqgaruv optimal bo'ladi. Suni ko'rsatamiz.  Mazkur masaladapi M,
t¢'plamning tayanch funksiyasi

F(M‘ HV) = W’ 1
shart bilan beriladi. Bu tayanch ﬁmkmyam, x(t) yechimni va qo shrna funksiya
¥ (1) ni (6) tengsizlikka ketma — ket ravishda qo'yib, murakkab bo’lmagan
hisoblashlardan so’'ng, quyidagi ko rinishga kelamiz:

- o
0sts J2-1 da 1t2~:-( - 5?)t+3:>0
yz © 2 Az

JTal

.

wlstgil_ifi—ldaesa —%tz (i-—~1) 5}{—
A Nz 2 ¥ 2

(1) tengsizlik barcha 0 =t = \E —1 larda, {2) tengsizlik esa barcha
= N
\E —ist=< 2\;':"' 1 larda bajarilishini tekshirish giyin emas. Demak, x(r)

I
yechim [0,3\;?—1] vaqt oralig’ida W{r) funksiva bilan M. to'plamda

kuchaytirilgan transversiallik shartini ganoatlantiradi, shuning uchun ham
optimal bo’ladi,

Optimallikning yetarlilik sharti haqidagi teoremaning natijasi. (1) -
biron bir joiz boshgaruv, x(t} - ob’yektni I=[t; ,t;] oraligda M, to’plamdan
M,={0} to'plamga o'tkazuvchi (1) tenglamaning mos yechimi bo’lsin, Faraz
gilaylik (#(#),x(t)) juftlik 1 oraliqda Pontryaginning maksimum prisipini
qanoatlantirsin, So’ngra, faraz qilaylik (}) ob’yekt ixtiyeriy [r.z.], 7=+ vagt
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oralig’ida x = 0 nugtada Jocal boshgaruvchi bo'lsin, U holda #{(¢) boshqaryy
optimal bo’ladi.

Isbot. Kiritilgan farazlar asosida x(t) yechim w{f} funksiya bilan M,
to’plamda (6) kuchaytirilgan transversiallik shartini qanoatlantirishini, unga mog
keigan (w(r),x(¢)) maxsimum prinsipidagi juftlik ekaniigini ko rsatamiz,
holda, optimallikning yetartiligi to" g'risidagi teoremaga ko'ra, #(#) boshqaryy
optimal bo’ladi. {6) inunosabat 3, = {0] to’plam uchun

(x (), —y()>0 (7
ko'rinishida bo'ladi va barcha r, =t =1, larga nisbatan bajarlishi kerak,
tp<f=<t;, tengsizlikni qanoatlantimvchi t=71 vagt momentni
mahkamlzymiz. u(¢) joiz boshqaruvda (1) 1englamaning yechimini [r, £.] vaqt
oralig’ida x = 0 koordinata boshiga ¢ tishi mumkin bo’lgan E* fazali fazoning
F nugtalar to'plamni ko' zdan kechiraylik. Ixtiyotiy v € P nugta uchun

(v —x(0. ()20 (8)
tengsizliknj bajarilishini ko'rsatamiz. Haqigatdan, teskari
{_}f-.t(t), df(r)) < [ tengsizlilni ganoatlantiruvehi ixtiyoriy v £ E*

nugtani va w{r} =1y boshlang’ich shart ostidagi (1) tenglamaning (t)

yechimini olamiz. U holda yetarlilik shartlari hagidagi teoremaning isbotidagi
kabi,

(32 = xCD () = (#(D) — 2D, YD) + j £(t)dt < 0.

g# ega bo’ lamiz

x(r,) =90 bolgani uchun, bu yerdan (_v(r; ),w(t,)) < 0, bundan
v»(t;)=0, yani yzPekanligi kelib chigadi, Shunday qilib (8) tengsizkik
ixtiyoriy v € P nugta uchun bajasiladi. (8) tengsizltkka asosan

C(P,-w(r))=lgg,x@dy(r)) £ (x(0), (7)) (9)

ga e£pa bo'lamiz. Se’ngra, [r,t.] otalioda ob’yekt x» =0 nugtada local
boshgarwvchi, degan farazga ko'ra, 5.(C) < P tegishlilik bajariladigan = > 0
mavjud bo’ladi. Tayanch funksiyalarning 8-xossasiga ko'ra, bu ixtiyeriy e &°
uchun ellil < c(P,9) ckanligini anglatadi. Koshi formulasiga ko'ra, biz
Y1) = e~ Y,y ga ega bo'lamiz. {l¥(r) =1, e~ ~%ei4” matrisa
X05Mmas bo’lgani uchun, IES1EX bo'ladi. Demak,
e{ P, —(r)) = eli—v(n)§ > 0 boladi. (9) shartga asosan

(x(r),—p@) = (P~ (2)} > 0
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ga epa bo'lamiz. Shunday qilib, (7) munosabat barcha t, <t =t, larda
bajariladi. Natija isbot bo’1di.

Misol 2. E+x=F,
Tenglama orqali mayatnikning tinchlanish masalasini ko ravlik, bu yerda x-
mayainikning muvozanat holatdan chetlashish miqdori, f — esa mayatnikka
go’yilgan kuch, bu kuch {{f{] = 1 sharini ganoatlantirishi kerak. Mayatnikning
boshlang’ich x; holati va boshlang’ich tezlik i, berilgan. Mayatnikning qisqa
vaqt ichida muvozanat
holatga, ya™mi M;={{0,0)} to'plamga keltirish kerak. x. =x, x. =%,
wo=0,0,=1,

almashtirishlar kiritib, biz masalani standart ko'rinishga keltirib olamiz,
Harakat tenglamasi

X, =X,

X, =X+, W<l (10)
ko'rinishda yozib olamiz. (10) tenglama orqali ifodalanuvchi obyekt ixtiyeriy
I=[to,t;] vagqt oralig’ida 1 =0 nuqtada lokal boshgaruvchi hisoblanadi.
Hagiqatdan ham, local boshqaruvchanlik to'g'ri teoremani qo’Haymiz,
1" = (0,1} deb olamiz. U holda -v,vel/, v, Av vektorlar chiziqli erkli, chunki

0 iNO 1
Av = (—1 o) (1) = (o)'

Shunday qilib, yuqorida keltirilgan natija va optimallikning zaruriy sharti
haqidagi teoremaga ko'ra, u{f) boshqaruv faqat va fagat shu holda optimal
bo’ladiki, agar, v x(#) yechim bilan birgalikda, Pontryapinning maksimum
prinsipini qanoatlantirsa.
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JAVOBLAR VA KO’RSATMALAR

1. a) (0,0) nuqtada £,=0. b) (0,00 mnuqtada f.=1; v) ekstremum yo'q. 2.
Ekstremum yo'g. 3. (v2,-v2) va {2, 2} nugtalarda fui=-8; (0,0) nugtads
ekstremum yo'q. 4. (00) nugtada f£,,=0; x*+y’=1 aylananing nuqtalaridy
nogat’ly maksimum o'rinli bo'ladi. 5. (1, -1) nugtada /£, =3, 6. [151 ,)

nugtada f.=4. 7. (1,0) nugtads fi=-1. 8. %’r, 2“] vugtada f_=- 33

3 T
T X _ 343 _
[3‘, ;J nquda f_‘— ] . 9. X=X

2
-x"_n’+n+2 da

fiat ]

Fo =(_1_.__] S} B Yo'q. 13, a, va g, sonlar f(x) funksiyaning Furye

#mrnt+2

koefiitisyentlari bo'lishi kerak. 14, [T J_J [ T 7‘5_] nugtalarda f,,=-

1 1 1 1 =1 18 12 i

P FEE B I L 18 12

7 [ . ZJM[ > 2) nuqtalarda £, = 15. (13 13) nugtalarda
36

furss. 16 @ 2 D (1, 2 ) v 5 L2 nuqtala:da Ty

44? 7 4 4 4 74
LA A lard =4 =
ST 3}(3,3,3)1«1(3 3 3) nuqtalarda f, 4 17 S =€* . 18, (5 5]

. nuqtada =1 { 4 __] nugtada fum=11. 19, (-1, 2, -2) nugtada f;;=-0; (1,- 2,

2) nuqtada fpe=9- 20. [5 % %) nuqtada f, ; 21, Ko'rsatma. z-E[x"+y")

funksiyaning minimumini x+y=S shart ostida izlang. 23. 4‘5[5 .24, _.19;5_ 25.
Tomoni a=RY3 ga feng bo’igan kvadrat. 26. Silindr asosining radiusi

=§J;%, balandligi #= R ]z—%. 27, Birinchisi. 28. Ixtiyoriy tartibdagi

yaqinlik, 29, Ixtiyoriy tartibdagi yaginlik. 30. p=e”. 31, p=1. 32. p=e-1. 33.
pr=e-1. 34, pz_E”_stE 35. poo =¢. 36. Uzluksiz. 37, Uzluksiz. 38. Uzilishga

ega ( y”(x)zg'l—“:i ketma-ketlik qaralsin). 39. a) Uzilishga ega; b) uzluksiz. 40.

8) Uzilishga ega; b) uzluksiz. 41. Uzluksiz. 45, a/= _"2_"3,
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’ 2

o A 8T M=a+9§—
48, 1 1,2 1

-0l 0,088 -0,] &J-u

0,01 ©,01002 0,01

] 3 < 1
49-M=-:’1%——l)a+6(3—e)a1+a?; &'-_\-394']0,
a af A

1 47919 85821
01 04792 04693
001 00479 0,0481 L
50. 1) Ha; 2) ha; 3y ha; 4) yo'q. 51,
AJ =3k + S i 6T =3k '
e-1
X Af &7
i 4,582 3
01 03158 03
0,04 003016 (,03

5, & 5,
54, AJ=Zh+ R & =2k
kL 3

NS

I 2810 1,667
0 Gi81 0167
001 00168 (0167

55, Nz%kz;wgﬂ;

kN &
-1 0 13333
03 0 01200
003 0 00012

L] : i 1
57 &= fote. 8. & =2flvl -y Gk 59. & ~2500)- 5O+ j(:@+ 2y &)Ms .

ar[y)=2/1)-a/p.

60. &/ = Jl[y'ccsyéy+smy§z)dx 61, &7 = ][@ ‘5’1"“——@»’;+ +i )

62. 5Ly, ¥i=2418, 6. 63. 5™ = VYSFY + 57F ].
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65. 5 = [2 SN e 66. 8 = B A F ke F (6 VY,

@lﬁ}@,ﬂ)
T DR LN EF_;;,-,@'.@;}-
i Jemd k=1 chek
68. Jlg+an]=®la) fumksionalni kiritib, variatsiyaning ikkinchi ta’rifigey,
b
foydalaning. &/ =0 shatt  [K(s,0dp(s)ds + p(r) - /(1) = Ointegral tenglamaga ofjp

keladi,

9. Oldingi misolda qilingan mulohazalardan foydalanib, birinchi vasiatsiyan;
nolga aylanishini ifodalovehi Eyler funksional tenglamasining
(pe-¢lx+D—plx - 21+ p(x)+ f(x)= 0 ko'rinishga ega bo’lishini ko’ramiz. By-
aralash differensial-ayirmali tenglama.

70, —(pe+gp=fx). Tly=-x’ n.y=£{fﬁﬁ. 73. kkita ekstremal

_@;1“;7;‘ V. 74, Ikkita ekstremal y=lle+1f y=yBs-1. 75

y=(C+x)sinx, by yerda C-ixtiyoriy o*zgarmas son. 76. y=%[e" + +e)xe"—1].

7. y=%x—%x‘1.78. y:%x«%x’ +2. 79 y=Inx. 81. Integral integrallash vo’liga

bog’liq emas; variatsion masala ma’roga ega emas. 82. Agar o =0 bo’lganda,
y=0; & »0 da siliig ekstremal mavjud emas. 83. y=cosx. 84, y=cosx+Csinx, bu
yerda C-ixtivoriy o’zgarmas. 85, y=x+l. 86. y:%zi:». 87. y=¢""", 8

Ekstremallar maviud emas; Evler tenglamasi yechimga ega emas. 89.

2
y=0 +G, x—i. 00. Ekstremallar yo'q. 93, y=Ce’ +Ce™ ¢ %xe‘. 94, y=chx. 96.

y=—’;l‘-;1'li 97, y=12x 98. -=K munosabatni qanostlantiruvchi aylana. 99.
II

y=(1-x)shx, 100, y==- (x +6x+1] 101, Ekstremum yo'q. 102, Integral belgisi
ostida to’la dnﬁ‘ermsmal qataashganligi sababli variatsion masala ma'noga ega
emas. 103, y(x)=shx.
px)=sin2x =1 -
104, y=ie. 105, { 2 3247 . 106, !""‘" AR A
2 2Hx ¥
zx}=x

{J’(x)r-silx

Zx)=sin

108. {W"*““" 110. [ ) 4 =+(az) ; =f(x.y)m AAr =0,
o &
(x)=1. ; _
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112 Z—[ ) ]c(x,,...,x,,k=f(x, ,,,,, x] 113. Yechish. Masala

quyidagicha qo'yiladi. xQy tekislikning D sohasida joylashgan hamda o’zining
proyeksiyasi bilan D soha bilan chegaraviy " egri chizigni tashkil etuvchi berk
fazoviy egri chiziqdan o’tadigan z=f(xy) sirtlar ichida

5= jle,’ + ) dudy

yuzasi minimal bo’lganini toping (Plato masalasi). Bu masalaga nlsbatan Eyler
tenglamasi

i px + _a_ Q’)’

& flepl+pl & flrg? +¢]
ko'rinishda, yoki yoyilgan ko'rinishi qn,,(l+ c:,) 20 0.0, +:va(1-|-¢: ) ¢ kabi
bo'ladi. Bu izlanayotgan minimal sirtlarning differensial tenglamasini
ifcdalaydi. 114. z(x,y)=y. chegaraviy shartlar butun chegarada beritmagan
bo’lsada, masala yagona yechimga ega. 115.

reose+C, = C, ln|rsin(o +ofrisinte-Cll. M7 xieosC; -y eosC, - 2xpsinC, = C,.

118. Markaziy maydon. 119. a) Xos maydon; b} Xos mayden; ¢) maydon
tashkil etmaydi. 120. Xos maydon. §21, a) Markaziy maydon; b) maydon
tashlik etmaydi; ¢) xos maydon. 122, a) Markaziy maydon; b) Xos maydon; ¢)
maydon tashkil etmaydi. 123. Maydon tashkil etmaydi, chunki bu egri chiziglar
oilasi butun D sohani qoplamaydi. 124. y=Cichx ekstremallaming wos
maydonini tashkil etadi; y=C,shx ekstrematlarning markaziy maydonini tashkil

etadi. 126. y=%(l—x‘) elstremal markszi O(0,0) da bo’lgan y=C:_x—%

ekstremallarning markaziy maydoniga mansub. 127. y=¢* ekstremalni y=¢*+

ckstremallarning xos maydoniga biriktirish mumkin, 128, Agar o <x bo’lsa, u
holda y=0 ekstremalni markazi 0(0,0) da bo'lgan y=Csinx ekstremallarning
markaziy maydoniga kiritish mumkin. a>x da y=Csinx epri chiziglar oilasi
maydon hosil qilmaydi. 129. y=x+1 ekstremal y=x+C xo0s maydonga

1
biriktiriladi. 130. y=-2-. 131. y[f—x)zo. 132, y*-1=0, 133, D*(1,0). 134,

=0

Qovushma nuqfa yo'q. 135. Bajariladi. 136. Ixtiyoriy e da bajariladi. 137
Yakobi sharti bajariigan. y=0 ekstremalni ham markaziy, ham xos maydonga
kiritish mumkin. 138, Yakobi sharti bajariigan. 139. Yakebi sharti bajarilmagan.

142. Ha. 143, Ha. 144. Ha. 145, Ha, lekin Lagranj sharti faqat 34] dagina

bajarilgan. 146, y=e* funk51yada kuchli minimumga enshlladl 147. y*2]n(x+l)
funksivada kuchli minimumga erishiladi. 148, y=x? funksiyada kuchsiz

minimumga erishiladi. 149. y = Ex to’g’ri chiziqda sust minimumga erishiladi.
a
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150 y=—h1—(jllé-’9 egri chiziqda kuchli minimumga erishiladi. 151, y=cosx+siny

epri chizigda kochli maksimumga erishiladi. 152, Uzluksiz egri chiziqlardg
ekstremumga erishilmaydi. 153, y=2x+1 10°g'ri chiziqda kuchsiz minimumgg
erishiladi. Kuchli ekstremum yo'q. 194, y=2x-1 ekstremalda kuchli minimu

erishiladi. 155. y=x’ ekstremalda kuchli minimumga erishiladi. 156. y=x.)

ekstremalda kuchsiz minimumga erishiladi. 157, M(Ua-z’ da y-«%x ekstremal

sust minimumega, {b[:-% de~ kuchsiz maksimumga erishiladi. VJL:% da

ckstremumga erishilmaydi. 158. -3¢ - p* k+p"?] eksteemalds p=g
bo’lganda knchsiz minimumga erishiladi; p=q da y=p 10’g'ri chiziq ekstremal
bo'lib, u kuchsiz minimumni beradi.

shs

159. 8) ¢>0 da = 15 ekstremal funksiopalni kuchli minimumga

S}l T

X
sh -
. b) 540,1,_-!;._'7 da y= g ckstremal funksionalni kuchli maksimumga
F 4
sh

Je
erishtiradi. ¢) £=0 da ekstremal masalaning uzluksiz funksiyalar sinfidagi
yechimi mavjud bo’ladi. Berilgan funksionalga nisbatan e~y =0Eyler

)
. tenglamasining yechimi hisoblangan y.(x)=¢* (¢>0) funksiyani ko’raylik.
© y.(xy funksiya y(1)=1 chegaraviy shartni aniq ganoatlantiradi, lekin ikkinchi
* chegaraviy shart y(0)=0 ni u ganoatlantirmaydi. Lekin timy(x)=0 shartnt

[0.05x<l

qancatlantinnaydi, £ >0 da y,(x) dan y(x}= L rel “chegaraviy” yechimga

ega bo'lamiz. 160. y=

_Zln(_lz_ﬂ ekstremal kuchli minimumni beradi. 161.

w(x)=1 ekstremalda kuchli minimumga ega bo’lamiz. 162, y(x)=§;

ckstremalda £<—’§’-bo’lganda kuchsiz  minimumga, 3»{3 kuchsiz
a a
maksimumga erishiladi, 3:%_3_ da hattoki kuchsiz ekstremumga ham
a

erishilmaydi. 163. y=2x w'g’ri chiziqda b<a bo'lgands kuchsiz minimumga
ol

erishiladi; b>a da kuchsiz maksimumgs; #2243 da kuchli maksimumga
erishiladi, » < 243 da na kuchii minimum, na kuchli maksimum mavjud bo’ladi.
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164. y=2x, 7=4x ekstremalda kuchsiz minimumga enshlladi 165. 7~ :‘—x}

parabola ekstremal bo’lib, u markazi (0,0,0) nuqtade bo’lgan
yzax’
5
z=x + ﬂx,} S
markaziy ekstremallar maydoniga biriktiriladi. Lagranjning kuchaytirilgan
shartlari so’zsiz bajariladi. 0<=x<t kesmada x=0 nuqtaga govuoshma x*
nuqtaning mavjud emasligini ko’rsatamiz. Buning uchun (S) oilaning
ekstremallari berilgan ekstremal
bilan xe[0]) da kesishmasligini ko’rsatish yetarlidir. Hagigatdan ham, faraz
* qilaylik, x*e{0,]1] nuqtada (S) oilaning ikkita biron bir ckstremallag kesishsin. U
holda
Y E®:E L oby yerdan a,-a,vaf =4 ekanligidan kelib chigadi.
X +8x =x"+Bx
" Demak, hech qanday ikkita o’zaro fargli kesisha olmaydi. Shunday qilib,
Yakobining kuchaytirilgan sharti [0,1] kesmada va, umuman elganda, chekli

- A ekstremallar

uzunlikdagi ixtivoriy kesmada bajariladi. 166. y(x) = C,ckxgc’
I

oilasi.  Ixtiyoriy €, G o'zgammaslar hamda 2 parametr

- — " 0y —
po=ConfeZbioi y-ConBZCon, Jfieyn Tt oI o
I x 1

167, y{x)=3x"+2x+1 168, yix)=+2sinpzx, bu yerda - butua son. 169.

y(,):l(zx-f). 170. 6. 171, r=R 2=C +Cp. 172 f 173. J20 174

242 -1. 175, J_ 178, - "r_ 179, J17+4JE(%—JEJ. 180. 1. 181. Agar cosx, = ¢

bo’lsa, u holda ekstremumga : jg’} to'g’ri chizigda erishiladi, xclos. Va

aksincha, agarda cosx, =0, ya'ni x =§+mr, bu yerda n-butun son bo’lsa, u

holda y=C,sinx, z=-C,sinx bo'ladi, bu yerda C, ixtiyoriy o’zgarmas son, 182.

2
J(A, B)y=dcth. 183. J(A,B):ZSE 184. y=20°. 185 y=x va y=I to'ghi

chiziglaming kesmasidan, yoki y=0, y=x-1 to’g’'d chiziglarning kesmasidan
tuzilgan siniq chiziglar mutlag minimumni beradi. y:%x to*g'ri chiziq sust
minimumni beradi. 1B6. O<x<lday=-x; l<xsdday=x-2,

O<x<3day=x; Jexsdday=-x+6. Har bir siniq chizigda funksional mutiag

minimumga erishadi. 187. Mavjud emas. 188. y= {0 xio 189. Ekstremallar-

X,
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to’g’ri chiziglardir. Agar 22=21<1 bo’lsa, u holda koordinatali burchaklaming
*

* -
bissektrisalariga parallel bo’lgan ikkita uzilishga ega bo’ lgan yechimi mavjud
bo'ladi. 190. Berilgan nuqtalami tutashtirevchi y=xtgx to’g'ri chiziq 0 <sgp <
bo’lganda sust minimumni, z <rgp<2x da sust maksimumni beradi va hk,
Egilish burchaklarining tangensi %—_1# (n-butun son) ga eng to’g’ri

chiziglaming kesmalaridan tuzilgan sinig chiziq kuchli minimumni beradi.

:I:Ex, Osxéﬂs-
4

; 34

191, y(x) =49 -(x-5) —-c 5?
F3—10) M xst0,

4 5
192. Markazi OX o’qida bo’lgan -, .
i 2
(%E?L) +_2_’5=L (1)

Ekstremal-ellipslar, Joiz sohaning chegaralari y = 0va y* =42(x- ;) tenglamalar
bilan aniqlanadi (oxirgisi 1-3*y*=0 tenplamaning yechimidir). C, va C;
parametrlar (1)-ellips berilgan A va B nuqtalardan o’tadigan gilib tanlanadi.
Ellipsning yoyida funksional maksimumga erishadi. Agar A nugiadan B
nugtagacha bo’lgan yo'lni ikkita parabelalarning yoyi bo’vicha (balki, y=0
to'g’ri chizigning kesmasi bo’yicha) tanlaydigan bo'lsak, u holda fimksional
minimumga erishadigan uzilishli yechimga ega bo’lamiz {minJ=0).

193, L. ZX Ao 2y g4 B

W N
& 4p & 2p & 20 dx 4y
19s. & ____» o__ v
dr Jx’+y’—p‘ dx Jx’+y’—p’
l%aﬁ=& ﬂ:Cj Q’i:& QQ:zy
' e 27 & Y
197"’ _&.ei& P do_ B dp Py
2y, dx 2y, dx Ayl dx 4y
194. .
& _h & _ ﬂ_ a_ D _ P —dp dp: _
a2 Jo Tr=2e Ba0 b2 B B e fp, S a0y, P2ao,

199. y’=c,x’+c,. 200, »* =In’x 201. x=C‘xI7_fy=e. 202, y=
GH{y)-C} 2

ekstremalda kuchli minimumga erishiladi: minJ=->. 203, pix,y)= yloxt



Ekstremallar-markazi OX o'qida bo’lgan y=C?—(x-C,)* yarim doiralar;

y=y2Cx-x* (00) nugtadan o’tuvchi ekstremallar; maydon-yuqori yarim
tekislik. 204, Markazi 0(0,0) nuqtada bo’lgan aylananing M((x,, y,) nuqtadan
o'tuvehi yoyi kuchli minimumni beradi,

205, 1F[£)=C’. 206. 34 - By +6)" = C ellipslar. 207, x*+2y ~3p°-2x'y=C.
x

208, f=\,l+y=.2(l9. F=xpfy'. 20, f=xp’ 211 f= J{}—I-—}Lz](x’y‘*+y’)_
. Ty
22 i =1in's’, y,,(.r)::tﬁsinmrx (n=12_). .

' 1z sin[fgr-lnx
In*2+4n'y a2

213, A= )= .
AT T
_25+44n’x? _ Jz_(sinmrhlx) i 3
214. 4, R a— Y ()= 1*7;—— (n i._l.--)__-
215, A, =1-n'. y"(x}=:tEsinm:, (=12,
in[_r:_:rlrs{l+x)] _
26, 4=~ 2tdra L 82 1 (e=12.).

i
4In*2 \hnﬁv'lﬂr

217. y=1-x* , deb oiiﬁ, A, sl%% ga ega ho’lamiz. Aniq giymat 2,:-;-. 218.

y=x(1-x) deb olib, 4 <10 ga ega bo’lamiz. Aniq giymat i, = 7', 219. & =10;
aniq qivmat £ =22, 220, 4, =0,493..221. 4, =6, z,(x,y)=alx’ +y* —1).
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